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F.  KLEIN  UND  A.  SOMMEEFELD, 


ÜBER  DIE 


THEORIE  DES  KREISELS. 


LEIPZIG, 


DRÜCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.  TEUBNER. 

1897.  ^/f<^5 


ALLE  BEOHTE, 
EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBEESETZUNGSEECHTS ,  VOEBEHALTEN. 


Anzeige  des  Buches 

(aus  den  Mitteilungen  der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  in  Leipzig). 

Das  Werk  verdankt  seinen  Ursprung  einer  während  des  Winter- 
Semesters  1895/96  von  Prof.  Klein  an  der  Gröttinger  Universität  ge- 
haltenen Vorlesung.  Die  Ausführung  der  hierbei  vorgetragenen  Ideen 
sowie  die  Abrundung  des  Stoffes  hat  seitdem  in  der  Hauptsache 
Dr.  Sommerfeld  obgelegen. 

Der  erste  Abschnitt,  welcher  im  Juli  dieses  Jahres  erscheint, 
bringt  nach  einem  vorbereitenden  Kapitel  kinematischen  Inhalts  die 
grundlegenden  Betrachtungen  über  die  Prinzipien  der  Mechanik, 
soweit  sie  für  den  vorliegenden  Fall  in  Frage  kommen.  Einen  eigen- 
artigen Charakter  dürfte  dieser  Teil  dadurch  erhalten  haben,  dafs  die 
Verf..  im  Sinne  der  älteren  Autoren  vielfach  auf  Stofskräfte  zurück- 
gehen und  überall  den  Begriff  des  „Impulses^^  (nach  W.  Thomsons 
Ausdrucksweise,  Poinsots  couple  d'impulsion),  d.  h.  derjenigen  stofs- 
artigen  .Drehkraft  in  den  Vordergrund  rücken,  welche  imstande  ist, 
die  jeweilige  Bewegung  von  der  Ruhe  aus  momentan  zu  erzeugen. 
Hierdurch  scheint  die  Theorie  des  Kreisels  sowie  die  Mechanik  starrer 
Körper  überhaupt  einen  höheren  Grad  von  Anschaulichkeit  und  Ein- 
fachheit zu  gewinnen  wie  bei  ausschliefslicher  Benutzung  kontinuierlich 
wirkender  Kräfte. 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  eingehend  die  mathematische 
Seite  der  Theorie,  die  explicite  Darstellung  der  Bewegung  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels  durch  elliptische  Funktionen.  Es  wird 
hier  gezeigt,  dafs  nicht  die  gewöhnlich  benutzten  sog.  Eulerschen  un- 
symmetrischen Winkel,  bez.  die  Eulerschen  symmetrischen  Parameter 
(Quaternionengröfsen),  sondern  gewisse  aus  der  ßiemannschen  Funk- 
tionentheorie hervorwachsende  Parameter  in  analytischer  Hinsicht  die 
einfachsten  Bausteine  sind,  aus  denen  sich  die  allgemeinen  Formeln 
der  Kreiselbewegung  zusammensetzen. 

Der  dritte  Abschnitt  bringt  neben  mancherlei  Ergänzungen  des 
früheren  (Berücksichtigung  der  Reibung  im  Unterstützungspunkte, 
Kritik  der  populären  Kreisellitteratur  etc.)  die  mannigfachen  An- 
wendungen der  Theorie  auf  astronomische  und  physikalische 
Fragen.  Hier  galt  es  vornehmlich,  die  in  der  englischen  Litteratur 
insbesondere  in  der  Natural  Philosophy  von  Thomson  und  Tait  auf- 
gehäuften Schätze,  die  Untersuchungen  über  cyklische  Systeme,  über 


Gyrostaten  etc.^  dem  deutschen  Publikum  in  bequem  lesbarer  Form 
vorzuführen. 

Ursprünglich  als  eine  Widmung  für  den  Verein  zur  Förderung 
des  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterrichtes  gedacht, 
sollte  das  Buch  auch  für  die  der  Forschung  ferner  stehenden  Mathe- 
matiker und  Physiker  ohne  Schwierigkeit  verständlich  sein.  Spezifische 
Vorkenntnisse  aus  der  analytischen  Mechanik  oder  der  Funktionen- 
theorie sind  daher  nicht  vorausgesetzt  worden.  Es  ist  aber  zu  hoffen^ 
dafs  auch  die  spezifisch  mathematischen  Kreise  eine  gewisse  hieraus 
resultierende  Breite  und  Behaglichkeit  der  Darstellung  nicht  unan- 
genehm empfinden  werden. 

Die  Tendenz  des  Buches  möge  schliefslich  durch  einige  der  Ein- 
leitung entnommenen  Sätze  charakterisiert  werden: 

^^Die  Ent Wickelung  der  theoretischen  Mechanik  hat^  namentlich  in 
Deutschland^  eine  zu  ausschliefsliche  Richtung  auf  das  Abstrakte  und 
Formale  genommen^  welche  dem  unmittelbaren  Verständnis  vielfach 
hinderlich  entgegenwirkt.  Der  Studierende/  welcher  wohl  die  allge- 
meinen mechanischen  Prinzipien  analytisch  herzuleiten  lernt,  fafst  darum 
ihr.  eigentliche  mechanische  Bedeutung  nicht  immer  lebendig  genug  auf 
und  zeigt  sich,  vor  ein  spezielles  Problem  gestellt,  zu  dessen  Lösung 
häufig  ungeschickt.^^ 

,,Diesem  neuerdings  auch  von  anderer  Seite  hervorgehobenen  Ubel- 
stande  wünschen  wir  durch  die  eingehende  Behandlung  unseres  Problemes 
entgegenzutreten.  Wir  möchten  nicht  nur  eine  Kenntnis  der  Mechanik, 
sondern  sozusagen  ein  Gefühl  dafür  begründen.  Natürlich  ist  hierzu 
volle  Klarheit  über  die  geometrischen  Verhältnisse  der  Bewegung  eine 
erste  Vorbedingung.  .  .  .  Noch  wichtiger  aber  ist  für  uns  volle  Klar- 
heit über  die  mechanischen  Ursachen  der  Bewegung,  über  die  ins  Spiel 
kommenden  Kräfte.  Wir  werden  uns  diese  möglichst  konkret  im  Räume 
durch  Vektoren  versinnlichen;  besonderen  Wert  legen  wir  auf  die  Aus- 
bild ang  und  konsequente  Benutzung  des  Impulsbegriffes  etc.  .  .  .  Dabei 
gedenken  wir  die  analytische  Seite  unseres  Problems  keineswegs  zu 
verkürzen.  Die  Formel  liefert  schliefslich  doch  die  einfachste  und 
prägnanteste  Beschreibung  des  Bewegungsvorganges;  aufserdem  ist  sie 
als  Grundlage  der  wirklichen  numerischen  Ausrechnung  unentbehrlich. 
Wir  werden  nur  verlangen,  dafs  unsere  Kenntnis  der  Mechanik  nicht 
auf  die  Formel  basiert  ist,  sondern  dafs  umgekehrt  die  analytische 
Formulierung  als  letzte  Konsequenz  aus  einem  gründlichen  Verständnis 
der  mechanischen  Verhältnisse  von  selbst  zum  Vorschein  kommt.^^ 


Einleitung. 


Billiger  Weise  werden  wir  uns  zu  Beginn  dieser  Vorlesung  darüber 
zu  verständigen  haben,  was  wir  unter  dem  Worte  Kreisel  verstehen, 
und  was  wir  nicht  darunter  begriffen  wissen  wollen. 

Unter  einem  Kreisel  verstehen  wir  —  vorbehaltlich  einer  späteren 
Verallgemeinerung  des  Begriffes  —  einen  der  Schwere  unterworfenen 
starren  Körper,  dessen  Masse  symmetrisch  iim  eine  Axe  des  Körpers  ver- 
teilt ist,  und  hei  dem  mittelst  einer  geeigneten  Vorrichtung  ein  auf  der 
Symmetrieaxe  gelegener  FunM  im  Baume  festgehalten  wird. 

Wir  bezeichnen  den  festen  Punkt  des  Körpers  als  Unterstütmngs- 
punM  0;  derselbe  zerlegt  die  Symmetrieaxe  in  zwei  Halbstrahlen,  von 
denen  wir  nach  beliebiger  Auswahl  einen  als  Figurenaxe  bezeichnen. 
Die  zur  Figurenaxe  senkrechte  Ebene  durch  0  heifst  die  Äquatorebene 
des  Kreisels, 

Das  nebenstehend  abgebildete  Modell,  welches   von   dem  um   die 
experimentelle  Seite  der  Kreiseltheorie  besonders  verdienten  französischen 
Ingenieur  Roze  ver- 
fertigt ist  und  wel- 
ches  uns    in    dieser 
Vorlesung  ständig  zu 

Demonstrations- 
zwecken dienen  wird, 
stellt    einen   Kreisel 
in  dem  angegebenen 
Sinne  dar. 

Von  dem  glo- 
ckenförmig gestalte- 
ten Hauptteile  giebt 
unsere  Figur  nur  ei- 
nen  Meridianschnitt  ^is-i- 

wieder;    um    das    räumliche  Bild    desselben    zu    erhalten,    müssen   wir 
uns    die    Zeichnung    um    die   Figurenaxe    OF  gedreht    denken.     Das 
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untere  Ende  der  Figurenaxe  ruht  bei  0  in  einer  an  dem  Gestell 
befestigten  Pfanne  auf^  so  dafs  es  sich  während  der  Bewegung 
nicht  wesentlich  verschieben  kann.  Durch  die  eigentümliche  Gestaltung 
des  Hauptteiles  ist  erreicht  worden^  dafs  bei  vertikaler  Stellung  der 
Figurenaxe  der  Schwerpunkt  des  Kreisels  senkrecht  unter  dem  Unter- 
stützungspunkte liegt,  dafs  sich  also  in  dieser  Stellung  der  Körper  im 
stabilen  Gleichgewicht  befindet.  Wird  das  Umgekehrte  gewünscht,  so 
läfst  sich  dieses  durch  Hinzufügung  von  Übergewichten  bewirken,  die 
selbst  Rotationskörper  sind  und  axial  auf  die  Figurenaxe  des  Kreisels 
aufgesetzt  werden.  Eine  Besonderheit  des  Roze sehen  Kreisels  besteht 
in  einer  sinnreichen  Vorrichtung,  welche  es  ermöglicht,  dem  Kreisel 
eine  lebhafte  Rotation  zu  erteilen,  ohne  die  Spitze,  in  der  er  im  Unter- 
stützungspunkt endigt,  zu  schädigen.  Alle  Teile  des  Modells  sind  solide 
aus  Metall  gearbeitet.  Wir  erkennen  in  unserem  Beispiele  die  obigen 
Merkmale  des  Kreiselbegriffes  wieder:  die  Botationssymmetrie  um  die 
Figurenaxe  y  die  feste  Lage  eines  ihrer  Tunkte  und  die  Starrheit  des 
Materials. 

Dagegen  stellt  das  uns  wohlbekannte  und  gemeinhin  als  Kreisel 
bezeichnete  Kinderspielzeug  strenge  genommen  in  dem  oben  festgesetzten 

Sinne  des  Wortes  keinen  Kreisel 
vor,  weil  der  Unterstützungspunkt 
desselben  nicht  im  Räume  festliegt, 
sondern  sich  in  der  horizontalen  Ebene, 
d.  h.  auf  dem  Erdboden  frei  bewegen 
kann.  Unser  mechanisches  Problem 
tritt  uns  hier  in  komplizierterer  Form 
entgegen.  Zur  Orientierung  möge 
gleich  jetzt  bemerkt  werden,  dafs  die 
vollständige  analytische  Behandlung 
des  Kreisels  mit  iewegliehem  Unter- 
stüt^ungspunhte  Siuthyper elliptische  Funk- 
tionen führt,  während  die  allgemeine 
Bewegung  des  Kreisels  mit  festem 
Unter stütmngspunMe  durch  elliptische 
Funktionen  dargestellt  wird.  Wir  werden  auf  dieses  kompliziertere 
Problem  in  unserer  Vorlesung  nur  anhangsweise  eingehen  können. 

Ebensowenig  fällt  unter  unsern  Kreiselbegriff  genau  genommen  die 
in  der  nebenstehenden  Figur  dargestellte  Vorrichtung,  welche  man  als 
Bohnenbergersches  Maschinehen  (oder  auch  als  Foucaultsches  Gyroskop)  zu 
bezeichnen  pflegt.  Der  Hauptteil  des  Apparates  besteht  aus  einem  Schwung- 
rade, dessen  Axe  in  einem  inneren  Ringe  leicht  beweglich  gelagert  ist. 


Mg.  2. 
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Der  innere  Ring  ist  um  eine  Axe  beweglich^  welche  zur  Axe  des  Schwung- 
rades senkrecht  steht  und  ihre  Lager  in  einem  äufseren  Ringe  hat. 
Letzterer  ist  seinerseits  wieder  um  eine  zur  Axe  des  inneren  Ringes 
senkrechte  Axe  drehbar.  Bei  dieser  Vorrichtung  bleibt  während  der 
Bewegungen  des  Systems  allerdings  ein  Punkt  (der  Mittelpunkt  des 
Schwungrades)  im  Räume  fest.  Dafür  stellt  der  Apparat  aber  keinen 
einheitlichen  starren  Körper  dar^  weil  sich  die  Ringe  relativ  gegen  das 
Schwungrad  bewegen  können;  aufserdem  ist  auch  die  Rotationssym- 
metrie um  die  Axe  des  Schwungrades  durch  die  Masse  der  Ringe 
gestört.  Wollen  wir  den  Apparat  dennoch  gelegentlich  als  Beispiel  für 
unsere  Kreiselbetrachtungen  heranziehen^  so  müssen  wir  die  ausdrück- 
liche Annahme  hinzufügen^  dafs  die  Masse  des  Schwungrades  gegenüber 
.  den  Massen  des  äufseren  und  inneren  Ringes  sehr  beträchtlich  ist  und 
müssen  uns  daraufhin  gestatten^  die  letzteren  gegen  die  erstere  zu  ver- 
nachlässigen. Alsdann  haben  wir  es  bei  der  mechanischen  Behandlung 
des  Apparates  nurmehr  mit  dem  Schwungrade  zu  thun^  welches  einen 
einheitlichen  starren  Rotationskörper  darstellt.  Sehen  wir  aber  von 
dieser  vereinfachenden  Annahme  ab,  so  wird  die  Theorie  des  Apparates 
erheblich  komplizierter  wie  die  unseres  Kreisels. 

Allerdings  ist  es  selbstverständlich,  dafs  strenge  genommen  über- 
haupt kein  realer  Körper  der  eingangs  aufgestellten  Definition  ent- 
spricht. Weder  dürfte  es  möglich  sein,  einen  materiellen  Punkt  durch 
mechanische  Vorrichtungen  im  Räume  vollkommen  festzustellen,  noch 
giebt  es  in  der  Natur  irgendwo  einen  absolut  starrpn  Körper.  Ebenso 
selbstverständlich  aber  ist  es,  dafs  wir  mit  unserer  Analyse  den  wirk- 
lichen Verhältnissen  niemals  vollständig  gerecht  werden  können.  In 
der  Mathematik  handelt  es  sich  immer  um  idealisierte  Probleme;  wir 
müssen  die  wirklichen  Verhältnisse  durch  Abstraktion  von  allerlei 
Nebenumständen  stets  erheblich  vereinfachen,  bevor  wir  an  ihre  mathe- 
matische Behandlung  denken  können. 

Dabei  entsteht  die  Frage,  wie  weit  sich  die  wirklichen  Erscheinungen 
mit  unserem  idealen  mathematischen  Schema  decken  mögen.  Um  hier- 
über ein  Urteil  zu  gewinnen,  wird  man  den  Einflufs  der  nicht  in  Rech- 
nung gesetzten  Umstände  einzeln  festzustellen  suchen  und  wird  die  so 
gefundenen  Abweichungen  der  Lösung  des  idealisierten  Problemes  als 
Korrektionsglieder  hinzufügen.  In  diesem  Sinne  werden  wir  später  die 
Reibung  des  Kreisels  in  der  unterstützenden  Pfanne  untersuchen;  auch 
werden  wir,  wenigstens  qualitativ,  die  Elastizität  der  Unterlage  berück- 
sichtigen, welche  den  Kreisel  trägt.  Eine  ganze  Reihe  anderer 
Umstände  ~  die  Elastizität  des  Kreiselmateriales  selbst,  die  Mit- 
führung der  umgebenden  Luft  etc.  etc.  —  werden  als  weniger  ins  Gewicht 
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fallend  und  gar  zu   kompliziert   von    der   Betrachtung  ausgeschlossen 
bleiben. 

Warum  wir  aus  der  Fülle  der  mecbaniscben  Probleme  einen  so 
speziellen  Gegenstand  wie  die  Kreiselbewegung  herausgreifen,  bedarf 
vielleicht  der  Erklärung. 

Zunächst  hietet  der  Kreisel  an  sich  ein  hesonderes  Interesse  dar. 
Seine  Bewegungen  sind  uns  von  der  einen  Seite  sehr  bekannt  und  haben 
doch  etwas  Paradoxes  und  den  allgemeinen  mechanischen  Prinzipien 
scheinbar  Widersprechendes  an  sich.  Diesen  Widerspruch  aufzulösen, 
wird  vom  Standpunkte  der  Mechanik  eine  anziehende  Aufgabe  sein. 
Von  dem  Interesse,  welches  unser  Gegenstand  beanspruchen  darf,  zeugen 
auch  die  zahlreichen  diesbez.  älteren  und  neueren  Monographieen.  (Vgl. 
die  beigefügte  Litt eraturüb ersieht.)  Sodann  spielt  der  Kreisel  in  den 
Nachbargebieten  der  Mechanik,  in  der  Astronomie  und  in  der  theore- 
tischen JPhjsik,  eine  wichtige  Rolle.  Ein  Spezialstudium  unseres  Problems 
scEeint  daher  auch  aus  diesem  Grunde  angezeigt.  Endlich  besitzt  die 
Kreiseltheorie  auch  vom  Standpunkte  der  reinen  Mathematik  ein  eigen- 
artiges, zum  Mindesten  historisches  Interesse.  War  es  doch  unser 
Problem,  bez.  das  in  ihm  enthaltene  Problem  der  Pendelschwingungen, 
welches  von  altersher  fördernd  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Punk- 
tionen eingewirkt  hat. 

Weiterhin  aber  betrachten  wir  den  Kreisel  als  ein  Beispiel  mr  all- 
gemeinen  Mechanik  und  hoffen  gerade  durch  das  Voranstellen  des 
Speziellen  die  Auffassung  des  Allgemeinen  zu  beleben.  Die  Entwickelung 
der  Mechanik  hat,  namentlich  in  Deutschland,  eine  zu  ausschliefsliche 
Richtung  auf  das  Abstrakte  und  Formale  genommen,  welche  dem  un- 
mittelbaren Verständnis  vielfach  hinderlich  entgegenwirkt.  Der  Stu- 
dierende, welcher  wohl  die  allgemeinen  mechanischen  Prinzipien  ana- 
lytisch herzuleiten  lernt,  fafst  darum  ihre  eigentliche  mechanische 
Bedeutung  nicht  immer  lebendig  genug  auf  und  zeigt  sich,  vor  ein 
spezielles  Problem  gestellt,  zu  dessen  Lösung  ungeschickt. 

Diesem  Übelstande  wünschen  wir  durch  die  eingehende  Behand- 
lung unseres  Problems  entgegenzutreten.  Wir  möchten  nicht  nur  eine 
Kenntnis  der  Mechanik,  sondern  sozusagen  ein  Gefühl  dafür  begründen. 
Natürlich  ist  hierzu  volle  Klarheit  über  die  geometrischen  Verhältnisse 
der  Bewegung  eine  erste  Vorbedingung.  Wir  gedenken  daher  durch 
zahlreiche  Figuren  die  geometrische  Anschauung  zu  beleben  —  im 
Gegensatze  zu  Lagrange,  dem  gröfsten  Vertreter  der  abstrakten 
Richtung  in  der  Mechanik,  welcher  mit  besonderer  Vorliebe  betonte, 
dafs  in  seiner  analytischen  Mechanik  nicht  eine  Figur  zu  finden  sei. 
Noch  wichtiger  aber  ist  für  uns  volle  Klarheit  über  die  mechanischen 
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Ursachen  der  Bewegung,  über  die  ins  Spiel  kommenden  Kräfte.  Wir 
werden  uns  diese  möglichst  konkret  im  Räume  durch  Vektoren  ver- 
sinnlichen; besonderen  Wert  legen  wir  auf  die  Ausbildung  und  konse- 
quente Benutzung  des  Impulsb egriffes ,  worunter  wir  diejenige  Stofskraft, 
bez.  dasjenige  System  von  Stofskräfien_Yerstehen,  welches  im  stände 
ist,  die  jew^ilige^Bewegung^m^mentg^^  Ruhe  aus^zu  erzeugen. 

Dabei  gedenken  wir  die  analytische  Seite  unseres  Problems  keineswegs 
zu  verkürzen.  Die  Formel  liefert  schliefslich  doch  die  einfachste  und 
prägnanteste  Beschreibung  des  Bewegungsvorganges;  aufserdem  ist  sie 
als  Grundlage  der  wirklichen  numerischen  Ausrechnung  unentbehrlich. 
Wir  werden  nur  verlangen,  dafs  unsere  Kenntnis  der  Mechanik  nicht 
auf  die  Formel  basiert  ist,  sondern  dafs  umgekehrt  die  analytische 
Formulierung  als  letzte  Konsequenz  aus  einem  gründlichen  Verständnis 
der  mechanischen  Verhältnisse  von  selbst  zum  Vorschein  kommt. 

Die  hier  ausgesprochene  Tendenz  nach  einer  über  den  Formeln 
stehenden  mechanischen  Auffassung  kommt  namentlich  in  den  englischen 
Lehrbüchern  zur  Geltung.  Wir  nennen  natürlich  in  erster  Linie  das 
^geniale  Werk  von  Thomson  und  Tait,  den  treatise  on  natural  philo- 
sophy*),  ferner  das  in  Deutschland  meist  nicht  genügend  bekannte 
Werk  von  Routh**),  welches  als  Lehrbuch  noch  geeigneter  sein  dürfte, 
weil  es  systematischer  durchgearbeitet  und  nicht  so  schwer  verständlich 
ist  wie  jenes.  Neben  den  verbreiteten  französischen  Lehrbüchern***) 
kommen  für  uns  namentlich  in  Betracht  die  Darstellungen  von  Voigtf) 
und  Buddeff),  während  uns  die  berühmte  Kirchhoffsche  Mechanik 
einseitig  systematisch  und  zu  abstrakt  erscheint.  Am  frühesten  und 
nachdrücklichsten  hat  Poinsot  die  hier  vertretene  Forderung  und  zwar 
speziell  bei  unseren  Rotationsproblemen  erhoben.  Die  schönen  Methoden 
von  Poinsot  werden  wir  in  dieser  Vorlesung  besonders  gerne  kultivieren. 
Im  übrigen  möchten  wir  nicht  so  weit  gehen,  wie  Poinsot,  der  aus 
seinen  Betrachtungen  die  Koordinatenrechnung  nach  Möglichkeit  ver- 
bannt und  sich  so  den  Zugang  zu  den  schwierigeren  Problemen  selbst 
verschliefst.    Wir  möchten  die  Poinsotschen  Betrachtungen  nur  als  eine 

*)  Nur  die  erste  Auflage  dieses  Werkes  (erscMenen  Cambridge  1867)  ist  bis 
jetzt  ins  Deutsche  übertragen  (Braunschweig  1871);  die  zweite  Auflage,  welche 
1883 — 86  in  zwei  Teilen  erscMen,  ist  sehr  viel  reichhaltiger;  Zitate  im  Folgen- 
den beziehen  sich  immer  auf  diese  zweite  Auflage. 

**)  Dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies,  2  Bde.,  5.  Aufl.  London  1891;  eine 
deutsche  Übersetzung  erscheint  demnächst  bei  B.  Gr.  Teubner. 
***)  Yon  Duhamel,  Despeyrous-Darboux,  Appell  etc. 

t)  Voigt,  Elementare  Mechanik,  Leipzig  1891. 
ff)  Budde,  Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Systeme,  2  Bde., 
Berlin  1890. 
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erste  und  zwar  sehr  wertvolle  Einfülirung  in  die  Theorie  der  Rotations- 
probleme ansehen,  wollen  sie  aber  überall  da,  wo  sie  allein  nicht  mehr 
zum  Ziele  führen  oder  doch  zu  kompliziert  werden,  durch  die  Analysis 
vervollständigen.  So  werden  wir  z.  B.  gleich  das  erste  Kapitel  mit 
geometrischen  Untersuchungen  nach  dem  Vorbilde  Poinsots  beginnen, 
dann  aber  bald  zu  analytischen  Betrachtungen  übergehen. 

Natürlich  können  wir  in  dieser  Vorlesung  keine  systematische 
Entwickelung  der  Mechanik  geben;  wir  werden  eine  allgemeine  Kennt- 
nis des  weiten  Gebietes  voraussetzen  müssen.  Ebenso  werden  wir  eine 
gewisse  Vertrautheit  mit  den  Methoden  der  Funktionentheorie  nicht 
entbehren  können.  Indessen  sollen  sowohl  die  mechanischen  wie  die 
funktionentheoretischen  Begriffe  bei  ihrem  Auftreten  an  dem  Beispiel 
unseres  Kreisels  kurz  erläutert  werden,  so  dafs  die  Vorlesung  auch  zu 
einer  ersten  orientierenden  Einführung  in  das  Gebiet  der  elliptischen 
Funktionen  und  in  die  höheren  Partieen  der  Mechanik  allgemeiner 
Systeme  dienen  kann. 

Schliefslich  noch  ein  Wort  über  die  Handhabung  der  Infinitesimal- 
rechnung. Wir  gedenken  in  dieser  Darstellung  keineswegs  mit  der- 
jenigen Strenge  vorzugehen,  welche  heutzutage  in  der  Infinitesimal- 
rechnung möglich  und  vielfach  üblich  ist.  Vielmehr  werden  wir  uns 
alle  diejenigen  Erleichterungen  zu  nutze  machen,  welche  die  Aus- 
drucksweise der  unendlich  kleinen  Gröfsen  und  die  Vertauschung  der 
Grenzübergänge  mit  sich  bringt.  Offenbar  hat  die  moderne  Verschärfung 
der  Infinitesimalrechnung  nicht  den  Sinn,  dafs  man  auf  Schritt  und 
Tritt  durch  diesbezügliche  Bedenken  behindert  werden  soll,  sondern 
dafs  man  diese  ein  für  allemal  in  den  Grundlagen  der  Infinitesimal- 
rechnung erledigt,  um  hernach  um  so  unbedenklicher  verfahren  zu 
können.  Wer  die  genaueren  Methoden  der  Differentialrechnung  kennt, 
wird  im  folgenden  etwa  wünschenswerte  Präzisierungen  der  Ausdrucks- 
weise stets  leicht  hinzufügen  können.  Wir  unterlassen  dieses  nicht 
deshalb,  weil  darin  irgend  eine  Schwierigkeit  liegt,  sondern  weil  wir 
hierdurch  die  Darstellung  u.nnötig  schleppend  machen  und  die  Auf- 
merksamkeit von  den  eigentlichen  Schwierigkeiten  des  Problems  ab- 
lenken würden. 


Kapitel  I. 
Die  Kinematik  des  Kreisels. 

§  1.    Geometrische  Behandlung  der  Kinematik. 

Wir  beginnen  mit  einem  Kapitel  geometrischen  Inhalts,  welches 
von  der  Kinematik  des  Kreisels  handeln  soll.  Als  Gegensatz  zu  Kine- 
matik gebrauchen  wir  nach  dem  Vorschlage  von  Thomson  und  Taiü 
das  Wort  Kinetih  Während  die  Kinematik  lediglich  mit  den  Be- 
griffen Raum  und  Zeit  operiert  und  die  Bewegungen  nur  nach  ihrer 
geometrischen  Möglichkeit  untersucht,  nimmt  die  Kinetik  die  Begriffe 
von  Masse  und  Kraft  hinzu  und  behandelt  die  Bewegungen  mit  Rück- 
sicht auf  ihre  mechanische  Möglichkeit. 

Da  in  der  Kinematik  die  Massenverteilung  des  Körpers  gänzlich 
irrelevant  ist,  so  kommen  von  den  in  der  Einleitung  postulierten 
Eigenschaften  des  Kreisels  hier  nur  die  Starrheit  des  Materials  und 
die  feste  Lage  des  Unterstützungspunktes  in  Betracht.  Die  folgenden 
Untersuchungen  gelten  also  für  einen  'beliebigen  starren  Körper  mit 
festem  Unterstüt^ungspunUe,  Wir  wollen  einen  solchen  Körper  einen 
^allgemeinen  KreiseV  nennen,  im  Gegensatz  zu  dem  in  der  Einleitimg 
definierten  ^^symmetrischen  KreisßV',  Auch  in  den  nächstfolgenden  Kapiteln 
beziehen  wir  uns  teilweise  auf  diesen  „allgemeinen  Kreisel",  während  wir 
uns  in  den  letzten  Kapiteln  durchaus  auf  den  „symmetrischen  Kreisel" 
beschränken  müssen. 

Die  Probleme  der  Kinematik  werden  unter  allgemeinstem  Gesichts- 
punkte nach  der  Anmhl  der  Freiheitsgrade  eingeteilt.  Die  Bedeutung 
dieses  gleichfalls  von  Thomson  und  Tait  eingeführten  Ausdruckes 
wird  durch  die  folgende  kleine  Tabelle  erläutert: 

Ein  im  Baume  frei  beweglicher  PunM  besitzt  drei  Grade  der  Frei- 
heit, (seine  Lage  wird  durch  drei  unabhängige  Coordinaten  bestimmt). 

Ein  starrer  frei  beweglicher  Körper  hat  sechs  Freiheitsgrade,  (die 
Lage  und  Orientierung  des  Körpers  wird  durch  Angabe  von  sechs^ 
geeigneten,  unabhängigen  Parametern  festgelegt). 

Ein  starrer  Körper,  von  welchem  ein  PunM  festgehalten  wird,  be- 
sitzt wieder  drei  Grade  der  Freiheit 
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Dementsprechend  kommen  unserem  Kreisel  mit  festem  Punkte,  so- 
fern wir  ilm  als  starren  Körper  behandeln  dürfen,  drei  Grade  der 
Freiheit  zn.  Der  hewegliehe  Kreisel,  dessen  Unterstützungspunkt  in 
einer  horizontalen  Ebene  spielt,  hat  fünf  Freiheitsgrade.  Wir  können 
auch  Kreisel  mit  einem  oder  mvei  Freiheitsgraden  herstellen,  indem  wir 
die  Figurenaxe  in  einem  festen  Gestelle  oder  in  einem  Ringe  lagern, 
welcher  seinerseits  um  eine  feste  Axe  drehbar  ist.  Dagegen  würde 
unser  Kreisel  unendlich  viele  Grade  der  Freiheit  besitzen,  sobald  wir 
die  elastischen  Deformationen  des  Materials  berücksichtigen  wollten. 

Bei  den  folgenden  Betrachtungen  werden  wir  fürs  erste  die  Vor- 
stellung eines  im  Räume  frei  beweglichen  starren  Körpers  zu  Grunde  legen, 
von  welchem  der  Kreisel  mit  festem  Unterstützungspunkte  ein  Spezial- 
fall ist.  Da  es  sich  um  sehr  einfache  und  bekannte  Dinge  handelt, 
wird  es  genügen,  an  die  fraglichen  Sätze  kurz  zu  erinnern,  ohne  sie 
ausführlich  abzuleiten.  Die  Beweise  möge  man  nötigenfalls  in  den 
vorgenannten  Lehrbüchern  nachlesen. 

Wir  betrachten  einen  in  Bewegung  begriffenen  starren  Körper  in 
zwei  verschiedenen  Lagen  imd  stellen  uns  die  Aufgabe,  diejenige  Be- 
wegung anzugeben,  welche  in  einfachster  Weise  von  der  Anfangslage 
zu  der  Endlage  überführt.  Die  Lage  des  Körpers  ist  vollkommen  be- 
stimmt, wenn  die  Lage  von  irgend  dreien  seiner  Punkte,  sagen  wir 
0,  P,  Qj  bekannt  ist.  Die  Anfangslage  der  Punkte  möge  mit  O^P-^Q-^^ 
die  Endlage  mit  O^P^Q^  bezeichnet  werden.  Zunächst  können  wir 
durch  eine  Parallelverschiebung  des  Körpers  den  Punkt  0^  nach  0^ 
transportieren;  dabei  mögen  die  Punkte  P^,  Q^  bez.  übergehen  in  P^',  Q^\ 
Sodann  verbinden  wir  P^'  mit  Pg,  Q^'  mit  Q^  und  konstruieren  in  der 
Mitte  der  Verbindungslinien  die  Normalebenen  zu  letzteren.  Diese 
schneiden  sich  in  einer  durch  0^  hindurchgehenden  Axe.  Drehen  wir 
nun  den  Körper  um  diese  Axe  durch  einen  geeigneten  Winkel,  so  wird 
P/  nach  P^  und  Q-^^  nach  Q^  geschafft.  Wir  können  also  durch 
Kombination  einer  Parallelverschiebung  und  einer  Drehung  das  Dreieck 
OPQ  und  also  auch  den  starren  Körper  aus  seiner  Anfangslage  in 
seine  Endlage  überführen.     Daher  der  Satz: 

Die  allgemeinste  Ortsveränderung  eines  frei  beweglichen  starren  Körpers 
kann  immer  durch  die  Kombination  einer  Botation  und  einer  Translation 
ersetzt  werden. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dafs  eine  Parallelverschiebung  gleich- 
bedeutend ist  mit  einer  Drehung  um  eine  unendlich  ferne  Axe  oder 
mit  einem  sogenannten  Drehungspaar,  d.  h.  mit  zwei  Drehungen  um 
parallele  Axen  von  gleichem  Drehungswinkel  aber  entgegengesetztem 
Sinne,  so  können  wir   dem   vorhergehenden   Satze   auch   die   folgende 
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Fassung  geben,  welclie  im  Hinblick  auf  den  entsprecbenden  Satz  der 
Statik  starrer  Systeme  von  Interesse  ist: 

Die  allgemeinste  Ortsverändenmg  eines  starren  Körpers  "kann  ersetzt 
zverden  durch  eine  Einzeldrehimg  und  ein  Drehimgspaar. 

Offenbar  läfst  sieb  unsere  Konstruktion  nocb  in  sehr  mannigfacber 
Weise  dadurcb  abändern,  dafs  der  gerade  berausgegriffene  Punkt  0 
durcb  irgend  einen  anderen  Punkt  ersetzt  wird.  Wir  mögen  den  jedes- 
mal benutzten  Punkt  0  etwa  den  „Bezugspunkt"  nennen  und  können 
uns  fragen,  ob  wir  durcb  geeignete  Wabl  des  Bezugspunktes  das  Re- 
sultat unserer  Konstruktion  vereinfacben  können.  In  dieser  Hinsiebt 
ergiebt  sieb,  dafs  man  immer  den  Bezugspunkt  so  wäblen  kann,  dafs 
die  Ricbtung  der  Translation  zu  der  Axe  der  Rotation  parallel  wird. 
Bekanntlicb  nennt  man  die  Kombination  einer  Drebung  mit  einer  nacb 
der  Axe  der  Drebung  erfolgenden  Parallelyerscbiebung  eine  Schraube 
(genauer  eine  „Bewegungsscbraube")*).  Die  Gröfse  der  Parallelyer- 
scbiebung zusammen  mit  der  Grröfse  der  Drebung  bestimmt  die  Gang- 
böbe;  Gröfse,  Axe  und  Sinn  der  Drebung  geben  den  Drebungswinkel, 
die  Drebungsaxe  und  den  Drebungssinn  der  Scbraube.  Wir  können 
daraufbin  sagen: 

Die  allgemeinste  Ortsverändenmg  eines  starren  Körpers  Icann  hei 
geeigneter  Wahl  des  DemgspimJäes  ersetzt  ^verden  durch  eine  Schraubung 
von  bestimmter  Axe,  bestimmtem  D^'-ehimgswin'kel  und  Drehungssinn  und 
bestimmter  Ganghöhe. 

Unsere  Scbraubenbewegung  stimmt  mit  der  wirklieb  stattfindenden 
Bewegung  des  Körpers  natürlicb  nur  in  der  Anfangs-  und  Endlage 
überein;  die  bei  der  wirklieben  Bewegung  eingenommenen  Zwiscbenlagen 
können  dabei  von  den  wäbrend  der  binzugedacbten  Scbraubenbewegung 
stattfindenden  Zwiscbenlagen  durcbaus  verscbieden  sein.  Betracbten 
wir  aber  eine  unendlicb  kleine  Bewegung  des  starren  Körpers  d.  b.  den 
Grenzfall  einer  endlicben  Bewegung  wäbrend  eines  unendlicb  abnebmen- 
den  Zeitintervalles  und  die  zugebörige  unendlicb  kleine  Scbraube,  d.  b. 
den  Grenzfall  der  zugebörigen  endlicben  Scbraubenbewegung.  Hier 
können  wir  von  Zwiscbenlagen  nicbt  mebr  sprecben;  infolgedessen 
werden  wir  eine  unendlicb  kleine  Bewegung  mit  der  binzukonstruierten 
Scbraubenbewegung  direkt  als  identiscb  anseben  und  können  kurz  sagen : 

Jede  imenälich  Meine  Beivegung  eines  starren  Körpers  ist  eine 
Schraubenbewegung. 


*)  Vergl.  Sir  Robert  Ball.    The  theory  of  screws.    Dublin  1876.    (Deutsch 
bearbeitet  von  Gravelins,  Berlin  1889). 
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Übrigens  werden  wir  eine  nnendlicli  kleine  Schraube  nicbt  durcli 
ihren  (nnendlicli  Meinen)  Drelinngswinkel^  sondern  lieber  durch  ihre 
(als  endlich  vorauszusetzende)  Drehungsgeschwindigkeit  charakterisieren. 

Wir  gehen  nun  auf  die  speziellen  Verhältnisse  bei  unserem  Kreisel 
d.  h.  natürlich  bei  dem  allgemeinen  Kreisel  ein.  Hier  w^^den  wir 
den  Bezugspunkt  0  in  den  festen  Unterstützungspunkt  legen.  Alsdann 
wird  die  Ganghöhe  der  Schraube  gleich  Null;  die  Schraubenbewegung 
artet  in  eine  einfache  Drehung  um  eine  durch  0  gehende  Axe  aus. 
Wir  haben  daher  die  Sätze: 

Eine  heliebige  Betvegung  unseres  Kreisels  'kann  in  ihrem  Resultate 
ersetzt  tverden    durch    eine    Drehung   von   'bestimmter   Axe,    bestimmtem 
Drehungswinkel  und  Drehungssinn; 
und 

Jede  momentane  (unendlich  Ideine)  Beivegung  des  Kreisels  ist  eine 
Drehung  von  bestimmter  Axe  und  Drehungsgeschioindigkeit  und  bestimmtem 
Drehungssinn, 

Zunächst  mögen  einige  Bemerkungen  über  die  Zusammensetzung 
von  Drehungen  folgen^  wobei  wir  mit  Rücksicht  auf  den  Kreisel  nur 
solche  Drehungen  zu  betrachten  brauchen^  deren  Axen  durch  0  hin- 
durchgehen. Wir  wollen  uns  vorstellen^  dafs  dem  Kreisel  nach  einander 
zwei  verschiedene  endliche  Drehungen  erteilt  werden.  Das  Resultat 
derselben  IvOiinen  wir  nach  dem  vorhergehenden  Satz  auch  durch  eine 
Einzeldrehung  bewirl^cn.  Näheres  erfahren  wir  über  letztere  aus  dem 
Satze '^'):  Drehen  wir  den  Raum  successive  um  die  drei  Kanten  einer 
dreiseitigen  Ecke  je  durch  die  doppelten  Kantenwinkel^  so  kommen 
wir  zur  Anfangslage  zurück.  Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion 
der  resultierenden  Drehung:  Wir  schlagen  um  0  die  Einheitskugel, 
verbinden  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Axen  der  Teildrehungen  durch 
einen  gröfsten  Kreis  und  tragen  an  diesen  die  halben  Winkel  der  bez. 
Teildrehungen  an.  Dann  giebt  die  dritte  Ecke  des  so  entstehenden  sphä- 
rischen Dreiecks  die  Axe,  der  anliegende  Aufsenwinkel  den  halben  'Winkel 
der  residtierenden  Drehung.  Merkwürdiger  Weise,  operiert  diese  Kon- 
struktion mit  den  halben  Drehungs winkeln,  so  dafs  aus  ihr  ein  bis 
auf  Multipla  von  2jt  bestimmter  Wert  des  halben,  d.  h,  ein  modulo  4jr 
bestimmter  Wert  des  ganzen  Drehungs winkeis  folgt. 

Wir  sprechen  sodann  von  unendlich  kleinen  Drehungen  oder 
Drehgeschwindigkeiten.     Wie  üblich  ordnen  wir  der  unendlich  kleinen 


*)  Vgl.  Schell:  Theorie  der  Beivegung^  Leipzig  1879  IL  Teil,  Kap.  11, 
§  9.  Der  Satz  spielt  in  Hamilton  kS  Lectures  on  quaternions  eine  grofse  Rolle 
(art  217  u.  ff.). 
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Drehung  ein  geometrisclies  Bild  durch,  folgende  Malsnahme  zu:  Wir 
tragen  von  0  aus  auf  der  Axe  der  Drehung  eine  Strecke  ab,  welche 
uns  die  Gröfse  der  Drehgeschwindigkeit  repräsentiert  und  zwar  durch- 
gehends  nach  derjenigen  Seite  hin,  yon  der  aus  die  Drehung  im  Sinne 
des  Uhrzeigers  zu  erfolgen  scheint.  Das  so  entstehende  geometrische 
Gegenbild  der  unendlich  kleinen  Drehung  nennen  wir  einen  Drehungs- 
vektor. Ist  der  letztere  bekannt,  so  folgt  daraus  Axe,  Geschwindigkeit 
und  Sinn  der  unendlich  kleinen  Drehung  in  unzweideutiger  Weise. 

Wir  haben  dabei  nur  noch  eine  Festsetzung  über  den  Mafsstab 
hinzuzufügen,  in  dem  wir  die  repräsentierende  Strecke  abtragen  und 
über  das  Mafssystem,  in  dem  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  messen 
wollen.  Am  einfachsten  ist  es,  hier  und  im  folgenden  durchgeh ends 
das  sog.  „absolute  Mafssystem^^  zu  Grunde  zu  legen,  also  eine  Länge 
in  Centimetern,  eine  Zeit  in  Sekunden  zu  messen.  Eine  Winkelge- 
schwindigkeit werde  immer  in  Bogenmafs  ausgedrückt,  also  etwa  durch 
den  in  cm  gemessenen  Bogen  eines  Kreises,  welchen  ein  um  1  cm  von 
der  Drehungsaxe  entfernter  Punkt  während  einer  sec  bei  gleichförmiger 
Drehung  beschreiben  würde.  Im  absoluten  Mafssystem  kommt  in  diesem 
Sinne  jeder  Drehungsgeschwindigkeit  ein  bestimmter  numerischer  Wert, 
sagen  wir  n,  zu.  Unsere  repräsentierende  Strecke  bestimmen  wir  darauf- 
hin so,  dafs  wir  gerade  n  cm  auf  der  Drehungsaxe  in  der  oben  ange- 
gebenen Weise  abtragen. 

Der  fragliche  Satz  über  die  'Zusammensetzung  zweier  unendlich 
kleiner  Drehungen  lautet  nun  einfach  so: 

Zivei  unendlich  Meine  Drehungen  setzen  sich  nach  dem  'Parallelo- 
gramm der  Kräfte  msammen,  d.  h.  so,  dafs  sich  die  mgehörigen  Drehung s- 
veMoren  geometrisch  (wie  Strecken  oder  Vektoren)  addieren, 

liiesei;^  fundamentale  und  sehr  bekannte  Satz  rechtfertigt  nach- 
^^^M^dich  di^^inführung  des  Wortes  Dre^ungs^ep^  und  zeigt  überdies, 
dafsääsTResultat  zweier  uneriSlichklemer  Drehungen  von  ihrer  Reihen- 
folge unabhängig  ist,  dafs  also  unendlich  kleine  Drehungen  vertauschhare 
Operationen  bedeuten.  Zum  Beweise  dessen  genügt  es,  die  Figur  des 
Parallelogrammes  zu  betrachten.  Bemerken  wir  dagegen,  dals  das 
Resultat  zweier  endlicher  Drehungen  sich  ändert,  wenn  wir  die  Reihen- 
folge der  Teildrehungen  umkehren,  dafs  also  endliche  Drehungen  nicht 
vertauschbar  sind.  Der  Beweis  folgt  daraus,  dafs  bei  der  auf  pag.  10 
angedeuteten  Konstruktion  die  Bestimmungsstücke  der  Teildrehungen 
in  unsymmetrischer  Weise  benutzt  werden. 

Hierauf  betrachten  wir  den  in  Bewegung  begriffenen  Kreisel  in 
einer  ganzen  Reihe  verschiedener  Lagen,  fassen  also  eine  erste,  zweite, 
dritte, .  . .  Lage  desselben  ins  Auge.     Die  Bewegung,  welche  von  der 
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ersten  zur  zweiten^  von  der  zweiten  zur  dritten  Lage  etc.  überführt, 
ersetzen  wir  je  durch,  eine  einzelne  Drehung  und  erhalten  so  eine 
Reihe  verschiedener  durch  0  gehender  Drehungsaxen.  Dabei  unter- 
scheiden wir,  wie  überhaupt  in  der  Kinematik,  zwischen  einem  beweg- 
liehen  und  einem  festen  Systeme.  Das  bewegliche  System  ist  unser 
Kreisel,  das  feste  der  ideale  Raum. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  die  Auszeichnung  des  einen  Systems  vor 
dem  anderen,  welche  in  den  Worten  „beweglich"  und  „fest"  liegt,  vom 
Standpunkte  der  reinen  Kinematik  eigentlich  ungerechtfertigt  ist  und 
dafs  es  richtiger  wäre,  etwa  von  einem  ersten  und  ^iveiten  System  zu 
sprechen.  Geometrisch  ist  nämlich  jede  Bewegung  mit  ihrer  umge- 
kehrten, bei  welcher  die  Rolle  des  beweglichen  und  des  festen  Systemes 
vertauscht  ist,  gleichberechtigt.  In  der  Kinematik  handelt  es  sich  also 
immer  nur  um  Melativbewegungen,  Anders  in  der  Kinetik.  Die  _zur 
Erzeugung  einerBewegung  erfordeidifihenJSjifte  jgdern  sich  durchaus, 
wenn  wir  das  bewegliche  System  miLiiem  festen  vertauschenT'TrrHer 
Kinetik  haben  also  die  direkte  und  die  umgekehrte  Beivegung  einen 
im  allgemeinen  durchaus  verschiedenen  Charakter.  Eine  Ausnahme  von 
dieser  Regel  werden  wir  später^  besonders  betonen,  wo  wir  den  Satz 
kennen  lernen  werden,  dafs  die  Umkehr  der  Kreiselbewegung  unter 
speziellen  Umständen  wieder  eine  Kreiselbewegung  wird  von  demselben 
kinetischen  Charakter,  wie  die  direkte  Bewegung. 

Die  Axen  der  oben  genannten  Drehungen,  welche  den  Kreisel  aus 
der  ersten  in  die  zweite,  aus  der  zweiten  in  die  dritte  Lage  etc.  bringen, 
wollen  wir  uns  sowohl  im  festen  wie  im  beweglichen  System  markieren. 
Wir  bekommen  so,  wenn  wir  die  successiven  Kanten  noch  durch  Ebenen 
verbinden,  ein  im  Kreisel  und  ein  im  Räume  festes  Vielkant  mit  resp. 
gleichen  Seitenwinkeln.  Bei  der  ersten  Drehung  fallen  die  bez.  ersten 
Kanten  der  beiden  Vielkante  zusammen.  Um  diese  dreht  sich  das  be- 
wegliche System  und  zwar  soweit,  bis  die  zweiten  Kanten  zur  Deckung 
gekommen  sind.  Bei  der  zweiten  Drehung  dreht  sich  das  bewegliche 
System  um  die  zweite  Kante.  Die  Grröfse  der  Drehung  bestimmt  sich 
dadurch,  dafs  am  Ende  derselben  die  bez.  dritten  Kanten  zusammen- 
fallen müssen.  So  geht  es  fort.  Den  ganzen  Drehungsvorgang  können 
wir  kurz  folgendermalsen  schildern: 

JEs  rollt  das  hewegliehe  Vielkant  auf  dem  festen  ah. 

Natürlich  braucht  diese  Bewegung  mit  der  von  dem  Kreisel  wirk- 
lich ausgeführten  nur  in  den  jedesmaligen  Endlagen  der  Teildrehungen 
übereinzustimmen.  Die  Zwischenlagen  können  in  beiden  Fällen  noch 
sehr  verschieden  sein.  Um  nun  aber  auf  diesem  Wege  eine  vollständige 
Wiedergabe  der  wirklichen  Bewegung  zu  erreichen,   werden  wir  den 
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Grenzübergang  von  den  endliclien  zu  unendlicli  kleinen  Drehungen 
machen.  Wir  fassen  die  Bewegung  des  Kreisels  in  jedem  Momente 
als  eine  unendlich  kleine  Drehung  auf  und  denken  uns  die  zugehörige 
„instantane  Drehaxe"  sowohl  im  festen  wie  im  beweglichen  System 
konstruiert.  Unsere  Vielkante  verwandeln  sich  bei  dem  Grenzübergange 
in  Kegel.  Wir  erhalten  einen  im  Baume  festen  und  einen  im  Kreisel 
festen  Kegel j  welche  ihre  gemeinsame  Spitze  in  dem  Unterstützungs- 
punkte haben.  Den  im  Kreisel  festen  Kegel  bezeichnen  wir  als  den 
Kegel  der  Polhodie  (zu  deutsch:  Weg  der  Drehpole  bez.  der  Drehaxen)^ 
den  im  Räume  festen  Kegel  nennen  wir  den  Kegel  der  Herpolhodie  (zu 
deutsch:  Weg^  auf  welchem  der  Drehpol  entlang  kriecht;  da  das  Wort 
von  dem  griechischen  a^itsiv,  kriechen^  abgeleitet  ist^  sollte  man  eigent- 
lich sagen:  Herpopolhodie).  Während  der  Bewegung  rollen  nun  diese 
beiden  Kegel  ohne  zu  gleiten  auf  einander  ab^  und  wir  haben  den  Satz: 

Eine  heliehige  kontinuierliche  Bewegung  des  Kreisels  kann  in  allen 
ihren  Lagen  dadurch  wiedergegeben  werden ,  dafs  wir  einen  deweglichen 
auf  ^ einem  festen  Kegel  abrollen  lassen.  Der  bewegliche  Kegel  ist  der  Ort 
der  instantanen  Drehofen  im  Kreisel;  der  feste  Kegel  ist  der  Ort  der 
Drehaxen  im  Baum, 

Wir  haben  damit  das  schöne  und  anschauliche  Bild  reproduziert^ 
unter  welchem  man  sich  nach  Poinsot*)  die  Bewegung  des  Kreisels 
kinematisch  vorzustellen  hat.  Dieses  Bild  wird  allemal  dann  sehr 
nützlich  sein^  wenn  die  abrollenden  Kegel  eine  übersichtliche  Gestalt 
haben,  so  namentlich  im  Falle  der  regulären  Präzession  (vgl.  den 
letzten  Paragraphen  dieses  Kapitels).  In  komplizierteren  Fällen  da- 
gegen, wo  die  Gestalt  der  Kegel  nicht  direkt  bekannt  und,  wenn  sie 
es  wäre,  der  Anschauung  schwer  zugänglich  ist,  scheint  die  Nützlich- 
keit der  Poinsotschen  Vorstellung  einigermafsen  problematisch. 

Entsprechende  Überlegungen  lassen  sich  auch  für  den  frei  beweg- 
lichen starren  Körper  durchführen.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  dafs 
die  successiven  instantanen  Drehaxen  nicht  durch  einen  festen  Punkt 
hindurchgehen,  sondern  im  allgemeinen  windschief  im  Räume  verteilt 
sind.  Infolge  dessen  treten  hier  statt  der  Kegel  ^wei  allgemeinere  gerad- 
linige Flächen  (Begelflächen)  auf  Auch  besteht  die  instantane  Bewegung 
nicht  in  einer  reinen  Drehung  sondern  in  einer  unendlich  kleinen 
Schraubung.  Die  beiden  Begelflächen  rollen  also  nicht  nur  auf  einander 
ab,  sondern  gleiten  gleichzeitig  in  gewisser  Weise  längs  ihrer  Erzeugenden 
an  einander  hin,  sie  schroten  auf  einander^  wie  die  Ingenieure  sagen. 


*)  Vgl.  Poinsot:    Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des    Corps,  Paris   1834, 
auch  Liouv.  Journ.  ser.  1,  1. 1»,  deutscheÜbersetzung  von  Schellbach,  Berlin  1851. 
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Wir  mögen  noch  von  den  Kegeln  der  Polhodie  und  Herpolhodie 
zu  gewissen  auf  ihnen  verlaufenden  Kurven  übergehen.  Wir  denken 
uns  zu  dem  Zweck  auf  der  instantanen  Drehaxe  den  „instantanen 
Drehungsvektor"  nach  der  oben  angegebenen  Regel  abgetragen.  Der 
Endpunkt  des  letzteren  beschreibt  dann  im  festen  wie  im  beweglichen 
System  je  eine  Kurve  ^  welche  wir  bez.  Herpolhodie-  und  Polhqdiehtrve 
nennen.  Gleichzeitig  mit  den  Kegeln  rollenh&TWr  Bewegung  des  Kreisels 
auch  diese  Kurven  auf  einander  ah.  Da  sie  mehr  über  die  jeweilige 
Drehung  aussagen  als  die  entsprechenden  Kegel^  nämlich  aufser  der 
Axe  auch  Gröfse  und  Sinn  der  Drehung  zur  Erscheinung  bringen,  so 
wird  es  häufig  vorteilhaft  sein,  diese  Kurven  an  Stelle  jener  Kegel  zu 
verwenden. 

Bei  der  Konstruktion  des  Drehungsvektors  haben  wir  stillschweigend 
vorausgesetzt,  dafs  der  Beobachter,  welcher  über  den  Sinn  der  Drehung 
und  über  die  Richtung,  in  welcher  der  Drehungsvektor  abgetragen  wird, 
zu  entscheiden  hat,  eine  im  Räume  feste  Stellung  einnimmt  und  die 
Bewegung  des  Kreisels  relativ  gegen  den  festen  Raum  beobachtet.  Wir 
können  den  Drehungsvektor  aber  auch  für  die  umgekehrte  Bewegung 
konstruieren.  Dann  werden  wir  einen  Beobachter  voraussetzen  müssen, 
welcher  eine  im  Kreisel  feste  Stellung  hat  und  die  Drehung  des  Raumes 
relativ  gegen  den  für  ihn  ruhenden  Kreisel  beobachtet.  Diese  Drehung 
findet  in  jedem  Augenblicke  im  umgekehrten  Sinne  statt  wie  die  vor- 
herige. Der  Drehungsvektor  der  umgekehrten  Bewegung  ist  daher 
nach  der  entgegengesetzten  Seite  abzutragen,  wie  der  der  direkten. 
Der  Endpunkt  dieses  Vektors  beschreibt  im  festen  und  beweglichen 
System  je  eine  Kurve,  welche  wir  Folhodie-  und  HerpolhodieJcurve  der 
umgekehrten  Bewegung  nennen  können.  Biese  liegen  m  der  Herpolhodie- 
und  Polhodiekurve  der  direkten  Bewegung  be0.  diametral  in  Bezug  auf 
den  UnterstütmngspunM. 

Zum  Schlufs  möge  eine  Bemerkung  Platz  finden,  welche  sich  auf 
die  exp  eriment  eU^Vgrifikation  der  vorgetragenen  Theorie  bezieht.  Man 
wird  den  Wunsch  haben,  die  Existenz  und  Lage  der  instantanen 
Drehungsaxe  an  dem  in  Bewegung  begriffenen  Kreisel  direkt  mit  dem 
Auge  wahrzunehmen.  Dies  hat,  zumal  bei  schneller  Rotation,  seine 
Schwierigkeit.  Es  gelingt  aber  mit  Hülfe  einer  sinnreichen,  von 
Maxwell  angegebenen  Methode*).  Maxwell  befestigt  zu  dem  Zwecke 
an  der  Figurenaxe  des  Kreisels  eine  Pappscheibe,  welche  in  vier  ver- 
schieden gefärbte   Sektoren  geteilt  ist.     Bei   der  Bewegung  sieht  man 

*)  Maxwell,  Transact.  R.  Scott,  Soc.  of  Arts  185^  oder  Scientific  papers  I, 
pag.  246. 


§  2.    Analytisclie  Darstellung.  15 

in  der  Nähe  der  Drehaxe  die  daselbst  aufgetragene  Farbe;  in  einiger 
Entfernung  aber  laufen  die  Farben  durch  einander.  Daher  erscheint 
die  instantane  JDrehaxe  als  MittelpunM  eines  farbigen  Flecks  j  welcher 
von  einem  unbestimmten  Grau  umgeben  ist.  Die  successiven  Orter  des 
farbigen  Flecks  veranschaulichen  für  einen  aufserhalb  des  Kreisels  stehen- 
den Beobachter  direkt  die  Gestalt  des  Herpolhodiekegels.  Der  Wechsel 
der  Farben  aber  giebt  einen  ungefähren  Anhalt  dafür,  wie  sich  die  in- 
stantane Drehaxe  im  Kreisel  bewegt. 

§  2.    Analytisclie  Darstellung  der  Drehungen  um  einen  festen  Punkt. 

Wir  baben  nun  die  geometrischen  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen durch  analytische  Entwickelungen  zu  ergänzen.  Wir  benutzen 
dabei  rechtwinklige  Koordinaten  und  zwar  gleichzeitig  ein  im  Baume 
festes  System  xy0  %md  ein  im  Baume  bewegliches  aber  im  Kreisel  festes 
System  XYZ. 

Beide  Koordinatensysteme  sollen  ihren  Anfangspunkt  in  dem  bei 
der  Kreiselbewegung  festbleibenden  Punkte  0  haben.  Die  Mafseinheit 
soll  für  beide  Systeme  und  für  alle  Axen  dieselbe  sein.  Die  ^-Axe 
werden  wir  meist  in  vertikaler  Richtung  gezogen  denken  und  positiv 
nach  oben  rechnen.  Von  der  positiven  ^-Axe  aus  gesehen  möge  die 
positive  ^-Axe  in  die  positive  y-Axe  durch  eine  dem  Sinn  des  Uhrzeigers 
gleichgerichtete  Drehung  übergeführt  werden.  Dieselbe  Bestimmung 
soll  bezüglich  der  gegenseitigen  Lage  der  positiven  Axen  X^  Y,  Z 
gelten.  Unsere  Koordinatensysteme  sind  nach  dieser  Verabredung  als 
gleichstimmig  zu  bezeichnen.  Bei  dem  symmetrischen  Kreisel  werden 
wir  durchgehends  die  positive  Z-Axe  mit  der  Figurenaxe  zusammen- 
fallen lassen. 

Um  die  Lage  des  Kreisels  im  Räume  zu  bestimmen^  genügt  es^ 
die  Lage  des  XYZ-  gegen  das  ^;2/ ^-System  anzugeben.  Letzteres  kann 
dadurch  geschehen,  dafs  wir  die  Transformationsformeln  für  den  Über- 
gang von  dem  einen  zu  >  dem  anderen  Koordinatensystem  bilden,  d.  h. 
solche  Formeln,  welche  gestatten,  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  in  Bezug  »auf  das  eine  System  zu  berechnen,  wenn  seine  Ko- 
ordinaten in  dem  anderen  Systeme  gegeben  sind. 

Wir  wollen  uns  vorstellen,  dafs  in  einer  „Anfangslage^^  das  be- 
wegliche System  mit  dem  festen  zusammenfällt;  jede  andere  Lage  denken 
wir  uns  durch  eine  Drehung  aus  der  Anfangslage  Erzeugt.  Wir  können 
dann  die  eben  genannten  Transformationsformeln  —  wie  überhaupt  die 
Transformationsgleichungen  der  analytischen  Geometrie  —  in  doppelter 
Weise  auffassen. 

1.    Wir  betrachten  einen  im  Baume  festen  Punkt  und  fragen  nach 
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seinen  Koordinaten  in  JBemg  auf  das  hewegliche  System.  Der  Punkt 
möge  durcli  seine  Koordinaten  xy^  in  Bezug  auf  das  feste  Koordinaten- 
system gegeben  sein.  Dies  sind  gleichzeitig  die  Koordinaten  des  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Anfangslage  des  beweglichen  Systems.  Unsere  Formeln 
bestimmen  uns  hei  dieser  Auffassung  die  Koordinaten  XTZ  desselben 
BaumpunMes  in  JBemg  auf  die  Endlage  des  beweglichen  Systems. 

2.  Wir  betrachten  einen  im  Kreisel  festen,  im  Baume  beweglichen 
Tunkt  %ind  fragen  nach  seinen  Koordinaten  in  Bezug  auf  das  im  Baume 
feste  System.  Die  Lage  des  Punktes  im  Kreisel  sei  durcli  die  Koordi- 
naten X.  YZ  in  Bezug  auf  das  im  Kreisel  feste  System  gegeben.  Es 
sind  dieses  gleichzeitig  die  Koordinaten ^  welche  der  Anfangslage  des 
Punktes  in  Bezug  auf  das  im  Räume  feste  Koordinatensystem  ent- 
sprechen. Unsere  Formeln  liefern  uns  bei  dieser  Auffassung  die  Koordi- 
naten xy0  desselben  KreiseljpunMes  in  seiner  Endlage,  bezogen  auf  das 
im  Baume  feste  Koordinatensystem. 

Wir  werden  im  folgenden  beide  Auffassungen^  die  sich  wohlver- 
standen auf  ein  und  dasselbe  Formelsystem  beziehen^  wechselweise  zu 
benutzen  haben.  In  beiden  Fällen^  können  wir  sagen^  führt  das  Studium 
der  Transformationsformeln  zur  analytischen  Darstellung  der  Drehungen 
um  einen  festen  BunM,  wobei  es  sich  in  der  ersten  Auffassung  um  die 
Drehungen  eines  Koordinatensystems  gegen  den  festen  Raum^  in  der 
zweiten  Auffassung  um  die  Drehungen  des  Raumes  gegen  ein  festes 
Koordinatensystem  handelt. 

Was  nun  die  Formeln  für  den  Übergang  vom  Koordinatensystem 
X,  y,  z  zum  Koordinatensystem  X,  Y,  Z  angeht^  so  stellen  dieselben 
bekanntlich  eine  sogenannte  orthogonale  Substitution  vor.  Man  hat 
einerseits 

x  =  a'K-\-dY-\-d'Z, 

(1)  y^bK^VY^b"  Z, 

z  =  cX-\-c'Y-i-c''Z 
andererseits 

X=-  a  X  -{-b  y  -\-  c  z, 

(2)  Y=a'  x  +  Vy  +  c  z, 

Z  =  a''x-\-y'y-{-c'z, 

wo  die  auftretenden  Koeffizienten  die  Cosinus  derjenigen  Winkel  be- 
deuten^ welche  die  positiven  Halbaxen  des  einen  Systems  mit  denen  des 
anderen  bilden.     Speziell  ist: 

a  =  cos  (xX),  a  =  cos  (x  Y),  a'  =  cos  (xZ), 
h  =  cos  (yX)j  V  =  cos  {%j  Y),  V  =  cos  iyZ), 
c  =  cos  {z X),     c  =  cos  (z  Y),     c'  =  cos  izZ). 
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Die  Gleichungen  (2)  gehen  aus  den  Gleichungen  (1)  durch  ^^  Trans- 
position der  Koeffizienten^^  hervor.  Wir  fassen  beide  Gleichungen  in 
das  Schema  zusammen: 


(3) 


welches  von  links  nach  rechts  gelesen  die  Gleichungen  (1)^  von  oben 
nach  unten  gelesen  die  Gleichungen  (2)  v^iedergiebt. 

Die  neun  Gröfsen  a, , ,  .  c'  sind  nicht  von  einander  unabhängig; 
es  bestehen  zwischen  ihnen  eine  ganze  Reihe  von  Relationen.  In  der 
Thatj  wenn  wir  früher  sagten ^  unser  Kreisel  besitze  drei  Grade  der 
Freiheit j  so  bedeutet  dies  nichts  anderes^  als  dafs  seine  sämtlichen  Lagen 
durch  drei  von  einander  unabhängige  Parameter  dargestellt  werden 
können.  Wir  haben  also  in  den  obigen  Transformationsgleichungen 
zur  Darstellung  der  Drehungen  ubermhlige  Parameter  benutzt.  Man 
findet  die  betr.  Relationen  in  den  Büchern;  wir  halten  uns  nicht  bei  den- 
selben auf.  Dagegen  werden  wir  uns  die  Aufgabe  stellen^  eine  inde" 
pendente  JDarstelUmg  der  Drehungen  durch  drei  unabhängige  Parameter 
anzugeben. 

Zu  diesem  Zwecke  benutzt  man  von  alters  her  in  erster  Linie 
die  sog.  Eul  er  sehen  unsymmetrischen  Win'kel  q),  ijj,  d". 

Um  die  Bedeutung  dieser  Winkel  unzweideutig  definieren  zu 
können^  erklären  wir  zuerst^  was  wir  (beim  symmetrischen  Kreisel) 
unter  der  ^^Knotenlinie"  verstehen  wollen.  Als  Knotenlinie  bezeichnen 
wir  denjenigen  Halhstrahl^  welcher  gleichzeitig  auf  der  Vertikalen  und 
der  Figurenaxe  senkrecht  steht  und  von  dem  aus  gesehen  die  erstere 
in  die  letztere  durch  eine  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgende  Drehung 
auf  kürzestem  Wege  übergeführt  wird.  Diese  Erklärung  der  Knoten- 
linie wird  nur  dann  unbestimmt ^  wenn  die  Figurenaxe  eine  vertikale 
Lage  annimmt,  d.  h.  wenn  die  Axen  der  0  und  Z  den  Winkel  0  oder 
jr  einschliefsen.  (Bei  allgemeiner  Lage  der  Koordinatensysteme  bez. 
bei  allgemeiner  Massenverteilung  haben  wir  in  der  vorstehenden  Defi- 
nition statt  Vertikale  und  Figurenaxe  nur  0-  und  Z-Axe  zu  sagen). 

Darauf  betrachten  wir  aufser  unserem  xy0-  und  XY^Z- System  noch 
ein  drittes  Hülfskoordinatenkreuz,  welches  wir  in  drei  Schritten  aus  der 
Lage  xy0  in  die  Lage  XYZ  überdrehen  wollen.    Und  zwar  drehen  wir 

L  unser  Hülfskoordinatenkreuz  aus  seiner  Anfangslage  xy0  um. 
die  positive  ^-Axe  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  bis  seine  positive  ;r-Axe 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegimg.  2 
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mit  der  Knotenlinie  zusammenfällt.  Die  neue  Lage  des  Hülfssystems 
werde  mit  ^i^i^i  bezeichnet;  der  Winkel,  um  den  wir  drehen  mufsten, 
definiere  uns  den  Parameter  f. 

IL  Wir  drehen  sodann  das  Hülfssystem  aus  seiner  Lage  x^y^^^ 
um  die  positive  ^^-Axe  (d.  h.  um  die  Knotenlinie)^  gleichfalls  im  Sinne 
des  Uhrzeigers j  bis  seine  positive  <0-Axe  mit  der  positiven  Z-Axe  zu- 
sammenfällt. Dadurch  gehe  unser  Hülfssystem 
in  die  Lage  x^y^s^  über.  Der  Winkel,  um 
welchen  wir  hei  dieser  Operation  drehen  mufsten, 
heifse  d", 

IIL  Wir  drehen  schliefslich  das  Hülfs- 
system um  die  positive  ^^-Axe  (oder^  was 
dasselbe  besagt^  um  die  positive  ^-Axe) 
abermals  im  Sinne  des  Uhrzeigers^  bis  die 
positiven  Axen  x^  und  y^  mit  den  positiven 
Axen  X  und  Y  zusammenfallen.  Der  zu- 
gehörige Drehungswinkel  gieU  uns  den  dritten  Parameter  (p.  Das  Hülfs- 
system ist  jetzt  in  seine  Endlage  X  YZ  übergeführt  worden. 

Kürzer   aber   weniger   genau   werden   wir   sagen  können  (vgl.  die 
Figur):   Es  bedeutet 

(p  den  Winkel  der  Knotenlinie  gegen  die  pos.  Z-Axe, 

^      77  7;  7;  7?  ;;  ?;       ;;      ^-Axe, 


Mg.  3. 


^ 


pos.  Z- 


^-Axe. 


Aus  diesen  Winkeln  g)^  f^  d"  werden  wir  die  Koeffizienten  unserer 
Drehungstransformation  zusammensetzen.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir 
zunächst  die  Ausdrücke  für  die  Operationen  I^  H  und  HI  einzeln  her. 
Die  Operation  I  läfst  die  ^-Axe  ungeändert  und  verdreht  die  xy- 
Ebene  in  sich.  Wir  haben  also  zunächst  die  Gleichung  0^  =  0.  Andrer- 
seits hängen  die  x^y^  mit  den  xy  durch  die 
Transformationsgleichungen  einer  Drehung  in  der 
Ebene  zusammen.  Dabei  müssen  wir,  um  in 
Übereinstimmung  mit  den  für  den  Raum  ge- 
troffenen Pestsetzungen  zu  bleiben,  die  positive 
y-AxG  in  solcher  Weise  bestimmen,  dafs  sie  aus 
der  positiven  x-Axe  durch  eine  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  erfolgende  Drehung  um  0  hervorgeht, 
also  gerade  umgekehrt,  wie  es  in  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  meistens  geschieht.  Auf  Grund  der  nebenstehenden 
Figur  lautet  nun  das  Schema  für  unsere  ebene  Drehung  folgendermafsen: 


. 

/'''      ^ 

/^ 

< 

Mg.  4. 


§  2.    Analytische  Darstellung. 
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^1 

Vi 

X 

cos  -^ 

—  sin  ^ 

y 

sin  il) 

cos  ip 

(4) 


Die  Transformationsgleicliungeri  für  die  Operation  I  werden  daher: 

X  =  cos  ijj'X-^  —  sin  ^  •  y^, 

y  =  mulf-x^-^-  cos  i^  •  y^, 

z  ==  ^x- 

Wir  schreiben  dieselben  nach  Analogie  von  (3)  wieder  in  die  Gestalt 
eines  dreiseitigen  Schemas  und  fügen  die  entsprechend  gebildeten 
Schemata  für  die  Operationen  II  und  III  hinzu.     So  ergiebt  sich: 


x^ 

Vx 

«1 

X 

cos  ll) 

—  sini^ 

0 

y 

sin^ 

COBlp 

0 

z 

0 

0 

1 

IL 


Xa 

2/2 

«2 

x^ 

1 

0 

0 

Vi 

0 

COSÖ' 

—  sin^ 

^1 

0 

sin 'S" 

cos  ©■ 

X 

Y 

Z 

Xn 

cos  q) 

— sin  90 

0 

2/2 

sin  (p 

■ 
cos  9 

0 

^2 

0 

0 

1 

III. 


Kombinieren  wir  diese  Einzelsubstitutionen^  so  erhalten  wir  die  ge- 
suchten Transformationsgleichungen  zwischen  den  Koordinaten  xy^  xxnd 
XYZ^  ausgedrückt  durch  die  Eulerschen  Winkel  in  der  Form: 


(5) 


^, 

Yr 

z. 

X 

GOBcpcosip — COS '9' sin  9?  sin  1^ 

— sing?  cos^— cos'9'  cos  9?  sin^ 

sin '9'  sin^ 

y 

cos  9?  sin  ^  -(-  cos  d"  sin  cp  cos  ^ 

— sing?  sin^  +  cos'^  cosg?  cos^ 

—  sin 'ö' cos  ^ 

^ 

sin  d"  sin  cp 

sin -9^  cos  g? 

cos  '9' 
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(6) 


Insbesondere  merken  wir  an,  dafs  die  Riclitungscosinns  der  Vertikalen 
im  beweglichen  und  die  der  Figurenaxe  im  festen  System  bez.  die 
folgenden  Werte  haben: 

c  =  sin '9' sin ^,     d  =       sin '9' cos 9?,     c'  =coS'9', 
a'=  sin d"  sin ijj^     V  ==  —  sin d"  cos i^,     c'  =  cos ^. 

Wir  werden  fernerhin  darauf  bedacht  sein,  diese  allgemein  ge- 
brauchten, aber  in  der  That  äufserst  unübersichtlichen  Formeln  durch 
geeignete  Zusammenfassung  zu  vereinfachen. 

Dies  gelingt  zunächst  dadurch,  dass  wir  statt  der  reellen  Koordi- 
naten gewisse  komplexe  Verbindungen  derselben  einführen.   Wir  setzen: 

1=       x-{-iy,  H=       X-fiF, 

ri  =  —  x-\-iy,  H=  —  X-\-iY, 

Dann  entsteht  aus  dem  Schema  (5)  ohne  weiteres  folgende  Formel- 
gruppe: 


(7) 


w- 

■>         - 

H 

z 

1 

cos  ■^  +  1     ^iUp+^^ 

i  sin  '9'  e^V^ 

n 

°o«^-^e.-(9-v) 

^'  sin  d'  e-^y^ 

t 

'sinS'      , 

i  sin  -O- 

2        -^"^^ 

cos  '^ 

2         '^'^ 

Das  Hineinspielen  der  komplexen  Gröfsen  in  die  Kinematik  braucht 
uns  nicht  Wunder  zu  nehmen.  Der  tiefere  Grund  hierfür  wird  im 
folgenden  Paragraphen  klar  werden;  an  dieser  Stelle  möge  nur  darauf 
hingewiesen  werden,  dafs  auch  die  Gleichungen  für  eine  ebene  Drehung, 
die  in  dem  Schema  (4)  enthalten  sind,  wie  bekannt,  mit  Vorteil  in 
die  komplexe  Form 

X  +  iy  =  e±*>  (x^  -j-  iy^) 

umgeschrieben  werden  können*). 

Übrigens  ist  durch  die  Einführung  der  komplexen  Gröfsen  die 
Eigenschaft  der  vorhergehenden  Schemata  verloren  gegangen,  dafs  sie 
ebensowohl  von  links  nach  rechts  wie  von  oben  nach  unten  gelesen 
werden  können.    Unser  Schema  (7)  giebt  nur  die  Koeffizienten  in  den 


*)  Es  kann  auch  daran  erinnert  werden,  dafs  in  zahlreichen  Gebieten  der  mathe- 
matischen Physik,  z.  B.  in  der  Optik,  der  Gebrauch  komplexer  Gröfsen  (zur  sym- 
metrischen Zusammenfassung  sonst  unsymmetrischer  Gleichungen)  gang  und  gäbe  ist. 


§  2.    Analytische  Darstellung, 
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Ausdrücken  der  ^t]^  durch  die  EHZ  und  darf  nur  von  links  nach 
rechts  gelesen  werden,  (wie  solches  durch  den  beigefügten  Pfeil  an- 
gedeutet wird). 

Eine    überraschend    einfache   Gestalt    aber  nehmen   die   Transfor- 


^ 


mationsgleichungen  an^  wenn  wir  schliefslich  von  '9'  zu  ^  übergehen 
und  die  folgenden  Abkürzungen  einführen: 


(8) 


iicp-i-yj) 


cos  Y •  e 


i{(p—ip) 


^  sm  -TT  •  e 


ß  ==i8m 
d 


H~(p-\-'^) 


cos  —  •  e 


i{—(p  —  \p) 


m- 

->■  - 

H 

Z 

i 

a^ 

^' 

2aß 

V 

f 

8^ 

2yd 

i 

ay 

ßS 

aS-\-ßy 

welche  durch  die  Relation 

ad  —  ßy=^  +  l      ^ 
verknüpft  sind.     Sie  lauten  dann  nämlich 


(9) 


Wie  diese  Gleichungen  zu  verändern  sind^  wenn  wir  umgekehrt  EHZ 
durch  i.'Yi't,  ausdrücken  wollen  (wenn  wir  also  den  horizontalen  durch 
einen  vertikalen  Pfeil  ersetzen  wollen)  wird  pag.  31  erörtert  werden. 

Die  Parameter  a,  ß^  y^  8^  welche  in  der  Folge  eine  grofse  Rolle 
spielen  werden,  sind,  wie  man  sieht,  nicht  unabhängig,  vielmehr  sind  a 
und  8  einerseits,  ß  und  — y  andrerseits  konjugiert  imaginär.  Wollen 
wir  zu  entsprechenden  vier  reellen  Parametern  übergehen,  so  mögen 
wir  setzen 

y  =  B  +  iA,        8=       D~iö', 
die  so  definierten  Parameter  A,  B,  C,  D^ /welche   durch  die  Relation 

verknüpft  sind,  werden  wir  als  Quaternionengröfsen  bezeichnen.  Die- 
selben geben  In  der  That  den  Übergang  zur  Hamiltonschen  Quater- 
nionentheorie.  In  ihnen  lauten  die  Transformationsgleichungen,  wenn 
wir  noch  von  den  li^g  zu  den  xy0  übergehen: 
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X 

T 

Z 

X 

B'^+A^-B^—G^ 

2(ÄB—GB) 

2(AG  +  BB) 

y 

2(ÄB+CB) 

B^—A^^B'^-C^ 

2{BG  —  AB) 

0 

2{äC—BB) 

2(BC  +  AB) 

B^-A^-W+G^ 

(10) 


Dieses  Schema  zeichnet  sich  durch  einen  höheren  Grad  von  Symmetrie 
vor  dem  Schema  (9)  aus,  ist  im  übrigen  aber  weniger  einfach  als  jenes. 

Wir  haben  somit  drei  verschiedene  Parametersysteme  zum  Studium 
der  Drehungen  kennen  gelernt,  von  denen  jedes  seine  besonderen  Vor- 
züge aufweist. 

Die  Euler  sehen  Winkel  besitzen  eine  unmittelbare  geometrische 
Bedeutung;  überdies  sind  sie  in  mechanischer  Hinsicht  bei  unserem 
Probleme  ausgezeichnet.  (Es  wird  sich  später  zeigen,  dafs  (p  und  t^ 
in  der  Kreiseltheorie  die  Rolle  von  „cyklischen  Koordinaten^^  spielen). 
Natürlich  sind  die  zu  einer  Drehung  gehörigen  cp^  ip^  ^  nur  bis  auf 
beliebige  Multipla  von  2%  bestimmt.  Unsere  Parameter  a,  ß,y,8  sind 
in  analytischer  Hinsicht  die  einfachsten  Bausteine,  aus  denen  sich 
die  Formeln  der  Kreiselbewegung  zusammensetzen  lassen,  wie  solches 
namentlich  bei  Einführung  der  elliptischen  Funktionen  deutlich  werden 
wird.  Neben  ihnen  werden  die  Quaternionengr'ö fsen  A,  B,  C,  D  mehr 
zurücktreten;  ihr  Vorzug  beruht  in  der  formalen  Symmetrie  der 
Rechnungen;  wir  kommen  auf  dieselben,  wie  überhaupt  auf  die  Stellung, 
welche  die  Quaternionentheorie  hier  einnimmt,  noch  wiederholt  zurück 
(vergl.  insbes.  §  7  dieses  Kapitels).  Man  beachte  noch  ausdrücklich, 
dafs  die  c^,  jS,  y^  d,  welche  zu  einer  Drehung  gehören,  und  ebenso 
natürlich  die  Ä,  JB,  G,  D  nur  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt  sind. 
In  der  That  genügt  es,  in  (8)  das  g?  oder  ip  um  25r  zu  ändern,  um  die 
a,  /3,  y,  ^  im  Vorzeichen  umzukehren.  Wir  werden  in  dieser  Hinsicht 
später  noch  besondere  Festsetzungen  treffen. 

Die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  dehnen  sich  unmittelbar 
auf  die  Behandlung  des  frei  beweglichen  starren  Körpers  aus.  Um  die 
Lage  desselben  zu  bestimmen,  können  wir  nach  §  1  so  verfahren,  dafs 
wir  einerseits  die  Lage  des  Bezugspunktes  0,  andrerseits  die  Lage  des 
Körpers  relativ  zu  0  angeben.  Ersteres  geschieht  am  einfachsten  da- 
durch, dafs  wir  die  rechtwinkliger^  Koordinaten  x,  y,  s  des  Bezugs- 
punktes hinschreiben,  letzteres  dadurch,  dafs  wir  eines  der  drei  vor- 
genannten Parametersysteme  benutzen. 


§  3.    Die  Bedeutung  der  c^,  (3,  y,  d.  23 

§  3.    Die  Bedeutung  der  Parameter  aj  ß^  y,  d. 

Wir  werden  vermuten,  dafs  die  Vereinfacliung  unserer  Trans- 
formationsgleicliungen,  welche  wir  darch  die  Einführung  der  a^  ß,  y^  d 
erzielt  haben,  keine  zufällige  ist,  dafs  vielmehr  diese  Gröfsen  mit 
unserem  Probleme  der  Drehung  in  einem  nothwendigen  inneren  Zusam- 
menhange stehen.  Die  folgenden  Bemerkungen  sollen  dazu  dienen, 
diesen  Zusammenhang  verständlich  zu  machen,  soweit  es  ohne  weiter- 
gehende Vorkenntnisse  vorauszusetzen  möglich  ist.  Es  ist  dabei  bequem, 
von  den  beiden  pag.  16  gekennzeichneten  Auffassungen  sich  der  zweiten 
anzuschliefsen,  also  einen  im  Räume  beweglichen  Punkt  in  Bezug  auf 
ein  im  Eaume  festes  Koordinatensystem  zu  betrachten. 

Durch  eine  Drehung  um  0  wird  jeder  Raumpunkt  X  YZ  in  einen 
Raumpunkt  xy0  übergeführt,  welcher  von  0  dieselbe  Entfernung  hat, 
wie  jener.  Insbesondere  müssen  Punkte,  welche  von  0  die  Entfernung 
Null  haben,  in  ebensolche  Punkte  übergehen.  Man  könnte  hiergegen 
einwenden,  dafs  es  aufser  0  selbst  keine  weiteren  Punkte  von  dieser 
Eigenschaft  giebt.  Dies  ist  richtig,  solange  man  im  Reellen  bleibt. 
Indessen  ist  man  in  der  Geometrie  seit  lange  gewohnt,  auch  Punkte 
mit  imaginären  Koordinaten  ins  Auge  zu  fassen,  wodurch  die  Einfach- 
heit und  Übersichtlichkeit  der  Theorie  ganz  bedeutend  erhöht  wird. 
Thun  wir  dieses,  so  müssen  wir  sagen:  Punkte,  welche  von  0  die 
Entfernung  Null  haben,  sind  in  unendlicher  Anzahl  vorhanden;  sie 
liegen  auf  einem  (allerdings  imaginären)  Kegel  zweiter  Ordnung,  dessen 
Gleichung  lautet 

^2  ^  ^2  ^  ^2  _  0, 

dem  sogenannten  Minimalkegel. 

Wir  schreiben  diese  Gleichung  passend  in  die  Form 

(x-\riy)(—x-{-iy)  =  ^^ 

oder  mit  Benutzung  der  pag.  20  eingeführten  Gröfsen 

!'?  =  ?'• 

Wir  definieren  sodann  zwei  Parameter  2^  und  Ag  durch  die  Gleichungen 

(1)  i  =  v>  ij  =  v,  e  =  A,A,.  *J 

Offenbar  gehört  zu  jedem  Wertepaar  A^l  ;  h  ^^^  ganz  bestimmter  Punkt 
unseres  imaginären  Kegels  (denn  die  Gleichung  ^rj  =  ^^  ist  vermöge 
(1)  identisch  erfüllt);  umgekehrt  entsprechen  einem  Punkte  des  Kegels 
zwei  Wertepaare  X-^,  Ag,  welche  sich  aber  nur  durch  einen  gemeinsamen 
Vorzeichenwechsel  unterscheiden.  Die  Gleichungen  (1),  können  wir 
sagen,  liefern  uns  eine  Parameterdarstelhmg  der  PunMe  unseres  imagi- 
nären Kegels. 
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Eine  zweite  Parameterdarstellung  gewinnen  wir  für  dieselben  Punkte^ 
wenn  wir,  von  der  Grleicliung 

X2+  Y'  +  Z^  =  0 
ansgehend,  zwei  Parameter  A^,  Ag  einführen  durch  die  Gleichungen: 

(2)  H=v,  H  =  v,  z  =  ^^, 

wo 

z==x  +  iY,   H  =  — x  +  ^r,    z  =  —  z. 

Da  unsere  Drehung  die  Punkte  (2)  in  die  Punkte  (1)  überführt,  so 
werden  dadurch  gleichzeitig  die  Parameter  A^,  Ag  mit  den  Parametern 
X^,  Ag  in  gewisser  "Weise  in  Beziehung  gesetzt.  Den  Zusammenhang 
beider  Wertepaare  lesen  wir  aus  dem  Schema  (9)  des  vorigen  Para- 
graphen ab.     Wir  haben: 

l^l^  =  ayh^^  +  ^^A^^  +  (ad  +  ^y)AiA2  =  ((^A^  +  ^A^)  {yK^8h^. 
Hieraus  folgt  aber 

o^Ai  +  ^Ag, 
yAi  +  dAg, 

wobei  es  noch  gestattet  ist,  die  Vorzeichen  der  a^  jS,  7,  8  simultan 
umzukehren. 

Wir  sehen  also,  dafs  mit  jeder  orthogonalen  Substitution  der  recht- 
winkligen  Koordinaten  xy^  eine  lineare  homogene  Substitution  zweier 
auf  unserem  imaginären  Kegel  definierten  Fa/rameter  parallel  läuft,  deren 
Koeffimenten  gerade  unsere  Gröfsen  aßyd  sind.  Wenn  früher  ad — ßy==l 
gesetzt  wurde,  so  heifst  dies,  dafs  die  in  Bede  stehende  Substitution  die 
Determinante  1  haben  soll  Hierin  liegt  eine  neue  und  einfache 
Definition  der  Parameter  cc,  ß,  y,  d.  Dafs  bei  dieser  Definition  die 
Vorzeichen  der  a^  ß,  y,  8  unbestimmt  bleiben,  ist  in  Übereinstimmung 
mit  der  Schlufsbemerkung  des  vorigen  Paragraphen.  Übrigens  aber 
gilt  es,  die  neue  Definition  der  c^,  ß,  y,  8  noch  in  verschiedene  andere 
Formen  umzusetzen. 

Wir  wollen  zunächst  von  den  Punkten  des  Kegels  zu  den  auf  ihm 
verlaufenden  Geraden,  seinen  „Erzeugenden",  übergehen.  Während  wir 
die  zweifache  Mannigfaltigkeit  der  Punkte  auf  zwei  Parameter  X-^,  %^ 
bezogen,  können  wir  die  einfache  Mannigfaltigkeit  seiner  Geraden 
durch  einen  Parameter  unterscheiden.  Und  zwar  bietet  sich  hierzu  von 
selbst  dar: 


(t: 
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In  der  That  bestimmen  diese  Gleichungen  zu  jedem  Werte  von  A  eine 
auf  dem  Kegel  verlaufende  (imaginäre)  Gerade  und  umgekehrt.  Defi- 
nieren wir  entsprechend  den  Parameter  A: 

A,        Z        H' 
SO  haben  wir  nach  (3)  zwischen  A  und  A  die  Beziehung 

Bei  den  Drehungen  um  den  festen  PunM  erleidet  also  der  Parameter, 
durch  welchen  wir  die  Erzeugenden  unseres  imaginären  Kegels  charaläe- 
risierteUy  eine  linear  gebrochene  Substitution,  deren  Koeffidenten,  sofern 
wir  nur  die  Substitutionsdeterminante  gleich  1  setzen,  wieder  unsere  Grbfsen 
a,  ß,  fy  d  sind. 

Wir  werden  aber  zeigen,  dafs  wir  ähnlich  auch  allen  von  0  aus- 
laufenden reellen  Strahlen  oder  richtiger  Halbstrahlen  einen  Parameter 
.zuordnen  können,  welcher  sich  in  gleicher  Weise  bei  den  Drehungen 
substituiert. 

Wir  gehen  zu  dem  Zwecke  von  der  trivialen  Gleichung 


^^  +  2/^  +  ^^  =  ^^     oder     Yx^  -\-  y^  -\-  z^  =  r 
aus,  welche  nichts  anderes  als  die  Definition  von  r  ist.     Hinsichtlich 
des    Vorzeichens    der    vorkommenden   Wurzel    setzen    wir    fest,    dafs 
dasselbe  bei  reellen  Werten  von  x,  y,  z  stets  positiv  gerechnet  werden 
soll.     Der  obigen  Gleichung  geben  wir  ähnlich  wie  früher  die  Form 
(x-j-iy)  {—^  +  iy)  =  (^  +  r)  (z  —  r), 


oder 

|^  =  (g_r)(§  +  r) 

oder  endlich 

1           i-r 

g+  r  7] 

Bezeichnen  wir  den  gemeinsamen  Wert  der  rechten  und  linken  Seite 
in  der  letzten  Gleichung  mit  /l,  so  können  wir  schreiben 

Auf  solche  Weise  haben  wir  allen  Punkten  des  Raumes  einen  (im 
allgemeinen  komplexen)  Parameter  l  zugeordnet,  der  für  reelle  Raum- 
punkte zufolge  unserer  Verabredung  über  das  Vorzeichen  von  r  ein- 
deutig festliegt.  Dabei  findet  derselbe  Parameterwert  X  in  allen  Punkten 
eines  und  nur  eines  reellen  Halbstrahles  durch  0  statt.  In  der  That 
bleibt  der  Wert  von  A  ungeändert,  wenn  wir  die  Koordinaten  x,  y,  z 
eines  reellen  Raumpunktes    mit   einem    gemeinsamen  'positiven  Faktor 
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multiplizieren.  Dagegen  ändert  sich  sein  Wert,  nicht  nur  wenn  wir 
die  Verhältnisse  dieser  Gröfsen  yerändern,  sondern  auch  wenn  wir  einen 
gemeinsamen  negativen  Faktor  hinzufügen,  letzteres  wegen  unserer 
Verabredung  über  das  Vorzeichen  yon  r.  Es  geht  alsdann  X  in  einen 
Wert  X  über,  welcher  durch  die  Grieichungen  bestimmt  wird: 

derselbe  ist  ersichtlich  zum  Werte  —  -r  konjugiert. 

Durch  unsere  Gleichungen  (6)  und  (6')  sind  also  jedem  reellen  HaTb- 
strahle  des  Baumes  ein,  jedem  reellen  Vollstrahle  0wei  Parameterwerfe 
zugeordnet  Dabei  bemerken  wir,  dafs  unsere  jetzige  Parameterdar- 
stellung, auf  die  imaginären  Strahlen  des  Kegels  r^  =  0  ausgedehnt, 
in  die  frühere  durch  Gl.  (4)  definierte  übergeht,  und  dafs  hierbei  die 
beiden  Werte  X  und  A'  identisch  werden. 

In  entsprechender  Weise  mögen  zwei  Parameter  A  und  A'  definiert 
werden,  welche  sich  auf  die  Anfangslage  des  reellen  Halb-  bez.  Voll- 
strahles beziehen.  Indem  wir  berücksichtigen,  dass  die  Entfernung  r 
bei  der  Drehung  ungeändert  bleibt,  dafs  also  B  =  r  ist,  setzen  wir 

(7)  _^  =  A,     ^^  =  A'  etc. 

\  y  Z-\-r  ^      Z  —  T 

Um  nun  die  Abhängigkeit  der  Parameter  A,  X  und  A,  A'  festzu- 
stellen, drücken  wir  die  Koordinaten  |,  iq,  t,  und  Z,  H,  Z  durch  diese 
Parameter  aus.     Die  Gleichungen  (6)  und  (6')  ergeben 


'S  y  b  5_    ^ 

und 

3  1  y  _  _ni_  _  üi  _  ?i 

^-t  ^  —  g2_^a—  i^n  —  n' 
Wir  können  hiernach  setzen 

oder  mit  Benutzung  eines  Proportionalitätsfaktors  q 

(8)  i  =  ^ix^    g  =  ^— ^_,    n  =  Q' 

Ebenso  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (7) 

(9)  E  =  (?AA',     Z  =  ^^^,     H  =  ^, 
wo  ^  einen  zweiten  Proportionalitätsfaktor  bedeutet. 
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Daraufhin  nehmen  unsere  Transformationsformeln  (9)  von  pag.  21 
die  folgende  Gestalt  an,  wenn  wir  zur  Abkürzung  -  ==  r  setzen: 

t.Xk'  ==  a^AA'  +  ß/3(A  +  A')  -{- ß^  =  («A  +  ^)  (aA'  +  /3), 
T         =  y^AA'  +  j;d(A  +  A')  +  d^  =  (rA  +  d)  (yA'  +  ^), 

=  i  («A  +  ^)  (y A'  +  d)  +  l  (yA  +  d)  («A'  +  Ä- 

Durch  geeignete  Division  folgt 

.  _  cfA+  ß        aK+  ß 

3  _!_  r  _  ^^  +  ß  I  ^^'  +  ß 

^'^  ^  —  yA+d'^  yK  +  ö' 

Denken  wir  uns  die  Paramet erwerte  A  unserer  HalbstraUen  vor  der 
Drehung  gegeben,  so  sind  hiernacL.  ihre  Parameter  k  nach  der  Drehung 
zunächst  nur  erst  zweideutig  bestimmt.     Wir  haben  entweder: 

_  ß;A  +  P  y  _  c^A^  +  ß 

^        yAJ^S'^~~yN  +  d 
oder 

C.A-  +  ß  o,A  +  P 

Man  bemerke,  dafs  beide  Formeln  mit  (5)  zusammenfallen,  wenn  man 
;t  =  A ,  h  =  N  setzt,  wie  dies  für  die  Punkte  des  Minimalkegels 
zutrifft. 

Nun  ist  aber  klar,  dafs  nur  die  eine  der  beiden  so  gefundenen 
Beziehungen  eine  Drehung  bedeuten  kann.  Es  geht  nämlich  die  zweite 
Reihe  aus  der  ersten  durch  Vertauschung  von  X  mit  X  hervor,  also 
dadurch,  dafs  wir  jeden  Halbstrahl  in  den  entgegengesetzten  überführen. 
Diese  Operation  ist  aber  durch  keine  Bewegung  des  dreidimensionalen 
Raumes  zu  verwirklichen.  Andrerseits  beachte  man,  dafs  jede  der 
beiden  Formeln  ein  Kontinuum  von  Transformationen  vorstellt.  Wir 
können  dann  sofort  sagen:  die  durch  die  eine  Reihe  dargestellte  Ope- 
ration führt  das  Bündel  der  Halbstrahlen  in  ein  gleichstimmiges,  die 
durch  die  andere  Reihe  dargestellte  in  ein  ungleichstimmiges  über. 

Welche  von  beiden  Reihen  einer  Drehung  entspricht,  erkennen 
wir  am  leichtesten,  indem  wir  zu  einem  Spezialfall  übergehen.  Der 
einfachste  Fall  einer  Drehung  ist  die  „Drehung  Null",  durch  welche 
jeder  Punkt  des  Raumes  in  sich  übergeführt  wird.  Der  Drehung  Null 
entsprechen  die  Parameterwerte  ^  =  ^  =  -^  ==  0,  also  g  =  d  =  -\-  1 
und  ß  =  y  =  0.     Die  erste  Reihe  liefert  in  diesem  Falle  A  =  A,  wie 
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es  sein  mufs;    die  zweite  Reihe  aber  giebt  A  ==  A';  was  unmöglicli  ist. 
Also  stellt  nur  die  erste  Reihe  eine  Drehung  dar;  wir  haben  notwendig 

und  sprechen  den  Satz  aus: 

Wenn  wir  durch  die  Gleichungen  (6)  jedem  reellen  Halhstrahle 
durch  0  einen  Parameter  X  zuordnen,  so  erleidet  dieser  hei  einer  Drehung 
um  0  eine  linear  gebrochene  Substitution,  gerade  so  wie  der  Tarameter  X, 
durch  welchen  wir  vorher  die  Erzeugenden  unseres  imaginären  Kegels 
unterschieden.  Also  auch  hieraus  können  wir  die  Definition  der  a,  ß,  y,  d 
entnehmen.  — 

Hätten  wir  uns  bei  diesen  Entwickelungen  auf  Vorkenntnisse  aus 
der  projektiven  Geometrie  berufen  wollen^  so  hätten  wir  unsere  Be- 
trachtungen wesentlich  vereinfachen  können.  Wir  würden  dann  zunächst 
wie  oben  die  Erzeugenden  des  Minimalkegels  durch  einen  Parameter  X 
individualisiert  haben.  Da  bei  einer  Drehung  der  Minimalkegel  in  sich 
übergeführt  wird^  so  erleidet  dieser  Parameter  eine  projektive  Trans- 
formation. Dies  liefert  den  Satz  von  Formel  (5),  von  wo  man  direkt 
zu  Formel  (3)  aufsteigt.  Sodann  würden  wir  jedem  Vollstrahle  durch 
0  die  Parameter  X  derjenigen  beiden  Erzeugenden  zugewiesen  haben^ 
in  welchen  die  durch  den  Strahl  hindurchgehenden  Tangentialebenen 
an  den  Minimalkegel  den  letzteren  berühren.  Dadurch  würden  wir 
genau  zu  der  Definition  der  Werte  X  und  X'  kommen,  die  in  den 
Gleichungen  (6)  enthalten  ist.  Dafs  wir  X  dem  einen,  X'  dem  anderen 
Halbstrahle  zuweisen,  ist  eine  beiläufige  Festsetzung,  die  wir  aus 
Zweckmäfsigkeitsgründen  treffen.  Der  letzte  Satz,  welcher  ausspricht, 
dafs  diese  Werte  bei  einer  Drehung  sich  projektiv  substituieren,  ist 
nun  selbstverständlich  d.  h.  eine  unmittelbare  Folge  von  (5);  denn  X 
und  X'  sind  ja  jetzt  Parameter  auf  dem  Minimalkegel.  — 

Schliefslich  bringen  wir  noch  unsere  Parameterdarstellung  in  einen 
interessanten  Zusammenhang  mit  einer  Vorstellungsweise,  welche  in 
der  Funktionentheorie  seit  Riemann  üblich  ist.  Wir  wollen  nämlich 
das  System  unserer  Halbstrahlen  durch  eine  Kugelfläche  auffangen, 
welche  um  0  mit  dem  Radius  1  beschrieben  ist.  Jedem  Punkte  der 
Kugel  wird  dabei  ein  bestimmter  Halbstrahl  und  also  ein  bestimmter 
Werth  des  Parameters  X  zugeordnet.  Die  Jcomplexe  Gröfse  X  findet  sich 
also  eindeutig  auf  der  Kugeloberfläche  ausgebreitet^  wobei  dem  Punkte 
xyz  mit  x^  -\-  y'^  -\-  z^  =  1  nach  (6)  die  Gröfse 

(11)  ^1  =  ^ 

entspricht. 
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Die  Schnittpunkte  der  Kugel  mit  der  positiven  bez.  negativen 
;^-Axe  vi;^erden  wir  als  Nord-  und  Südpol  bezeiclinen.  Wir  haben  dann 
im  Nordpol  (^  =  +  1)  den  Wert  l  =  oo^  im  Südpol  (0  =  —  1)  den 
Wert  A  =  0;  die  reellen  Werte  von  X  liegen  auf  dem  Meridiane  «/==0^ 
der  Äquator  ^  =  0  enthält  diejenigen  Punkte^  für  welche  |A|  =  1  ist. 

Man  nennt  diese  ParameterteiLung  in  der  Funktionentheorie  die 
Interpretation  der  'komplexen  Variabein  X  auf  der  Biemannsehen  KugelfläcJie. 

Grewöhnlich  gelangt  man  zu  ihr^  indem  man  X  zunächst  in  der 
Ebene  und  zwar  speziell  in  der  Äquatorebene  unserer  Einheitskugel 
nach  Graufs  deutet  und  diese  Ebene  durch  stereographische  Projektion 
vom  Nordpol  aus  auf  die  Kugel  bezieht.  Für  uns  würde  höchstens 
der  umgekehrte  Weg  angezeigt  sein.  Nachdem  wir  durch  die  vor- 
stehenden Betrachtungen,  welche  sich  aus  der  Natur  unseres  Problemes 
ungezwungen  ergaben,  direkt  zu  der  Definition  der  komplexen  Variabein 
auf  der  Biemannsehen  Kugeloierfläche  gelangt  sind,  kann  es  nachträg- 
lich für  gewisse  Zwecke  wünschenswert  sein,  zu  der  GaufsseJien  Ebene 
überzugehen.  Wenn  wir  z.  B.  eine  Kurve  auf  der  Kugeloberfläche  mit 
Hülfe  der  Variabein  X  diskutiert  haben  und  diese  nun  graphisch  dar- 
zustellen wünschen,  so  müssen  wir  die  Kugel  auf  irgend  eine  Zeichen- 
ebene beziehen.  Zu  dem  Zwecke  bietet  sich  als  bestes  Verfahren  die 
stereographische  Projektion  und  damit  der  Übergang  zur  Graufsschen 
Ebene  dar.  Analytisch  heifst  dies  einfach,  dafs  wir  X  =  u-j-iv  setzen 
und  u  und  v  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene  deuten. 

Ebenso  wie  wir  den  Parameter  X  von  dem  System  der  Halbstrahlen 
auf  die  Riemannsche  Kugelfläche  übertrugen,  so  überträgt  sich  natürlich 
die  Bedeutung  der  a,  /3,  y^  d  von  jener  auf  diese. 

Wir  betrachten  zwei  vereinigt  gelegene  Einheitskugeln  um  0,  von 
denen  wir  die  eine  im  Räume  als  fest,  die  andere  als  beweglich  denken. 
Wir  breiten  in  der  beschriebenen  Weise  auf  der  festen  Kugel  den 
Parameter  A,  auf  der  beweglichen  den  Parameter  A  aus,  wobei  in  der 
Anfangslage  je  zwei  zusammenfallende  Punkte  der  Kugeln  zusammen- 
fallende Werte  von  X  und  A  tragen  mögen.  Üben  wir  jet^t  auf  die 
bewegliche  Kugel]  eine  beliebige  Drehung  aus,  so  stehen  die  Parameter 
X  und  A,  welche  0u  je  0wei  nach  der  Drehung  zusammenliegenden  FunMen 
gehören,  in  der  Beziehung 

(12)  >=^s. 

wo  die  a,  ß,  y,  d  gerade  die  früher  definierten  Gröfsen  sind.  Umgekehrt 
werden  wir  diese  Formel  (12)  als  Definition  der  a^  ß,  7,  d  gelten  lassen, 
wobei  wir  nur  hinzunehmen  müssen,  dafs  die  Determinante  {ad  —  ßy) 
allemal    =  1    sein    soll.     Die    so   abgeleitete   Definition  hat  vor   den 
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früheren  (3)^  (5)  und  (10)  den  Vorzug  gröfster  Anscliauliclikeit  voraus^ 
daher  wir  sie  in  der  Folge  überall  zu  Grunde  legen  werden. 

Der  Gedanke  j  die  Drehungen  im  Raum  als  lineare  Substitutionen 
der  komplexen  Veränderlichen  X  darzustellen,  kommt  gelegentlich  bei 
Riemann  vor*)^  zur  vollen  Geltung  gelangt  ist  derselbe  in  der 
modernen  Theorie  der  regulären  Körper**). 

§  4.    Nutzen  der  a^  ßy  y,  d  bei  dem  Studium  endlicher  Drehungen. 

Wenn  wir  im  folgenden  die  Eigenschaften  der  Drehungstrans- 
formation studieren^  werden  wir  die  Rechnungen  meist  in  unseren 
Parametern  a,  ß,  y^  8  ausführen^  wo  sie  am  einfachsten  werden.  Dabei 
wollen  wir  uns  durchgehends  des  Kunstgriffes  bedienen^  statt  mit  den 
Transformationsgleichungen  der  x^  y,  2  lieber  mit  der  einfacheren  Sub- 
stitution der  Gröfsen  l^^  l^  zu  operieren^  welche^  wie  wir  im  yorigen 
Paragraphen  sahen  (vgl.  Gl.  3)^  notwendig  mit  jenen  verknüpft  sind. 

In  diesem  Sinne  berechnen  wir  zunächst  die  zu  einer  gegebenen 
inverse  Drehung,  Führt  die  gegebene  Drehung  einen  (im  Kreisel  festen) 
Punkt  aus  der  Anfangslage  XYZ  in  die  Endlage  xy0  über^  so  be- 
deutet die  inverse  Drehung  diejenige^  welche  den  Punkt  aus  der  Lage 
xy^  nach  XYZ  zurückführt.  Die  vorgegebene  Drehung  besitze  die 
Parameter  a^  ßj  y^  d-^  es  fragt  sich^  welche  Parameter  der  inversen 
Drehung  zukommen. 

Wir  betrachten 

hieraus  ergiebt  sich  die  inverse  Substitution  durch  Auflösung.  Es 
wird  mit  Rücksicht  auf  ad  —  ßy  =  1 

Wir  erhalten  also  aus  der  vorgelegten  die  inverse  Substitution,  indem  wir 
a  und  8  vertauschen  und  ß  und  y  ün  Vorzeichen  umhehren. 

Übertragen  wir  dieses  Resultat  auf  unsere  anderen  Parametersysteme 
A,  Bj  C,  D  und  (p^  ifj^  d".  Zunächst  erkennt  man  unmittelbar  aus  der 
Definition  der  Quaternionengröfsen  von  pag.  21: 

Ist  uns  eine  Drehung  durch  die  Werte  der  Ä,  B^  C,  D  gegeben, 
so  erhalten  wir  die  inverse  Drehung,  indem  wir  A,  B  und  C  im  Vor- 
zeichen umkehren,  D  aber  ungeändert  lassen. 

*)  Vgl.  die  Abh.:    Über  die  Flächen  von  kleinstem  Inhalte  bei   gegebener 
Begrenzung,  art.  8.  G-es.  W.,  2.  Aufl.  pag.  309. 

**)  Klein:    Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  Cap.  II,  §  1, 


i:: 
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Ferner  folgt  aus  dem  Zusammenhang  der  a,  ß,  7,  d  mit  den 
(p,  ij},  d'  (ygl.  pag.  21)  oder  aucli  direkt  aus  der  geometrisclien  Be- 
deutung der  letzteren  (vgl.  pag.  17 f.): 

Ist  die  direkte  Drehung  durch  die  Winkel  (p,  il),  %"  gegeben,  so  be- 
stimmt sich  die  inverse  Drehung  durch  die  Winkel  —  -^^  —  cp,  —  d". 

Wir  machen  hiervon  eine  Anwendung^  um  die  in  dem  Schema  (9) 
von  pag.  21  enthaltenen  Gleichungen  nach  den  E,  H,  Z  aufzulösen. 
Zu  dem  Zwecke  brauchen  wir  dort  nur  statt  der  a^  ß,  y,  d  bez. 
d^  — ßj  — f^a  einzutragen.    Die  Auflösung  des  Schemas  (9)  lautet  also: 


»- 

>     1 

V 

t 

=■ 

d^ 

ß' 

—  2ß8 

H 

f 

«^ 

—  2ay 

Z 

-yS 

-aß 

ad-\-  ßy 

(wo  der  beigefügte  Pfeil  bedeutet,  dafs  dieses  Schema  nur  von  links 
nach  rechts  gelesen  werden  soll).  Tragen  wir  andrerseits  — Ä,  — B, 
—  C,  +  D  bez.  — f^  — (p,  — d"  statt  Ä,  B,  0,  B  bez.  cp^  ijj,  d^  in  die 
Schemata  (10)  bez.  (5)  des  vorletzten  Paragraphen  ein,  so  erhalten  wir 
ein  bereits  bekanntes  Resultat:  es  findet  nur  eine  Transposition  der 
Koeffizienten  statt,  wie  solches  bei  der  Umkehr  einer  orthogonalen 
Substitution  nach  pag.  17  selbstverständlich  ist. 

In  entsprechender  Weise  behandeln  wir  die  Zusammensetmng  zweier 
Drehungen.  Wir  betrachten  eine  Drehung  mit  den  Parametern  a^  ß^  y^  d 
und  eine  zweite  Drehung  mit  den  Parametern  a^  ß\  y\  8\  Es  handelt 
sich  darum  die  Parameter  a  ,  ß'',  y\  S''  zu  berechnen,  welche  in  ihrer 
Wirkung  der  ersten  und  zweiten  Drehung  zusammengenommen  gleich- 
kommt. Dabei  wird  es  bequem  sein,  die  erste  der  beiden  Auffassungen 
von  pag.  16  zu  Grunde  zu  legen,  also  die  Koordinaten  eines  Raum- 
punktes in  Bezug  auf  ein  successive  gedrehtes  Koordinatensystem  zu 
betrachten.  Und  zwar  haben  wir  drei  Lagen  des  beweglichen  Koordi- 
natensystems zu  unterscheiden:  1)  eine  Anfangslage,  in  welcher  es  mit 
dem  festen  System  zusammenfällt,  2)  eine  Lage,  in  welche  es  durch 
die  erste  Drehung  übergeführt  wird,  und  3)  eine  Endlage,  in  welche 
es  von  der  Lage  2)  aus  bei  der  zweiten  Drehung  übergeht.  Der  Raum- 
punkt sei  durch  seine  Koordinaten  xy0  im  festen  Koordinatensystem 
gegeben.  Dann  bedeuten  xy^  gleichzeitig  die  Koordinaten  des  Raum- 
punktes vor  der  ersten  Drehung  in  Bezug  auf  die  Lage  1)  des  be- 
weglichen Koordinatensystems.     Ferner  mögen  xy'^'  bez.    XYZ  die 
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Koordinaten  desselben  Raumpunktes  in  Bezug  auf  die  Lagen  2)  und  3) 
des  bewegliclien  Koordinatensystems  sein. 

Wir  schreiben  in  einer  leicbt  verständlicben  Symbolik: 

Gesucht  werden  die  Parameter  a',  ß!\  y",  8"  in  der  symbolischen  Glei- 
chung: 

{xyz)  =  {o;'ffd''){XYZ), 

Gehen  wir  zu  den  komplexen  Gröfsen  K,  l\  A  über^  welche  bez. 
den  Koordinaten  xyz,  xy  z\  XYZ  entsprechen  mögen^  so  bedeuten 
unsere  Gleichungen  folgendes: 


und 

Pi==«"A,  +  /3"A.. 

Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (2')  folgt  aber  durch  Elimination 

A,  =  (««'  +  ^/)A,  +  ia^  +  ^d')A„ 
A,  =  {yd  4-  d/)Ai  +  {y^  +  öd')  A,. 

Die  Zusammenstellung   dieser   Gleichungen   mit   den    Gleichungen   (3) 
liefert  die  gesuchten  Werte  der  Parameter  d\  ß",  y",  8",  nämlich: 

aa  +  ßy,     ß"  =  aß'  +  ß8\ 


^^^  \  y'  =  ya  +  8y,     8"  =  yß'  + 

Wir  konstatieren^  dals  diese  Gröfsen  Mmmre  ^^ei^Zie^fri^e  Verbindungen 
der  aßy8  und  d ß' y  8'  sind  und  dafs  die  letzteren  Gröfsen  in  unsern 
^oxmAviUnsymmetfiscli  vorkommen.  Daraufhin  sprechen  wir  den  Satz  aus: 

Wenn  wir  zwei  Dreliungen  nach  einander  ausfuhren  und  diejenige 
Drehung  bestimmen,  welche  jenen  leiden  zusammen  äquivalent  ist,  so 
werden  die  Parameter  a,  ß,  y,  8  der  neuen  Drehung  hilineare  zweigliedrige 
Veriindungen  von  den  Parametern  der  gegebenen  Drehungen.  Dabei 
müssen  wir  auf  die  Beihenfolge  der  zusammenzusetzenden  Drehungen  Acht 
geben:  wenn  wir  die  Reihenfolge  umhehren,  ändert  sich  das  Resultat  ihrer 
Zusammensetzung. 

Wir  werden  wünschen^  die  vorstehende  Zusammensetzungsregel 
auch  auf  die    anderen  Parametersysteme  zu  übertragen.     Hinsichtlich 
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der  Quaternionengröfsen  Ä,  B,  C,  D  geschieht  dieses  einfach  dadurch, 
dafs  wir  die  Gleichungen  (4)  in  ihren  reellen  und  imaginären  Teil 
spalten.  Es  ergiebt  sich  so,  wenn  Ä,  Ä',  A"  etc.  den  Gröfsen  a,  a, 
a"  etc.  bez.  entsprechen: 

Ä"  =       AU  +  BC  —  CB'  +  BÄ, 

B'  =  —  A'C  -^BB'+GÄ  +  DB, 

G"  =      AB'  —  BÄ  +  <7  J>'  +  J>  C, 

l  B"  =       BB'  —  AÄ  —  BB'  —  GC. 


(5) 


Die  Parameter  der  resultierenden  Drehung  sind  wieder  bilinear  in 
den  Parametern  der  Teildrehungen.  Aber  die  Ausdrücke  sind  jetzt 
viergliedrig  geworden. 

Die  entsprechenden  Formeln  für  die  q),  ip,  ^  wollen  wir  nicht 
explicite  hinschreiben^  weil  sie  ziemlich  kompliziert  sind.  Sie  ergeben 
sich  aus  den  Gleichungen  (4)^  indem  wir  a,  ß^  y,  d  durch  ihre  Werte 
in  den  q),  ij^,  d"  von  pag.  21  ersetzen. 

Wir  gehen  nun  dazu  über^  die  eigenflichen  geometrischen  Elemente 
einer  Drehung,  nämlich  die  Lage  der  Brehungsaxe  und  die  Gröfse  des 
Brehungswinliels  zu  berechnen^  vorausgesetzt ^  dafs  die  Drehungspara- 
meter  a,  ß,  y,  d  bekannt  sind.  Dies  geht  nicht  ohne  etwas  Rechnung 
ab.  Um  einen  diesbezüglichen  ersten  Ansatz  zu  gewinnen^  denken  wir 
uns  zunächst  Drehungswinkel  und  Drehungsaxe  als  bekannt.  Die 
Drehungsaxe  machen  wir  zur  ersten  Koordinatenaxe  eines  im  Räume 
festen  rechtwinkligen  Systems  mit  dem  Ursprünge  0^  in  welchem 
U,  V,  W  die  Koordinaten  eines  Punktes  vor  der  Drehung^  u,  v,  w 
die  Koordinaten  desselben  Punktes  nach  der  Drehung  sein  mögen. 
In  diesem  System  werden  die  Formeln  der  Drehungstransformation 
besonders . einfach.  Sie  sind  in  dem  Schema  11  von  pag.  19  enthalten; 
bezeichnen  wir  den  Drehungswinkel  mit  co  und  benutzen  wir  ähnlich 
wie  pag.  20  geschehen^  statt  der  Koordinaten  V^  W  etc.  die  komplexen 
Verbindungen   V '-\- iW,   V — iW  eiO'.^  so  lauten  sie: 

Iu  =  U^ 
^  —  i^  =  e-i^{y—iW). 

Wir  schliefsen  hieraus  Folgendes:  Die  Drehungsaxe  selbst  oder^ 
wie  wir  lieber  sagen ^  die  ^^Hauptaxe  der  Drehung^'  ist  dadurch  aus- 
gezeichnet^ dafs  ihre  Punkte  bei  der  Drehung  durchaus  ungeändert 
bleiben.  Aufser  dieser  ^^Hauptaxe"  giebt  es  aber/  sobald  wir  einmal 
imaginäre  Punkte  und  Geraden  mitberücksichtigen ^  noch  zwei  be- 
merkenswerte ^^Nebenaxen'\  nämlich  die  in  der  Ebene   JJ=  0  gelegenen 

Kleiit- Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  3 
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Strahlen  V -{-  iW  ===  0  und  V  —  iW  =  0.  Sie  sind  dadurch  aus- 
gezeichnet^ dafs  sich  die  zu  ihren  Punkten  gehörigen  komplexen 
Koordinaten  nur  um  einen  Faktor  ändern.  Dieser  Faktor  ist  gleich 
e~^^  längs  der  ersten  Nebenaxe,  gleich  e+*^  längs  der  zweiten  und^  wie  wir 
hinzufügen  mögen  ^  gleich  1  längs  der  Hauptaxe.  In  der  That^  setzen 
wir  U=0  und  V -{-  iW  =  0,  so  wird  nach  (6)  auch  u  =  0  und 
q)-^iw==Oj  während  v  —  iw  =  e~^^(V — iW)  ist.  Alle  drei  Ko- 
ordinaten U,  V-\-iW  und  V — iWj  so  können  wir  sagen  ^  multi- 
plizieren sich  längs  dieser  ersten  Nebenaxe  mit  dem  gemeinsamen 
Faktor  e~^^.  In  entsprechender  Weise  multiplizieren  sich  die  Koordi- 
naten [/",  V  -\-  iW,  V  —  iW  längs  der  zweiten  Nebenaxe  mit  dem 
gemeinsamen  Faktor  e+**"  und  längs  der  Hauptaxe  mit  1. 

Dasselbe  gilt  natürlich  auch  yon  den  Koordinaten  Uj  V,  W  selbst 
und  weiterhin  yon  allen  homogenen  linearen  Funktionen  dieser  Gröfsen^ 
also  z.  B.  von  den  Koordinaten  X,  Y,  Z  in  einem  beliebigen  recht- 
winkligen Koordinatensystem^  welches  mit  dem  77,  F,  "FT-System  einen 
gemeinsamen  Ursprung  hat^  und  schliefslich  auch  von  unsern  früher 
benutzten  Gröfsen  =.,  H,  Z.  Auch  die  Koordinaten  Z,  H,  Z,  welche 
0U  einem  PunMe  auf  einer  unserer  drei  Brehungsaxen  gehören,  multi- 
plizieren sich  hei  der  Drehung  mit  einem  gemeinsamen  FaMor,  nämlich 
he0.  mit  1,  e+*^  und  e~^^.  Bezeichnen  wir  also  mit  m  irgend  einen 
dieser  drei  Faktoren^  so  haben  wir  in  den  Punkten  unserer  drei  Axen: 

(7)  I  =  mZ,    ri  =  mHy    ^=mZ. 

Um  die  Verbindung  mit  den  a,  ß,  y,  d  herzustellen^  ziehen  wir  das 
Schema  (9)  von  pag.  21  heran.  Für  einen  Punkt  unserer  Drehungs- 
axen  besagt  dasselbe  mit  Rücksicht  auf  (7)  das  Bestehen  der  folgen- 
den Gleichungen: 

(  0  =  {a^  —  m)Z  +  ß'H  +  2aßZ, 

(8)  0  =  y'Z  -\-(d'  —  m)H-{-2ySZ, 

\o  =  ayE.  +  ßSH  -\- (ad -}- ßy  —  m)Z, 

Sollen  diese  drei  Gleichungen  mit  einander  verträglich  sein^  so  mul& 
ihre  Determinante  verschwinden.  '^  Es  mufs  also  m  der  kubischen  Glei- 
chung genügen: 

a^  —  m  ß^  2aß 

f         ö^  —  m  2yd  =0. 

ay  ßd         ad  -\-  ßy  —  m 

Bei  der  Ausrechnung  ziehen  sich  die  Koeffizienten  vermöge  der  Rela- 
tion ad  —  ßy  =  1  wesentlich  zusammen;  unsere  Gleichung  nimmt  die 
Gestalt  an: 
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^3  ___  (^2_^)  ((,^^^)2_  1)  _  1  =  0. 

Ihre  Wurzeln  müssen  bez.  identiscli  sein  mit  den  Gröfsen  1^  e*^^  e""'"". 
In  der  That  läfst  sich  zunächst  (m  —  1)  als  Faktor  herausheben.  Die 
übrig  bleibende  quadratische  Gleichung  lautet: 

m^  +  m(2  —  {a-i-df)  +  1  =  0. 
Ihre  Wurzeln  sind 


Daraus  folgt 

cos  CO  =  ^^ — ■— 1 ; 

womit  die  Grröfse  des  Drehungswinkels  gefunden  ist.    Die  Formel  ver- 
einfacht sich  durch  Einführung  des  halben  Winkels;  wir  haben 

(9)  4-  COS  -  =  -^ 

und 


(9')  ±-|  =  l/l-(4-T- 

Auf  die  Vorzeichenbestimmung  in  diesen  Formeln  werden  wir  sogleich 
noch  näher  eingehen. 

Nachdem  die  Gröfse  des  BrehungswinkeU  gefunden^  erübrigt  noch 
die  Lage  der  Drehungsaxe  (oder  in  unserer  obigen  Bezeichnung  der 
jjDrehungshauptaxe^^)  zu  berechnen.  Hiezu  dienen  uns  die  Gleichungen  (8). 
Tragen  wir  in  ihnen  m  ==  1  ein^  so  wird  wegen  der  verschwindenden 
Determinante  eine  derselben  entbehrlich.  Wir  greifen  zur  Bestimmung 
der  Drehungsaxe  etwa  die  beiden  Gleichungen 

(c^2  — 1)Z+       jS^H       +2«|3Z  =  0, 
/E       +(^^  — l)H  +  2y*Z  =  0 
heraus^  aus  welchen  durch  eine  kleine  Determinantenrechnung  folgt: 
(10)  E  :  H  :  Z  =  —  2^  :  2^  :  (c^  —  d). 

Wir  wollen  geradezu  die  Richtungscosinus  cos  a,  cos  &,  cos  c  be- 
rechnen^ welche  unsere  Drehaxe  mit  den  Koordinatenaxen  einschliefst. 
Da  wir  annehmen^  dafs  vor  der  Drehung  das  bewegliche  mit  dem  festen 
System  koincidiert,  so  werden  die  Richtungscosinus  in  dem  einen  System 
offenbar  mit  denen  im  anderen  System  identisch.  Und  zwar  haben 
wir  längs  der  Drehungsaxe: 

H  :  H  :  Z  =  1 :  1^ :  5  =  cos  a  -\-  i  cos  &  :  —  cos  a  -{-  i  cos  &  :  —  cos  c. 
Unter  ^  einen  Proportionalitätsfaktor  verstanden^  setzen  wir  mit  Rück- 
sicht auf  (10): 
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(11) 


COS  a  -{-  i  cosb  =  —  2ßQ, 

—  cos  a  -\-  i  cos  h  =       2^^, 

—  cos  c  ==  (a  —  d)Q, 

Aus  der  Gleichung  cos^  a  -\-  cos^  b  -{-  cos^  c  =  1  ergiebt  sich  noch  für 
Q  die  Bedingung: 

Q\(cc-df  +  Aßy)  =  QXia  +  df  -  4)  =  1, 
oder  mit  Rücksicht  auf  (9') 
(12)  9-    -' 


2sm- 


Wir  wollen  uns  nun  mit  der  Unbestimmtheit  der  Vorzeichen  in 
den  vorstehenden  und  den  früheren  Formeln  ^  soweit  es  möglich  ist^ 
abfinden. 

Zunächst  ist  klar^  dafs  sofern  wir  nur  die  Anfangs-  und  Endlage 
des  Körpers  betrachten^  statt  des  Winkels  co  auch  jeder  Winkel  co  +  2]c7t 
als  Drehungswinkel  angesehen  werden  kann^  unter  h  eine  beliebige 
ganze  Zahl  verstanden.  In  der  That  ändert  die  Hinzufügung  einer 
oder  mehrerer  voller  Umdrehungen  an  der  Endlage  des  Körpers  gar 
nichts.    Von  diesem  Standpunkte  bleibt  also  das  Vorzeichen  von  cos  — 

und  sin  —  notwendig  unbestimmt. 

Demgegenüber  wollen  wir  nun  festsetzen^  dafs  wir  die  Gröfse  einer 
Drehung  nicht  lediglich  aus  der  Anfangs-  und  Endlage  des  Körpers 
beurteilen  wollen^  dafs  wir  also  co  nicht  nur  modulo  27t  gegeben  denken. 
Vielmehr  wollen  wir  die  hei  einer  Drehung  durchlaufenen  Zwischenlagen 

soweit  als  helcannt  ansehen j  dafs  auch  —  modulo  27i:,  also  (o  modulo  4z  tc 

festgelegt  werden  Tcann. 

Trotz  dieser  Festsetzung  bleibt  aber  immer  noch  eine  Unbestimmt- 
heit bestehen j  welche  wir  nicht  gut  heben  können.  Wir  können  näm- 
lich jede  um  einen  bestimmten  Halbstrahl  im  positiven  Sinn  erfolgende 
Drehung  co  sowohl  hinsichtlich  der  Endlage  wie  hinsichtlich  der 
Zwischenlagen  des  Körpers  ersetzen  durch  eine  Drehung^  welche  um 
den  entgegengesetzten  Halbstrahl  im  negativen  Sinne  statt  hat.  Diesem 
Umstände  entspricht  es,  dafs  wir  gleichzeitig  a^b,  c  und  co  mit  a-{-7Cy 
b  -\-  7C,  c  -{-  7t  und  —  CO  vertauschen  können. 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich^  dafs  auf  Grund  unserer  Festsetmng 

^war  cos  —  sowie  die  ProduJcte  sin  —  cos  a  etc.   ein  bestimmtes  Vorzeichen 

erhalten  werden^  dafs  aber  das  Vorzeichen  von  sin  —,  cos  a^  cos  b^  cos  c 

eimeln  genommen  auch  jetzt  noch  unbestimmt  bleibt 
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Nacli  dieser  Vorbereitung  kommen  wir  auf  die  Grleicliungen  (9) 
bis  (12)  zurück;  dabei  wollen  wir  eine  spezielle  Lage  des  Koordinaten- 
systems zu  Grunde  legen.  Wir  nehmen  die  Drebungsaxe  zur  ^-Axe 
und  betrachten  eine  Drehung^  welche  von  der  positiven  ^-Axe  aus 
gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgt  und  deren  Gröfse  durch  einen 

modulo  27t  bestimmten  Wert  von  —  gegeben  ist.     Alsdann  haben  wir 

cos  a  ==  cos  &  =  0,  cos  c  =  1 ;  andrerseits  können  wir  für  diese  Drehung 
die  a^  ß^  y,  d  eindeutig  angeben.    Es  folgt  nämlich  aus  der  Definition 

der  Eulerschen  Winkel  '9'=0^  q)  -{-  ijj  =  co  oder^  genauer  gesagt^   9" ^ ^^ 
'^-~-^^~  modulo  2jj!;.      Mithin    bekommen    a^  ß^  y^  d    die    Werte 

a  =  e^  ,   ß  ==  y  =  0,    d  =  e     ^.     Die    dritte    der    Gleichungen    (11) 
ergiebt  nun 


d.  h. 


Gleichzeitig  wird 


«•  =  — -^■ 

2sin- 


a  4-8  .  CO 

^f-  =  +  cos-. 


Wir  werden  dementsprechend  auch  bei  allgemeiner  Lage  des  Koordi- 
natensystems in  den  Gleichungen  (9)  und  (12)  beidemal  die  oberen 
Vorzeichen  wählen.  Dagegen  bleibt  das  Vorzeichen  in  Gleichung  (9') 
auch  jetzt  noch  unbestimmt^  wie  es  nach  der  obigen  Auseinandersetzung 
nicht  anders  zu  erwarten  ist.  Indem  wir  die  entwickelten  Formeln 
übersichtKch  zusammenstellen,  schreiben  wir: 

ßi 


(13) 


cos  a  +  ^  cos  6  =  - 
cos  G^  +  ^  ^^^  ^  = 


CO 


CO         a  -\-d 


CO 

sm  -— 


cos  c 


2sin- 


Durch  die  vorstehenden  Formeln  ist  die  oben  gestellte  Aufgabe 
gelöst:  die  geometrischen  Elemente  der  Drehung  mittelst  der  a,  ß,  y,  d 
ausmdrücJcen. 

Die  Lösung  der  umgekehrten  Aufgabe:   m  einer  durch  Axe  und 
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Winlcel  gegebenen  Drehung  die  Parameter  a,  ß,  y,  d  ^n  hereehnen:  ist  in 
denselben  Gleiclmngen  enthalten.     Man  findet  sofort: 


(13') 


i 


CO       ...         CO 

a  =  cos  —  -j-  ^  sm  -~  cos  c, 
/3  =  ^  sin  —  (cos  a-\-iQ>o^  V), 
y  =  i^m  —  (cos  a  —  i  cos  &) , 


#  =  cos 


%  sm  —  cos  c. 


Diese  Formeln  setzen  in  Evidenz^  dafs  die  a,  ß,  y,  8  jetzt  auch  dem 
Vorzeichen  nach  bestimmt  sind,  da  sie  nur  von  cos  —  und  den  Pro- 
dukten sin  —  cos  a  etc.  abhängen. 

Dasselbe  gilt  natürlich  von  den  Quaternionengröfsen  Ä,  B,  Cj  Dy 
für  welche  die  entsprechenden  Formeln  besonders  einfach  werden;  sie 
lauten  nämlich: 


(14) 


A 


sm  —  cos  a, 


JB  =  sin  —  cos  &, 


C  =  sin  —  cos  e^ 


B 


cos 


Wir  kommen  schliefslich  von  hier  aus  noch  einmal  auf  die  Zusam- 
mensetzungsformeln (4)  von  pag.  32  zurück.  Wir  denken  uns  in  ihnen 
die  Parameter  a,  ß,  y,  d  und  a,  ß\  y,  8'  eindeutig  gegeben,  indem  wir 
die  zugehörigen  Drehungswinkel  co  und  co'  willkürlich  modulo  47r  fest- 
legen. Zunächst  werden  wir  vermuten,  dafs  eine  entsprechende  Fest- 
setzung auch  hinsichtlich  der  resultierenden  Drehung  nötig  ist,  dafs 
also  zunächst  die  a'', /3", /',  &  sich  wiederum  nur  bis  auf  das  Vor- 
zeichen bestimmen.  Demgegenüber  ergeben  aber  unsere  Formeln  zu 
bestimmten  cc, .  .  .  und  a,...  eindeutig  bestimmte  Werte  von  a\  .  .  .; 
es  wird  also  zwischen  den  beiden  möglichen  Vorzeichen  von  d\  .  .  . 
durch  unsere  Formeln  von  vornherein  eine  bestimmte  Auswahl  getroffen. 

Nach  welchem  Prinzip  diese  Auswahl  geschieht,  stellen  wir  dadurch 
fest,  dafs  wir  unsere  jetzigen  Formeln  mit  der  geometrischen  Kon- 
struktion der  resultierenden  Drehung,  auf  welche  im  ersten  Paragraphen 
pag.  10  Bezug  genommen  wurde,  vergleichen.  Notwendigerweise  werden 
jene  Konstruktion  und  diese  Formeln  modulo  2jr  denselben  Wert  des 
resultierenden  Drehungs winkeis   co"  ergeben;    dagegen    ist  es    zunächst 
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fraglich,  ob  der  Winkel  ^  in  beiden  Fällen  modulo  27t  gleich  oder 
um  7C  yerschieden  herauskommt. 

Bei  der  geometrischen  Konstruktion  ergiebt  sich  nach  pag.  10  —  als 
Aufsen Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  in  welchem  die  gegenüber- 
liegenden Winkel   bez.   -|  und  y  sind  und  die  gegenüberliegende  Seite 

gleich  dem  Winkel  (12)  ist,  den  die  Axe  der  ersten  Drehung  mit  der 
Axe  der  zweiten  einschliefst. 

Andrerseits  ergiebt  sich  aus  unseren  Zusammensetzungsformeln 
(man  geht  am  bequemsten  von  der  letzten  der  Gleichungen  (5)  aus) 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (14)  der  Wert 

Cö"  CO  CO  .        CO       .        CO     j'  f    \  1  1  r    x  r\ 

COS  -^  =  COS  —  cos  — sm  —  sm  —  (cosa  cosa  +cos6  cosö  -j-cosc  cosc  ) 

00  CO  .        CO      .         CO  /i*^\ 

=  cos  —  COS  ~  —  sm  "  sm  —  cos  (l^J. 

z  z  z  z 

Dies  ist  aber  eine  der  bekannten  Grundformeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie. Sie  zeigt  uns,  dafs  der  so  bestimmte  Wert  von  -^  wiederum 
aufgefafst  werden  kann  als  Aufsenwinkel  eines  sphärischen  Dreiecks, 
dessen  gegenüberliegende  Winkel  ~  und  ~  sind,  dafs  also  dieser  Wert 

mit  dem  geometrisch  bestimmten  Werte  von  -^  übereinstimmt.  Darauf- 
hin können  wir  sagen: 

Die  ZusammensetMngsformeln  (4)  oder  (5)  sind  einfach  der  ana- 
lytische Äusdruch  für  die  im  ersten  Paragraphen^  genannte  KonstruMion 
in  dem  Sinne,  dafs  sie  nicht  nur  denselben  Wert  von  co",  sondern  auch 

denselben   Wert  von  -^  wie  jene  ergeben. 


§  5.    Übergang  zu  den  sog.  unendlich  kleinen  Drehungen. 

Wir  machen  jetzt  den  Grenzübergang  von  einer  endlichen  zu  einer 
„unendlich  Meinen  Drehung",  der  schon  in  §  1  erwähnt  wurde,  lassen 
also  den  Drehungswinkel  co  unbegrenzt  abnehmen,  wobei  wir  jedoch 
voraussetzen,  dafs  sich  die  Drehungsgeschwindigkeit,  welche  mit 

^^       dt 

bezeichnet  werden  möge,  einer  endlichen  Grenze  nähert.  Mit  einer 
unendlich  kleinen  Drehung  operieren  wir  ebenso,  wie  wir  es  in  der 
Infinitesimalrechnung  mit  einer  „unendlich  kleinen  Verrückung"  gewohnt 
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sind^  nämlicli  so^  dafs  wir  die  hölieren  Potenzen  der  in  der  Grenze 
verscliwindenden  Gröfsen  neben  den  niederen  vernaclilässigen. 

Es  möge  zunächst  überhaupt  nur  eine  unendlich,  kleine  Drehung 
vorgelegt  sein^  d.  h.  es  sollen  die  Systeme  x^  y,  Q  und  X,  F,  Z  direkt 
durch  eine  unendlich  kleine  Drehung  verbunden  sein. 

Indem  wir  den  Begriff  des  Drehungsvektors  von  pag.  11  aufnehmen^ 
zerlegen  wir  die  auf  der  Drehungsaxe  aufgetragene  Winkelgeschwindig- 
keit in  Komponenten  nach  den  Koordinatenaxen  und  nennen  dieselben 
^,  ^,  f.     Wir  haben  nun  ersichtlich 


und  mit  Benutzung  der  Richtungscosinus  der  Drehaxe 

j9  =  Q  cos  a, 
q  =  Q  cos  h, 
r  ==  Q  cos  c. 

Wir  fragen  weiter ^  wie  sich  die  Parameter  a,  ß,  y,  S  bez.  Ä,  B,  C,  D 
der  unendlich  kleinen  Drehung  durch  die  p,  q,r  ausdrücken.  Besonders 
einfach  werden  die  Ausdrücke  der  Quaternionengröfsen  A,  B,  C,  D. 
Nach  Gleichung  (14)  des  vorigen  Paragraphen  wird  nämlich  in  der 
Grenze  co  =  0: 

CO  cos  a  =  -pat, 


(1) 


2  2  ^ 

B  =  ~c3  0osh==~qdt, 
C  =  -  (o  cos  c  =  -  r  dt, 


MitMn  lauten  die  Ausdrücke  für  unsere  Parameter  a,  ß,  y,  d  folgender- 
mafsen : 

f«  =  i)  +  '/C=l +  ^c?#,      ß  =  —  jB-\-iA  =  ^-^-=^dt, 

(2)  •     , 

\y  =  B  +  iÄ=  '-^^  dt,      S=      D  —  iC==^l  —  '-^dt. 

Wir  wollen  auch  die  expliciten  Transformationsgleichungen  für 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  xys  und  XYZ  im  Falle  einer  unend- 
lich kleinen  Drehung  hinschreiben.  Zu  dem  Zwecke  brauchen  wir  nur 
die  vorstehenden  Werte  der  Ä^  B,  C,  JD  in  das  Schema  (10)  von 
pag.  22  einzutragen.  Wir  finden  so,  indem  wir  konsequent  die  höheren 
Potenzen  von  dt  wegwerfen ,  das  folgende  schiefe  Determinantenschema: 
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X 

Y 

Z 

X 

1 

—  rdt 

+  qdt 

y 

-\-rdt 

1 

—  pdt 

s 

—  qdt 

-\-pdt 

1 

(3) 


Wir  mögen  nocL.  den  Gleicliungen  des  vorstehenden  Schemas  eine 
etwas  andere  Form  geben.  Es  bedeuten  ja  X  YZ  die  Koordinaten 
eines  im  Kreisel  festen  Punktes  vor  der  unendlich  kleinen  Drehung, 
xys  die  Koordinaten  desselben  Punktes  nach  derselben,  beide  bezogen 
auf  ein  im  Räume  festes  Koordinatensystem.     Mithin  sind 

X  —  Xj     y  —  Y,     z  —  Z 

die  Verrückungskomponenten  des  Punktes;  aus  ihnen  berechnen  sich 
die  Greschwindigkeitskomponenten  x  ^  y\  z   durch  die  Gleichungen 

00  dt  =  X  —  X,    y  dt  =  y  —  Y,    0dt  =  ^  —  Z. 

Auf  Grund  des  Schemas  (3)  wird  also  die  Lineargescli^vindig'keit 

einps  Kreiselpunktes 

ix=  — rY-\-qZ, 

(30  /=       rX  -pZ, 

,/  ==  —  qX  +  pY 

Wir  werden  hier  rechter  Hand  statt  X,  Y,  Z  ebensowohl  x,  y,  0 
schreiben  dürfen,  da  sich  diese  GrÖfsen  von  einander  nur  um  Glieder 
mit  dem  Paktor  dt  unterscheiden.     Dann  haben  wir  also: 


(3") 


X  =  —  ry  -\-  qs, 

y  =       rx  — p0j 

0  =  —  ^^  +  py 


Jetzt  können  wir  den  wichtigen  Satz  über  die  Zusammensetzung 
zweier  unendlich  kleiner  Drehungen,  auf  den  bereits  pag.  11  Bezug  ge- 
nommen wurde  und  der  die  Einführung  des  Wortes  „Drehungsvektor^^ 
rechtfertigt,  direkt  analytisch  verifizieren.  Wir  betrachten  neben  der 
Drehung  mit  den  Parametern  a,  ß?  y,  ^  in  Gri.  (2)  eine  zweite  Drehung, 
welche  durch  die  Parameter 


ip   +q 


dt, 


dt. 


ß'- 


ip  —  q 


r  =  1  — 


dt, 


dt 


f  2         ^""^  "  ^  2 

gegeben  sei.     Nach   der  Zusammensetzungsregel  von  pag.  32   sind  die 
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Parameter   der  resultierenden   Drehung  bei   VernacMässigung  höherer 
Potenzen  von  dt  die  folgenden: 

Mithin  lauten  die  Komponenten  der  resultierenden  Drehgeschwindigkeit: 

i^"  =  i^  +  Pj     ^"  =  ^  +  9li     ^"  =  r  +  /. 

Zwei  unendlich  Meine  Drehungen  setzen  sich  also  ebenso  msammen, 
lüie  Vektoren^  nämlich  so,  dafs  sich  ihre  Komponenten  einfach  addieren. 

Insbesondere  wird  das  Resultat  zweier  unendlich  kleiner  Drehungen 
Yon  ihrer  Reihenfolge  unabhängig;  unendlich  Meine  Drehungen  stellen, 
wie  wir  sagten^  vertauschhare  Operationen  vor. 

Wir  sehen  jetzt  auch  deutlich  den  allgemeinen  Grund  dieses  ein- 
fachen Resultates  ein.  Er  beruht  wesentlich  darin ^  dafs  wir  uns  in 
dem  Grenzfalle  einer  unendlich  kleinen  Drehung  gestatten^  die  höheren 
Potenzen  von  dt  zu.  vernachlässigen  und  dafs  in  den  beibehaltenen  ersten 
Potenzen  die  Gröfsen  p,  .  .  .,  p,  ...  notwendig  in  der  Verbindung 
P  ~\-  P) ' ' '  vorkommen.  Man  erkennt  hiernach  unmittelbar,  dafs  ein 
entsprechendes  Ergebnis  bei  jeder  ,, unendlich  kleinen  Transformation*^ 
eintreten  mufs. 

Übrigens  hätten  wir  mit  Hülfe  des  letzten  Satzes  die  in  dem 
Schema  (3)  enthaltenen  sehr  bekannten  Gleichungen  einfacher  direkt 
ableiten  können,  wie  dies  auch  in  der  That  gewöhnlich  geschieht,  näm- 
lich durch  Zusammensetzung  der  successiven  Drehungen  ^^^,  qdt,  rdt. 

Demnächst  kombinieren  wir  eine  endliche  Drehung  mit  einer  un- 
endlich kleinen.  Die  endliche  Drehung  habe  die  Parameter  a,  ß,  y,  d 
und  möge  zuerst  ausgeführt  werden,  die  Parameter  der  unendlich 
kleinen  Drehung  heifsen  a,  ß\  y,  d\  Wir  fragen  nach  den  Para- 
metern der  resultierenden  Drehung 

a'  z=  a  -\-  da,  ß"  =  ß  -i^  dß,  y"  =  y  -\-  dy,  (^"  =  d  -j-  dd. 
Da  wir  jetzt  annehmen  werden,  dafs  das  bewegliche  Koordinatensystem 
XYZ  in  seiner  Anfangslage  vor  der  ersten  Drehimg  mit  dem  festen 
Koordinatensystem  xyz  zusammenfällt,  so  ist  seine  Lage  zu  Beginn  der 
zweiten  (der  unendlich  kleinen)  Drehung  von  der  des  festen  Systems 
verschieden.  Wir  müssen  daher  von  jetzt  ab  zwischen  den  Komponen- 
ten des  Drehungsvektors  nach  dem  beweglichen  und  festen  System 
wohl  unterscheiden.  Die  ersteren  nennen  wir  p,  q_,  r,  die  letzteren 
7C,  %,  Q.  Wollen  wir  die  Zusammensetzungsformeln  von  pag.  32  direkt 
verwenden,   so   müssen  wir  die  unendlich   kleine  Drehung  auf  das  be- 
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wegliche   System   beziehen^    also    die    Komponenten  jp,  g?  ^  benutzen. 
Wir  erhalten  so  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2): 

cc  -{-  da  =  aa  +  ßy  =  «  +  ( y  ^  +      T    ß)  dt, 

ßJ^dß  =  aß'  +  ß&  =  ß  +  (fc^  a  —  ^ß)dt  etc. 

Hierfür  schreiben  wir^  indem  wir  die  analogen  Gleichungen  für  y  und  d 
hinzufügen: 

Die  vorstehenden  Gleichungen  geben  die  Änderungen  an,  welche 
die  Parameter  a,  ß,  y,  d  bei  dem  Hinzutreten  einer  unendlich  kleinen 
Drehung  Yon  den  Komponenten  p,  q,  r  erleiden.  Denken  wir  uns  die 
p,  q,  r  irgendwie  als  Funktionen  der  Zeit  gegeben,  so  können  wir  aus 
ihnen  die  successiven  Änderungen  der  a,  ß,  y,  d  d.  h.  die  successiven 
Lagenänderungen  des  Kreisels  im  ßaume  durch  Integration  des  vor- 
stehenden Systems  von  Diiferentialgleichungen  bestimmen.  Sind  umge- 
kehrt die  a,  ß,  y,  8  bekannte  Funktionen  der  Zeit,  sind  also  die 
successiven  Lagen  des  Kreisels  im  Räume  gegeben,  so  können  wir  aus 
unseren  Gleichungen  die  |),  q,  r  vermöge  Differentiation  berechnen. 

Nun  bestimmen  aber  die  Verhältnisse  p  :  q  :r  die  Lage  der  in- 
stantanen  Drehungsaxe  gegen  das  im  Kreisel  feste  XF^- System  und 
die  successiven  Werte  dieser  Verhältnisse  die  Gestalt  des  PolhodieJcegels: 
Ferner  bedeuten  p,  q,  r  die  Koordinaten  des  Endpunktes  des  Drehungs- 
vektors in  demselben  Koordinatensystem;  also  geben  die  successiven 
Werte  der  p,  q^  r  selbst  die  Gestalt  der  Polhodiehtrve  an. 

Die  expliciten  Ausdrücke  der  p,  q,  r  finden  wir  durch  Auflösen 
der  Gleichungen  (4).  Wir  behalten  die  komplexen  Verbindungen 
i^  +  '^3'^  — i^  +  ^^7  ' —  ^  einfach  bei  und  haben 


(6) 


,     .  ct'läy  da\ 


wobei  noch   die  beiden  für  —  r  angegebenen  Werte  wegen  der  Rela- 
tion a8  —  ßy  =  1  identisch  sind. 

Wir  schliefsen  hieran   die  Formeln  für  den  Kegel  hez.  die  Kurve 
der  Herpolhodie,  berechnen  also  die  Komponenten  jr,  %y  q  des  Drehungs- 
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vebtors  im  festen  System.  Wir  könnten  so  verfahren,  dafs  wir  die 
soeben  bestimmten  Werte  yon  p  -{-  iq,  — p  -{-  igt,  —  r  statt  =.,  H,  Z 
in  das  Schema  (9)  von  pag.  21  eintragen;  die  zugehörigen  Werte  von 
Ij  7}^  t,  liefern  dann  die  gesuchten  Gröfsen  7t  '\-  i%,  —  %  -\-  iz,  —  p. 
Direkter  führt  indessen  folgender  Weg  zum  Ziele.  Wir  bemerkten 
schon  pag.  14,  dafs  die  Herpolhodiekurve  der  direkten  Bewegung  dia- 
metral in  bezug  auf  den  Unterstützungspunkt  zu  der  Polhodiekurve  der 
umgekehrten  Bewegung  liegt.  Nun  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen 
(5)  die  Polhodiekurve  der  umgekehrten  Bewegung,  indem  wir  a,  ß,  y,  d 
nach  der  pag.  30  gegebenen  Regel  ersetzen  durch  d^  —  ß,  —  y,  cc. 
Mithin  lauten  die  Formeln  für  die  HerpolhodieJcurve  der  direkten  Be- 
wegung: 

;t  +  i^  =  2i(/3^-«f), 


(6) 


Der   Herpolhodielcegel   ist   natürlich   schon    durch  die  Verhältnisse    der 
rechts  stehenden  Gröfsen  bestimmt. 

Die  entsprechenden  Gleichungen  in  den  A,  B,  C,  D  wollen  wir 
nicht  ausführlich  hinschreiben;  sie  folgen  durch  Zerlegung  von  (5)  und 
(6)  in  einen  reellen  und  imaginären  Teil.  Dagegen  werden  wir  später 
die  Darstellung  der  p,  q_,  r  durch  die  Eulerschen  Winkel  tp^  il),  %'  und 
ihre  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  brauchen.  Wir  kommen  hierzu, 
indem  wir  etwa  von  den  Gleichungen  (5)  ausgehen.  Die  rechter  Hand 
stehenden  Aggregate  der  a,  ß,  y,  d  rechnen  wir  mit  Hülfe  der  ur- 
sprünglichen Definition  unserer  Parameter  in  die  cp^  ip,  d"  um.  So 
erhalten  wir  beispielsweise: 

=  —  I  ('^'  +  ^^'  sin  %)e-''P 


und 


d§    ,        dß  .     i         9  ^  /    r    i     ,f\         i     .    <2  &  ^         'i/'\ 


=       |(9p'  +  coS'9^^'); 

mithin  wird 

p  ~\-  i^  =  (      '9-'  +  i^'  sin  d')e~'^, 

—  p-^iq=:  (—  d''  ^  if'  sin  d')e+'f , 

—  r  ==  —  (g)'  +  t'  cos  d") 


§  5.    Unendlicli  kleine  Drehungen. 


45 


oder 

'j)==        d"' cos  g) -{- ijj' sin  d"  sin  q)  ^ 
(7)  I  ^  "^  —  'ö''  sin  ^  +  ijj'  sin  d'  cos  (p, 

.  r  ==       9>'  +  cos  •0'  il^'. 

Der  Übergang  zu  der  umgekelirten  Bewegung^  welche  in  den  Euler- 
sclien  Parametern  nach.  pag.  31  durch  Vertauschung  von  (p^  il^,  %"  mit 
— -  "^j  —  9,  —  %"  zu  bewerkstelligen  ist^  liefert: 


(8) 


^  ==  %^'  COS  il)  -\-  (p'  sin  O-  sin  t^ , 
%  =  %"'  sin  il)  —  (p  sin  %"  cos  i^), 

Q    ==:    if)'    -\^    COS   %'Cp. 


Nach  (p,  ijj'j  %"'  aufgelöst  lauten  die  Gleichungen  (7): 


(9) 


,  COS  '0'  /         .  ,  N 

9  ='^  —  ^^  (P  sm  9?  +  g  cos  (p), 

^'  ^  dr^  ^^  sin  9?  +  ^  cos  cp), 

d^'  =  {p  COS  (p  —  g  sin  cp). 


Man  kann  diese  Gleichungen  (7)  und  (9)  natürlich  auch  durch 
elementare  Zerlegung  der  unendlich  kleinen  Drehung  in  Komponenten 
finden^  wie  dies  in  den  Büchern  vielfach  ausgeführt  wird. 

Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  geben  eine  neue  Darstellung  für  den 
Polhodie-  und  Herpolhpdiekegel^  welche  freilich  an  Durchsichtigkeit 
den  früheren  nachsteht;  die  Gleichungen  (9)  sagen  aus,  wie  sich  die 
Parameter  (p^  ij)j  %"  beim  Hinzutreten  einer  unendlich  kleinen  Drehung 
modifizieren;  sie  bilden  einen  Bestandteil  desjenigen  Differentialglei- 
chungssystems, mit  dessen  Integration  wir  uns  im  vierten  Kapitel  be- 
schäftigen werden.  — 

Wir  haben  im  zweiten  Paragraphen  verschiedene  Parametersysteme 
{a,  ßy  y^  (5^;  A^  B^  C,  D;  cpj  ip,  ^)  aufgestellt,  durch  welche  wir  die 
jeweilige  Lage  des  Kreisels  bestimmten;  andrerseits  lernten  wir  in 
diesem  Paragraphen  gelegentlich  der  Betrachtung  unendlich  kleiner 
Drehungen  Parametersysteme  kennen,  durch  welche  der  jeweilige  Ge- 
schwindigkeitsmstand  des  Kreisels  charakterisiert  wird.  Es  sind  dieses 
in  erster  Linie  die  Gröfsen  p,  g,  r  und  9?',  ip^  &':  — 

Wir  können  die  genannten  Gröfsen  kurz  als  GescMvindigheits- 
Tioordinaten  des  Kreisels  bezeichnen,  u.  zw.  werden  die  p,  ^,  r  recht- 
winMige,  die  g)\  ^',  d^'  schiefwinMige  Geschwindigkeitslcoordinaten  zu 
nennen  sein,  weil  wir  bei  Benutzung  der  ersteren  den  Drehungsvektor 
nach  den  rechtwinkligen  Axen  X,  Y",  Z,  bei  Benutzung  der  letzteren 
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nach  drei  im  allgemeinen  schiefwinkligen  Axen  (nämlich  der  Piguren- 
axe,  der  Vertikalen  und  der  Knotenlinie)  in  Komponenten  zerlegen. 

Zwischen  den  beiden  Gröfsentripeln  p,  g[,  r  und  q)\  iIj\  ^''  besteht 
noch  ein  weiterer  wichtiger  Unterschied:  Die  (p  ^  i\)  ^  %''  sind  die  nach 
der  Zeit  genommenen  Differentialqiiotienten  gewisser  Bamn-{Winkel-)Äb' 
Messungen,  die  p,  q,  r  sind  dieses  nicht:  oder:  die  GrÖfsen  cp'dt,  ijj'dt^ 
%"' dt  sind  exakte,  dagegen  pdt,  qdt,  rdt  unexaMe  Differentiale. 

Wir  erkennen  dies  etwa  daraus^  dafs  die  Werte  der  Zeitintegrale 


f  pdt,         f  qdt,         I  r 


dt 


von  einer  Anfangszeit  ^^  bis  zu  einer  Endzeit  t^  erstreckt^  nicht  allein 
Yon  der  Anfangs-  und  Endlage  des  Körpers ,  sondern  auch  von  seinen 
Zwischenlagen  abhängen^  was  geometrisch  evident  ist.  Dasselbe  lehrt 
auch  die  Betrachtung  irgend  einer  der  zuletzt  angeschriebenen  Glei- 
chungen.    Nehmen  wir  z.  B.  die  erste  der  Gleichungen  (7): 

pdt  ==  d^  cos  (p  -\-  dil)  sin  %"  sin  cp . 
Soll  hier  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Differential  sein,  so  müfsten 

d  cos  cp  ^    d  sin  ^  sin  oo 

o  ■,       und    ^-^~- — 

dtp  0^ 

denselben  Wert  haben ,  was  ersichtlich  nicht  der  Fall  ist. 

Wir  werden  also  sagen  müssen:  Die  p,  q,  r  sind  nicht,  wie  die  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten X,  y,  z  des  einzelnen  Massenpunktes,  zeitliche 
Differentialquotienten  von  Baumahmessungen,  sondern  nur  lineare  Funktionen 
von  solchen.  Trotzdem  sind  sie  in  der  Kreiseltheorie  als  Geschwindigkeits- 
koordinaten sehr  geeignet  und  auch  allgemein  üblich. 

Wir  können  den  Geschwindigkeitszustand  natürlich  noch  durch 
beliebig  viele  andere,  mehr  oder  minder  geeignete,  Parameter  charakte- 
risieren,   z.  B.,    was   gleichfalls   bereits   geschehen,    durch   die    Gröfsen 

-fi,  -Ä,   -ij,   -j7'    Diö  letzteren  stellen  offenbar  „überzählige  Geschwin- 

digkeitskoordinaten^^  vor,  während  unsere  p,  q,  r  oder  unsere  ^\  ijj',  d^' 
als  „independente  Geschwindigkeitskoordinaten^^  zu  bezeichnen  wären. 

Von  hier  aus  gelangen  wir  sofort  dazu,  auch  für  den  Pall  des  frei 
beweglichen  starren  Körpers  Geschwindigkeitskoordinaten  anzugeben. 
Wir  haben  zu  dem  Zwecke  nur  die  Geschwindigkeit  des  Bezugspunktes 
einerseits  (die  Translationsgeschwindigkeit)  und  die  Bewegung  um  den 
Bezugspunkt  andrerseits  (die  Rotationsgeschwindigkeit)  je  durch  drei 
Parameter  festzulegen.  Die  einfachsten  und  allgemein  gebräuchlichen  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten des  frei  beweglichen  starren  Körpers  werden 
hiernach  die  sechs  Gröfsen: 
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X ,  y  j 


wo  X,  y,  z  wie  am  Ende  von  §  2  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des 
Bezugspunktes  bedeuten.  Indessen  können  wir  den  Gescliwindigkeits- 
zustand  natürlicli  noch  in  sehr  mannigfacher  Weise  durch  andere  sechs 
Grröfsen  charakterisieren.  Je  sechs  solche  Gröfsen  mögen  auch  auf- 
gefafst  werden  als  ^^Koordinaten  der  instantanen  BewegungsscJiraube'^ 
durch  welche  wir  jede  unendlich  kleine  Bewegung  des  freien  starren 
Körpers  nach  §  1  charakterisieren  können. 


§  6.    Das  Beispiel  der  regulären  Präcession. 

Als  Beispiel  für  die  vorangehende  allgemeine  Theorie  behandeln 
wir  eine  besonders  einfache  Bewegung  des  Kreisels,  welche  wir  in  der 
Folge  bei  dem  Studium  komplizierterer  Bewegungen  stets  zur  Orien- 
tierung heranziehen  werden,  nämlich  die  reguläre  Präcession.  Natürlich 
kann  es  sich  hier  nur  um  die  kinematische  Seite  dieser  Bewegung 
handeln;  ihre  Mnetische  Untersuchung,  d.  h.  die  Beantwortung  der 
Frage,  ob  und  unter  welchen  Umständen  sich  bei  einem  gegebenen 
Kreisel  eine  reguläre  Präcessionsbewegung  einstellen  kann,  wird  uns 
erst  später  beschäftigen.  Wir  wollen  die  Untersuchung  zuerst  geome- 
trisch im  Anschlufs  an  den  ersten  Paragraphen  dieses  Kapitels,  sodann 
analytisch  im  Anschlufs  an  den  vorangehenden  Paragraphen  führen. 

Die  reguläre  Präcession  definieren  wir  in  der  Weise,  dals  wir 
einerseits  die  Bewegung  der  Figurenaxe  im  Räume,  andrerseits  die 
Bewegung  des  Kreisels  gegen  die  Figurenaxe  angeben.  Beide  Teil- 
bewegungen sind  im  vorliegenden  Falle  so  einfach  wie  möglich.  Es 
dreht  sich  nämlich  die  Figurenaxe  um  eine  feste  Gerade  des  Baumes 
unter  konstanter  Neigung  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit;  gleich- 
zeitig dreht  sich  der  Kreisel  um  die  Figurenaxe  gleichfalls  mit  gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit  herum.  Die  feste  Gerade  des  Raumes 
bezeichnen  wir  als  die  „Axe  der  Präcession^^;  wir  denken  uns  dieselbe 
meistens  der  Einfachheit  halber  vertikal. 

Die  Drehgeschwindigkeit  der  Figurenaxe  um  diese  Axe  heifse  v, 
die  hinzutretende  Drehgeschwindigkeit  des  Kreisels  um  die  Figuren- 
axe ^;  erstere  bezeichnen  wir  auch  speziell  als  die  „Präcessionsge- 
sch windigkeit  der  Figurenaxe^^.  Übrigens  wollen  wir,  um  bei  der  vor- 
läufigen geometrischen  Behandlung  Fallunterscheidungen  möglichst  zu 
vermeiden,  zunächst  voraussetzen,  dafs  die  Drehgeschwindigkeit  ^,  im 
Verhältnis  zur  „Präcessionsgeschwindigkeit^^  v  sehr  grofs  ist,  wie  es 
in  den  späteren  Anwendungen  thatsächlich  die  Regel  sein  wird. 
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Unsere  Einzeldrehungen  ^  und  v  kombinieren  sich  in  jedem 
Momente  zu  einer  resultierenden  Drehung^  welche  durch  ihre  Winkel- 
geschwindigkeit^ ihre  Axe  und  ihren  Sinn  Gröfse,  Richtung  und  Sinn 
des  instantanen  Drehungsvektors  bestimmt.  In  den  untenstehenden 
Figuren  bedeutet    OV  die   Axe   der   Präcession^    OF  die   Figurenaxe^ 


wobei  wir  die  Bezeichnung  ^^Figurenaxe^^  so  wählen  können^  dafs  der 
Winkel  zwischen  0  V  und  OF  nicht  grölser  als  ein  Rechter  wird  und 
wo  wir  den  Spezialfall^  dafs  dieser  Winkel  gerade  gleich  einem  Rechten 
ist^  vorderhand  ausschliefsen  wollen.  Auf  diesen  Axen  tragen  wir  bez. 
die  Winkelgeschwindigkeiten  ^  und  v  in  der  pag.  11  festgesetzten  Weise 
ab.  Wir  unterscheiden  zwei  Fälle^  je  nachdem  die  Winkelgeschwindig- 
keiten ^  und  V  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  besitzen^  je  nach- 
dem also  die  zugehörigen  Vektoren  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel 
einschliefsen.  Im  ersten  Fall  bezeichnen  wir  die  Präcession  als  pro- 
gressive, im  zweiten  als  retrograde.  Machen  wir  nun  die  Parallelogramm- 
konstruktion ^  so  kommt  in  dem  ersten  Falle  die  Diagonale  in  den 
spitzen  Winkel  zwischen  der  Vertikalen  und  der  Figurenaxe^  im  zweiten 
Falle  aufserhalb  dieses  Winkels  zu  liegen.  Im  übrigen  aber  besitzt 
unsere  Diagonale,  da  nach  Voraussetzung  die  Teilvektoren  ^  und  v 
während  der  Bewegung  eine  konstante  Länge  und  eine  unveränderliche 
relative  Lage  haben,  in  beiden  Fällen  eine  feste  Länge  und  eine  un- 
veränderliche relative  Lage  gegen  die  Vertikale  wie  gegen  die  Figurenaxe. 
Der  Endpunkt  des  Drehungsvektors  beschreibt  also  im  Laufe  der 
Bewegung,  sofern  wir  seine  Lage  im  Räume  betrachten,  einen  Kreis 
um  die  Vertikale;  gleichzeitig  durchläuft  er,  sofern  wir  von  seiner 
Lage  gegen  den  Kreisel  sprechen  wollen,  einen  Kreis  um  die  Figurenaxe. 
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Mithin  sind  im  Falle  der  regulären  Präcession  die  Kurven  der  Pol- 
hodie  und  der  JSerpolhodie  einfache  Kreise;  dementsprechend  werden  die 
Kegel  der  Polhodie  und  der  Herpolhodie,  welche  jene  Kurven  von  0 
aus  projizieren,  gewöhnliche  Kreis'kegel.  Hinsic]itlic]i  der  gegenseitigen 
Lage  dieser  beiden  Kegel  konstatieren  wir  auf  Grund  der  Figuren  5 
und  6  einen  Unterschied:  JBei  der  progressiven  Präcession  rollt  der 
Polhodiehegel  von  aufsen,  hei  der  retrograden  von  innen  auf  dem  Herpol- 
hodielcegel  ab. 

Wir  mögen  nocli  aus  der  Parallelogrammkonstruktion  einige  ele- 
mentargeometriscke  Folgerungen  ziehen.  Wir  bezeichnen  den  Winkel 
zwischen  Figurenaxe  und  Vertikalen^  wie  früher ^  mit  O'.  Ferner  heifse 
der  Winkel  zwischen  der  instantanen  Rotationsaxe  und  der  Figuren- 
axe u,  der  Winkel  zwischen  der  instantanen  Rotationsaxe  und  der 
Vertikalen  v.  Alsdann  bestimmt  u  die  Öffnung  des  Polhodie-,  v  die 
des  Herpolhodiekegels. 

Bedeutet  Q,  wie  früher,  die  Gröfse  der  resultierenden  Drehge- 
schwindigkeit, also  die  Länge  der  Diagonalen  im  Parallelogramm,  so 
haben  wir  nach  dem  Pjthagoräischen  Lehrsatze: 

Q2  =  ^2  _^  2/2  +  2^v  cos  0'. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  beiden  Dreiecken,  in  welche  unser  Parallelo- 
gramm durch  die  Diagonale  zerlegt  wird: 

sin  u  sin  0" 

V  ß 

und 

sin  V         sin  Q' 


Also 

(1)  ^  sinu  =  V  sin  v. 

Ein  wichtiges  Beispiel  für  retrograde  Präcession  liefert  unsere 
Erde,  Die  Erde  spielt  hier  die  Rolle  des  Kreisels;  den  Mittelpunkt 
der  Erde  denken  wir  uns  bei  der  Bewegung  fest.  Der  Vertikalen  ent- 
spricht die  Normale  zur  Ebene  der  Ekliptik.  Die  Erdaxe  umkreist 
diese  Gerade  unter  der  festen  Neigung  von  rund  23%^  in  ca.  26  000 
Jahren  einmal.  Nehmen  wir  als  Zeiteinheit  die  Länge  eines  Tages, 
so  wird 

_  9  _         —  ^^ 

Aus  der  Gl.  (1)  ergiebt  sich 

,^.  .  —  sin  1) 

(2)  ^^"^^  365  .26  000- 

Der  Winkel  ii  wird  also    eine   sehr  kleine   Gröfse,    so    dafs  wir  sin  u 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  4 
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durcli  u  ersetzen  können.  Da  ferner  wie  in  Fig.  6  v  =  d'-\-u  ist^  so  werden 
wir  V  durch  d"  ersetzen  dürfen.  Der  HerjQolhodiehegel  wird  also  sehr  nahezu 
ein  Kreishegel  von  23^/^^  Win'keVöffnung.  Wir  fragen  ferner  nach  der 
Gestalt  des  Polhodiekegels.  Statt  seines  Offnungswinkels  geben  wir 
lieber  den  Radius  (r)  desjenigen  Kreises  an,  in  welchem  die  Erdober- 
fläche yon  diesem  Kegel  geschnitten  wird.  Bedeutet  B  die  Länge 
des  Hirdradius"^)  \n  = Meter  = cm  I ,    so   haben 

wir  nach  Gl.  (2) 

^  sin  (23  %  ^)  .  4  000  000  000  ^„ 

^  =  ^^  =  --\^^5:^6Wo cm  =27  cm. 

jEin  Meiner,  um  den  Nordpol  ieschriebener  Kreis  von  21  em  JRadius 
^üürde  also  die  Spur  des  Polhodiekegels  auf  der  Erdoberfläche  sein.  Die 
Präcessionsbewegung  der  Erde  können  wir  uns  dadurch  hervorgebracht 
denken,  dafs  ein  entsprechend  schmaler  Polhodiekegel  auf  einem  Her- 
polhodiekegel  von  ca.  2?>'^/^^  Winkelöffnung  von  innen  abrollt. 

Wie  wir  sehen,  giebt  die  P o ins ot sehe  Theorie  der  rollenden  Kegel 
im  Falle  der  regulären  Präcession  ein  höchst  anschauliches  und  präg- 
nantes Bild  von  dem  Ablauf  der  Bewegung.  Dementsprechend  handelt 
auch  Poinsot  bei  den  Anwendungen  seiner  Theorie  mit  Vorliebe  von 
dem  Beispiele  der  regulären  Präcession**). 

Wir  behandeln  jetzt  die  reguläre  Präcession  noch  einmal  analytisch 
auf  Grund  der  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Resultate.  Zunächst 
übertragen  wir  die  obige  geometrische  Definition  unserer  Bewegung 
ins  Analytische,  was  mit  Hülfe  der  Eulerschen  Parameter  9?,  ^,  -O- 
auf  das  Einfachste  bewerkstelligt  wird. 

Wir  haben  nämlich  offenbar: 

(3)  'O' =  const.     (p  ===  ^t,     ip  =  vt. 

Die  Komponenten  des  instantanen  Drehungsvektors  werden  daraufhin 
nach  Gleichung  (7)  des  vorigen  Paragraphen,  wenn  wir  sie  auf  das 
im  Kreisel  feste  System  beziehen: 

(4)  p  =  V  sin  d"  sin  (pj     q  =  v  sin  d"  cos  (p,     r  ==  ^  -{-  v  cos  d" 

und  nach  Gleichung  (8)  desselben  Paragraphen,  wenn  wir  sie  für  das 
im  Räume  feste  System  berechnen: 

(5)  7t  =  ^  sin  '^  sin  ^,     %  =  —  ^i  sin  0"  cos  ^,     q  =  v  -\-  ^i  cos  ^. 
Diese  Gleichungen  zeigen  zunächst  wieder,  dafs  Polhodie-  und  Her- 

polhodiehurve  in  unserem  Falle  Kreise  werden.    In  der  That  haben  wir  z.  B.: 
p^  -^  q^  ==  y^  sin^  ^  ==  const.,     r  ==  ^  -{-  v  go^  'd'  ==  const. 


*)  Alles  in  runden  Zahlen  gerechnet. 

**)  Vgl.  z.  B.  seine  Schrift;    Theorie  des   cones   circulaires  roulants,  in  der 
Zeitschrift  Connaissance  des  temps,  1853. 
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Die   Winkelöffnungen   der  abrollenden  Kegel  berechnen  sieh,  wenn  u 
und  -y  die  oben  angegebene  Bedeutung  haben,  nach  der  Formel: 


den  Gleichungen  (4)  und  (5)  zufolge  haben  wir  also: 

~  4"  ^os  '9'  — |-  cos  -O" 

(7)  ctgM  =  ^U-^,     otgv^^ 


sin  -0"      ^  ^  sin  ^ 

Natürlich  genügen  diese  Werte  von  ii  und  v  der  obigen  Eelation  (1), 
wie  man  leicht  nachrechnet, 

W^ir    geben    jetzt    eine    mtsführUche   Biskussion   der   verschiedenen 
möglichen  Fälle  regulärer  Präcessionsbetvegung ,  indem  wir  dieselben  nach 

den  Werten  von  —  klassifizieren.  Die  jetzt  zu  gebende  Einteilung  sub- 
sumiert sich  dabei  der  früheren,  in  welcher  wir,  je  nach  dem  —  >  0  oder 

<  0  war,  die  Bewegung  als  progressive  oder  retrograde  unterschieden. 

Bei  der  folgenden  Diskussion  denken  wir  uns  ^  als  fest  gegeben 
und  zwar  können  wir,  wie  oben,  voraussetzen,  dals  d"  nicht  gröfser  als 

ein  Rechter   ist.     Indem  wir    die    Grenzfälle   d"  =  0  und   '^  ===  -^    l>is 

zum  Schlüsse  zurückschieben,  nehmen  wir  für  das  zunächst  Folgende  an: 

o<^<|. 

Von  den  Winkelöffnungen  u  und  v  dürfen  wir  noch  eine,  etwa  v^  als 
spitzen  Winkel  rechnen.  Gleichzeitig  mit  den  Kegeln  u  und  v  rollen 
nämlich  auch  die  diametralen  Kegel  ti:  —  u  und  tc  —  v  auf  einander 

ab.    Wenn  daher  v>  —^  so  können  wir  durch  Übergang  zu  den  Kegeln 

ti  ==  7t  —  li  und  V  =  7C  —  V  erreichen,   dafs  ^'  <  ö"  wird. 

Das  ganze  Wertegebiet  von  —  zerlegt  sich  für  unsere  Zwecke  in 
vier  Intervalle,  welche  durch  die  folgenden  vier  Grenzwerte 

Q^    _  =  —  cos  #,    —  = 


V 

V 

— 

=  CX), 

— 

^ 

^ 

fi  '     II  cos  & 

geschieden  werden. 

Erster  Grenzfall:  ~  =  -\-oo.    In  diesem  Falle  ist  ^  =  0,  d.  h.  der 

Kreisel  rotiert  relativ  zu  seiner  Figurenaxe  überhaupt  nicht.  Die  Formeln 

4* 
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(7)  zeigen  gleichzeitig^  dals  ^  =  0,  Der  Herpolhodiekegel  ist  also 
unendlich  dünn  und  die  instantane  Rotationsaxe  fällt  beständig  mit  der 
Vertikalen  zusammen.  In  unserem  ersten  Grenzfalle  führt  der  Kreisel 
eine  gleiehförmige  Botation  von  der  Win'kelgescTiwindig'keit  v  um  eine  (von 
der  Figurenaxe  verschiedene)  feste   Gerade  (nämlich  die  Vertikale)  aus. 

Erstes  Intervall:  -j-  oo  >  ~  >  0.  Im  Innern  unseres  ersten  Inter- 
valles  haben  v  und  ^  gleiche  Zeichen.  Die  Parallelogrammkonstruktion^ 
welche  wir  oben  ausführten ,  zeigt  dann^  dafs  die 
instantane  Rotationsaxe  in  dem  spitzen  Winkel 
zwischen  der  Vertikalen  und  der  Figurenaxe  liegt. 
Dementsprechend  ergiebt  sich  aus  den  Gl.  (7), 
dafs  u  und  v  kleiner  als  -0'  sind.  Der  bewegliche 
Kegel  rollt  daher  auf  dem  festen  von  aufsen  ah  (vgl. 
Fig.  7).  Wir  werden  diese  Bewegung  als  epi- 
^^^-  ^'  cyMoidische  bezeichnen. 

Zweiter  Grenzfall:  —  =  0.  Bei  abnehmenden  positiven  Werten 
von  ~  erweitert  sich  der  Herpolhodiekegel  allmählich,  während  der 
Polhodiekegel  sich  verengert.  In  dem  Grenzfalle  —  ==  0  ist  der  Polhodie- 

kegel  unendlich  dünn  geworden;  in  der  That  ergeben  die  Gl.  (7)  in 
diesem  Falle  u  =  0,  Infolgedessen  fällt  die  instantane  Rotationsaxe 
beständig  mit  der  Figurenaxe  zusammen.  Gleichzeitig  steht  wegen 
V  =  0  die  Figurenaxe  im  Räume  stille.  Der  Kreisel  rotiert  also  mit  der 
konstanten  Winkelgeschwindigkeit  ^  um  seine  im  Baume  feste  Figurenaxe. 


Zweites   Intervall: 


0  >  -  >  —  cos  '9'. 


Wenn  —  zu  nee^ativen 


Fig.  8. 


Werten  übergeht,  beginnt  sich  der  Polhodie- 
kegel wieder  zu  erweitern.  Gleichzeitig  tritt  er 
ins  Innere  des  Herpolhodiekegels  ein.  In  der 
That  ergiebt  sich  aus  den  Gl.  (7)  v>  %•.  Der 
bewegliche  Kegel  rollt  daher  auf  dem  festen  von 
innen  ab  (vgl.  Fig.  8).  Wir  werden  diesen  Fall 
als  Hypocykloidenbewegung  bezeichnen. 


Dritter   Grenzfall:   —  =  —  cos  d^.     Wenn  ~   den  Wert 


cos  d" 


erreicht  hat,  ist  nach  Gl.  (7)  v  ==  —  geworden,  der  Herpolhodiekegel  also 

in  eine  Ebene  ausgeartet. 


Drittes  Intervall: 


cos  '0'  >  —  > 


cos  # 


Wenn  —  weiter  ab- 


nimmt,  würde  sich  ^  >  -^  ergeben.    Nach  unserer  obigen  Verabredung 
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haben  wir  dann  zu   den  diametralen  Kegeln  tc  ■ —  u  und  n  —  v  über- 
zugehen^ wodurch  '^^  <  v  ^^^  ^  ^  s"  ^i^^.     In  dem  dritten  Intervalle 

rollt  daher  ein  stumpfer  Folhodie'kegel  auf  einem 
spitzen  HerpoThodiekegel  von  aufsen  ab  (vgl.  Fig.  9). 
Wir  wollen  diese  Art  der  Bewegung  als  anti- 
cyMoidisch  bezeichnen. 

Während 


Vierter   Grenz  fall:    —  =  — 

'  ft  cos  ^ 

V  .  1  .  . 

—  von  —  cos  x^  bis ^  abnimmt,   flacht  sich 

II  cos 'O'  ^ 


Mg.  9. 


der  Polhodieke^el  allmählich  ab.    Für  den  Grenzwert  —  = x-  ist 

ö  II  cos  Q" 

er  nach  (7)  in  eine  Ebene  ausgeartet. 

Viertes  Intervall:  —  —t-t:  >  —  >  —  f^.    Bei  weiter  abnehmendem 


cos  '0'       ft 


—  verengert  sich  der  Polhodiekegel,  so  dafs  im  vierten  Intervalle  wieder 
t*  <  —  ist.     Gleichzeitig  umfafst  der  Folhodiehegel  den 

Herpolhodiehegel  von  aufsen  (vgl.  Fig.  10).  Die  hieraus 
sich  ergebende  Art  des  Abrollens  wollen  wir  als  Peri- 
cyUoidenbewegnng  bezeichnen. 

Der  Grenzfall  —  =  —  oo   schlielslich   deckt   sich 


mit   dem   Grenzfalle  — 


Mg.  10. 


-(-  oo^   mit  dem   wir   diese 

Diskussion  begonnen  haben. 

Um   unsere  jetzige  Einteilung  mit  der  früheren 
in  Beziehung  zu  setzen^  fügen  wir  das  nachfolgende  Schema  bei,  welches 
ohne  weitere  Erklärung  verständlich  sein  wird: 

Retrograde,  Progressive  Präcession 


Peri- 


Anti-      Hypo- 


Epi-Cykloidenbewegung 


■oo<-^  — 


cos '9' 


cos  d- 


0 


M->-  -)-  OO 


0  und 


d"  =  —  7,u  sagen, 


Es  erübrigt  nur  noch  ein  Wort  über  die  Grenzfälle  0' 

7t 

2 

Wenn  d'  =  0^  fällt  die  Figurenaxe  mit  der  Vertikalen  zusammen, 
hat  also  eine  feste  Richtung  im  Räume  und  ist  gleichzeitig  Drehungs- 
axe.  Der  Kreisel  rotiert  mit  konstanter  Geschwindigkeit  um  diese  Axe; 
die  auf  einander  abrollenden  Kegel  sind  beide  unendlich  dünn.  Die  Lage 
der  Knotenlinie  in  der  Aquatorebene  ist  unbestimmt,  desgleichen  die 
Werte  von  v  und  ^. 
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In  dem  anderen   Grenzfalle  '^  ==  -f  beschreibt  die  Pigurenaxe  die 

Horizontalebene.  Das  zweite  und  vierte  unserer  obigen  Intervalle 
kommt  dabei  in  Fortfall;  die  Bewegung  ist  entweder  epi-  oder  anti- 
cyMoidisch  — 

Wir  sind  auf  die  reguläre  Präcession  um  so  lieber  eingegangen, 
weil  uns  eine  geringe  Modifikation  des  BegriflPes  gestattet,  jede  beliebige 
Bewegung  des  Kreisels  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt  als  eine  ge- 
eignete Präcessionsbewegung  aufzufassen.  Die  Modifikation  des  Be- 
griffes bestellt  darin,  dafs  wir  von  der  regulären  (oder  gleicbförmigen) 
Präcession  zn  einer  gleichförmig  heschleanigten  Präcession  übergeben. 
Wir  verstehen  darunter  eine  Bewegung,  welche  sich  hinsichtlich  der 
successiven  Richtungen  der  Drehungsaxe  ebenso  verhält,  wie  eine 
reguläre  Präcession,  welche  sich  aber  hinsichtlich  der  Gröfse  der 
Drehung  dadurch  von  jener  unterscheidet,  dafs  diese  Gröfse  propor- 
tional mit  der  Zeit  anwächst.  Die  Kegel  der  Polhodie  und  Herpol- 
hodie  sind  bei  dieser  Bewegung  wieder  einfache  Kreiskegel;  dagegen 
sind  die  entsprechenden  Kurven  keine  Kreise,  sondern  spiralförmige 
Linien,  welche  sich  mit  immer  weiter  werdenden  Windungen  um  die 
Kreiskegel  herumziehen. 

Sei  nun  eine  beliebige  Bewegung  durch  ihre  Polhodie-  und  Her- 
polhodie-Kegel  und  Kurven  gegeben.  Wir  haben  im  ersten  Paragraphen 
gesehen,  dafs  wir  jede  Bewegung  des  Kreisels  für  den  einzelnen  Augen- 
blick durch  eine  einfache  Rotation  um  die  instantane  Drehungsaxe  er- 
setzen können.  Diese  ersetz  die  gegebene  Bewegung  sowohl  hinsichtlich  der 
Geschwindiglceitsrichttmg  wie  hinsichtlich  der  Geschwindigheitsgröfse  aller 
einzelnen  MassenpunMe  des  Kreisels  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt ^  oder^ 
ivie  wir  sagen  Iwnnen,  sie  approximiert  sie  von  der  ersten  Ordnung. 

In  entsprechender  Weise  behaupten  wir:  Durch  eime  gleichförmig 
beschleunigte  Präcession  können  wir  jede  beliebige  Bewegung  des  Kreisels 
nach  Bichtung  und  Gröfse  der  Bewegung  von  der  zweiten  Ordnung 
d.  h.  in  zwei  benachbarten  Zeitmomenten  approximieren. 

Um  dieses  einzusehen,  konstruieren  wir  uns  zu  den  gegebenen 
Kegeln  der  Polhodie  und  Herpolhodie  diejenigen  Kreiskegel  hinzu, 
welche  jene  längs  der  instantanen  Drehungsaxe  oskulieren.  Wir  können 
sie  als  Krümmungskegel  bezeichnen,  da  sie  für  uns  genau  dieselbe  EoUe 
spielen,  wie  die  Krümmungskreise  in  der  Kurventheorie.  Wir  betrachten 
ferner  die  Polhodie-  und  Herpolhodiekurve  der  gegebenen  Bewegung. 
Diese  bestimmen  mittelst  der  Richtung,  in  welcher  sie  durch  den  End- 
punkt des  instantanen  Drehungsvektors  hin  durchlaufen,  eine  bestimmte 
Änderungsgeschwindigkeit  für   die  Länge  des  Drehungsvektors  in  dem 
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betrachteten  Zeitpunkte.  Wir  konstruieren  uns  nun  auf  den  Krüm- 
mungskegeln  je  eine  neue  Polhodie-  und  HerpolliodieknrYe^  welclie  die- 
selbe Änderungsgescbwindigkeit  konstant  aufweist.  Die  so  entstellenden 
Spiralkurven  berühren  die  Polhodie-  und  Herpolhodiekurve  der  gegebenen 
Bewegung  in  dem  betrachteten  Zeitpunkte.  Wickeln  wir  nun  die  beiden 
Krümmungskegel  so  aufeinander  ab^  dafs  die  Drehgeschwindigkeit  in 
jedem  Momente  der  durch  unsere  Polhodie-  oder  Herpolhodiekurve  be- 
stimmten Länge  des  Drehungsvektors  proportional  ist^  so  erhalten  wir 
eine  gleichförmig  beschleunigte  Präcession^  welche  die  gegebene  Be- 
wegung sowohl  hinsichtlich  der  Geschwindigkeitsrichtung  wie  der  Ge- 
schwindigkeitsgröfse  sämmtlicher  Kreiselpunkte  von  der  zweiten  Ord- 
nung approximiert.  In  der  That  stimmt  die  Lage  und  Gröfse  des 
Drehungsvektors  bei  der  vorgegebenen  Bewegung  und  bei  unserer 
gleichförmig  beschleunigten  Präcession  in  zwei  benachbarten  Zeit- 
momenten überein. 

Wenn  es  uns  nur  darauf  angekommen  wäre^  die  Geschwindigkeits- 
ricMung  der  wirklichen  Bewegung  wiederzugeben^  wenn  wir  also  von 
der  Geschwindigkeits^rö/5e  absehen  wollten,  so  hätten  wir  schon  mit 
einer  regulären  Präcession  auskommen  können,  welche  sich  aus  irgend- 
welcher gleichförmigen  Abwickelung  unserer  Krümmungskegel  ergiebt. 
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Wir  können  dieses  Kapitel  nicht  schlielsen,  ohne  auf  den  Zusam- 
menhang hinzuweisen,  in  dem  die  vorhergehenden  Erörterungen  mit 
der  Theorie  der  Hamiltonschen  Quaternionen  stehen.  Trotzdem  diese 
Theorie  nicht  mehr  jung  ist*),  gehen  die  Ansichten  über  ihren  Wert 
bis  heute  stark  auseinander.  Der  Grund  hiervon  dürfte  darin  zu 
suchen  sein,  dafs  die  Vertreter  der  Quaternionentheorie  ihre  Lehren 
meistens  einseitig  und  mit  einem  metaphysischen  Anfluge  behaftet  dar- 
stellen, wobei  die  einfache  geometrische  Deutung,  welche  man  den  Opera- 
tionen ihres  Kalküls  geben  kann,  nicht  immer  genügend  hervortritt.  Wir 
hoffen  in  dieser  Hinsicht  durch  die  folgende  Darstellung,  welche  sich  dem 
Vorangehenden  ungezwungen  anpafst,  zur  Klärung  der  Ansichten  einen 
Beitrag  liefern  zu  können,  und  thun  dieses  um  so  lieber,  als  die  Quater- 
nionentheorie, wie  wir  unten  sehen  werden,  als  speziellen  Fall  die 
sog.  VeMorenreehnung  umfafst,  und  als  letztere  für  viele  Probleme  der 
modernen  Physik  ein  bequemes  und  allgemein  übliches  Ausdrucksmittel 


*)  Hamiltons  grundlegendes  Werk:    Lectures  on  Quaternions    stammt  aus 
dem  Jahre  1853;  1866  folgten  die  Elements  of  Quaternions  (deutsch  von  Glan). 
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geworden  ist^  von  dem  wir  selbst  mannigfaclien  Gebrancli  maclien 
werden.  — 

Als  ^^Quaternionengröfsen^^  haben  wir  früber  vier  Parameter  Ä,  B, 
C,  D  bezeichnet,  welche  wir  bei  der  analytischen  Darstellung  der 
Drehungen  um  einen  festen  Punkt  einführten.  Es  sind  dieses  spezielle 
Fälle  derjenigen  Gröfsen,  welche  wir  weiterhin  mit  A^  B,  C,  D  be- 
zeichnen werden.  Um  zu  letzteren  zu  gelangen,  machen  wir  folgende 
Überlegung: 

Wir  betrachten  eme  Operation,  ^v eiche  sich  aus  einer  Drehung  %hm  0 
und  einer  ÄhnlichJceitstransformation  mit  dem  Zentrum  0  ^usammensetd. 
Die  Drehung  ist  durch  die  Richtung  der  Drehungsaxe  und  die  Grröfse 
des  Drehungswinkels  bestimmt  und  möge  wie  früher  (vgl.  pag.  36)  durch 

die  Winkel  a,  h,  c  und  —  charakterisiert  werden;  der  Ähnlichkeits- 
transformation kommt  ein  gewisses  Vergröfserungsverhältnis  zu,  welches 
wir  mit  T  bezeichnen  wollen.  Für  die  so  entstehende  zusammengesetzte 
Operation  schlagen  wir  den  abkürzenden  Ausdruck  Brehstrechmg  vor. 
Durch  unsere  Drehstreckung  wird  jeder  Punkt  XYZ  in  einen  Punkt 
0)1/0  übergeführt.  Die  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten  beider 
Punkte  ist  ganz  ähnlich  wie  im  Falle  der  reinen  Drehung.  Wir  haben, 
nachdem  wir  aus  XYZ  durch  die  Drehung  einen  Punkt  x'y/  erhalten 
haben,  nur  noch  die  Koordinaten  des  letzteren  mit  dem  Vergröfserungs- 
verhältnisse  T  zu  multiplizieren,  um  zu  dem  Punkte  xy0  zu  gelangen, 
welcher  das  Resultat  der  Drehstrechmg  darstellt.  Infolgedessen  würde 
in  dem  Drehungsschema  von  pag.  22  zu  jedem  Koeffizienten  der  Faktor 
T  hinzuzufügen  sein.  Wir  können  aber  auch  jenes  Schema  direkt  als 
Ausdruck  der  Drehstreckung  ansehen,  wenn  wir  die  Bedeutung  der 
Parameter  Ä,  B^  C,  D  ein  wenig  gegen  früher  abändern.  Wir  defi- 
nieren nämlich  (im  Gegensatz  zu  den  Gl.  (14)  von  pag.  38)  die  Ä,  B,  G,  D 
jetzt  durch  die  folgenden  Äusdrüc'ke: 

Ä  =  yy  Bin  —  cos  a, 
B  =  ]/T  sin  —  cos  b, 
G  =  ]/T  sin  —  cos  c, 


2 


D=]/T 


cos 


2 


Die  Transformationsformeln  der  Drehstreckung  sind   daraufhin  in  dem 
mit  dem  früher  angeschriebenen  identischen  Schema  enthalten: 
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X 

Y 

Z 

X 

D^-\-A^—B'—C' 

2{ÄB—CD) 

2{ÄÖ-\-BB) 

y 

2{ÄB-\-GD) 

D2_^2+B3_(.2 

2{BC—ÄB) 

s 

2{AG—BB) 

2(BG  +  ÄD) 

b-^—j:'—b'-\-0' 

(2) 


Der  Unterscliied  zwischen  der  jetzigen  und  der  früheren  Definition  der 
Ä,  JB,  C,  JD  besteht  darin,  dafs  diese  Gröfsen  jetzt  frei  veränderliche 
Parameter  sind,  während  sie  früher  durch  die  Relation  von  pag.  21 


(3) 


A'  +  B'  +  C'  +  D'==l 


verbunden  waren.  Wir  können  sagen:  Zu  jedem  beliebig  vorgegebenen 
Wertsystem  Ä,  B,  G,  D  gehört  jetd  eine  bestimmte  Brehstr eckung.  Den 
DeJänitionsgleichungen  (1)  zufolge  berechnen  wir  nämlich  aus  den  ab- 
soluten Werten  der  Ä,  B,  C,  D  das  Vergröfserungs Verhältnis  der 
Drehstreckung  zu 


(4) 


j2^B'^-{-C'  +  D'=  T, 


während  sich  aus  den  Verhältnissen  Ä:  B :  C :  B  Axe  und  Drehungs- 
winkel der  Drehstreckung  eindeutig  ergeben. 

Umgelmhrt  gehört  auch  m  jeder  Brehstrechung  ein  gan0  bestimmtes 
Parametersystem  A,  B^  G,  B,  vorausgesetzt,  dafs  wir  uns  den  Drehungs- 
winkel  cö   nicht   nur   schlechtweg,   d.  h.   modulo    2%   gegeben   denken, 

sondern  dafs  wir,  wie   oben  verabredet,  auch  —  in  bestimmter  Weise 
niodulo  27C  festlegen. 

Wir  fragen  sodann  nach  den  Formeln  für  die  Zusammensetmng 
zweier  Brehstrechungen.  Sei  eine  erste  Drehstreckung  durch  die  Para- 
meter Ä,  B,  G,  D,  eine  zweite  durch  Ä,  B\  G',  B'  gegeben.  Das 
Resultat  beider  werde  mit  Ä\  B'\  G'\  V  bezeichnet.  Offenbar  be- 
kommen wir  die  resultierende  Drehstreckung,  indem  wir  die  zugehörigen 
Drehungen  einerseits,  die  Streckungen  andrerseits  einzeln  zusammen- 
setzen. Die  Formeln  für  die  Zusammensetzung  zweier  Drehungen  haben 
wir  pag.  33  in  den  Quaternionengröfsen  angeschrieben.  Die  Zusammen- 
setzung zweier  Streckungen  geschieht  nach  der  einfachen  Formel 


rpfi 


TT. 


Mithin  lauten  die  Zusammensetzungsformeln  für  Drehstreckungen  bei 
der  neuen  Bedeutung  der  Parameter  Ä,  B,  G,  B  formal  genau  ebenso 
wie  die  für  Drehungen.     Wir  haben: 
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(5) 


A''  =  AD'  +  BC  —  CB'  +  DA', 
B''  =  —  AC'  +  BV  +  CA  +  DB\ 
G''  =  AB'  —  BA  +  CjD'  +  D  C\ 
B''  =      BD'  —  AÄ  —  BB'  —  GG\ 


Wir  betrachten  nun  die  vorangehenden  Formeln  im  Lichte  der 
Quaternionentheorie.  Als  ursprüngliche  Definition  des  Wortes  Quaternion 
legen  wir  unsern  Begriff  der  Drehstreckung  zu  Grunde:  Eine  Quaternion 
hedeiitet  nichts  anderes  als  die  Operation  der  Brehstrechmg.  Sie  ist  ein- 
deutig bestimmt  durch  die  Gröfse  der  Streckung  (T)^  durch  die  Axe 
der  Drehung  (a,  i,  c)  und  die  Gröfse  des  halben  Drehungswinkels  i^)  • 

Der  Quaternion  kommen  hiernach  vier  ^^Komponenten^^  A,  B,  C,  B 
zu.  Um  letztere  auch  äulserlich  als  etwas  Zusammengehöriges  erscheinen 
zu  lassen^  fassen  wir  sie  mittelst  ^^dreier  imaginärer  Einheiten"  i,  j 
und  h  in  einen  symbolischen  Ausdruck  zusammen.  Wir  schreiben  hier- 
nach die  Quaternion  als  eine  „viergliedrige  komplexe  Zahl"  folgender- 
mafsen : 
(6)  Q  =  iA-i-jB  +  hG-\-  D. 

Die  Einführung  der  imaginären  Einheiten  i,  j,  h  ist  von  unserem 
Standpunkte  aus  natürlich  etwas  rein  konventionelles;  sie  dient  lediglich 
dazu^  die  Parameter  A,  B,  G,  D  gewissermafsen  als  benannte  Gröfsen 
erscheinen  zu  lassen.  Bei  ihrer  ursprünglichen  Einführung  durch 
Hamilton  lag  die  Sache  anders.  Hamilton  ging  darauf  aus^  die 
gewöhnlichen  komplexen  Zahlen  zu  verallgemeinern.  Deshalb  war  für 
ihn  die  obige  Schreibweise  etwas  wesentlicheres. 

Wir  erwähnen  zunächst  einige  Kunstausdrücke.  Die  Gröfse  T 
bezeichnet  man  nach  Hamilton  als  den  Tensor  der  Quaternion.  Hier- 
nach können  wir  sagen:  Eine  gewöhnliehe  Drehung  ist  eine  Einheits- 
quaternion  (d.  h.  eine  Quaternion  von  dem  Tensor  1). 

Ferner  bezeichnen  wir  den  unbenannten  Term  D  in  dem  Aus- 
drucke (6)  als  den  sJcalaren  Teil  der  Quaternion.  Dem  Terme  D  kommt 
nämlich  eine  gewisse  numerische  Gröfse  ]/T  cos  ~  zu^  welche  sich  durch 
Messung  auf  irgend  welcher  Skala  festlegen  läfst  und  keine  besondere 
Orientierung  im  Räume  besitzt.  Sodann  heifst  der  benannte  Term 
iA  -{-  jB  -{-  hG  der  veMorielle  Teil  der  Quaternion.  Dieser  Term  hat 
nämlich  den  Charakter  eines  Vektors  ^  da  ihm  gleichzeitig  eine  gewisse 
Axe  (gegeben  durch  die  Winkel  a,  h,  c)  und  eine  gewisse  Gröfse 
(gegeben  durch  das  Produkt  ]/T  sin  — )  zukommt. 

Betrachten  wir  noch  speziell  eine  Quaternion^  welche  sich  auf 
ihren  vektoriellen  Teil  reduziert.     Es  ist  dieses  nach  den  Gleichungen 
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(1)  eine  Drehstreckung  von  dem  Drehnngswinkel  cö  =  itt;  sie  bestellt 
aus  einer  Streckung  und  einer  Umklappung  des  Raumes  um  die  Axe 
a,l),  c.  Wir  wollen  dafür  das  Wort  Wendestreckimg  benutzen.  Andrer- 
seits besitzt  eine  solche  Quaternion  durcbaus  den  Charakter  eines 
Vektors;  ihre '  Komponenten  Ä,  B,  G  sind  direkt  die  Komponenten 
einer  auf  der  Axe  a,  h,  c  aufgetragenen  Strecke  von  der  Länge  "]/T. 
Wir  können  also  sagen:  VeMoren  treten  in  der  Quaternionenfheorie  als 
Wendesi/reclmngen  auf. 

Einen  Vektor  ( F)  liefert  uns  z.  B.  die  Verbindung  eines  beliebigen 
Punktes  (XYZ)  mit  dem  Anfangspunkte  0.    Als  Wendestreckung  auf- 
gefafst  können  wir  ihn  so  darstellen: 
(7)  r==iX  +  jY+hZ.  ~ 

Bei  der  Einführung  der  Quaternionenbezeichnung  besteht  nun 
weiterhin  die  Absicht,  mit  den  symbolischen  Ausdrücken  von  der 
Form  (6)  Rechnungen  vorzunehmen,  ähnlich  wie  mit  den  gewöhnlichen 
komplexen  Zahlen.  Vorbedingung  hierzu  ist,  dafs  man  Regeln  für  das 
Rechnen  mit  Quaternionen  festsetzt.  An  sich  könnten  solche  Regeln 
natürlich  willkürlich  angenommen  werden.  Indessen  wird  man  zweck- 
mässigerweise darauf  ausgehen,  den  Quaternionenkalkul  so  einzurichten, 
dafs  er  sonst  übliche  Operationen  umfafst. 

Wir  definieren  in  diesem  Sinne  zunächst  die  Addition  der  Qua- 
ternionen, die  für  uns  allerdings  nur  beiläufig  in  Betracht  kommt. 
Dabei  lassen  wir  uns  von  dem  Prinzipe  leiten,  dafs  die  Addition  der 
Quaternionen  in  dem  speziellen  Falle  der  Wendestreckungen  mit  der 
gewöhnlichen  Addition  der  Vektoren,  d.  h.  mit  der  Parallelogramm- 
konstruktion zusammenfällt.    Alsdann  liegt  folgende  Festsetzung  nahe: 

Man  addiert  0wei  Quaternionen,  indem  man  die  sTcalaren  Teile  einer- 
seits, die  veldoriellen  andrerseits  für  sich  addiert,  erstere  im  gewöhnlichen 
algebraischen  Sinne,  letztere  nach  der  "Regel  der  geometrischen  Addition, 
Ist  also  neben  Q  (s.  Gl.  (6))  eine  zweite  Quaternion 

q  =  iÄ  -^^B'  ^IC  +  1)' 
gegeben,  so  bedeutet  ihre  Summe  Q'  die  folgende  Quaternion 

q'  ^q^q^  i(Ä+Ä')  +j{b-\-B')  +  l{G+G')  +  (D  +  D'). 

Dies  Verfahren  kann  übrigens  auch  als  Verallgemeinerung  der  Addition 
der  gemeinen  zweigliedrigen  komplexen  Zahlen  angesehen  werden. 

Sodann  definieren  wir  ein  Verfahren  zur  Midtiplikation  der  Qua- 
ternionen. Das  Prinzip,  welches  uns  hierbei  leiten  wird,  soll  die  geo- 
metrische Vorstellung  der  Drehstreckungen  sein.     Wir  setzen  fest: 

Man  miätipliziert  zivei  Quaternionen,  indem  man  die  zugehörigen 
Drehstreckungen  nach  den  früheren  Begeln  zusammensetzt. 
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Ist  also  Q  eine  erste^  Q'  eine  zweite  Quaternion,  so  soll  ihr 
Produkt 

Q"  =  QQ' 

ZU  Komponenten  gerade  diejenigen  Gröfsen  Ä'j  JB",  0",  D''  haben, 
welche  durch  die  Gleichungen  (5)  bestimmt  werden.  Da  in  diesen 
Gleichungen  die  Komponenten  von  Q  und  Q'  in  unsymmetrischer  Weise 
vorkommen,  so  wird  das  Resultat  der  Multiplikation  von  der  Reihen- 
folge der  Faktoren  abhängig  sein.     Daher  der  Satz: 

Die  Multiplikation  der  Quaternionen  ist  keine  kommutative  Operation, 
Dieser  Satz  ist  in  unserer  Auffassung  ein  unmittelbarer  Ausflufs 
der  mehrfach  hervorgehobenen  Thatsache,  dafs  bei  endlichen  Drehungen 
das    Resultat    mehrerer    Drehungen    von    der    Reihenfolge    der    Teil- 
drehungen abhängt. 

Wir  können  dem  somit  festgelegten  Multiplikationsgesetze  noch 
einen  anderen  bemerkenswerten  Ausdruck  geben.  Führen  wir  nämlich 
das  Produkt  QQ'  rein  formal  aus,  wie  wenn  es  sich  um  die  Multipli- 
kation gewöhnlicher  mehrgliedriger  algebraischer  Ausdrücke  handelt, 
so  treten  dabei  Terme  mit  den  Faktoren  i^,  ij,/,.--  ^^f-  ^^^^  ^^^  ^^^^ 
so  erhaltene  Ausdruck  mit  dem  obigen  Produkte  Q''  übereinstimmen, 
so  müssen  wir  über  die  Bedeutung  jener  Paktoren  folgendes  festsetzen. 
JEs  sei: 

(8)  i^=f  =  k'  =  -l^ 

(9)  ij=       k,    jk=       i,     ki=       j 


(10)  ji=:  —  k,     kj===  —  i,     ik  =  —j. 

Alsdann  führt  die  formale  Ausrechnung  des  Produktes  QQ'  genau  auf 

die  Gleichungen  (5)  zurück*). 

Bemerken  wir  noch,  dafs  die  vorstehenden  Gleichu.ngen  (9)  und  (10), 
welche    übrigens    nicht  von  einander  unabhängig  sind,    die   üsTichtver- 


*)  Übrigens  sind  die  Znsammensetzungsformeln  (5)  und  also  die  Multipli- 
kationsformeln der  Quaternionen ,  wenigstens  im  Falle  T  =  1 ,  im  Prinzip  schon 
vor  Hamilton  bekannt  gewesen;  sie  decken  sich  mit  den  Formeln,  welche 
Rodrigues  in  Liouville's  Journal  (1.  ser.)  V,  1841  für  die  Zusammensetzung  der 
Drehungen  angegeben  hat.  Um  dies  einzusehen,  führe  man  statt  der  Quatef- 
nionenkomponenten  selbst  ihre  Verhältnisse  ein  durch  die  Proportion 

Ä:  B  :  C  :  D  =  X  :  (Jiiv  :1. 
Diese  Gröfsen  X,  ^i,  v  kommen  zur  Bezeichnung  der  einzelnen  Drehung  schon  bei 
Euler  vor;  sie  werden  (im  Gregensatz  zu  den  g?,  i/;,  d')  als  Eulers  symmetrische 
Drehungsparameter  bezeichnet.  Schreibt  man  nun  die  Gleichungen  (5)  in  die  X,  (i,  v 
um,  indem  man  mit  der  letzten  dieser  Gleichungen  in  die  vorangehenden  hinein- 
dividiert, so  ergeben  sich  die  Formeln  von  Rodrigues. 
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tausclibarkeit  der  Faktoren  eines  Quaternionenproduktes  von  neuem 
in  Evidenz  setzen.  Offenbar  können  wir  die  Einheiten  i,  j  und  Ic 
ihrerseits  als  spezielle  Quaternionen  auffassen  und  zwar  geometrisch 
als  Wendestreckungen  vom  Tensor  1^  d.  h.  als  Umklappungen  bez.  um 
die  X,  y  und  ^-Axe.  Die  Formeln  (8)^  (9)  und  (10)  ergeben  sich  dann 
leicht  geometrisch^  allerdings  zunächst  nur  bis  auf  das  Vorzeichen. 
Sie  sagen  nämlich  einfach  aus:  Das  Resultat  zweier  Umklappungen 
um  dieselbe  Axe  ist  die  Identität;  zwei  Umklappungen  um  zwei  zu 
einander  rechtwinklige  Axen  ergeben  eine  Umklappung  um  das  gemein- 
same Lot  der  beiden  Axen.  Wünscht  man  auch  das  Vorzeichen  richtig 
zu  treffen,  so  mufs  man  nach  pag.  36u.ff.  von  der  Betrachtung  des  ganzen 
zu  der  des  halben  Drehungswinkels  übergehen.  Alsdann  erkennt  man: 
Es  wird  i^  =  —  1,  weil  es  sich  bei  i^  um  eine  volle  Umdrehung 
handelt,  deren  halber  Drehungswinkel  modulo  27C  gleich  tc  (und  nicht 
gleich  Null)  ist.  Übrigens  erinnern  die  Formeln  (8)  an  die  Gleichung 
^^  =  —  1  aus  der  Theorie  der  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen.  — 

Etwas  näher  gehen  wir  speziell  auf  die  Multiplikation  der  Wende- 
streckungen, d.  h.  auf  VeMor^^rodukte  ein,  deren  Benutzung  uns  später 
gelegentlich  gute  Dienste  leisten  wird.  Gregeben  seien  zwei  Vektoren 
V  und  V  durch  die  Koordinaten  ihrer  Endpunkte  x,  y,  z  bez.  x\  y,  z . 
Wir  bilden  dann 

1)^'  =  {ix  -\-  jy  -(-  'kß)  {ix  -j-jy  +  hz). 

Die  Multiplikationsregeln  (8),  (9)  und  (10)  liefern  als  Resultat  eine 
Quaternion,  nämlich 

^v  ===  i(y0  —  zy)  +  i(^^'  ■ —  ^^')  +  k(^y  —  y^') 
—  {xx+yy-\'zz). 

Wir  betrachten  den  skalaren  und  den  vektoriellen  Teil  der  so 
erhaltenen  Quaternion  einzeln.  Den  ersteren,  negativ  genommen,  nennen 
wir  das  skalare  FroduM  der  Vektoren  v  und  v  (in  Grrassmanns  Ter- 
minologie als  „inneres  Produkt^^  zu  bezeichnen);  der  letztere  heifse  das 
veUorielle  ProduM  (gleich  Grassmanns  „äufserem  Produkte").  Das 
skalare  Produkt  möge  durch  das  Zeichen  S{v,v)^  das  vektorielle  durch 
V{v,  v)  charakterisiert  werden. 

Skalares  und  vektorielles  Produkt  lassen  sich  so  fassen,  dafs  sie 
eine  von  der  Wahl  des  Koordinatensystems,  in  welchem  wir  x,  ,  o  . 
und  x,  .  .  .  messen,  unabhängige  Bedeutung  haben.  Es  folgt  dieses 
sofort  aus  ihrer  Einführung  als  Zusammensetzungsresultat  der  beiden 
Wendestreckungen;  wir  erkennen  es  aber  auch  auf  Grund  ihrer  un- 
mittelbaren geometrischen  Bedeutung.    Bas  skalare  FroduM  ist  nämlich 
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gleich  dem  ProduM  ans  der  Länge  von  v  in  die  Projektion  von  v  cmf  v, 
wie  unmittelbar  aus  der  Formel 

(11)  S(vy  v)  =  XX  -\-  yy  -\-  zz 

hervorgeht.  Das  vektorielle  FroduM  ist  selbst  ein  VeMor,  welcher  senk- 
recht auf  V  imd  v  nach  derjenigen  Seite  hin  errichtet  ist,  von  der  aus 
gesehen  v  auf  Mlr^estem  Wege  durch  eine  Drehimg  im  Sinne  des  Uhr- 
zeigers in  V  ilbergeführt  wird;  die  Länge  dieses  VeMor s  ist  gleich  dem 
Inhalte  des  aus  v  und  v  0u  konstruierenden  Parallelogrammes.  Auch 
dieses  wird  man  ohne  Schwierigkeit  auf  Grund  der  Formel 

(12)  V(v^  v)  =  i{yz  —  sy)  +  i(^^'  —  ^^0  +  k{xy  —  yx) 
verifizieren.  — 

Wir  gehen  ferner  darauf  aus^  auch  die  Gleichungen  (2)  unter  die 
formale  Operation  der  Quaternionenmultiplikation  einzubegreifen.  In 
den  Gleichungen  (2)^  können  wir  sagen ^  werden  zwei  Vektoren 

V  =  ix  +  ßy  "1"  ^^ 
und 

V=iX  +  jY+kZ, 

welche  bez.  durch  Verbindung  des  Punktes  x,  y,  z  und  X,  Y,  Z  mit  0 
entstehen^  mittelst  der  Drehstreckung 

zu  einander  in  Beziehung  gesetzt.  Dabei  nehmen  wir  in  Übereinstim- 
mung mit  den  den  Gleichungen  (2)  zu  Grunde  liegenden  Vorstellungen 
an^  dafs  die  Richtung  von  v  zur  Richtung  von  V  so  liegt,  dafs  erstere 
in  letztere  durch  die  in  Q  enthaltene  Drehung  übergeführt  wird,  und 
ferner,  dafs  die  Länge  von  V  zur  Länge  von  v  sich  so  verhält,  dafs 
erstere  in  letztere  durch  die  in  Q  enthaltene  Streckung  übergeht.  Ist 
also  T  der  Tensor  von  ^  und  nehmen  wir,  was  bequem  ist  und  keine 
wesentliche  Einschränkung  bedeutet,  die  Länge  von  V  gleich  1  an,  so 
wird  die  Länge  von  v  gleichfalls  T  sein.  Wir  fassen  nun  im  folgenden 
nicht  nur  ^,  sondern  auch  v  und  F  als  Generationen ^  letztere  natürlich 
als  Wendestreckungen  j  auf.  Dann  gelangen  wir  zu  den  Gleichungen 
(2)  im  Anschlufs  an  bekannte  Vorstellungen  der  Gruppentheorie  sehr 
elegant  auf  folgendem  Wege: 

Wir  markieren  uns  die  von  0  auslaufenden  Äxen  der  Wende- 
streckungen v  und  V  und  der  Drehstreckung  Q.  Das  Objekt,  auf 
welches  die  Operationen  v,  V  und  Q  auszuüben  sind,  repräsentieren 
wir  —  ähnlich  wie  gegen  Ende  von  §  3  —  durch  eine  um  0  gelegte 
Einheitskugel.  In  der  Anfangslage  möge  sie  mit  K  bezeichnet  werden. 
Auf  dieses  Objekt  üben  wir  zwei  Serien  von  Operationen  aus,  welche 
zu  demselben  Resultate  führen  werden. 
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1)  Wir  unterwerfen  \E^  der  Wendestreckung  v,  wobei  K  einerseits 
um  die  Axe  yon  v  umgeklappt  und  andrerseits  im  Verhältnisse  von 
T :  1  vergröfsert  wird.  Die  so  entstehende  Kugel  vom  Radius  T  nennen 
wir  {K)v.  Darauf  machen  wir  die  Vergröfserung  der  Kugel  wieder 
rückgängig,  indem  wir  auf  (^)^  eine  Ähnlichkeitstransformation  T~^ 
vom  Vergröfserungsverhältnisse  1  :  T  ausüben.  So  entsteht  wiederum 
eine  Einheitskugel,  die  wir  mit  (^)^  T~^  bezeichnen.  Wir  hätten 
übrigens  (K)v  T~^  auch  aus  K  durch  eine  blofse  Umklappung  um  die 
Richtung  von  v  erhalten  können. 

2)  Andrerseits  unterwerfen  wir  K  successive  der  Drehstreckung  Q^ 
der  Wendestreckung  V  und  der  ,,inversen  Drehstreckung  ^^".  Unter 
letzterem  Worte  verstehen  wir  diejenige  Operation,  welche  die  Opera- 
tion Q  gerade  rückgängig  macht.  Diese  Drehstreckung  Q~^  hat  die- 
selbe Axe  wie  Q^  bewirkt  dieselbe  Drehung,  nur  im  umgekehrten  Sinne, 

und  die  reciproke  Streckung  ^-     Insbesondere  führt  sie  die  Richtung 

von   V  in  die  von  v  über. 

Durch  die  Drehstreckung  Q  geht  nun  K  zunächst  in  eine  Kugel 
{K)Q  vom  Radius  Tüber,  wobei  insbesondere  diejenigen  Punkte,  welche 
ursprünglich  auf  der  Axe  von  v  lagen,  in  die  Axe  von  V  zu  liegen 
kommen.  Sodann  nehmen  wir  die  Wendestreckung  V  vor.  Hierdurch 
wird  (K)Q  in  eine  Kugel  (K)QV  verwandelt,  welche  gegen  {K)Q 
um  die  Axe  von  V  durch  zwei  Rechte  verdreht  ist  und  denselben 
Radius  wie  {K)Q  besitzt.  Endlich  fügen  wir  die  Drehstreckung  ^""^ 
hinzu.  Diese  Operation  möge  der  Deutlichkeit  halber  sowohl  auf 
{K)  Q  Fwie  auf  {K)Q  angewandt  werden.  Dabei  entstehen  aus  {K)  Q  V 
bez.  (K)Q  zwei  Einheitskugeln,  welche  bez.  (K)QVQ-^  und  (K)QQ-^ 
heifsen  mögen.  Offenbar  ist  (^K)QQ~^  mit  der  Ausgangskugel  K 
identisch.  Wir  behaupten  aber  ferner,  dafs  (K)QVQ'~^'^  mit  unserer 
früheren  Kugel  (K)vT~^  nach  Gröfse  und  Lage  übereinstimmt.  In 
der  That:  durch  die  Operation  Q~'^  wird  die  gegenseitige  Lage  der 
vorher  mit  (K)  Q  und  (K)  Q  V  bezeichneten  Kugeln  nicht  geändert. 
Wenn  also  {K)Q  in  K  übergeht,  verwandelt  sich  (K)QV  in  eine 
Kugel,  welche  aus  K  durch  eine  Umklappung  um  diejenige  Axe  ent- 
steht, in  welche  die  Axe  V  durch  die  Operation  Q~^  übergeht,  d.  h, 
durch  eine  Umklappung  um  die  Axe  von  v. 

Durch  dieselbe  Umklappung  haben  wir  aber  vorher  (K)vT~~^  aus 
K  erzeugt.'  Die  unter  1)  und  2)  genannten  Operationen  führen  also 
wirklich  zu  demselben  Resultat  d.  h.  sie  geben,  zusammengesetzt,  die- 
selbe Drehungsaxe  und  denselben  Drehungswinkel.  Letzterer  ist  dabei 
zunächst  nur  modulo  2jr  bestimmt.    Um  zu  sehen,  dafs  der  Drehungs- 
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winkel  anch  modulo  4:7t  derselbe  ist,  machen  wir  eine  kleine  Konti- 
nuitätsbetrachtung.  Wir  lassen  nämlich,  den  zur  Quaternion  Q  ge- 
hörigen Winkel  ~  von  Null  bis  zu  seinem  definitiven  Werte  wachsen. 

Sicherlich  geben  im  Falle  —  ==  0  unsere  Operationen  1)  und  2)  mo- 
dulo 47C  denselben  Drehungswinkel.  In  Folge  dessen  wird  das  Gleiche 
auch  bei  stetiger  Zunahme  von  —  stattfinden.  Diese  Kontinuitäts- 
betrachtung  ist  deshalb  nötig ,  weil  wir  sonst  in  den  folgenden  Formeln 
unbestimmte  Vorzeichen  haben  würden. 

Die  Gleichheit  der  Operationen  1)  und  2)  drücken  wir  durch  die 
symbolische  Gleichung  aus: 

oder ,  indem  wir  von  dem  Objekte  K  absehen  und  nurmehr  auf  die 
Operationen  achten: 

(13)  vT-^^QVQ-K  - 

Bemerken  wir  noch,  dafs  die  beiden  Operationen  vT~~^  und  V  den- 
selben Tensor  (1)  und  denselben  Drehungswinkel  (7t)  besitzen,  und  dafs 
sich  unsere  Überlegung  auf  irgend  zwei  Drehstreckungen  von  überein- 
stimmendem Tensor  und  Drehungs winkel  ausdehnen  läfst,  deren  Axen 
mittelst  Q  in  einander  übergeführt  werden.  — 

Die  Gleichung  (13)  kann  nun  ihrer  Ableitung  nach  nichts  anderes 
aussagen ,  wie  die  Gleichungen  (2) ;  sie  mufs  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Komponenten  x,  y,  0  und  X,  Y,  Z  von  'v  und  Y  aussprechen. 
In  der  That  ^ird  man,  wenn  man  sich  die  Mühe  nehmen  will,  die 
Quaternionenprodukte  rechts  wirklich  auszurechnen,  und  wenn  man  die 
Faktoren  von  i^  j  und  Je  rechts  und  links  einander  einzeln  gleichsetzt,  zu 
den  Gleichungen  (2)  zurückgeführt*).  Die  Umrechnung  ist  aber  ziemlich 
umständlich.  Wir  wollen  daher  folgenden  einfacheren  und  überdies 
instruktiveren  Weg  einschlagen. 

Wir  fügen  in  (13)  rechts  und  links  die  Operation  Q  hinzu,  wo- 
durch nichts  geändert  wird.     So  erhalten  wir 

(14)  vTr^Q=Qr. 

Jetzt  berechnen  wir  mit  Rücksicht  auf  (9),  (10)  und  (11): 

=  i(DX—GY+BZ)-\-j{CX-\-DY—ÄZ)-\-]c(—BX-^Ä  Y+BZ) 
—  (ÄX-j-BY+CZ). 

*)  Dies  bemerkt  Cayley  Philos.  Magazin,  Bd.  26,  1846;  vgl.  Ges.  W.  Bd.  1, 
pag.  123 ,  wo  die  G-I.  (13)  zum  ersten  Male  auftritt. 
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Ebenso   ergiebt  sieb: 

vQ  =  (ix-\-  jy  +  kz)  {iÄ+jB  +  hC  +  D) 

=  i(Dx-\-Oy—Bd)  +  j(—Cx  +  Dy  +  Äg)  +  ]£{Bx—Äy-\-I)0) 

—  {Äx-j-By  +  C0). 
Die  Gleiclrang  (14)  zerlegt  sich  daher  in  folgende  vier  Gleichungen: 

'~{  Bx  +  Cy-Bz)^  DX~CY+BZ, 
^{—Gx  +  By  +  Az)==  CX  +  BY—AZ, 
~{  Bx  —  Ay-\-Bi)  =  —  BX-\-AY+BZ, 
~{     Ax -^  By  +  G  z)  =       AX-\-BY-^GZ. 


(15) 


Diese  Gleicbungen  besitzen  eine  merkwürdige  Struktur;  in  den  drei 
ersten  bilden  nämlicb  die  Koeffizienten  auf  der  rechten  und  linken  Seite 
je  eine  schiefe  Determinante,  wobei  noch,  die  Horizontalreihen  der 
einen  mit  den  Vertikalreihen  der  anderen  Determinante  übereinstimmen. 

Es  ist  nun  ein  Leichtes,  von  den  Gleichungen  (15)  zu  den  im 
Schema  (2)  enthaltenen  Gleichungen  zu  gelangen.  Wir  lösen  die  Glei- 
chungen (15)  beispielsweise  nach  x  auf,  indem  wir  sie  der  Reihe  nach 
mit  B,  ' —  C,  B,  A  multiplizieren  und  addieren;  der  Koeffizient  von  x 
wird  dabei 

^(D2  +  c2  +  :b2  +  ^^)  =  i, 

während  die  Koeffizienten  von  y  und  s  gleich  Null  werden;    wir  er- 
halten schliefslich: 

X  ^  {D^  —  C'^  —  B^  +  Ä')X  -^  2{AB—CD)Y -^  2{BD -{-  AC) Z. 
Dies  ist  aber  eine  der  in  (2)  enthaltenen  Gleichungen.   In  entsprechen- 
der Weise  findet  man  die  übrigen.     Wir  können  also  sagen: 

Die  Transformationsgleichungen  (2)  sind  vom  Standpunkte  der  Qua- 
ternionentheorie mir  eine  andere  Schreilfiveise  der  selbstverständlichen 
Eelation  (13). 

Wie  man  sieht,  führt  unsere  geometrische  Definition  der  Dreh- 
streckungen zu  einer  vollkommen  klaren  begrifflichen  Auffassung  des 
Quaternionenkalkuls.  Sie  hat  überdies  den  Vorteil,  das  Amvendungs- 
gehiet  der  Quaternionen  klar  zu  umgrenzen.  Ähnlich  wie  in  der  letzten 
Betrachtung,  werden  die  Quaternionen  dann  am  Platze  sein,  wenn  man 
für  die  Zusammensetzung  von  Drehungen  und  Streckungen  einen  hand- 
lichen Algorithmus  zu  haben  wünscht.  Wir  können  diese  Operationen 
als  Operationen  der  sog.  „Hauptgruppe^^  der  Geometrie  zusammenfassen; 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  5 
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sie  sind  dadurch  ausgezeichnet^  dafs  sie  die  Eigenschaften  der  geo- 
metrischen Figuren  nur  in  unwesentlicher  Weise,  d.  h.  nur  ihrer  Grölse 
und  ihrem  Mafsstabe  nach,  verändern.  Darüber  hinaus  werden  wir 
aber  der  Quaternionentheorie  eine  allgemeinere  Bedeutung  für  die  Mathe- 
matik nicht  beimessen  können,  im  Gegensatz  zu  vielen  Vertretern  der 
Theorie,  welche  in  den  Quaternionen  ein  für  Punktionentheorie  und 
Algebra  ebenso  fundamentales  Hülfsmittel  erblicken  möchten,  wie  in 
den  gewöhnlichen  komplexen  Zahlen.  Überhaupt  scheint  uns  der  eigent- 
liche Quafernionenkalhul  (bei  welchem  Additionen  und  Multiplikationen 
von  Quaternionen  in  beliebiger  Mannigfaltigkeit  mit  einander  verbunden 
werden)  von  nur  sekundärem  Interesse  zu  sein. 

Übrigens  soll  mit  den  vorstehenden  Bemerkungen  nicht  gesagt 
sein,  dafs  für  unser  Kreiselproblem,  bei  dem  es  sich  ja  wesentlich  um 
die  Zusammensetzung  von  Drehungen  handelt,  die  Quaternionen  die 
geeignetsten  Drehungsparameter  liefern.  Thatsächlich  besitzen  für  uns 
die  Parameter  a,  ß,  7,  d  in  analytischer,  die  Eulerschen  Winkel  9,  '^,  ^ 
in  geometrischer  Hinsicht  den  Vorzug  gröfserer  Einfachheit.  Wenn 
wir  also  keinen  Grund  haben  werden,  in  den  folgenden  Kapiteln  auf 
die  Quaternionenrechnung  zurückzukommen,  so  werden  wir  uns  dagegen 
der  Vektoranalysis  mehrfach  mit  Vorteil  bedienen.  Die  Addition  der 
Vektoren  hat  auf  Grund  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Kräfte 
in  der  Mechanik  ihre  naturgemäfse  Stelle.  Auch  die  Multiplikation  der 
Vektoren  werden  wir  wiederholt  heranziehen,  da  manche  Formeln  in 
der  Ausdrucksweise  der  Vektoranalysis  einen  prägnanteren  Sinn  be- 
kommen. — 

Wie  schon  eingangs  erwähnt,  kommt  unsere  geometrische  Definition 
der  Quaternionen  in  den  gewöhnlichen  Darstellungen  bei  Hamilton 
und  seinen  Nachfolgern  nicht  genügend  zur  Geltung.  Hamilton  defi- 
niert vielmehr  eine  Quaternion  als  ^jden  Qmtienten  zweier  Vektorenf'. 
Als  Grundlage  einer  Theorie  ist  diese  Definition  kaum  zweckmäfsig; 
denn  der  Ausdruck  „Quotient  zweier  Vektoren"  bedarf  seinerseits  erst 
der  Erklärung  und  verweist  uns,  falls  eine  solche  nicht  gegeben  wird, 
lediglich  auf  eine  unklare  Analogie  mit  den  Rechnungsregeln  der  ge- 
wöhnlichen Algebra.  Die  Bezeichnung  läfst  sich  natürlich  theoretisch 
rechtfertigen  und  hat  dann  sogar  gewisse  sogleich  zu  erwähnende  Vor- 
züge; aber  es  scheint  nicht  geeignet,  mit  ihr  zu  beginnen. 

Um  mit  der  Hamiltonschen  Definition  einen  präzisen  Sinn  ver- 
binden zu  können,  werden  wir  im  Anschlufs  an  Gl.  (13)  folgender- 
mafsen  verfahren: 

Wir  machen  uns  zunächst  klar,  dafs  eine  Drehstreckung  Q  mit 
einer  Wendestreckung  V  zusammengesetzt,  deren  Axe  zur  Axe  von  Q 
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senkrecht  steht,  dasselbe  Resultat  ergiebt,  wie  die  Aufeinanderfolge  der 
Wendestreckung  V  und  der  inversen  Drebstreckung  Q~^  verbunden 
mit  einer  Äbnlicbkeitstransformation  vom  Vergröfserungsverbältnisse 
T^y  wo  T  der  Tensor  von  Q  ist.     In  Zeichen  bedeutet  dieses 

(16)  QV==VQ~'T\ 

Hierbei  möge,  ebenso  wie  pag.  62,  V  der  Kürze  halber  einen  Ein- 
heitsvektor, d.  h.  eine  einfache  Umklappimg  bedeuten.  Den  Beweis 
der  Gleichung  (16)  wird  man  ähnlich  wie  den  von  (13)  geometrisch 
erbringen  können,  indem  man  die  successiven  Veränderungen  einer 
Einheitskugel  K  betrachtet.  Ihre  Richtigkeit  wollen  wir  hier  auf  Grund 
des  Quaternionenmultiplikationsgesetzes  nachrechnen.  Zu  dem  Zwecke 
legen  wir  die  ;r-Axe  in  die  Axe  der  Wendestreckung  F,  so  dafs  V 
einfach  gleich  i  wird.  Gleichzeitig  mufs  dann  die  erste  Komponente 
von  Q  verschwinden,  weil  die  Axe  von  Q  nach  Voraussetzung  auf  der 
von  V  senkrecht  steht.     Wir  haben  also 

F=^,     Q=^jB  +  W  +  R 
Um  die  inverse  Quaternion   Q—^   zu  finden,   haben  wir  nach  pag.  63 
den  Winkel  y  von  Q   in  —  — ,    den  Tensor  T  in  ^  zu  verwandeln 
und  die  Axe  ungeändert  zu  lassen.     In  Folge  dessen  wird 

Die  Gleichung  (16)  geht  daher  in  die  folgende  Gleichung  über 

(jB-j-'kC  +  D)i  =  i(—jB  —  hC  +  D), 
welche  nach  (8),  (9)  und  (10)  identisch  erfüllt  ist. 

Sodann  tragen  wir  den  Wert  von    F^""^  aus   (16)  in  (13)   ein. 
So  ergiebt  sich 

T^  =  ^2F 
oder 

(17)  Q'  =  T^- 

Da  wir  annehmen,  dafs  F  zur  Axe  von  Q  senkrecht  steht,  mufs  auch 
der  Vektor  Vj  welcher  ja  durch  die  Drehstreckung  Q  aus  F  hervor- 
geht, senkrecht  zur  Axe  von  Q  liegen.  Wir  bezeichnen  noch  das 
Produkt  Tv  mit  v]  dann  hat  v  die  Länge  T^,  wenn,  wie  wir  voraus- 
setzen, F  die  Länge  1  besitzt.  Ferner  fassen  wir  Q^  als  eine  neue 
Quaternion  Q'  auf;  Q'  hat  dann  offenbar  dieselbe  Axe  wie  Q,  den 
doppelten  Drehungswinkel  und  das  Quadrat  des  Tensors  von  Q.  Die 
Gleichung  (17)  geht  daraufhin  über  in  folgende: 

(18)  Q'  =  4- 
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In  Worte  gefafst  liefert  diese  Grleichung  die  Hamiltonsclie  Definition 
der  Qnaternionen.     Wir  können  sagen: 

Die  Quaternion  Q  imrd  in  Gleichung  (18)  dargestellt  als  Quotient 
zweier  Vektoren  v  und  V,  welche  senkrecht  mr  Äxe  von  Q  gerichtet 
sind,  welche  mit  einander  einen  Winkel  bilden ,  der  gleich  der  Hälfte  des 
Drehungswinkels  von  Q'  ist,  imd  deren  Länge  sich  verhält  wie  der  Tensor 
von  Q  mr  Einheit. 

Offenbar  ist  diese  Definition  der  Qnaternionen  ziemlicli  partikulär 
nnd  steht  an  Einfachlieit  unserer  ursprüngliclien  Einfülirung  des  Be- 
griffes nacli.  Andrerseits  dürfen  wir  uns  nicht  verhehlen ,  dafs  sie  vor 
unserer  Definition  einen  grofsen  Vorzug  voraus  hat.  Sie  setzt  nämlich 
unmittelbar  in  Evidenz^  dafs  es  zur  eindeutigen  Festlegung  der  Qua- 
ternion auf  den  halben  Drehungswinkel  —  ankommt^   während  unsere 

Vorstellung  der  Drehstreckungen  zunächst  mit  dem  gamen  Drehungs- 
winkel CO  operiert  und  erst  durch  die  einigermafsen  willkürliche  Fest- 
setzung von  pag.  36  mit  dem  halben  Drehungswinkel  in  Beziehung 
gesetzt  werden  mufste. 

Wir  möchten  zum  Schlüsse  noch  einen  Vorzug  zur  Sprache  bringen^ 
der  nicht  ohne  Grund  der  Quaternionentheorie  und  der  Vektoranalysis 
nachgerühmt  wird^  nämlich  die  Unabhängigkeit  ihrer  Operationen  wie 
ihrer  Grundgebilde  von  dem  Koordinatensystem. 

Diesen  Vorzug  teilt  die  Quaternionentheorie  indes  nur  mit  jeder 
rationellen  analytischen  Geometrie  (mag  sie  metrische  Verhältnisse  mit 
rechtwinkligen  Koordinaten  oder  projektive  Verhältnisse  mit  homogenen 
Koordinaten  behandeln).  Das  wesentliche  ist  allemal,  dafs  man  in- 
variant denkt,  nicht  dafs  man  invariant  rechnet.  Es  hiefse  das  Wesen 
der  analytischen  Geometrie  verkennen^  wenn  man  bei  der  Durchführung 
der  Rechnungen  prinzipiell  die  Koordinaten  nicht  explizite  benutzen 
wollte.  In  Wirklichkeit  thun  dies  die  Quaternionentheoretiker  auch 
überall^  wo  es  ihnen  nützlich  scheint^  nämlich  allemal,  wenn  sie  die 
vier  Komponenten  A,  B,  C,  D  einer  Quaternion  explizite  hinschreiben. 


Kapitel  IL 
Einführung  in  die  Kinetik  (Statik  und  Impulstheorie). 

§  1.    Gegensatz  zwischen  kontinuierlich  wirkenden  Kräften  und 
Stofskräften;  der  Impuls  beim  einzelnen  freien  Massenpunkte. 

Während  wir  in  dem  vorangehenden  kinematischen  Kapitel  von 
den  Prinzipien  der  Mechanik  an  keiner  Stelle  zu  sprechen  Gelegenheit 
hatten^  werden  wir  diese  bei  den  nun  folgenden  kinetischen  Betrachtungen 
in  irgend  einer  Form  heranzuziehen  haben.  Dies  kann  auf  verschie- 
dene Weise  geschehen. 

Die  ursprüngliche  Fassung  der  mechanischen  Prinzipien  bei  Newton 
setzt  den  Begriff  der  Kraß  als  etwas  unmittelbar  Gegebenes  und  Ver- 
ständliches voraus.  Neuere  Darstellungen  suchen  diesen  Begriff  viel- 
fach aus  den  Grundlagen  zu  eliminieren  und  führen  ihn  erst  nach- 
träglich als  eine  bequeme  abkürzende  Bezeichnung  in  die  Mechanik 
ein.  Die  Zweckmäfsigkeit  des  einen  oder  anderen  Verfahrens  hängt 
wesentlich  von  dem  Ziele  ab^  welches  man  verfolgt.  Geht  man^  wie 
Hertz  in  seinem  schönen  Werk  über  die  „Prinzipien  der  Mechanik^^ 
lediglich  darauf  aus^  ein  in  sich  folgerichtiges^  begriffliches  System 
aufzustellen,  so  kann  man  den  Kraftbegriff  wohl  entbehren.  Will  man 
aber,  wie  es  in  dieser  Vorlesung  unsere  Absicht  ist,  ein  lebendiges 
Erfassen  der  mechanischen  Erscheinungen  und  eine  schnelle  Orientierung 
in  speziellen  Fragen  erreichen,  so  scheint  der  Kraftbegriff  schon  aus 
psychologischen  Gründen  besonders  wertvoll;  er  knüpft  nämlich  un- 
mittelbar an  die  Thätigkeit  des  Menschen  an,  welcher  in  seinen  Muskeln 
die  Möglichkeit  der  Arbeitsleistung  hat.  Eine  solche  Arbeitsleistung 
ist  für  unsere  Empfindung  mit  dem  Gefühl  der  Anstrengung  verbunden. 
Unwillkürlich  übertragen  wir  diese  Empfindung  auch  auf  äufsere  Be- 
wegungsvorgänge. In  dieser  anthropomorphen  Auffassung  der  äufseren 
Geschehnisse  liegt  ohne  Zweifel  die  Wurzel  des  Kraftbegriffs.  Wir 
werden  denselben  darum  nicht  zurückdrängen,  sondern  gerade  unter 
diesem  Gesichtspunkte  in  den  Vordergrund  rücken. 
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Ob  auf  einen  Massenpunkt,  der  irgendwie  im  Räume  fest  gedacht 
werde  ^  in  einer  gewissen  Richtung  eine  Kraft  wirkt ,  konstatieren  wir^ 
indem  wir  ihn  in  der  entgegengesetzten  Richtung  ein  wenig  verschieben. 
Haben  wir  dabei  eine  Arbeit  zu  leisten  (unsere  Muskehi  anzuspannen), 
so  ist  eine  Kraft  vorhanden;  im  anderen  Falle  ist  der  Punkt  in  der 
betr.  Richtung  kräftefrei.  Dasselbe  Verfahren  kann  auch  zur  Messung 
der  Kraft  dienen:  Wir  messen  eine  auf  einen  Funht  in  einer  bestimmten 
Bichtimg  tvirlcende  Kraft  durch  das  Verhältnis  derjenigen  Arbeit,  welche 
tüir  hei  einer  Verschiebung  des  PunMes  in  der  entgegengesetzten  Bichtung 

m  leisten  haben,  m  dieser  Verschiebung  \P=  y )  •    Ist  über  die  Einheit 

der.  Länge  und  der  Arbeit  verfügt  worden,  so  ist  hiernach  auch  die 
Einheit  der  Kraft  bestimmt. 

Die  Einheit  der  Länge  haben  wir  schon  pag.  11  definiert,  indem 
wir  das  „absolute  Mafssystem^^  acceptierten.  Die  Einheit  der  Arbeit 
definiert  man  in  diesem  Mafssystem  bekanntlich  dadurch,  dafs  man 
zunächst  die  Einheit  der  Masse  als  die  eines  Grammes  festsetzt  und 
sich  übrigens  auf  die  Erfahrungen  beruft,  die  man  mit  frei  fallenden 
Körpern  gemacht  hat  (die  sog.  Fallgesetze).  Alsdann  bestimmt  man 
etwa:  Die  Arbeitseinheit  ist  der  980,  60^^  Teil,  derjenigen  Arbeit,  welche 
man  beim  Heben  eines  Grammes  um  einen  Centimeter  unter  dem  45*®'^ 

Breitengrade  zu  leisten  hat.  Die  Arbeit  erhält  hier  die  Dimension  -r^  j 
die  Kraft  -r^ ,  Allerdings  werden  wir  diese  Definition  der  Arbeits- 
einheit von  dem  obigen  psychologischen  Standpunkte  aus  für  ziemlich 
indirekt  erklären  müssen.  Da  nämlich  Kräfte  und  Arbeiten  unmittel- 
barer in  unsere  Wahrnehmung  fallen,  als  Massen,  so  könnten  wir  ver- 
langen, die  Arbeitseinheit  vor  der  Masseneinheit  festzulegen,  und  könnten 
die  Einführung  eines  allgemeinen  Mafssystems  befürworten,  (welches 
übrigens  auch  von  anderer  Seite  gelegentlich  vorgeschlagen  ist)  in  dem 
neben  Raum  und  Zeit  als  dritte  Grunddimension  die  Arbeit  benutzt 
wird.  Ob  sich  ein  solches  Mafssystem  praktisch  empfehlen  würde, 
lassen  wir  hier  völlig  dahingestellt. 

Des  Weiteren  unterscheidet  man  von  altersher  zwei  Arten  von 
Kräften:  kontinuierlich  wirkende  Kräfte  und  Stofs-  oder  Momentanlcräfte. 
Die  soeben  gegebene  Regel  für  die  Messung  einer  Kraft  bezog  sich, 
wie  wir  ausdrücklich  hervorheben  müssen,  auf  kontinuierlich  wirkende 
Kräfte.  Um  die  Messung  der  Stofskräfte  hieran  anzuschliefsen,  sagen 
wir:  eine  Stofslcraft  ist  äquivalent  mit  einer  au fser ordentlich  grofsen  kon- 
tinuierlichen Kraft,  welche  nur  eine  aufserordentlich  kurze  Zeit  hindurch 
wirksam  ist. 
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Die  Gröfse  der  Stofskraffc  bemessen  wir  daraufhin  durch  das 
'Produkt  der  Gröfse  jener  Tcontimmrlich  wirkenden  Kraft  in  die  Länge 

des  Wirkungsintervalles  \VF]  =  ^j • 

Wir  erinnern  nun  kurz  an  diejenigen  Erfahrungsthatsachen  (oder 
Axiome)^  welche  die  Statik  der  Kräfte  (und  zwar  der  kontinuierlichen 
wie  der  Stofskräfte)  beim  einzelnen  Massenpunkte  ausmachen.  Man 
kann  diese  in  die  eine  Aussage  zusammenfassen: 

Bas  allgemeinste  Kraftsystem  hat  heim  einzelnen  frei  ieweglichen 
MassenpunMe  den  Charakter  eines  von  dem  Funkte  auslaufenden  Vektors. 

In  diese  Aussage  begreifen  wir  sowohl  den  Satz  vom  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  wie  die  Zerlegung  der  Kraft  in  Komponenten  ein^ 
Kräfte  sollen  sieh  genau  so  addieren  tvie  Vektoren. 

Die  Vektorvorstellung  einer  Kraft  ist  uns  so  geläufig,  dafs  wir 
leicht  unser  Axiom  für  selbstverständlich  halten  und  seine  Tragweite 
unterschätzen  könnten.  Es  ist  daher  vielleicht  nicht  überflüssig  auf  die 
unmittelbarsten  Konsequenzen  unseres  Axioms  einzugehen.  Der  Kraft 
kommt,  ebenso  wie  dem  Vektor,  eine  gewisse  Grröfse  und  eine  aus- 
gezeichnete Richtung  zu.  Stellen  wir  uns  nun  einen  Massenpunkt  vor, 
der  von  beliebigen  äufseren  Kräften  angegriffen  werden  möge.  Die 
Richtung  der  resultierenden  Kraft  ist  derjenigen  Richtung  entgegen- 
gesetzt, in  welcher  wir  bei  einer  Verschiebung  die  maximale  Arbeit 
zu  leisten  haben.  Verschieben  wir  andrerseits  den  Punkt  in  einer 
von  dieser  ausgezeichneten  abweichenden  Richtung,  so  ist  nach  unserem 
Grundsatz  die  hierbei  zu  leistende  Arbeit  gleich  der  vorherigen  maxi- 
malen Arbeitsleistung  multipliziert  in  den  Cosinus  des  Winkels,  welchen 
die  jetzige  mit  der  früheren  Verschiebung  einschliefst.  Insbesondere 
werden  wir,  so  oft  wir  bei  einer  bestimmten  Verschiebung  eine  gewisse 
Arbeit  zu  leisten  haben,  bei  der  entgegengesetzten  Verschiebung  die- 
selbe Arbeitsgröfse  gewinnen. 

Wir  erinnern  sodann  an  diejenigen  Axiome,  welche  der  Kinetik 
des  einzelnen  Massenpunktes  zu  Grunde  liegen.  Sie  lauten  bekanntlich: 
Eine  kontinuierlieh  wirkende  Kraft  ruft  eine  Besehleunigung  des  Punktes 
hervor  y  deren  Bichtung  mit  der  Bichtung  der  Kraft  übereinstimmt  und 
dermi  Gröfse,  multipliziert  in  die  Masse  des  Punktes,  (bei  Benutmng  des 
einmal  angenommenen  absoluten  Mafssystems)  gleich  ist  der  Oröfse  der 
Kraft;  ferner:  JEine  Momentankraft  ruft  eine  momentane  Geschwindigkeits- 
änderung hervor  j  deren  Bichtung  mit  der  Bichtung  der  Kraft  überein- 
stimmt und  deren  Gröfse,  multipliziert  in  die  Masse  des  Punktes,  gleich 
ist  der  Gröfse  der  Stofskraft. 

Da  die   Geschwindigkeit  und   die  Beschleunigung  eines  Punktes, 
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ebenso  wie  nach  Obigem  die  Kraft,  den  Cbarakter  eines  Vektors  hat, 
so  folgt  ans  nnserem  die  Gleichheit  der  Vektoren  aussagenden  Axiom 
sofort  die  Gleichheit  ihrer  Komponenten.  Bedeutet  also  X  bez.  [X]  die 
^-Komponente  einer  kontinuierlichen  bez.  einer  Stofskraft,  so  haben  wir: 

(1)  X  =  mgetc,         (2)     [X]  =  mA  (|f)  etc. 

Hier  soll  A  ijTJ  schlechtweg  die  Änderung  des  \-tt)  bezeichnen. 

Im  Übrigen  lassen  sich  Stofskräfte  auf  kontinuierlich  wirkende 
Kräfte  zurückführen  und  umgekehrt,  wie  solches  durch  bekannte  Bei- 
spiele aus  der  Physik  dargethan  wird.  Z.  B.  denkt  man  sich  in  der 
kinetischen  Gastheorie  den  kontinuierlich  wirkenden  Druck  eines  Gases 
gegen  die  Wand  des  Gefäfses  durch  das  Anprallen  der  Gasmoleküle 
hervorgebracht.  Man  löst  also  den  kontinuierlichen  Druck  in  eine 
Reihe  sehr  kleiner  und  sehr  schnell  hintereinander  erfolgender  Einzel- 
stöfse  auf.  Umgekehrt  verfährt  man  in  der  Elastizitätstheorie,  wenn 
man  den  Zusammenstofs  zweier  Kugeln  näher  verfolgen  will.  Dort 
ersetzt  man  die  scheinbar  momentane  Stofskraft  durch  eine  zwar  sehr 
kurze  aber  doch  kontinuierlich  zu-  und  abnehmende  Kraft,  welche  von 
der  stofsenden  zu  der  gestofsenen  Kugel  wirksam  ist. 

Man  erkennt  sofort,  dafs  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  bei  der 
einen  oder  anderen  Auffassung  wechselweise  in  einander  übergehen. 
Denken  wir  uns  nämlich,  wie  in  dem  Beispiel  der  Gastheorie,  eine 
Reihe  von  Einzelstöfsen  [X^],  [Xg], .  .  .,  [XJ  in  dem  sehr  kleinen  Zeit- 
intervalle A^  auf  einander  folgen,  und  nehmen  wir  an,  dafs  das  Ver 
hältnis  [XJ  :  A^  bei  abnehmendem  At  einer  endlichen  Grenze  X  zu- 
strebt, so  erhalten  wir  aus  (2)  durch  Übergang  zur  Grenze  Ai^  =  0 
die  Gleichung  (1).  Gehen  wir  andrerseits  von  einer  kontinuierlich 
wirkenden  Kraft  X  aus,  welche  nur  in  dem  Zeitintervalle  Ai^  eine  von 
Null  verschiedene,  dann  aber  gleich  sehr  bedeutende  Intensität  besitzt, 
so  zwar,  dafs  das  „Zeitintegral^^ 

Xdt 


ß 


einen  endlichen  Wert  [X]  selbst  dann  noch  behält,  wenn  wir  A^  zu 
NuU  abnehmen  lassen,  so  erhalten  wir  aus  (1)  durch  Integration  nach 
t  die  Gleichung  (2). 

Da  hiernach  Stofskräfte  und  kontinuierliche  Kräfte  in  gewissem 
Sinne  mathematisch  äquivalent  sind,  wird  es  möglich  sein,  die  Mechanik 
ebensowohl  auf  die  einen  wie  auf  die  anderen  zu  begründen.     Beide 


§  1.    Kontinuierliche  Kräfte  und  Stofskräfte.  73 

Methoden  entsprechen  je  einem  besonderen  naturphilosophisclien  Stand- 
punkte: Wer  der  Meinung  ist^  dafs  in  der  Natur  keine  unstetigen 
Übergänge  vorkommen  können^  wird  die  kontinuierlichen  Kräfte  bevor- 
zugen. Wer  aber  die  Stetigkeit  in  der  Natur  nur  für  scheinbar  und 
dadurch  hervorgebracht  hält,  dafs  unsere  unvollkommenen  Sinnesorgane 
uns  ein  undeutliches  Bild  der  Welt  liefern,  wird  überall  auf  Stofskräfte 
zurückgehen  wollen*).  Für  den  Mathematiker  als  solchen  kommen 
derartige  Fragen  nicht  in  Betracht-,  dieser  wird  die  Vorzüge  beider 
Methoden  nach  ihrer  gröfseren  oder  geringeren  mathematischen  Brauch- 
barkeit und  Bequemlichkeit  abschätzen. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  können  wir  nicht  umhin,  der 
Methode  der  Stofskräfte  bei  der  Einführung  in  die  Mechanik  im  all- 
gemeinen vor  der  jetzt  gebräuchlicheren  Methode  der  kontinuierlichen 
Kräfte  den  Vorzug  zu  geben.  Wir  werden  von  dieser  Methode  auch 
da  Gebrauch  machen,  wo  es  sich  garnicht  um  plötzlich  oder  schnell 
erfolgende  Änderungen  des  Bewegungszustandes  handelt.  Damit  nehmen 
wir  nur  eine  Darstellungsweise  wieder  auf,  die  bei  den  eigentlichen 
Begründern  der  Mechanik  allgemein  üblich  war. 

Im  Grunde  übrigens  handelt  es  sich  dabei  nur  darum,  die  Bedeutung 
der  mechanischen  Differentialgleichungen  oder  der  Differentialgleichungen 
überhaupt  unabhängig  von  der  Formel,  nach  ihrem  inneren  begrifflichen 
Inhalte  zu  erfassen. 

Unser  Vorhaben  erläutern  wir  zunächst  an  dem  Beispiel  des 
einzelnen  frei  beweglichen  Massenpunktes. 

Wir  betrachten  unsern  Punkt  an  irgend  einer  Stelle  seiner  Bahn 
und  denken  uns  allemal  diejenige  Stofskraft  hinzu,  welche  im  stände 
ist,  den  PunM  an  Ort  und  Stelle  aus  dem  Zustande  der  Buhe  momentan 
in  den  der  gerade  vorliegenden  Beivegimg  ühermführen.  Dieselbe  Stofs- 
kraft würde  der  Punkt,  an  der  betr.  Stelle  in  seiner  Bewegung  plötzlich 
gehemmt,  gegen  das  Hindernis  auszuüben  im  stände  sein.  Diese  Stofs- 
kraft nennen  wir  den  Impuls  des  PtmJctes  und  haben  fortan  gewisser- 
mafsen  als  erstes  Interesse,  nicht  die  Bewegung  des  Punktes  sondern 
die  Änderung  seines  Impulses  zu  verfolgen. 

Auf  Grund  des  allgemeinen  statischen  Axioms  können  wir  sagen: 

Beim  einzelnen  freien  MassenpunMe  ist  der  Impuls  ein  Vektor, 

Auf  Grund  der  kinetischen  Axiome  können  wir  ferner  Gröfse  und 
Richtung  dieses  Vektors  sofort  angeben.  Nach  Gleichung  (2)  ist 
nämlich    eine    Stofskraft,    welche    die    Geschwindigkeit  0   in    die    Ge- 


*)  Ygl.  hierzu  etwaL.  Boltzmann:   Über  die  ünentbehrlichkeit  der  Atomistik 
in  der  Naturwissenschaft,  Berichte  der  Wiener  Akademie  1896  sowie  Wied.  Ann.  1897. 
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schwindigkeit  v  verwandelt,  der  Gröfse  nacli  gleich  mv]  der  Eichtung 
nach  fällt  sie  mit  der  Richtung  v  zusammen.    Wir  werden  also  sagen: 

Beim  einseinen  MassenjpimMe  ist  die  Gröfse  des  Impulses  gleich  der 
sog.  Quantität  der  Bewegung;  die  Richtung  des  Impulses  stimmt  mit  der 
jeiveiligen  Fortschreitungsrichtung  üherein. 

Mit  Benutzung  des  so  eingeführten  Impulsbegriffes  läfst  sich  die 
Bewegung  des  einzelnen  Massenpunktes  nunmehr  besonders  einfach 
schildern. 

Wir  haben  zunächst  den 

Satz  I.  Wenn  'keine  Kräfte  auf  den  PunU  eimvirlcen,  bleibt  der 
Impuls  nach  Gröfse  und  Richtung  im  Baume  konstant  (Galileisches 
Trägheitsgesetz  ==  Newtons  lex  prima). 

Ist  der  Punkt  dagegen  äufseren  Einwirkungen  ausgesetzt,  so 
können  diese  in  momentanen  Stöfsen  [PJ  oder  in  einer  kontinuier- 
lichen Kraft  P  bestehen.  Im  ersteren  Falle  setzen  sich  die  Stöfse 
[PJ  mit  dem  schon  vorhandenen  Impuls  nach  dem  Parallelogramm  der 
Kräfte  zusammen.  Im  zweiten  Falle  konstruieren  wir  denjenigen  Einzel- 
stofs,  welcher  während  des  einzelnen  Zeitelementes  A^^  der  kontinuier- 
lichen Kraft  äquivalent  ist;  wir  bilden  also: 

[P]  =  /p.^^=P.A^. 
t 
Dieser  „unendlich  kleine  Stofs"  setzt  sich  wieder  mit  dem  schon  vor- 
handenen Impulse  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zusammen. 

Wir  formulieren  daher  den 

Satz  II.  Wenn  äufsere  Kräfte  auf  unseren  Punkt  ^einwirken,  ändert 
sich  der  Impuls  so,  dafs  seine  Änderung  nach  Gröfse  und  Richtung  in 
jedem  Momente  At  gleich  dem  tvährend  dieses  Zeitmomentes  von  den 
äufseren  Kräften  hervorgerufenen  (endlichen  oder  unendlich  kleinen)  Stofse 
ist  (Newtons  lex  secunda). 

Diese  fundamentalen  Sätze  übertragen  sich,  wie  wir  später  sehen 
werden,  wörtlich  auf  den  Fall  des  Kreisels  und  mutatis  mutandis  auf 
beliebige  mechanische  Systeme.  — 

Wir  fragen  sodann  nach  der  Arbeit,  welche  der  Impuls  oder  irgend 
eine  kontinuierliche  Kraft  bei  der  Erzeugung  des  instantanen  Bewegungs- 
mstandes m  leisten  hat,  d,  h  nach  derjenigen  Arbeit,  welche  erforderlich 
ist,  um  den  Punkt  aus  dem  Zustande  der  Ruhe  in  den  gerade  vorhandenen 
Bewegungsmstand  übermführen.  Dieselbe  Arbeit  vermag  der  Punkt  um- 
gekehrt abzugeben,  wenn  wir  seine  Bewegung  plötzlich  oder  allmählich 
hemmen.  Hieraus  erklärt  sich  die  Bezeichnung  unseres  Arbeitsquantums 
als  der  lebendigen  Kraft  des  Punktes. 
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Offenbar  beträgt  die  Arbeit,  welche  eine  'kontinuierliche  Kraft 
(X,  Y,  Z)  an  dem  Massenpunkte  bei  der  Verrückung  (dx,  dy,  d^) 
leistet 

(3)         dÄ  ==Xdx+  Ydy  +  Zd0  =  {Xx+  Yy'  +  Zz)dt. 
In   der  That    ist  diese   Gleicbung    weiter  nicbts,    als    der   analytische 
Ausdruck  für  unsere  ursprüngliche  Definition  des  Kraftbegriffes. 

Hier  tragen  wir  für  X,  Y,  Z  die  Werte  aus  Gleichung  (1)  ein, 
indem  wir  uns  Yorstellen,  dafs  (X,  Y,  Z)  diejenige  Kraft  ist,  welche 
die  faktische  Bewegung  des  Punktes  von  der  Ruhe  beginnend  erzeugt 
hat.     Dann  lautet  das  Arbeitselement: 

dÄ  ==  mioß'x  +  y'y  +  ^''  ^')  dt. 
Die  Gesamtarbeit,  welche  eben   die  lebendige  Kraft  des  Punktes   aus- 
macht, folgt  hieraus  durch  Integration  nach  der  Zeit;   wir  erhalten  so 
die  genugsam  bekannte  Formel: 

(4)  r  =  f(^'^  +  ^'^  +  /^). 

Die  lebendige  Kraft  des  Punktes  ist  hiernach  durch  den  jeweiligen 
Beweguhgszustand  des  Punktes  allein  bestimmt;  sie  ist  unabhängig 
davon,  wie  wir  uns  diesen  Zustand  entstanden  denken,  in  welcher 
Weise  wir  also  Xj  y,  s  bez.  X,  F,  Z  während  der  Erzeugung  der 
Bewegung  variieren  lassen.  Sie  gilt  daher  insbesondere  auch,  wenn 
wir  uns  die  Bewegung  instantan  durch  den  Impuls  erzeugt  denken, 
was  wir  jetzt  thun  wollen. 

Nehmen  wir  unter  dieser  speziellen  Voraussetzung  die  Berechnung 
der  lebendigen  Kraft  noch  einmal  vor,  so  wird  die  Sache  besonders 
anschaulich.  Wir  können  uns  zu  dem  Zwecke  zunächst  vorstellen,  dafs 
eine  Kraft  (X,  F,  Z)  von  konstantem  sehr  grofsen  Betrage  während 
eines  sehr  kleinen  Intervalles  Ai^  wirksam  ist,  so  dafs  die  Geschwindig- 
keit (x\  y,  /)  während  dieses  Intervalles  gleiclimäfsig  anwächst.  Aus 
unserem  obigen  Ausdruck  für  die  Arbeit  ergiebt  sich  dann,  wenn  wir 
die  Wirkungsdauer  der  Kraft  mit  A^  bezeichnen: 

Jt  Jt  Jt  Jt 

T=  fdA  =  xfxdt  +  Yftjdt  +  zf/dt. 

0  0  0  0 

Zu  Anfang  des  Intervalles  Ai^  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
gleich  Null,  zum  Schlufs  ist  sie  (x,  y,  /)  geworden.  Da  sie  überdies 
von  ihrem  Anfangs-  zu  ihrem  Endwerte  gleichmäfsig  anwächst,  so  be- 
kommen die  vorstehenden  Zeitintegrale  der  rechten  Seite  bez.  die  Werte 
-xAty   ~yAt,   ^/At.     Wir  haben  also: 

T=UXx'r{-  Yy-\-Z0')At. 
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Nunmelir  lassen  wir  h.t  gegen  Null  abnehmen.  Dann  gehen  die  Pro- 
dukte X6.t,  YLt,  Zdi.t  in  die  Komponenten  des  Impulses  über,  welche 
wir  mit   [X],  [Y],  \Z~\   bezeichnen: 

jt  Jt  Jt 

[X]==fxdt=XAt,    [T]==fYdt=YAt,    [Z]=Jzdt  =  ZAt. 

0  0  0 

Infolgedessen  können  wir  den  letzten  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft 
folgendermafsen  schreiben : 

(5)  T=^lilX]x+[T\y-^[Zy). 

Die  durch  den  Impuls  erzeugte  lebendige  Kraft  erscheint  hier  als  das  halbe 
Trodiikt  aus  der  Gröfse  des  Impulses  in  die  Länge  des  GeschwindigheitsveMors. 
Der  Ausdruck  (5)  ist  mit  (4)  natürlich  identisch.     In   der  That 
folgt  aus  unserer  obigen  Impulsdefinition  sofort 

(6)  [X]  =  mx,     [Y]  =  mij,     [Z]  =  m/. 

Dieselben  Gleichungen  können  auch  in  der  bemerkenswerten  Form 
geschrieben  werden: 

Hier  ist  bei  der  Ausführung  der  partiellen  DiJBferentiationen  T  in  der 
Form  (4)  anzusetzen,  d.  h.  als  Funktion  der  Geschwindigkeitskom- 
ponenten zu  schreiben. 

Wir  können  andrerseits  T  auch  als  Funktion  der  Impulskompo- 
nenten   auffassen.      Aus    den    Gleichungen    (4)   und   (6)    ergiebt    sich 
nämlich 
(4')  T=-^(iXf  +  [T]'  +  [Zf). 

Infolgedessen  können  wir  den  Gleichungen  (7)  auch  noch  die  folgende 
Form  geben: 

{r\  '__i^  r__dT_  ,_    BT 


Bei  der  Bildung  dieser  Gleichungen  ist  T  natürlich  durch  die  Glei- 
chung (4')  erklärt,  d.  h.  als  Funktion  der  Impulskomponenten  auf- 
gefafst.  Ob  wir  die  eine  oder  die  andere  Auffassung  der  lebendigen 
Kraft  zu  Grunde  legen,  werden  wir  durch  die  Bezeichnung  nicht  be- 
sonders hervorkehren,  wofern,  wie  hier,  durch  den  Zusammenhang  ein 
Mifsverständnis  ausgeschlossen  ist. 

Neben  die  Gleichungen   (7)  und  (7')   stellen  wir  als  analytischen 
Ausdruck  für  die  Kraftkomponenten  X^Y^Z  die  folgenden  Gleichungen 

(8)  x  =  ^,     r=M,    z=|^, 

^  ^  öx^  dy  ^  dz  ^ 
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welche  sich  ans  unserer  nrsprüngliclien  Einführnng  des  Kraftbegriffes 
beziehungsweise  aus  der  Gleichung  (3)  ergeben*). 

Dafs  die  lebendige  Kraft  bei  der  kräftefreien  Bewegung  des  Punktes 
konstant  bleibt  (c?T=0)  und  dafs  ihre  Änderung  bei  der  durch  äufsere 
Kräfte  beeinflufsten  Bewegung  gleich  der  von  diesen  Kräften  geleisteten 
Arbeit  wird  {dT^=dÄ),  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  unseren  obigen 
Impulssätzen  I)  und  II). 

Die  Gleichungen  (7)  oder  die  äquivalenten  Gleichungen  (7')  geben 
uns  Beziehungen  zwischen  dem  Vektor  der  Geschwindigkeit^  dem  Vektor 
des  Impulses  und  dem  Ausdrucke  der  lebendigen  Kraft,  welche  wir 
folgendermafsen  gemeinsam  in  Worte  fassen: 

Die  Impuls-(Geschwindig]ceitS')Komponenten  sind  die  nach  den  Ge- 
scMvindig]ceits\Imj[>uls--)Komponenten  genommenen  partiellen  Differential- 
qiiotienten  der  lehendigen  Kraft,  wobei  wir  die  leidere  als  FunMion  der 
Geschwindig'keits-{ImpulS')Komponenten  gegeben  den'ken. 

Den  Gleichungen  (7)  bez.  (7')  stellt  sich  ein  zweites  Gleichungs- 
tripel  an  die  Seite,  welches  angiebt,  wie  der  Impuls  durch  die  äufseren 
Einwirkungen  abgeändert  wird.  Dieses  Gleichungstripel  ist  nur  der 
analytische  Ausdruck  des  in  dem  Satze  IL  ausgesprochenen  Gesetzes. 
Wirkt  auf  unseren  Punkt  die  kontinuierliche  Kraft  {X,  Y,  Z),  so 
haben  wir  offenbar  nach  II  bei  Benutzung  rechtwinkliger  Koordinaten: 

^^  dt  ^         dt  ^         dt  ' 

Die  Formeln  (7),  (8)  und  (9)  sind  die  selir  beTcannten  fundamentalen 
Gleichungen  der  PunMmechanik  in  rechtwinUigen  Koordinaten.  — 

Wir  wollen  uns  nun  fragen,  wie  sich  diese  Gleichungen  ändern, 
wenn  wir  statt  der  rechtwinhligen  Koordinaten  irgend  welche  allgemeine 
Koordinaten  einführen.  Allerdings  liegt  beim  einzelnen  frei  beweg- 
lichen Massenpunkte  kein  Grund  vor,  von  den  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten abzugehen.  Die  folgenden  Betrachtungen  sollen  uns  aber 
als  Vorbereitung  für  schwierigere  Fälle  dienen,  in  denen  wir  mit  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  nicht  auskommen. 

Wir  wollen  die  Lage  eines  Punktes  im  Räume  statt  durch  drei 
zu  einander  senkrechte  Ebenen  vielmehr  'durch  drei  beliebige  Flächen 
gegeben  denken,  als  Koordinaten  also  nicht  die  Gröfseii  x,y,^  sondern 
irgend  drei  Funktionen  cp  =  tp{x,  y,  z),  f  =  il;{x,  y,  ^),  d^  =  d'ipc,  y,  0) 
betrachten.    Statt  der  gewöhnlichen  Geschwindigkeitskoordinaten  x',  y,  0 


*)  Man  bemerke,  dafs  die  Bedeutung  der  Differentialzeichen  in  (8)  von  der 
üblichen  Bedeutung  abweicht,  insofern  als  dieselben  zwar  „Differentialquotienten" 
sind,  aber  nicht  „Ableitungen"  einer  Funktion  der  Koordinaten  zu  sein  brauchen, 
weil  der  Ausdruck  (3)  im  allgemeinen  kein  vollständiges  Differential  vorstellt. 
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werden  wir  dementsprecliend  die  ^^allgemeinen  Geschwindigkeitskoordi- 
naten^^  ^)\  i\)  ^  %"'  einführen  ^  d.  h.  die  Differentialqnotienten  unserer 
Grröfsen  (p,  ifj,  d"  nach  der  Zeit. 

Unmittelbar  erkennt  man^  wenn  man  die  Definitionsgleichnngen 
der  tpj  '^j  %"  nach  t  differentiiert^  dafs  die  neuen  Geschwindigl^eüskoordi- 
naten  lineare  Funktionen  der  alten  sind  und  umgehehrt.  Insbesondere 
wollen  wir  die  Koeffizienten  der  <p\  ijj',  ^'  in  den  linearen  Ausdrücken 
für  X,  y,  z   mit  a.i-k  bezeichnen^  so  dafs 

[  ^  =  %ig>'  +  %2^'  +  %3'^^ 
(10)  y  =  a^^^p'  +  a^^jp'  +  a^^^\ 

die  Bedeutung  der  a^A  ist  ersichtlich  die  folgende: 
/^^\  dx  dx  dy 

Es  wird  nun  aber  ferner  nötige  auch  entsprechend  verallgemeinerte 
Koordinaten  der  Kraft  %md  des  Impulses  zu  betrachten.  Um  diese  zu 
definieren^  gehen  wir  auf  unsere  ursprüngliche  Kraftdefinition  zurück. 
Wir  fragen  nach  der  Arbeit^  welche  wir  bei  einer  unendlich  kleinen 
Änderung  der  Koordinate  (p  und  bei  festgehaltenen  Werten  von  ijj  und 
%'  zu  leisten  haben.  Das  Verhältnis  dieser  Arbeit  zu  der  Änderung 
von  q)  definiere  uns  die  ^-Koordinate  der  Kraft.  Bezeichnen  wir  sie 
mit  0,  so  haben  wir  hiernach 

^  dcp  -> 

(wobei  der  Sinn  dieses  Differentiationszeichens  durch  die  Bedingungen 
il)  =  const.^  d"  =  const.  definiert  wird) ;  entsprechende  Bedeutung  mögen 
die  Kraftkoordinaten  Y  und  0  haben.  Der  Ausdruck  für  die  Arbeit 
bei  einer  beliebigen  unendlich  kleinen  Verrückung  (dcp)  dijj^  d^)  unseres 
Massenpunktes  wird  daher 

(12)       dA==^(^dcp  +  ^di;  +  06?^  =  {(i>cp'  +  'Vil>'  +  Q%^')dt. 

Unsere  Definition  der  verallgemeinerten  Kraffkoordinaten  bringt  es 
also  mit  sich^  dafs  der  Ausdruck  für  die  Arbeit  hei  Einführung  all- 
gemeiner Koordinaten  genau  die  frühere  Form  (3)  beibehält. 

Wir  können  daraufhin  leicht  die  O  Y  0  durch  die  X  YZ  aus- 
drücken. Ersetzen  wir  nämlich  in  (3)  die  x,  y,  /  vermöge  der  Glei- 
chungen (10)  durch  ihre  Werte  in  den  cp',  '^\  ^'  und  ordnen  nach  den 
letzteren  Gröfsen^  so  werden  die  (t>,  Y,  0  bez.  gleich  den  Koeffizienten 
dieser  Gröfsen,     Wir  erhalten  also 
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(13)  h^a,,X+a,,Y+a,,Z, 
[  0  :=  a^^X  +  a^^Y  +  a^^Z. 

Die  neuen  Kraftkoordinaten  drücken  sich  also  durch  die  alten  ganz 
ähnlich  aus  wie  die  alten  Geschwindigkeitskoordinaten  durch  die  neuen^ 
nämlich  so^  dafs  die  Koeffizienten  jener  Substitution  aus  den  Koeffi- 
zienten dieser  durch  Vertauschung  von  Horizontal-  und  Vertikalreihen 
hervorgehen.     Wir  sprechen  dieses  kurz  so  aus,  dafs  wir  sagen: 

Die  Kraftkoordinaten  verhalten  sieh  zu  den  QesehwindiglceifsJcoordi-' 
naten  Jcontra^redient 

Ebenso  wie  die  Koordinaten  einer  kontinuierlichen  Kraft  verhalten 
sich  die  Koordinaten  des  Impulses ,  welchen  wir  ja  als  Grenzfall  einer 
kontinuierlichen  Kraft  auffassen  können;  ebenso  ferner  wie  der  Aus- 
druck für  die  unendlich  kleine  Arbeit  transformiert  sich  der  Ausdruck 
für  die  lebendige  Kraft,  welche  wir  als  ein  gewisses  endliches  Arbeits- 
quantum  definiert  haben. 

Wir  bekommen  daher 

(14)  m  =  %,[XJ  +  a,,[r]  +  a,,m, 
und 

(15)  T=l([<i>w  +  mt'  +  m^'), 

Auf  Grund  der  Gleichung^  (1^)  werden  wir  ohne  Schwierigkeit  die 
folgenden  Beziehungen  verifizieren, ""in  welche  wir  uns  T  als  Funktion 
der  Geschwindigkeitskoordinaten  ausgedrückt  denken. 

In  der  That  folgt  aus  T  =  |  {x'^  +  y^  +  /')  z.  B.: 

0  =  ^^'  ||  +  mt/  ^  +  ^^'§^  =  ra%  +  [3^]%  +  [^]%i  =  [*]- 

Die  Gleichungen  (16)  sind  unseren  früheren  Relationen  (7)  genau 
analog.  Die  letzteren  ändern  ihre  Form  bei  Einführung  allgemeiner 
Koordinaten  überhaupt  nicht. 

Dasselbe  gilt  auch  von  den  Gleichungen  (7^);  wir  überzeugen  uns 
davon  in  Kürze  folgendermafsen. 

Die  Gleichungen  (10)  geben,  nach  den  9',  •  .  .  aufgelöst: 
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(lOO  ^'  =  A2^'  +  A2/  +  -^32  ^^ 

wo  die  Äik  allgemein  die  durch  die  Determinante  der  aa  dividierten 
Unterdeterminanten  dieser  Determinante  bedeuten.  Ebenso  ergiebt 
sich  aus  den  Grleicbungen  (14): 

(14')  [r]  =  Ai[*]  +  A^m  +  AsCe], 

Denken  wir  uns  nun  T  durch,  die  [0]^  \y\^  [0]  ausgedrückt^  indem 
wir  von  der  Grleichung  (4')  ausgebend  für  [X]^  [Z]^  [Z]  die  Werte 
aus  (14')   eintragen  und  bilden  wir^    indem  wir    [M^]  und   [0]^    sowie 

cpj  ^^  %"  festhalten j  ^Töl*  Dann  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  (7') 
und  (14') 

Hieraus  folgfc  aber  nach  (10'),  wenn  wir  sogleich  die  analogen  Grlei- 
chungen  hinzufügen: 

(lö)  ^=ä[ö]'    ^=äm^    ^^WY 

Wollen   wir   die  Gleichungen   (16)  und   (16')  als  Satz  formulieren,   so 
können  wir  uns  wörtlich  der  Ausdrucksweise  von  pag.  77  bedienen. 
Sodann  haben  wir  nach  (12)  als  Analogon  zu  den  Gleichungen  (8): 

(17)  *  =  |f,    ',  =  f^,    e  =  |i. 

Wegen  der  Bedeutung  dieser  Differentialzeichen  vgl.  die  Anmerkung 
auf  pag.  77. 

Es  wird  gut  sein,  auch  die  Gleichungen  (9)  in  allgemeine  Koordinaten 
9,  ^,  '0'  umzuschreiben.  Wir  multiplizieren  zu  dem  Zwecke  diese 
Gleichungen  der  Reihe  nach  zunächst  mit  %j,  a^^,  %j  und  addieren 
sie.  Dann  entsteht  auf  der  rechten  Seite  nach  (13)  die  Komponente  0 
der  äufseren  Kraft.     Die  linke  Seite  schreiben  wir  so: 

I  Km  +  «.i[r]  +  %[^)  -  ([^]  ^  +  [51  ^  +  m  %^)  ■ 

Hier  ist  der  erste  Term^  einfach  der  Differentialquotient  der  Impuls- 
komponente [$]  nach  der  Zeit;  der  zweite  Term  wird  mit  Rücksicht 
auf  (6)  und  (11)  gleich 

l  ,  dx'  f  dy     ^     ,  dz'\ 
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dies  ist  aber  nichts  anderes  als  der  nach,  cp  genommene  partielle  Dif- 
ferentialquotient der  lebendigen  Kraft,  falls  wir  letztere  durch  die 
Geschwindigkeitskoordinaten  g)\  i/,  %"'  ausgedrückt  denken.  Hiernach 
kommen  wir  zu  folgendem  Gesetz  für  die  Änderung  der  9) -Kom- 
ponente des  Impulses: 

Genau  ebenso  ergiebt  sich 

!    dt         d^        ^' 

^^^)  i  d\G]  _  ar  ^  ^ 

l    dt  dO^ 

Die  Gleichungen  (18)  sagen  ihrer  Ableitung^  nach  nichts  anderes  aus, 
wie  die  Gleichungen  (9);  die  Einfachheit  des  allgemeinen  Gesetzes  II 
ist  hier  nur  durch  die  Einführung  der  Koordinaten  g),  ip,  d'  etwas 
verschleiert. 

Die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  bez.  die  Gleichungen  (16),  (17) 
und  (18)  stellen  zusammengenommen  die  Bewegungsgleichungen  des 
einzelnen  Massenpunktes  dar.  Man  hat  in  der  von  uns  gewählten  Schreib- 
weise den  einfachsten  Fall  der  sogenannten  Lagrangeschen  Gleichungen 
zweiter  Art  vor  sich.  Wir  kommen  auf  diese  Gleichungen  mehrfach 
zurück  und  bemerken  schon  hier,  dafs  es  uns  mit  Hülfe  eines  dem 
obigen  analogen  Impulsbegriffes  gelingen  wird,  dieselben  allemal  in 
ähnlicher  Weise  zu  interpretieren,  wie  die  Bewegungsgleichungen  des 
einzelnen  Massenpunktes. 

Die  Bezeichnung  „Impuls^^  haben  wir  dem  Werke  von  Thomson 
und  Tait  entnommen,  in  welchem  unser  Begriff  eine  wichtige  Rolle 
spielt.  Dieselbe  Bezeichnung  wendet  Maxwell  an  bei  dem  Versuche, 
die  allgemeinen  Gleichungen  der  Mechanik  energetisch  zu  begründen. 
Gewöhnlich  wird  in  den  englischen  Büchern  statt  Impuls  das  etwas 
farblose  Wort  momentum  benutzt;  die  Komponenten  des  Impulses 
heifsen  dann  „the  moments  of  momentum^^(!).  Hertz  andrerseits 
braucht  das  Wort  Moment  als  synonym  mit  unserem  Impuls.  Die 
sonst  wohl  übliche  Bezeichnung  „Bewegungsgröfse^^  (quantite  de  mouve- 
ment)  bringt  nur  die  Länge,  aber  nicht  die  Richtung  des  Impulsvektors 
zum  Ausdrucke  und  scheint  uns  daher  ungeeignet. 

§  2.    Die  elementare  Statik  des  starren  Körpers. 

Bevor  wir  die  Kinetik  des  Kreisels  in  Angriff  nehmen  können, 
müssen  wir  uns  über  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  eines  an 
unserem.   Körper   angreifenden   Kraftsystems    orientieren.     Bekanntlich 

Klein-Sommerfeld,  Kreisolbewegnng.  6 
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fafst  man  alle  diejenigen  Untersuclinngen^  welche  ohne  Rücksicht  auf 
die  resultierenden  Bewegungen  lediglich  von  den  Kräften  handeln, 
unter  dem  ziemlich  ungeeigneten  Namen  der  StatiJc  zusammen,  indem 
man  die  Frage  nach  der  Zusammensetzung  eines  gegebenen  Kraft- 
sjstems  zurückgeführt  denkt  auf  die  Aufsuchung  solcher  Kräfte,  welche, 
dem  Kraftsystem  hinzugefügt,  Gleichgewicht  hervorrufen  würden. 
Passender  wäre  das  Wort  Dynamik  ^  welches  man  indessen  gewöhnlich 
auf  denjenigen  Teil  der  Mechanik  anwendet,  den  wir  als  Kinetik  be- 
zeichnen. 

Die  Behandlung  der  Statik  für  den  hier  vorliegenden  Fall  des 
starren  Körpers  kann  nach  zwei  wesentlich  verschiedenen  Methoden 
geschehen,  welche  bez.  durch  die  Namen  von  Poinsot  und  Lagrange 
charakterisiert  werden.  Wir  wollen  über  beide  Methoden  in  Kürze 
referieren. 

Die  Statik  des  starren  Körpers  in  der  geometrischen  Behandlung 
Poinsots  gründet  sich  auf  eine  Reihe  von  Axiomen j  welche  wir  zum 
Teil  schon  vom  einzelnen  Massenpunkte  her  kennen.  Wir  sagten,  dafs 
die  Kraft  beim  einzelnen  Massenpunkte  den  Charakter  eines  Vektors 
hat  und  dafs  mehrere  in  demselben  Punkte  angreifende  Kräfte  sich  wie 
Vektoren  addieren.  Hierzu  kommt  beim  starren  Körper  noch  das 
folgende  Axiom  hinzu:  Der  AngriffspimM  der  Kraft  kann  in  BicMung 
der  Kraft  heliebig  verschöben  werden.  Dieses  Axiom  ist  von  den  vorher- 
genannten offenbar  unabhängig,  da  seine  Gültigkeit  wesentlich  an  die 
Beschaffenheit  des  starren  Körpers  gebunden  ist;  es  kann  geradezu  als 
Definition  des  letzteren  angesehen  werden.  Bei  den  wirklichen  Körpern, 
welche  stets  in  gewissem  Grade  elastisch  sind,  ist  es  natürlich  nur 
angenähert  erfüllt.  Man  interpretiert  übrigens  Newtons  lex  tertia, 
welche  die  Gleichheit  von  actio  und  reactio  aussagt,  so,  dafs  sie 
unser  Axiom  mit  umfafst,  was  allerdings  einigermafsen  künstlich 
scheint. 

Mit  Hülfe  dieser  Axiome  untersucht  man  nun  die  Zusammen- 
setzung von  Kräften,  welche,  irgendwie  gegeben,  im  Körper  ver- 
teilt sind.  Zunächst  sieht  man  ohne  Weiteres,  dafs  zwei  Kräfte,  welche 
in  parallelen  Geraden  wirken,  stets  durch  eine  Einzelkraft  ersetzt 
werden  können,  deren  Richtung  den  Richtungen  der  ursprünglichen 
Kräfte  parallel  ist.  Die  Bestimmung  von  Angriffspunkt  und  Gröfse 
dieser  Einzelkraft  bildet  den  Inhalt  des  sog.  „Hebelgesetzes^^  Hierbei 
ergiebt  sich,  wenn  die  Kräfte  entgegengesetzt  gleich  sind,  eine  be- 
merkenswerte Besonderheit.  Es  rückt  nämlich  der  Angriffspunkt 
der  Resultierenden  ins  Unendliche,  während  gleichzeitig  ihre  Gröfse 
unendlich  klein  wird.     Ein  Kräftepaar  (d.  h.  ein  Paar  entgegengesetzt 
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gleicher  und  paralleler  Kräfte)  ist  also  äquivalent  einer  unenälich  Meinen 
Kraft  j  welche  an  einem  unendlich  langen  Hebelarm  wirM. 

Nun  geht  man  aber^  um  die  Darstellung  elementarer  zu  halten^ 
der  Betrachtung  unendlich,  kleiner  Kräfte  und  unendlich  grofser  Arme 
gemeinhin  aus  dem  Wege.  Infolgedessen  ist  man  gezwungen^  das 
Kräftepaar  als.  ein  nicht  weiter  reduzierbares  Element  der  Statik  des 
starren  Körpers  anzusehen.  Ferner  wird  es  nötig,  die  Zusammensetzung 
und  Zerlegung  der  Kräftepaare  in  ähnlicher  Weise  zu  diskutieren^  wie 
die  der  Kräfte,  Neuer  Axiome  bedarf  man  zu  diesem  Zwecke  nicht, 
weil  ja  vermöge  der  Definition  der  Kräftepaare  die  Frage  nach  dem 
Gleichgewicht  der  Paare  zurückgeführt  werden  kann  auf  die  Frage 
nach  dem  Gleichgewicht  der  Kräfte. 

Das  Ergebnis  dieser  Untersuchung  fassen  wir  folgendermafsen  zu- 
sammen: Wir  repräsentieren  das  Paar  durch  einen  VeMor^  welchen  wir 
senkrecht  auf  der  durch  die  Kräfte  des  Paares  gelegten  Ebene  nach 
derjenigen  Seite  hin  abtragen,  von  der  aus  gesehen  die  Kräfte  im  Sinne 
des  Uhrzeigers  zu  wirken  scheinen.  Die  Länge  des  Vektors  machen 
wir  (in  dem  ein  für  allemal  gewählten  Centimetermafsstabe)  gleich  dem 
„Moment  des  Paares^^  d.  h.  gleich  dem  Produkt  aus  der  Gröfse  der 
Kräfte  in  ihren  kürzesten  Abstand.  Der  Anfangspunkt  unseres  Vektors 
kann  dabei  beliebig  in  der  Ebene  des  Paares  oder  auch  beliebig  im 
Räume  angenommen  werden.  Alsdann  gilt  der  Satz :  Zwei  Kräftepaare 
setzen  sich  so  zusammen,  dafs  sich  die  zugehörigen  Vektoren  geometrisch 
addieren.  Durch  Zusammensetzung  mehrerer  Paare  entsteht  immer  wieder 
ein  Paar. 

Kräftepaare  haben  also,  ebenso  wie  Kräfte,  Vektorcharakter.  Dabei 
müssen  wir  indessen  folgenden  Unterschied  betonen.  Der  Vektor  einer 
am  starren  Körper  angreifenden  Kraft  darf  nur  in  seiner  Richtung  ver- 
schoben, der  Vektor  eines  Paares  dagegen  beliebig  parallel  zu  sich  selbst 
im  Räume  transportiert  werden.  Der  Vektor  einer  Kraft  ist  (in  der 
Ausdrucksweise  von  Herrn  Budde)  ein  linien flüchtiger ,  der  eines  Paares 
ein  freier  Vektor,  d.  h.  ein  Vektor  mit  ganz  wüTkürlichem  Änheftungs- 
'punkte. 

Aus  dem  Vorstehenden  ist  ersichtlich,  dafs  ein  bestimmtes  Kräfte- 
paar hinsichtlich  seiner  statischen  Wirkung  in  sehr  mannigfaltiger 
Weise  durch  andere  Kräftepaare  ersetzt  werden  kann.  In  der  That 
sind  zwei  Kräftepaare,  welche  bei  der  angegebenen  Konstruktion  den- 
selben Vektor  ergeben,  völlig  äquivalent.  Es  ist  daher  geboten,  die 
spezielle  Vorstellung  des  Kräftepaares  zurücktreten  zu  lassen  und  sich 
nur  an  den  repräsentierenden  Vektor  zu  halten.  Wir  wollen  diesem 
Umstände  auch  in  der  Bezeichnung  Rechnung  tragen  und  wollen  statt 
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von  einem  Kräftepaar  lieber  Yon  einer  JDrehlcraft  (oder  einem  Dreh- 
moment) reden.  Die  Richtung  des  der  Drehkraft  ihrer  Definition 
nach  zugehörenden  Vektors  bezeichnen  wir  auch  aIs_^,Axe  der  Dreh- 
kraft"; den  Sinn  des  Vektors  markieren  wir  durch  einen  Pfeil  ^  der 
die  Axe  in  solchem  Sinne  umgiebt^  als  die  Kräfte  des  Paares  von 
der  Axe  aus  gesehen  zu  wirken  scheinen.  Die  Dimension  der  Dreh- 
kraft  ist  Kraft   mal   Hebelarm    (D  =  m  72  j  •     Als   Gegensatz  zu  dem 

Ausdrucke  Drehkraft  (Kräftepaar)  gebrauchen  wir  vorübergehend  das 
Wort  fjrhiebek'^aft  (Einzelkraft). 

Wir  müssen  uns  nur  hüten^  mit  dem  Ausdrucke  Drehkraft  die 
Vorstellung  zu  verbinden^  als  ob  die  Drehkraft  bestrebt  wäre^  um 
eine  bestimmte  gerade  Linie  zu  drehen.  Die  Einführung  der  Drehkraft 
geschah  ja  hier  auf  rein  statischem  Wege.  Von  ihrer  kinetischen 
Wirkung  kann  erst  später  die  Rede  sein^  wenn  wir  über  die  Massen- 
verteilung des  Körpers  bestimmte  Voraussetzungen  gemacht  haben  werden^ 
wo  wir  dann  überhaupt  von  der  kinetischen  Wirkung  der  Kräfte  handeln. 
Ebensowenig  soll  natürlich  durch  die  Bezeichnung  Schiebekraft  die  Vor- 
stellung erweckt  werden,  als  ob  die  kinetische  Wirkung  der  Schiebe- 
kraft notwendig  in  einer  Parallelverschiebung  bestände. 

Wir  gehen  nun  auf  das  allgemeine  Problem  der  Statik  ein,  setzen 
also  voraus,  dals  die  Kräfte  in  beliebiger  Weise  räumlich  durch  den 
starren  Körper  verteilt  sind.  Wir  verfahren  dabei  wie  üblich  folgender- 
mafsen:  Wir  nehmen  einen  beliebigen  Punkt  0  als  Bezugspunkt  an 
und  legen  durch  diesen  zu  jedem  der  gegebenen  Kraftvektoren  einen 
gleichsinnigen  und  einen  entgegensinnigen  Vektor  hindurch.  Die  ge- 
gebenen Kräfte  fassen  wir  mit  den  entgegengerichteten  Kräften  durch 
0  je  zu  einem  Kräftepaar  zusammen  und  ersetzen  letzteres  nach  der 
obigen  Regel  durch  den  Vektor  einer  Drehkraft,  wobei  wir  als  Anfangs- 
punkt des  Vektors  passend  den  Bezugspunkt  0  wählen  werden.  Wir 
erhalten  so  ebensoviele  Drehkräfte,  als  die  Anzahl  der  ursprünglichen 
Kräfte  betrug.  Alle  diese  Drehkräfte  setzen  wir  zu  einer  resultieren- 
den Drehkraft  D  zusammen,  deren  Axe  durch  0  gehen  möge*  Es 
bleiben  dann  noch  die  den  gegebenen  gleichgerichteten  Kräfte  (Schiebe- 
kräfte) durch  0  übrig.  Auch  diese  setzen  sich  zu  einer  Resultieren- 
den S  zusammen.     Daher  der  Satz: 

Ein  beliehiges  an  unserem  starren  Körper  angreifendes  Kraftsystem 
läfst  sieh  ersetzen  chreh  die  Kombination  einer  von  einem  beliebigen 
Punkte  0  auslaufenden  Sehiebekraft  8  und  einer  JDreTikraft  D. 

Wir  erwähnen  noch  die  allgemeine  Regel  zur  Berechnung  von  S 
und  D,     Es  sei  P,-  eine  der   an  unserem  Körper   angreifenden  Kräfte 
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und  Ff,  P/j  P/  die  Projektionen  des  Vektors  Fi  auf  die  Axen  eines 
rechtwinkligen  Koordinatensystems ^  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Be- 
zugspunkte zusammenfällt.  Ferner  mögen  X^-,  Yi,  Zi  die  Koordinaten 
des  Angriffspunktes  von  P,-  und  /S%  Qy^  S'  bez.  B^,  D^,  B'  die  Kompo- 
nenten von  8  und  D  sein.     Dann  haben  wir 

iS^^EFi',  Sy^UPi^,  S'^UPf, 

^^^  W=E(PfY~PiJZ.;),  Dy=2](PfZi-PfX;),  B^^E(P.iJXr-PfY:}. 

Diese  sehr  bekannten  Formeln  sind  der  unmittelbare  analytische  Aus- 
druck für  die  oben  geschilderte  geometrische  Konstruktion  von  8  und  D, 
Man  nennt  /S%  8^,  /S^,  D^,  B'J,  B^  Imr^weg  die  Koordinatm^des.  {^m 
starren  Körper  angreifenden)  Kraßs^stems. 

Im  allgemeinen  wird  die  Richtung  von  S  mit  der  Axe  von  B 
einen  Winkel  bilden^  welcher  aulser  von  der  Beschaffenheit  des  ge- 
gebenen Kraftsystems  auch  von  der  Auswahl  des  Bezugspunktes  abhängt. 
Wir  können  nun  aber  den  Punkt  0  stets  so  annehmen,  dafs  die  Vektoren 
8  und  D  ihrer  Richtung  nach  gerade  zusammenfallen,  wobei  0  noch 
auf  einer  bestimmten  Geraden  nach  Belieben  gewählt  werden  kann. 
Das  solcherweise  entstehende  einfachste  Äquivalent  eines  allgemeinen 
Kraftsystems  —  eine  Schiebekraft  verbunden  mit  einer  Drehkraft, 
welche  die  Richtung  der  Schiebekraft  zur  Axe  hat  —  werden  wir  eine 
8chrauhe  (oder  genauer  eine  Kraftschraube)  nennen.  Wir  können  dann 
die  Gröfsen  8^^,  .  .  .,  B^,  .  .  .  auch  als  Koordinatm.  der  Kraftschraube 
bezeichnen  und  können  den  obigen  Satz  folgendermafsen  präzisieren: 

Ein  beliebiges  an  unserem  starren  Körper  angreifendes  Kraftsystem 
läfst  sich  stets  als  eine  8chraube  auffassen,  deren  Koordinaten  durch  (1) 
bestimmt  sind. 

Legt  man  den  Bezugspunkt  speziell  auf  die  Axe  der  Schraube, 
so  werden  die  Komponenten  von  8  denen  von  B  proportional.  Viel- 
fach wird  man  indessen  auf  die  zuletzt  besprochene  Vereinfachung 
in  den  Formeln  verzichten  und  wird  es  vorziehen,  diesem  Punkt  eine 
durch  die  Natur  des  Problems  ausgezeichnete  Lage  zu  geben,  was  uns 
natürlich  nicht  hindert,  das  Kraftsystem  auch  dann  noch  als  eine 
(allerdings  nicht  durch  0  hindurchgehende)  Schraube  vorzustellen.  So 
wählt  man  bei  dem  frei  beweglichen  starren  Körper  gerne  den  Schwer- 
punkt zum  Bezugspunkt;  dieselbe  Wahl  werden  wir  später  treffen, 
wenn  wir  den  auf  einer  Ebene  beweglichen  Kreisel  behandeln  werden. 
Andrerseits  ist  es  geboten  im  Falle  des  (allgemeinen  oder  symmetrischen) 
Kreisels  den  Bezugspunkt  durchgehends  in  den  festen  TJnterstützungs- 
punkt  zu  legen.    Konstruieren  wir  uns  alsdann  im  Punkte  0  die  Dreh- 
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kraft  und  die  Schiebekraft^   so   werden  wir  von   diesen  weiterhin  nur 
die  erstere  zu  berücksiclitigen  haben. 

In  der  That,  welches  auch  im  Einzelnen  die  Umstände  sein  mögen, 
die  die  feste  Lage  des  Unterstützungspunktes  bewirken,  jedenfalls 
müssen  sie  der  im  Punkte  0  angreifenden  Schiebekraft  eine  gleich 
grofse  Widerstandskraft  entgegensetzen.  Diese  Widerstandskraft  heifst 
die  BeaMionskraft  des  ünterstütmngspunMes.  Der  Grröfse  nach  ist  sie 
gleich  der  oben  gefundenen  Resultierenden  8^  der  Richtung  nach 
ihr  entgegengesetzt.  Fügen  wir  diese  Reaktionskraft  unserem  Kraft- 
system hinzu,  so  wird  die  Schiebekraft  8  gerade  aufgehoben,  während 
die  Drehkraft  genau  den  früheren  Betrag  D  behält.  Wir  werden  also 
wirklich  von  dem  Auftreten  der  Schiebekraft  zunächst  vollkommen  ab- 
sehen können  und  werden  auf  diese  nur  gelegentlich  später  zurück- 
zukommen brauchen,  wenn  wir  den  Druck  berechnen  werden,  welchen 
die  Unterlage  des  Kreisels  bei  dessen  Bewegung  auszuhalten  hat. 

Gleichzeitig  vereinfachen  sich  unsere  obigen  allgemeinen  Sätze  im 
vorliegenden  Falle.     Wir  können  sagen: 

Das  allgemeinste  an  unserem  Kreisel  angreifende  Kraftsystem  Icann 
mit  Büchsieht  auf  die  feste  Lage  des  Unterstütmngspun'ktes  ersetzt  werden 
durch  eine  einzelne  BreMraft.  — 

Man  beachte  die  schöne  Analogie,  welche  zwischen  unseren  statischen 
Sätzen  und  den  zu  Beginn  der  Vorlesung  entwickelten  kinematischen 
Sätzen  besteht.  Die  Analogie  liegt  so,  dafs  für  den  freien  Körper 
Drehkräfte  und  (unendlich  kleine)  Parallelverschiebungen,  andererseits 
Schiebekräfte  und  (unendlich  kleine)  Drehungen  verglichen  werden 
müssen.  Dasselbe  geometrische  Gebilde,  die  Schraube,  erscheint  das 
eine  Mal  als  Bewegungsschraube,  das  andere  Mal  als  Kraftschraube. 
Beim  Kreisel  treten  Drehkräfte  und  (unendlich  kleine)  Drehungen  um  0 
direkt  in  Parallele.     Beide  werden  durch  Vektoren  repräsentiert. 

Aufserdem  bemerke  man,  dafs  der  Kreisel  in  statischer  Hinsicht 
dem  einzelnen  Massenpunkte  an  Einfachheit  nicht  nachsteht.  Die  Mög- 
lichkeit der  späteren  elementargeometrischen  Entwickelungen  zur  Kreisel- 
theorie beruht  wesentlich  auf  diesem  Umstände. 

Als  Beispiel  besjprechen  wir  den  hesoiuders  einfachen  Fall,  in  dem 
das  ursprüngliche  Kraftsystem  durch  die  Schwerewirkung  geliefert  wird. 
Auf  jedes  Teilchen  dm  des  Kreisels  wirkt  infolge  der  Gravitation  die 
Kraft  gdm  vertikal  nach  unten. 

Wir  nehmen  ein  X,  Y,  Z,  Koordinatensystem  mit  dem  Anfangs- 
punkte in  0  und  der  Z-Axe  vertikal  nach  oben.  Aus  den  Gleichungen 
(1)  ergiebt  sich  dann  unmittelbar,  unter  m  die  Gesammtmasse  des 
Kreisels,  unter  |,  t^,  g  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  verstanden: 
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mg, 
Ydm  =  —  mg  1 
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8^  =  0,     Sv  =  0,     S'  =  —  gfdm  = 
B^  =  —  g  I  Ydm  ==  —  mgrj,    D^  =  g  1  Xdm  =  mg  |,    D^  =  0. 

Wir  kommen  also  zu  der  sehr  bekannten  Thatsache,  dafs  die  Schwere- 
tvirhmg  dieselbe  ist,  wie  wenn  eine  Einzelkraft  vom  Betrage  mg  senlcrecM 
nach  unten  im  Schwerpunkte  angriffe. 

Bei   dem    symmetrischen   Kreisel  liegt  der  Schwerpunkt   offenbar 
entweder   auf  der   Figurenaxe    oder   auf  ihrer   Verlängerung   über   0 


X^' 


Mg.  11. 


ITig.  12. 


hinaus.     Sei  E  die   Entfernung  des   Schwerpunktes  5^  von    0,   und  d' 
wie  früher  der  Winkel  zwischen  der  Figurenaxe  und  der   Vertikalen. 
Dann  hat  der  Vektor  D  die  Länge 

m^jEJsin'9'; 

der  Richtung  nach  steht  er  sowohl  auf  der  Vertikalen  wie  auf  der 
Figurenaxe  senkrecht.  Erinnern  wir  uns  ferner  der  Definition  der 
Knotenlinie  von  pag.  J,  so  können  wir  sagen:  Der  Vektor  D  fällt  in 
die  Knotenlinie  oder  in  ihre  Verlängerung  über  d  hinaus^  je  -nach-dem 
8  auf  der  Figurenaxe  oder  auf  ihrer  Verengerung  liegt.  Statt  dessen 
können  wir  uns  auch  so  ausdrücken,  dafs  wir  sagen:  Der  Vektor  D 
fällt  immer  in  die  Knotenlinie  und  zwar  beträgt  seine  Grröfse: 

D  =  Psin#,      F==^  +  mgE, 

wobei  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem  der 
Schwerpunkt  oberhalb  oder  unterhalb  des  Unterstützungspunktes  (sc.  bei 
vertikal  aufgerichteter  Figurenaxe)  gelegen  ist.  Die  letztere  Ausdrucks- 
weise, welche  wir  später  acceptieren  werden,  hat  den  Vorteil,  dafs  wir 
die  beiden  unterschiedenen  Fälle  zuvörderst  gleichmäfsig  behandeln  und 
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durch  die  einfaclien  Bedingungen  P  >  0  und  P  <  0   nachträglicli  von 
einander  trennen  können. 

Ebenso^  wie  es  in  dem  letzten  Beispiele  der  Fall  war^  setzt  man 
gewölmlich  stillschweigend  voraus,  dafs  die  Kräfte,  um  die  es  sich  in 
der  Statik  handelt,  kontinuierlich  wirkende  Kräfte  sind.  Man  über- 
sieht aber  sofort,  dafs  alle  unsere  Ausführungen  auch  für  Stofskräfte 
gültig  bleiben,  sofern  die  sämmtlichen  Stöfse  nur  gleichzeitig  erfolgen. 
In  der  That  überträgt  sich  jede  Aussage  über  kontinuierliche  Kräfte 
sofort  auf  Stofskräfte,  (vgl.  die  Definition  der  letzteren  von  pag.  70). 
Als  Analogon  zu  dem  Begriffe  der  Drehkraft  werden  wir  dabei  den 
Begriff  des  DrehstnJßes  einführen,  d.  h.  den  Inbegriff  eines  Paares  gleich 
grofser  entgegengesetzt  gerichteter  paralleler  Schiebestöfse.  Gröfse,  Axe 
und  Sinn  des  Drehstofses  bestimmen  sich  ebenso  wie  bei  der  Dreh- 
kraft aus   dem  Moment  und  der  Lage  der  das  Paar   konstituierenden 

P 
Einzelkräfte.     Die   Dimension    des   Drehstofses   ist    [J)]  =  m  —•     Wir 

sprechen  daher  die  allgemeinen  Sätze  aus : 

Das    allgemeinste    an    einem-  frei   hetveglichen   starren   Körper   an- 
greifende System  von  Stofslmlften  läfst  sieh  stets  ersetzen  durch  eine  ein- 
zelne Schraube  {genauer  gesagt:   eine  Stofsschraube). 
und : 

Das  allgemeinste  System  von  Stofslmften,  welches  irgendwie  in  den 
Punkten  unseres  Kreisels  angreift,  läfst  sich  stets  auffassen  als  ein  ein- 
zelner Brehstofs  und  läfst  sich  also  darstellen  durch  einen  einzelnen  von 
0  auslaufenden  VeMor. 

In  der  bisher  auseinandergesetzten  Form  ist  die  Statik,  wie 
erwähnt,  von  Poinsot  begründet  worden,  (bei  dem  allerdings  das 
Wort  „Schraube"  noch  nicht  vorkommt).  Sein  grundlegendes  Werk 
Clements  de  statique,  erschien  zuerst  im  Jahre  1803;  seitdem  folgte  eine 
aufserordentlich  grofse  Zahl  von  Auflagen.  Man  wolle  dort  die  Beweise 
der  vorstehend  mitgeteilten  Sätze  nachlesen.  Mit  der  projektiven  Geo- 
metrie wurde  die  Statik  von  Moebius,  speziell  mit  der  Liniengeometrie 
von  Plücker  in  Verbindung  gesetzt.  Von  neueren  Darstellungen 
nennen  wir  neben  der  schon  früher  zitierten  Schraubentheorie  von 
Ball  insbesondere  das  zweibändige  Lehrbuch  von  Routh*),  Analytical 
Statics,  welches  sich  durch  Präzision  und  Reichhaltigkeit  besonders 
empfehlen  dürfte.  — 

Wir  gehen  nun  noch  auf  die  eingangs  erwähnte  andere  Methode 
zur  Begründung  der  Statik  ein,  welche  im  Wesentlichen  von  Lag  ränge 
herrührt.    Sie  besitzt  gegenüber  der  bisher  besprochenen  Poinsot  sehen 


'^)  Cambridge,  2^«  Auflage  1896. 
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Darstellung  den  Vorzug  gröfserer  Verallgemeinerungsfälligkeit ^  wofür 
sie  au.f  der  anderen  Seite  weniger  elementar  erscheinen  dürfte  als  jene. 
JSfacli  dieser  Methode  leiten  wir  die  Zusamme7tset0W^g  der  Kräfte  aus 
der  ZusammenseUung  der  Ärheitsgröfsen  ah,  welche  die  Kräfte  bei  einer 
unendlich  kleinen  Verrückung  des  starren  Körpers  leisten. 

Wir  stellen  uns  wieder  vor,  dafs  auf  unseren  Körper  ein  beliebiges 
System'  von  Kräften  Pi  mit  beliebigen  Angriffspunkten  wirkt.  Die 
Gesamtarbeit  dÄ  unseres  Kraftsystems  setzen  wir  zusammen  aus  den 
sämtlichen  Teilarbeiten  dÄi  der  Einzelkräfte  Pi.  Dabei  benutzen  wir 
den  allgemeinen  Grundsatz :  Die  Arbeit  ist  von  der  Wähl  des  Koordinaten- 
systems tmabhängig;  sie  ist  eine  shalare  GrÖfse;  mehrere  Arbeitsquanta 
setzen  sich  zusammen  ^  wie  sliolare  Gröfsen,  sie  addieren  sich  im  alge- 
braischen Sinne. 

Nach  pag.  75  beträgt  die  Arbeit,  welche  die  Kraft  Pi  bei  einer 
unendlich  kleinen  Verrückung  ihres  Angriffspunktes  leistet: 

dÄi  =  (Pi-x;  +  p/^/  +  p/^/)  dt, 

unter  Pi^,  Pi^,  P/  die  Komponenten  von  Pi,  unter  Xi,  yi,  Zi  die  Ko- 
ordinaten ihres  Angriffspunktes  bezüglich  eines  im  Räume  festen  Koordi- 
natensystems {x,  y,  z)  verstanden.  Mithin  ergiebt  sich  die  Gesamt- 
arbeit zu 

dÄ  =  IJdÄi  =  ZiPi-x/  +  P,^2//  +  Pf  0.0  dt. 

Wir  erinnern  uns  nun  der  Ergebnisse  des  ersten  Kapitels,  nach  welchem 
jede  unendlich  kleine  Verrückung  eines  starren  Körpers  aus  einer 
Parallelverschiebung  und  einer  Drehung  besteht  und  durch  die  sechs 
Geschwindigkeitskoordinaten  x,  y,  /,  p,  q,  r  analytisch  dargestellt 
werden  kann  (vgl.  pag.  47).  Durch  diese  Koordinaten  drücken  wir 
zunächst  die  Geschwindigkeit  (x/,  yi,  ^/)  des  Angriffspunktes  von  Pi 
aus.  Infolge  der  Parallelverschiebung  erhält  der  Angriffspunkt  von 
Pi  (ebenso  wie  jeder  Punkt  des  Körpers)  die  Geschwindigkeit  {x,  y\  /) ; 
infolge  der  Drehung  gewinnt  er  (s.  Gl.  (3')  von  pag.  41)  die  Ge- 
schwindigkeit 

(„  YiT  +  Zi(i,  -Zip-i-  Xir,  ~~  Xiq  +  Y^p). 

Mithin   beträgt  die  resultierende   Geschwindigkeit  des  Angriffspunktes 

von  P^: 

x/  ==x  —  Yir  -\-  Ziq, 

Vi  ^y  —  Zip^  Xir, 
0i  =/  —  X-g-f  Zip. 

Diese  Werte  tragen  wir  in  unseren  obigen  Ausdruck  für  die  Gesamt- 
arbeit ein.     Derselbe  schreibt  sich  dann  folgendermafsen: 
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(2)  d  J.  =  (S'^x  +  Syy  +  S'/  +  D^j)  +  D^q  +  D'r)  dt, 

wo 

(3)        .d-  =  2;(P/y:--p/z,),   d^^  =  2:(Pf z,  -  p/x,); 
i)^  =  2;(P/z,-PfY;-)- 

Es  sind  dieses  genau  dieselben  Grröfsen^  welche  oben  in  den 
Gleicliungen  (l)^anftraten. 

Wir  wollen  uns  ihre  Bedeutung  unabhängig  von  dem  früher  ge- 
sagten klar  machen^  wobei  wir  zu  einer  neuen  einfachen  Definition 
dieser  öröfsen  gelangen.  Nach  Gleichung  (2)  ist  Ä^  das  Verhältnis  der- 
jenigen Arbeit,  welche  unser  Kraftsystem  bei  einer  Verschiebung  des 
Körpers  in  der  Richtung  der  ^-Axe  leistet,  zu  der  Gröfse  dieser  Ver- 
schiebung. Ebenso  ist  D^  gleich  dem  Verhältnis  derjenigen  Arbeit, 
welche  unser  Kraftsystem  bei  einer  reinen  Drehung  des  Körpers  um 
die  Axe  X  oder,  was  auf  dasselbe  herauskommt,  um  die  Axe  x  leistet, 
zu  der  Gröfse  des  Drehungswinkels.  Die  Gröfsen  S^,  .  .  .,  D^, . .  .  haben 
also  eine  ganz  analoge  Bedeutung,  wie  die  Komponenten  P^, . .  .  der 
an  einem  einzelnen  Massenpunkte  angreifenden  Kraft  P,  welche  ja 
ihrerseits  ursprünglich  als  das  Verhältnis  eines  gewissen  Arbeitsquantums 
zu  einer  gewissen  unendlich  kleinen  Bewegung  definiert  waren  (vgl. 
pag.  70).  Infolgedessen  liegt  es  nahe,  den  Begriff  der  Kraft  von  dem 
einzelnen  Massenpunkte  auf  unsern  starren  Körper  zu  erweitern.  Wir 
werden  kurz  von  einer  an  dem  starren  Körper  angreifenden  Gesamt- 
Icraft  sprechen  können,  welche  dem  gegebenen  System  der  Einzelkräfte 
äquivalent  ist.  Dieselbe  zerlegt  sich  in  eine  Schiebekraft  S  und  eine 
Drehkraft  D,  welche  letztere  je  in  drei  Komponenten  nach  den  Koordi- 
natenaxen  aufgelöst  tverden  könnest.  Die  Gröfsen  S^^  S^^  S'',  D^,  D^,  D"" 
werden  wir  wieder  als  die  Koordinaten  unserer  Gesamtkraft  bezeichnen, 
ähnlich  wie  wir  die  GrÖlsen  x\  y\  z\  p^  q^  r  die  Koordinaten  der 
instantanen   Geschwindigkeit  genannt   haben.     Dann  können  wir  kurz 


Die  Koordinaten  der  Kraft  sind  ihrer  Definition  nach  nichts  anderes 
als  die  Faktoren,  welche  in  dem  Ausdrucke  für  die  Arbeit  die  Koordi- 
naten der  Geschwindigkeit  multiplizieren. 

Handelt  es  sich  speziell  um  einen  Körper  mit  festem  ünterstützungs- 
punkte,  in  welchem  Ealle  wir  wie  oben  diesen  Punkt  zum  Bezugs- 
punkte nehmen  werden,  so  haben  wir  für  die  Schiebegeschwindigkeit 
X  ==  y  z=^  z  ^=  0  und  können  von  der  Schiebekraft  S^,  S^,  S^  ab- 
strahieren.   Die  Drehkraft  dagegen  wird  wieder  genau  durch  die  Glei- 
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chungen  (3)   definiert.     Die   Gresamtarbeit^  welche   diese  Drehkraft  bei 
der  unendlicli  kleinen  Verrückung  (p,  q^  r)dt  leistet^  ist  alsdann 

(2')  dA  =  (D^i)  +  Byq  +  B'r)  dt. 

Die  jetzige  Definition  der  Dreh-  und  Schiebekraft  ist  in  vieler 
Hinsicht  der  früheren  yorzuziehen^  da  sie  unmittelbar  an  den  Begriff 
der  Kraft  beim  einzelnen  Massenpnnkte  anknüpft;  insbesondere  über- 
hebt sie  uns  der  Einführung  des  Begriffes  der  Kräftepaare ^  welchen 
wir  früher  vorübergehend  nötig  hatten.  Dafs  die  neue  und  die  alte 
Definition  auf  dasselbe  hinauskommen,  lehrt  die  Vergleichung  der 
Ausdrücke  (1)  und  (3). 

Wir  könnten  jetzt  von  Neuem  die  sämtlichen  Lehren  der  elemen- 
taren Statik  entwickeln;  insbesondere  würde  dabei  die  Thatsache,  dafs 
Schiebekräfte  und  Drehkräfte  sich  wie  linienflüchtige  bez.  freie  Vektoren 
zusammensetzen,  als  unmittelbare  Folge  der  entsprechenden  Zusammen- 
setzung von  Geschwindigkeiten  und  unseres  obigen  Grrundsatzes  erscheinen, 
nach  welchem  Arbeitsquanten  sich  wie  skalare  Gröfsen  addieren. 

In  solcher  Weise  ist  die  Statik,  wie  erwähnt,  von  Lagrange 
in  seiner  berühmten  mecanique  analytique  begründet  worden.  Wenn 
wir  oben  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  an  den  Ausdruck  für  die 
Arbeit  anknüpften,  so  ist  dieses  im  Wesentlichen  dasselbe,  wie  wenn 
wir  nach  dem  Vorgange  von  Lagrange  das  Gleichgewkht  eines  Systems 
auf  Grund  des  Prinzips  der  virtuellen  Verrüchmgen  beurteilen.  In  der 
That  sagt  dieses  Prinzip  bekanntlich  aus,  dafs  an  einem  beliebigen 
System  gegebene  Kräfte  sich  dann  im  Gleichgewicht  befinden,  wenn 
bei  jeder  möglichen  unendlich  kleinen  Verrückung  die  von  ihnen 
geleistete  Arbeit  verschwindet,  oder  etwas  allgemeiner  ausgedrückt,  dafs 
zwei  verschiedene  Kraftsysteme  einander  dann  äquivalent  sind,  wenn 
bei  jeder  möglichen  Verrückung  die  von  beiden  geleistete  Arbeit  die 
gleiche  ist.  In  Übereinstimmung  mit  diesem  Prinzipe  haben  wir  oben 
das  gegebene  Kraftsystem  der  Pt  durch  die  Kombination  einer  Schiebe- 
kraft S  und  einer  Drehkraft  D  ersetzt.  Nur  die  Ausdrucksweise  war 
etwas  anders,  wie  bei  Lag  ränge,  zu  dessen  Zeit  der  Begriff  und  die 
Bezeichnung  der  Arbeit  noch  nicht  geläufig  waren.  — 

Wir  wollen  schliefslich  den  Ausdruck  für  die  Arbeit  benutzen, 
um,  ebenso  wie  beim  einzelnen  Massenpunkte  geschehen,  eine  Verab- 
redung darüber  zu  treffen,  was  wir  unter  den  ^^verallgemeinerten  Koordi- 
naten eines  Kraftsystems^'  verstehen.  Dabei  gehen  wir  ganz  analog  vor, 
wie  pag.  78  bei  dem  einzelnen  Massenpunkt. 

Offenbar  können  wir  den  instantanen  Bewegungszustand  des  starren 
Körpers    statt   durch   die    Gröfsen   x,  y,  /,  p,  q,  r   noch   in   äufserst 
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mannigfaclier  Weise  durch  sechs  andere  Parameter  festlegen.  Die  nächst- 
liegende Abänderung  wäre  die^  dafs  wir  den  Bezugspunkt  anders  wählen 
und  aufserdem  die  Lage  des  ;r^^- Systems  im  Räume  und  die  des 
XF^- Systems  im  Körper  variieren.  Zerlegen  wir  «nun  nach  der  obigen 
Regel  ein  bestimmtes  Kraftsjstem  in  Schiebekraft  und  Drehkraft;,  so 
werden  wir  für  die  Komponenten  dieser  Kräfte  andere  Werte  finden 
wie  früher.  Ebenso  werden  sich  die  Koordinaten  einer  bestimmten 
unendlich  kleinen  Verrückung  ändern.  Dagegen  ist  es  klar,  dafs  die 
Arbeit,  welche  ein  bestimmtes  Kraftsystem  bei  einer  bestimmten  un- 
endlich kleinen  Verrückung  leistet,  genau  den  früheren  Wert  beibehalten 
muss.  Die  Arbeit  hat  bei  fester  Wahl  der  Einheiten  von  Länge,  Zeit 
und  Masse  einen  festen  numerischen  Wert,  welcher  von  der  Wahl  des 
Koordinatensystems  unabhängig  ist;  sie  ist  (gegenüber  Veränderung 
der  Koordinatensysteme)  eine  absolute  Invariante,  wie  wir  sagen  können. 

Wir  werden  aber  darüber  hinaus  noch  weit  durchgreifendere  Ände- 
rungen in  der  Koordinatenbestimmung  des  momentanen  Bewegungs- 
zustandes vornehmen.  Beispielsweise  werden  wir  die  instantane  Drehung 
statt  durch  die  Gröfsen  p,  qi,  r  durch  die  Änderungen  der  Eul  er  sehen 
Winkel  (p,  il)\  xf'  festlegen,  ferner  könnten  wir  (etwa  wie  im  vorigen 
Paragraphen  geschehen)  die  Lage  und  Greschwindigkeit  des  Bezugs- 
punktes durch  die  Gröfse  und  die  Grröfsenänderung  dreier  krummliniger 
Koordinaten  |,  rj,  ^  bestimmen.  Die  allgemeinste  Annahme  wird  die 
sein,  dafs  wir  die  x,  y\  /,  p,  ^y^^  gleich  beliebigen  linearen  Funktionen 
von  beliebigen  sechs  Geschwindigkeitsparametern  |',  7j\  g',  9?',  ^',  -O''  setzen 
mit  Koeffizienten,  die  noch  von  den  Werten  der  |,  t],  ^,  ^,  1/^,  '9'  selbst 
abhängen.  Es  fragt  sich,  wie  die  Koordinaten  des  Kraftsystems  dabei 
geändert  werden  oder  richtiger,  was  wir  jetzt  unter  dem  Worte  „Koordi- 
naten des  Kraftsystems^^  verstehen  wollen.  Wir  treffen  diesbezüglich 
folgende  Festsetzung: 

Wir  führen  in  den  Ausdruck  (2)  für  die  Arbeit  die  Werte  der 
x,.,.r  in  den  |', . •  •  '^'  ein  ^^id  ordnen  den  Ausdruck  nach  den  letzteren 
Gröfsen.  Dann  definieren  wir  als  die  su  den  GeschwindigJceitsJwordi- 
naten  ^,  rl  £',  g?',  ^'^  %"'  gehörigen  Koordinaten  des  Kraftsystems  diejenigen 
Gröfsen,  tvelche  he0.  als  Faläoren  von  i,\  rj\  t^,  cp\  ^',  -0^'  auftreten.  Diese 
Definition  der  Kraftkomponenten  befindet  sich  in  der  That  in  genauer 
Analogie  zu  unserer  Definition  des  Wortes  beim  einzelnen  Massen- 
punkte. Beispielsweise  bedeutet  nämlich  die  zu  |  gehörige  Kraft- 
koordinate das  Verhältnis  derjenigen  Arbeit,  welche  unser  Kraftsystem 
bei  einer  Verrückung  di,  leistet,  zu  dieser  Verrückung. 

Offenbar  werden  die  neuen  Kraftkoordinaten  lineare  Funktionen  der 
alten   u.  zw.   sehen  die  Substitutionsgieichungen,  welche  von  letzteren 
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zu  ersteren  füliren^  ganz  ähnlicli  ans^  wie  die  Substitutionsgleicliungen 
welche  die  alten  Geschwindigkeitskoordinaten  durch  die  neuen  aus- 
drücken; es  sind  nur  die  Koeffizienten  der  horizontalen  und  der  verti- 
kalen Reihen  gegen  einander  vertauscht.  Diese  Thatsache  drücken  wir 
kurz  so  aus,  dafs  wir  sagen: 

Atif  Grund  unserer  Definition  der  verallgemeinerten  Kraftlwordinaten 
verhalten  sieh  diese  allemal  zu  den  Gesehwindiglceitshoordinaten  kontra- 
gredient. 

Den  entsprechenden  Satz  oder  richtiger  die  entsprechende  Pest- 
setzung haben  wir  schon  pag.  79  für  die  Kraftkoordinaten  am  einzelnen 
Massenpunkte  ausgesprochen. 
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25wiselien  Impuls-  und  Drehungsvektor.     Beziehung  zum  Ausdrucke 

der  lebendigen  Kraft. 

Wir  machen  nun  den  Übergang  von  der  Statik  zur  Kinetik,  fragen 
also  nach  dem  Zusammenhange  zwischen  der  Bewegung  und  den  die 
Bewegung  verursachenden  Kräften.  Hierbei  wird  die  Massenverteilung 
des  Körpers  von  entscheidender  Wichtigkeit^  so  dafs  wir  weiterhin  den 
allgemeinen  und  den  symmetrischen  Kreisel  gesondert  behandeln  werden. 

An  die  Spitze  der  Kinetik  stellen  wir  wie  beim  einzelnen  Massen- 
punkte den  Begriff  des  Impulses.  Wir  erläutern  diesen  Begriff  zu- 
nächst im  Falle  des  frei  beweglichen  starren  Körpers^  um  von  hier  aus 
sogleich  zu  dem  in  einem  seiner  Punkte  befestigten  Körper  überzugehen. 

Die  Definition  des  Impulses  ist  folgende: 

Wir  betrachten  den  starren  Körper  in  einem  beliebigen  Bewegungs- 
zustande und  fragen  nach  irgend  einem  System  von  Stofskräften^ 
welches  im  Stande  ist^  den  Körper  in  seiner  augenblicklichen  Lage 
momentan  aus  der  Ruhe  in  den  fraglichen  Bewegungszustand  überzu- 
führen. Dieses  oder  irgend  ein  ihm  äquivalentes  System  von  Stofskräften 
heifst  der  Impuls  des  Körpers, 

Mit  Rücksicht  auf  die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen 
können  wir  sofort  folgende  Sätze  aussprechen: 

Der  Impuls  des  frei  hewegliehen  starren  Körpers  besteht  aus  der  Kombi- 
nation eines  Sehiebestofses  und  eines  Drehstofses;   er  kann  kurzweg  als 
eine  Sehraube  aufgefafst  werden. 
Und: 

Der  Impuls  eines  starren  Körpers  mit  festem  Unterstütmngspunkte  0 
ist  ein  einzelner  Drehstofs;  ivir  können  ihn  unter  dem  einfachen  Bilde 
eines  von  0  auslaufenden  Vektors  sehen. 
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Indem  wir  bei  dem  letzteren  Falle  bleiben^  ziehen  wir  neben  dem 
statiscben  Vektor  des  Impulses  den  kinematischen  der  Drehgeschwindig- 
keit  in  Betracht. 

Es  lüird  eine  erste  Aufgabe  der  Kinetik  des  Kreisels  sein^  die  gegen- 
seitige Abhängigkeit  dieser  leiden  Vektoren  festmstellen. 

Zu  dem  Zwecke  operieren  wir  so^  dafs  wir  einerseits  die  Ge- 
schwindigkeiten andererseits  die  Impulse  aller  einzelnen  Massenteilchen 
betrachten^  aus  denen  sich  der  Kreisel  aufbaut. 

Wir  nehmen  vorab  die  Axe  der  Drehgeschwindigkeit  zur  ersten 
Koordinatenaxe  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  X  YZ^  welches 
eine  unveränderliche  Lage  gegen  den  Körper  hat,  und  dessen  Anfangs- 
punkt mit  dem  ünterstützungspunkte  zusammenfällt.  Die  Kompo- 
nenten des  Impulsvektors  nach  den  Koordinatenaxen  bezeichnen  wir 
mit  Lj  My  Ny  die  des  Drehungsvektors  wie  früher  mit  p,  q,  r .  Nach 
Voraussetzung  hat  von  letzteren  nur  p  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  ein  Teilchen  P  des  Körpers  von  der 
Masse  dm.  Vermöge  der  Drehung  um  die  X-Axe  besitzt  unser  Teilchen 
eine  Lineargeschwindigkeit 

Die    Stosskraft,    welche    erforderlich    ist,    um    diese    Geschwindigkeit 
momentan  zu  erzeugen,  hat  die  Gröfse  vdm\  ihre  Komponenten   nach 
den  drei  Koordinatenaxen  betragen,  wie  man  leicht  erkennt,  bez. 
0,     — pZdm,    pYdm. 

Solcher  Stofskräfte  mögen  nun  auf  unsern  Körper  so  viele  wirken, 
als  wir  Teilchen  P  unterscheiden  mögen.  Die  Drehkraft,  welche  zu 
dem  System  dieser  Stofskräfte  gehört,  ist  dann  unser  Impuls.  Seine 
Komponenten  berechnen  sich  nach  der  analytischen  Regel  von  pag.  85  zu 

(1)   L=pf{Y^  +  Z^)dm,    M=—pfYXdm,    N=—pfzXdm^ 

wo  die  Integrale  über  die  Gesamtmasse  des  Körpers  zu  erstrecken  sind. 
Die  vorstehenden  Ausdrücke  zeigen  sofort,  dafs  der  Vektor  des  Im- 
pulses im  Allgemeinen  von  dem  Vektor  der  Drehgeschwindigkeit  der 
Richtung  nach  abweicht:  während  nach  Annahme  der  Vektor  der  Dreh- 
geschwindigkeit in  die  X-Axe  fällt,  besitzt  der  Vektor  des  Impulses 
auch  Komponenten  in  Richtung  der   Y-  und  2'- Axe. 

In  ganz  entsprechender  Weise  erhalten  wir  offenbar,  wenn  wir 
annehmen,  dafs  die  instantane  Drehung  um  die  Y-  oder  ^-Axe  erfolgt, 
durch  cyklische  Vertauschung  die  folgenden  Werte  für  die  Komponenten 
des  zugehörigen  Impulses: 
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(1')  L^  —  qJxYdm,     M^qf{ZJ  +  X^)dm,  N^  —  qfzYdm 

bez. 

{r)L=-^rfxZdm,     M^  —  rfYZdm,         N=r  f{X^+Y^)dm. 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  aber  auch  sofort 
der  Impuls  bei  allgemeiner  Lage  des  Drehungsvektors.  Wie  wir  wissen^ 
setzen  sich  sowohl  Drehgeschwindigkeiten  als  Drehkräfte  (Impulse)  wie 
Vektoren  zusammen^  d.  h.  so  dafs  sich  ihre  Komponenten  einfach 
addieren.  Demnach  entspricht  einer  Drehung  (j)^  q^  r)  um  die  Axe 
p  :  q  :  r  ein  Impuls ^  dessen  Komponenten  bez.  gleich  der  Summe  der 
in  den  Gleichungen  (1),  (!')  und  (1")  berechneten  Impulskomponenten 
sind.     Der  zugehörige  Impuls  lautet  daher: 


(2) 


r,=     pf(Y'--\-Z^)dm—qfxYdm  —rfxZdm, 

f^—pfYXdm  -\-qf{Z^+  X^)dm  —rfYZdm, 

N^—pfzXdm  —qfzYdm.  -^rf{X'+  Y^)( 


Die  vorstehenden  Gleichungen  nehmen  sofort  eine  sehr  übersicht- 
liche Form  an,  wenn  wir  die  folgende  quadratische  Form  der  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten 

(3)    T===l^^p'  f(Y'  +  Z')dm  +  q'  f{Z'-  +  X'^)dm  +  r'  f{X^^  'Y^)dm 

—  2qrfYZdm  —  2rp  CzXdm  —  2pqjXYdm\ 
einführen.     Dann  ergiebt  sich  nämlich  einfach 

Wir  fragen  nach  der  mechanischen  Bedeutung  unserer  quadra- 
tischen Form  T.  Es  zeigt  sich^  dafs  T  die  lebendige  Kraft  des  Kreisels, 
d.  h.  diejenige  Arbeit  ist,  welche  der  Impuls  bei  der  Erzeugung  des  in- 
stantanen  JBetvegungs^ustandes  leistet. 

In  der  That,  berechnen  wir  diese  Arbeit^  indem  wir  sie  zunächst 
aus  den  Einzelarbeiten  zusammensetzen,  welche  die  an  den  Massen- 
teilchen des  Körpers  angreifenden  Einzelimpulse  liefern.  Nach  pag.  75 
beträgt  die  Arbeit,  welche  an  dem  Massenteilchen  dm  bei  der  Erzeugung 
der  Geschwindigkeit  (x\  y',  z')  geleistet  wird, 


96  II.    Einführung  in  die  Kinetik  des  Kreisels. 

Die   Gesamtarbeit   berechnet    sich    hieraus   durch  Integration  über  die 
ganze  Masse  des  Körpers;  sie  wird 


lf{x'^  +  i/^  +  ^/^)dm. 


Diesen  Ausdruck  formen  wir  um^  indem  wir  die  Drehgeschwindigkeit 
p,  q^  r  einführen.  Die  hierzu  erforderlichen  Ausdrücke  der  x\  y\  ^' 
haben  wir  pag.  41  hergestellt.     Wir  erhalten  daraufhin: 


I/k- 


Zq  +  Yrf  +  (—  Xr  +  Zpf  +  (—  Yp  +  Xqf}  dm. 

Die  Ausrechnung  dieses  Ausdrucks  liefert  aber  gerade  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  (3).     Wir  werden  also  sagen: 

Die  lebendige  Kraft  des  Kreisels  ist  eine  homogene  quadratische 
Funktion  der  Komponenten  des  Drehungsvektors  mit  konstanten,  d.  h  nur 
von  der  Massenverteilung  des  Körpers  abhängigen  Koeffizienten. 

Nachdem  wir  die  Bedeutung  von  T  erkannt  haben  ^  können  wir 
die  Gleichungen  (4)  als  das  genaue  Analogon  zu  den  pag.  76  für  den 
einzelnen  Massenpunkt  angegebenen  Gleichungen  (7)  aussprechen. 

Wir  werden  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  noch  in  eine 
Reihe  anderer  interessanter  Formen  schreiben.  Zunächst  bemerken  wir^ 
dafs  nach  einem  bekannten  Satz  über  homogene  Punktionen 

Mit  Rücksicht    auf   die  Gleichungen  (4)  können  wir  statt   dessen 
schreiben 
(5)  T  =\{j>L  +  qM  +  rN). 

Diese  Formel  drücken  wir  in  Worten  folgendermafsen  aus: 

Die  lebendige  Kraft  ist  gleich  dem  halben  Prodiikt  cms  der  Gröfse 
des  Impulsvektors  in  die  Projektion  des  Drehungsvektors  auf  jenen  (oder 
auch  gleich  dem  halben  Produkt  aus  der  Gröfse  des  Drehungsvektors  in 
die  Projektion  des  Impulsvektors  auf  diesen). 

In  der  Sprache  der  Vektoranalysis  (vgl.  pag.  62)  können  wir  hier- 
für auch  kurz  sagen: 

Die  lebendige  Kraft  ist  gleich  dem  halben  skalaren  Produkt  aus  dem 
Vektor  des  Impulses  und  dem  der  Drehung. 

Ohne  auf  den  Aufbau  des  starren  Körpers  aus  seinen  einzelnen 
Massenteilchen^  wie  hier  geschehen^  einzugehen ^  hätten  wir  die  letzte 
Formel  auch  direkt  aus  der  Betrachtung  des  Gesamtsystems  erschliefsen 
können^  indem  wir  eine  pag.  75  gegebene  Betrachtung  vom  einzelnen 
Massenpunkte  direkt  auf  unsern  Fall  übertragen. 
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Wir  knüpfen  an  die  Arbeit  an,  welche  eine  beliebige  kontinuier- 
licbe  Drehkraft  (D^^^  D^^  D^)  an  unserem  Kreisel  bei  der  Verrückung 
pdt,  qdf,  rät  leistet.    Diese  beträgt  nach.  Gleichung  (2')  von  pag.  91: 

(6)  dA  =  {D'^p  +  I)y(i  +  D'r)dt 

Hieraus  leiten  wir  den  Ausdruck  für  die  endliche  Arbeit,  welche 
unser  Drehstofs  L^  M,  N  bei  der  Erzeugung  der  Drehung  p,  q,  r 
leistet,  d.  h.  eben  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft,  durch  Inte- 
gration nach  der  Zeit  folgendermafsen  ab. 

Wir  können  unsern  Drehstofs  L,  M,  N  auffassen  als  eine  kon- 
tinuierliche Drehkraft  von  konstantem  sehr  grofsen  Betrage  und  sehr 
kleiner  Wirkungsdauer  A^.     Wir  können  also  setzen: 

Jt  Jt  Jt 

(7)  L^Cn^dt^^D'^At,   M=fDydt===DyAt,    N=fD'dt=D'At 

0  0  0 

Zu  Beginn  des  Intervalles  A;^  ist  die  Drehgeschwindigkeit  des  Körpers 
gleich  Null,  am  Ende  von  Ai^  gleich  (p,  g,  r).  Wir  müssen  nun  an- 
nehmen, dafs  in  der  Zwischenzeit  die  Gresch windigkeit  gleichmäfsig 
anwächst,  so  dafs 

Jt  Jt  Jt 

(8)  Jpdt==\pAt,   Jqdt==lqAt,   JrAt  =  \rM, 

0  0  0 

Integrieren  wir  darauf  den  Ausdruck  (6)  für  die  Arbeit  zwischen 
i^  =  0  und  t==  At^  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (8) 

Jt  Jt  Jt  Jt 

T=fdA  =  D'^fpdt  +  Byfqdt  +  B^rdt 

0  0  0  0 

^^^  ^  =\{I)-p  +  Byq  +  B^r)At 

=  \{Lp  +  Mq  +  Nr\ 

Wir  kommen  also  gerade  zur  Gleichung  (5)  zurück. 

In  den  Gleichungen  (4)  haben  wir  T  als  Funktion  der  Geschwindig- 
keitskoordinaten Pj  q,  r  vorausgesetzt.  Wir  können  aber  T  auch  als 
Funktion  der  Impulskoordinaten  berechnen.  Es  genügt  zu  dem  Zwecke 
die  Gleichungen  (2)  nach  p^  g,  r  aufzulösen  und  die  so  gefundenen 
Werte  der  letzteren  Gröfsen  in  (5)  einzutragen.  Aus  (2)  ergiebt  sich 
zunächst 

(2')  U  =  Ä,,L  +  A^,M-j-Ä,,N, 

Klein- Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  7 
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WO  die  Äijc  die  durch  den  Wert  der  Determinante  dividierten  ünter- 
determinanten  des  Koeffizientenschemas  in  (2)  bedeuten  und  wo  Äi  jc=Aki 
ist.  Mit  Rücbsiclit  auf  (5)  bekommen  wir  nun  für  T  folgenden  Ausdruck: 

(3')  T  =  l  {A,,U  +  2Ä,,LM  +•••+,  ^38^')- 

Als  FunMion  der  Impulsihoordinaten  aufgefasst  wird  T  wiederum  eine 
homogene  quadratische  Form  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Wir  wollen  nocb  die  partiellen  Differentialquotienten  dieser  Funktion 
nach  i,  My  N  bilden.  Offenbar  werden  diese  gleich  den  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  (2'),  so  dafs  wir  die  Relationen  finden: 

{A^\  _ar  _i^  _IT 

\^  )  ^~~dL'    ^~dM'     ^""aiv* 

Diese  Gleichungen  (4')  stellen  die  AufVösimg  der  Gleichungen  (4)  in 
einer  eigentümlich  symmetrischen  Form  geschrieben  vor.  Wohlgemerkt 
ist  dabei  T  oben  als  Funktion  der  p^  g,  r^  jetzt  als  Funktion  der 
Lj  Mj  N  yorausgesetzt. 

Die  Gleichungen  (4)  oder  die  ihnen  äquivalenten  Gleichungen  (4') 
liefern  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  Impuls-  und  Drehungsvektor 
in  der  allgemeinsten  Form.  Sie  stellen  die  ersten  und  wichtigsten 
Gleichungen  der  Kinetik  des  Kreisels  vor.  Übrigens  haben  sie 
genau  dieselbe  Form  wie  die  analogen  Gleichungen  beim  einzelnen 
Massenpunkte  (vgl.  pag.  76).  Wir  können^  beide  Gleichungstripel 
zusammenfassend^  die  Aussage  von  pag.  77  wiederholen: 

Die  Impuls-(Geschwindig'keits-)Komponenten  sind  die  nach  den  Ge- 
schwindig]ceitS'(Impuls-)Komponenten  genommenen  partiellen  Differential- 
quotienten der  lebendigen  Kraft,  ^vohei  wir  uns  die  letztere  als  FunMion 
der  GeschwindigTieits-(Impuls-)Komponenten  ausgedrücM  m  denken  haben. 

Sodann  bringen  wir  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  mit  dem 
Begriff  der  Trägheitsmomente  in  Zusammenhang.   Bekanntlich  bezeichnet 

man  die  Koeffizienten  von  -p^,  -q^^  -r^  in  dem  Ausdrucke  (3)  als  die 

Trägheitsmomente  des  Körpers  bez.  um  die  Axen  X^  Y^  Z.  Andrer- 
seits nennt  man  die  Koeffizienten  von  — pq^  —Q.'^,  — "^P  ^^  dem- 
selben  Ausdrucke  gelegentlich  ^^Trägheitsprodukte"  (oder  auch  ^^Centri- 
fugalmomente^^).  Ferner  wird  das  Trägheitsmoment  M  des  Körpers 
um  eine  beliebige  Axe  durch  die  Gleichung  definiert 

M^fE'dm, 


-f 


wo  R  den  Abstand  des  Teilchens  ^m  von  der  betr.  Axe  bedeutet^  und 
wo  das  Integral  über  die  ganze  Masse  des  Körpers  zu  erstrecken  ist. 
Zu  demselben  Integrale  kommen  wir  aber  auch  von   dem  Ausdrucke 
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der  lebendigen  Kraft  aus.  Bemerken  wir,  dafs  die  Lineargeschwindig- 
keit  eines  Teilcliens  dm  unseres  Körpers  gleicli  dem  Produkt  aus  der 
Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers  um  die  instantane  Drehungsaxe  in 
den  Abstand  des  Teilcliens  von  dieser  Axe  ist;  bezeicbnen  wir  erstere 
mit  Q,  letzteren  mit  B^  so  gilt  demnach. 

Mithin  wird 

(10)         T===lf(x''  +  y''  +  ß'')dm  =  ~fR'dm  =  ^Q^ 

M 
Den  Ausdruck  T  =  —  Q^    für    die    lebendige    Kraft    des    starren 

Körpers  vergleichen  wir  mit  der  Formel  T  ==  ~  v^   für  die  lebendige 

Kraft  des  einzelnen  Massenpunktes.  Wir  werden  dann  sagen  können: 
Die  lebendige  Kraft  des  Kreisels  ierechnet  sich  genau  ebenso  aus 
der  WinTcelgeschwindigheit  und  dem  mr  instantanen  Dreliaxe  gehörigen 
Trägheitsmoment,  wie  die  lebendige  Kraft  des  einzelnen  FunJctes  aus 
Geschwindigkeit  und  Masse. 

Wir  mögen  die  Gleichung  (10)  ferner  dazu  benutzen,  um  den 
allgemeinen  Ausdruck  für  M  aufzustellen.  Bezeichnen  wir  die  Rich- 
tungscosinus der  instantanen  Drehungsaxe  p :  q:r  gegen  das  Koor- 
dinatenkreuz XYZ  mit  a,  ßj  y^  wobei 

so  ergiebt  sich  aus  (10)  und  (3): 

JJf  =  a'f(Y'  +  Z')dm  +  ß'f{Z'  +  X')dm  +  ff(X'+Y')d 
—  2ßyfYZdm  —  2ya  fzXdm  —  2aß  iXYdm, 

Das  Trägheitsmoment  um  eine  beliebige  Axe  (a^  ß^  y)  ist  also  eine 
homogene  quadratische  Funktion  der  Bichtungscosinus  a,  ß,  y,  und  0war 
hängt  es  von  diesen  Gröfsen  in  ganz  derselben  Weise  ab,  wie  2T  von  den 
Geschwindigkeitskomponenten  p,  g,  r. 

Wir  führen  sodann  den  seit  Poinsot  allgemein  üblichen  Begriff  des 
Trägheitsellipsoides  ein,  indem  wir  zunächst  auf  der  Axe  (a,  ß^  y)  die  Strecke 

^==1/^  als  Radiusvektor  abtragen.  Der  Endpunkt  dieser  Strecke 
besitzt  die  Koordinaten 

Machen  wir  die  gleiche  Konstruktion  für  alle  möglichen  Axen  (a,  ß^  y)^ 


(11) 


m 


dm 
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SO  entsteht  eine  Fläclie  zweiten  Grades  u.  zw.  ein  EUipsoid,  welches 
die  Gleichung  hat 

1  =  l^J{Y^  +  Z^)  dm  +  ri^J{Z^  +  X^)  dm  +  t^JiX^  +  Y^) 

~-2ritfYZdm  —  "^ll^ZXdm—  "^IrijxYdm. 

Die  drei  Hauptaxen  dieses  Ellipsoides  sind  die  sog.  Hauptträgheits- 
üxen.  Denken  wir  uns  die  Koordinatenaxen  X,  Y,  Z  in  die  Haupt- 
trägheitsaxen  verlegt,  so  müssen  in  der  Gleichung  des  T^rägheitsellip- 
soides  die  Produkte  ri^,  g|,  i,ri  verschwinden.  Bie  Hauptträgheitsaxen 
sind  also  dadurch  ausgezeichnet,  dafs  in  Bezug  auf  sie  als  Koordinaten- 
axen die  Trägheitsprodukte  gleich  Null  werden.  Die  Gleichung  des  Träg- 
heitsellipsoides  nimmt  in  diesen  Koordinaten  die  Form  an 

(12)  1  =  ^r  +  Bn'  +  ct\ 

WO  die  Gröfsen 

A=f{Y^  +  Z')  dm,     B  =  f(Z'  +  X')  dm,     G  =f(X'  +  Y')  dm 

die  Hauptträgheitsmomente  in  Bezug  auf  den  Unterstützungspunkt  0 
heifsen. 

Übrigens  kann  nicht  jedes  EUipsoid  als  Trägheitsellipsoid  figurieren. 
Man  erkennt  nämlich  aus  den  angegebenen  Ausdrücken  der  Ä,  B,  C 
leicht,  dafs  diese  Gröfsen  gewissen  Ungleichungen  genügen: 

Ä<B+C,     B<G-i-Ä,      C<Ä  +  B, 

Ungleichungen,  welche  wir  am  einfachsten  in  die  Aussage  zusammen- 
fassen: Die  A,B,  C  sind  Seiten  eines  möglichen  geradlinigen  Dreiecks. 
Banach  gehören  also  nur  solche  Ellipsoide  z%i  wirklichen  Körpern  als 
Trägheitsellipsoide  hinzu,  aus  deren  reziproken  Hauptaxenquadraten  ein 
Breieck  konstruiert  werden  kann. 

Der  Ausdruck  (11)  für  das  Trägheitsmoment  um  eine  beliebige 
Axe  geht  bei  unserer  jetzigen  Wahl  der  Coordinatenaxen  über  in 

M=Äa^-\-Bß''+Cf. 

Ebenso  wie  dieser  Ausdruck  tra^nsformiert  sich  aber  auch  die  lebendige 
Kraft  des  Körpers.     Nach  (10)  erhalten  wir  für  letztere 

(13)  T=l  (Äp'  +  Bq'  +  Cr% 

Endlich  vereinfachen  sich  auch  die  Gleichungen  (2)  erheblich, 
wenn  wir  das  Koordinatenkreuz  mit  dem  „Hauptträgheitskreuz"  zu- 
sammenfallen  lassen.     Es  wird  nämlich  der  Impulsvector   (i,  M,  N), 
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welcher  m  einem  heliebigen  Brehungsvector  (p,  q,  r)  gehört,  nunmehr 
dwrch  die  folgenden  fundamentalen  Gleichungen  bestimmt: 

(14)  L^Ap,      M=Bq,      N  =  Cr. 

In  Folge  dessen  ergiebt  sicli  aus  (13)  noch  folgender  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft  in  den  Impulskoordinaten: 

1  /L^        M^        N^\ 

Wir  werden  aus  den  Gleichungen  (14)  ebenso  wie  aus  den  früheren 
Gleichungen  (1)  schliefsen  können,  dafs  Drehungsvektor  und  Impuls- 
vektor im  Allgemeinen  einen  von  Null  verschiedenen  Winkel  mit  ein- 
ander bilden.  In  der  That  ist,  sofern  die  Hauptträgheitsmomente 
Ä,  B,  G  sämtlich  von  einander  verschieden  sind,  die  Proportion 

L  :  M:  N  =  p  :  q  :r 

nur  dann  erfüllt,  wenn  zwei  Komponenten  des  Drehungsvektors  (Impuls- 
vektors) verschwinden.  Brehungsvektor  und  Impulsveldor  fallen  also  nur 
dann  msammen,  wenn  einer  der  heiden  Vektoren  (und  also  mgleich  der 
andere)  in  einer  der  drei  HaupUrägheitsaxen  liegt 

Der  Zusammenhang  zwischen  unseren  beiden  Vektoren  läfst  sich 
endlich  in  geometrischer  Form  durch  eine  einfache  Konstruktion  be- 
schreiben, welche  im  Wesentlichen  schon  von  Poinsot  angegeben  ist. 

Wir  gehen  von  dem  Trägheitsellipsoide 

aus  und  legen  durch  den  Endpunkt  des  Drehungsvektors  p,  q,  r  das 
mit  dem  Trägheitsellipsoide  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  EUipsoid 
hindurch.     Dieses  wird  die  Gleichung  haben 

Al^  +  Bri^  +  (7g2  =  Ap^  +  Bq^  +  Gr^  =  21. 

Im  Endpunkte  des  Drehungsvektors  legen  wir  sodann  die  Tangential- 
ebene an  das  letztgenannte  EUipsoid: 

Apl  +  Bqri+Grt,==^2T. 
Das  Lot  von  0  auf  diese  bekommt  die  Richtung 

Ap:Bq:Gr  =  L:M:N, 
d.  h.  die  Richtung  des  Impulsvektors.    Die  Länge  des  Lotes  beträgt 

2T 

wo 

dio  Länge    des  Impulsvektors   bedeutet.     Ist  uns    also    der  Drehungs- 
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Vektor  und  mithin  aucli  die  Gröfse  T  der  lebendigen  Kraft  gegeben^ 
so  bestimmt  sieb  aus  unserer  Konstruktion  die  Richtung  und  auch  die 
Grölse  des  Impulses.     Insbesondere  können  wir  den  Satz   aussprechen: 

Der  BichUmg  nach  liegt  der  ImpulsveMor  senkrecht  m  derjenigen 
Ebene,  welche  dem  Drehung sveMor  hemglich  des  Trägheitsellipsoides  'kon- 
jugiert ist 

Eine  ganz  analoge  Konstruktion  führt  dazu,  wenn  der  Impuls- 
vektor gegeben  ist^  Gröfse  und  Richtung  des  Drehungsvektors  zu  be- 
stimmen. Wir  legen  durch  den  Endpunkt  des  Impulsvektors  die  zu 
ihm  normale  Ebene.     Ihre  Gleichung  wird: 

Unter  den  mit  dem  Trägheitsellipsoide  ähnlichen  und  ähnlich  ge- 
legenen Flächen  giebt  es  eine^  welche  unsere  Ebene  berührt.  Es  ist 
dieses  das  EUipsoid: 

Die  Verbindungslinie  des  Berührungspunktes  mit  0  liefert  dann 
die  Richtung  des  Drehungsvektors.  Die  Gröfse  desselben  erfahren  wir, 
wenn  wir  irgend  eine  Lineardimension  des  letztgenannten  EUipsoides 
mit  der  entsprechenden  Lineardimension  des  Trägheitsellipsoides  ver- 
gleichen. Zwei  solche  Längen  stehen  in  dem  Verhältnisse  (t^:]/2T. 
Da  nun  (r  gegeben,  so  ist  hiernach  die  Gröfse  von  T  und  mithin 
auch  die  Länge  des  Drehungsvektors  bekannt.  — 

Es  wäre  nicht  schwer  gewesen,  die  entsprechenden  Entwickelungen 
gleich  allgemeiner  für  den  Fall  des  frei  beweglichen  starren  Körpers 
zu  geben.  Wir  können  uns  darauf  beschränken,  die  Resultate  für 
diesen  Fall  direkt  hinzuschreiben,  weil  ihre  Ableitung  von  den  obigen 
Entwickelungen  nur  wenig  verschieden  ist. 

Wir  bezeichnen  die  Koordinaten  der  Impulsschraube  mit  X,  Y,  Z 
L,  M,  N,  die  der  Bewegungsschraube,  wie  früher,  mit  x',  y',  s\  p,  q,  r 
Am  einfachsten  bestimmen  sich  die  ersteren  Gröfsen  durch  die  letzteren 
vermittelst  der  Gleichungen: 


(16) 


1  dx' '  dy' '  de' ' 

dp  ^  oq  ^  CT 


T  ist  hierin  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft,  als  Funktion  der 
Geschwindigkeitskoordinaten  geschrieben.  Um  diesen  Ausdruck  möglichst 
bequem  zu  gestalten,  legt  man  den  Bezugspunkt  in  den  Schwerpunkt 
und  lässt  das  im  Körper  feste  Koordinatensystem  mit  den  durch  den 


§  3.    Der  Imptils  beim  allgemeinen  Kreisel.  103 

Schwerpunkt  gehenden  Hauptaxen  zusammenfallen.    Dann  wird  nämlich 
einfach 

In  den  Impulskoordinaten  geschrieben  nimmt  T  die  Form  an: 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  die  Umkehrung  der  Grleichungen  (16)  lautet 

BT  ,         dT  r         dT 

\x  = 

(160 


'^  "~  dx^      ^  ~~"ar^      ""       dZ' 


_  dT  _  dT  _  dT 

^~~JL'  ^"dM^  ^~dN' 

WO  bei  den  Differentiationen  der  zuletzt  angegebene  Ausdruck  von  T 
zu  benutzen  ist.  Diese  Gleichungen  sind  hier  allerdings  der  Einfachheit 
wegen  nur  für  eine  spezielle  Lage  des  Bezugspunktes  und  bei  spezieller 
Wahl  der  Koordinatenaxen  XYZ  abgeleitet.  Sie  sind  indessen  hiervon 
unabhängig  und  gelten  ebenso  allgemein  wie  die  Gleichungen  (16). 

Die  Gleichungen  (16)  und  (16')  sind  in  ihrem  ersten  auf  die 
Bewegung  des  Schwerpunkts  bezüglichen  Teile  mit  den  Gleichungen 
(7)  und  (7')  des  ersten  Paragraphen,  in  ihrem  zweiten  auf  die  Be- 
wegung um  den  Schwerpunkt  bezüglichen  Teile  mit  den  Gleichungen 
(4)  und  (4')  dieses  Paragraphen  genau  identisch.  Sie  stellen  die  ersten 
und  wichtigsten  Bestimmungsgleichungen  der  Kinetik  des  freien  starren 
Körpers  dar. 

Aus  den  oben  angegebenen  Ausdrücken  für  die  lebendige  Kraft 
ergiebt  sich  unmittelbar  die  folgende  Gleichung 

T=l{x'X-i-y'Y+0'Z-{-pL  +  qM-{-rN), 

welche  natürlich  wieder  direkt  aus  dem  Ausdrucke  (2)  von  pag.  90  für 
die  bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung  geleistete  Arbeit  abgeleitet 
werden  kann.  Die  Klammer  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  hat 
natürlich  eine  einfache  geometrische  Bedeutung,  welche  nur  von  der  Be- 
schaffenheit der  beiden  Schrauben  und  ihrer  gegenseitigen  Lage,  nicht 
von  ihrer  absoluten  Stellung  im  Räume  abhängt,  und  wird  das  Moment 
der  beiden  Schrauben  auf  einander  genannt.  Das  Moment  drückt  sich 
in  folgender  Weise  durch  die  Ganghöhen  h  und  Ji  der  beiden  Schrauben, 
den  kürzesten  Abstand  A,  den  Neigungswinkel  q)  der  beiden  Schraub en- 
axen  und  die  Gröfse  der  Drehgeschwindigkeit  Q  sowie  die  Gröfse  des 
Schiebeimpulses  S  aus*): 

Q8{2^A  sin 9?  -j-  ('^  +  ^0  cos g) } • 

*)  Vgl.  F.  Klein,  Math.  Ann.  Bd.  II,  pg.  368.  Ball  bezeichnet  1.  c.  den 
fraglichen  Ausdruck  als  den  „virtuellen  Koeffizienten"  der  Schrauben. 
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Der  Begriff  des  Impulses  beim  allgemeinen  Kreisel  ist  von  Poinsot 
in  den  mehrfacli  zitierten  Arbeiten  vollständig  entwickelt  worden.  Die 
Bezeichnung  Poinsot 's  lautet  etwas  umständlich  couple  d'impulsion 
(in  der  deutschen  Bearbeitung  von  Schellbach  als  „das  die  Bewegung 
anregende  Kräftepaar ^^(!)  übersetzt). 


§  4.    Übertragung  der  vorliergelienden  Resultate  auf  den  Spezialfall 
des  S3mametrisclien  Kreisels. 

Wir  gehen  jetzt  speziell  auf  den  symmetrischen  Kreisel  ein^  nehmen 
also  an,  dafs  unser  Körper  ßotationssymmetrie  um  die  Figurenaxe 
besitzt.  Es  wird  die  Frage  sein,  welche  Vereinfachungen  sich  in  den 
vorangehenden  kinetischen  Betrachtungen  aus  dieser  Annahme  ergeben. 
Ebenso  wie  die  Massenverteilung  des  Körpers  besitzt  natürlich  auch 
das  Trägheitsellipsoid  Rotationssymmetrie  um  die  Figurenaxe.  Das 
Trägheitsellipsoid  wird  also  eine  Rotationsfläche.  Aulser  der  Figurenaxe 
werden  alle  Axen  der  Äquatorebene  des  Kreisels  Hauptaxen  des  EUip- 
soids  und  Hauptträgheitsaxen  des  Körpers.  Alle  diese  Hauptaxen  und 
alle  zugehörigen  Hauptträgheitsmomente  sind  überdies  einander  gleich. 

Wollen  wir  den  Kreisel  auf  ein  Hauptträgheitstreuz  als  Koordinaten- 
kreuz beziehen,  so  brauchen  wir  nur  etwa  die  ^-Axe  in  die  Figuren- 
axe zu  legen;  dann  fallen  die  Axen  X  und  Y  in  die  Äquatorebene 
und  werden  von  selbst  Hauptträgheitsaxen  von  gleichem  Hauptträgheits- 
moment. Bezeichnen  wir  die  Hauptträgheitsmomente  um  die  X-,  Y- 
und  ^-Axe  wie  früher  mit  Ä,  B  und  G,  so  haben  wir  hiernach  die 
für  den  symmetrischen  Kreisel  charaMeristische  Beziehung 

A^B. 

Die  Gleichung  des  Trägheitsellipsoids  lautet  daher  bei  der  jetzigen 
Wahl  des  Koordinatensystems 

der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  wird 

und   die  Relationen  zwischen  den  Komponenten  des  Impulses  und  des 
Drehungsvektors  schreiben  sich  in  ihrer  einfachsten  Form: 

L  =  Ap,       M==Äq,       N=Gr. 

Wir  wollen  hier  zunächst  eine  schon  in  der  Einleitung  in  Aus- 
sicht gestellte  Verallgemeinerung  der  Begriffsbestimmung  des  sym- 
metrischen Kreisels  anknüpfen.     Wir  wollen  einen  starren  Körper  mit 
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festem  Unterstütmngspim'kte  0  immer  dann  einen  symmetrischen  Kreisd 
(oder  Kreisel  schlechtweg)  nennen,  wenn  von  den  drei  Sauptträgheits- 
momenten  durch  0  z^üei  einander  gleich  werden  und  überdies  der  Schwer- 
punM  auf  der  Axe  des  dritten  Hauptträgheitsmomentes  gelegen  ist.  Ein 
solcher  Körper  wird  sich,  hinsichtlich  aller  Fragen^  die  die  Rotation 
um  den  Punkt  0  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  betreffen,  genau 
so  verhalten,  wie  ein  Körper,  der  die  früher  vorausgesetzte  geometrische 
Rotationssymmetrie  um  die  Figurenaxe  besitzt.  Desgleichen  werden  wir 
die  Bezeichnung  „Figurenaxe  und  Äquatorebene  des  Kreisels^^  auf  die 
Figurenaxe  und  die  Äquatorebene  des  Trägheitsellipsoides  unseres  all- 
gemeineren Körpers  übertragen.  Die  Äquatorebene  ist  alsdann  dadurch 
ausgezeichnet,  dafs  ihre  sämmtlichen  Axen  Hauptträgheitsaxen  von  dem 
gleichen  Hauptträgheitsmomente  Ä  sind.  Wir  können  von  einem  solchen 
Körper  sagen,  dafs  er  zwar  keine  geometrische^  aber  eine  mechanische 
Eofationssymmetrie  um  die  Figurenaxe  besitzt. 

Im  Übrigen  werden  wir  drei  Unterarten  von  symmetrischen  Kreiseln 
unterscheiden,  je  nachdem  das  Trägheitsellipsoid  ein  verlängertes,  ein 
abgeplattetes  Rotationsellipsoid  oder  im  Speziellen  eine  Kugel  ist.  Wir 
sprechen  demnach  von  »einem  verlängerten,  einem  abgeplatteten  Kreisel 
oder  einem  Kugelkreisel.  Der  Kugelkreisel  ist  speziell  dadurch  aus- 
gezeichnet, dafs  jede  durch  0  verlaufende  Axe  eine  Hauptträgheitsaxe 
des  Körpers  darstellt.  Da  die  Hauptaxen  des  Trägheitsellipsoides 
die  reziproken  Werte  von  "j/Z  und  l/C  sind,  so  wird  das  Trägheits- 
ellipsoid ein  verlängertes,  wenn  ^>C,  ein  abgeplattetes,  wenn  A<.G. 
Im  Grenzfalle  Ä  =  C  geht  das  Trägheitsellipsoid  in  eine  Kugel  über. 
Demnach  lautet  die  Bedingung  für 

einen  verlängerten  Kreisel:  J.  >  (7, 
„  abgeplatteten  „  :  J.  <  C, 
„     Kugelkreisel       „      :    A=^  C, 

Als  Beispiel  der  drei  Arten  von  Kreiseln  mit  geometrischer  Rotations- 
symmetrie können  wir  allemal  ein  mit  homogener  Masse  erfülltes 
Rotationsellipsoid  nehmen,  welches  je  nachdem  verlängert',  abgeplattet 
oder  eine  Kugel  ist.  Es  ist  aber  auch  leicht  Beispiele  von  Kreiseln 
mit  mxxjmechanischer  Rotationssjmmetrie  zu  konstruieren.  In  der  That 
stellen  vier  Massenpunkte  von  gleicher  Masse,  welche  die  Ecken  eines 
Quadrates  bilden  und  mit  einander  durch  starre  massenlose  Stäbe  ver- 
bunden gedacht  werden,  einen  symmetrischen  Kreisel  mit  abgeplattetem 
Trägheitsellipsoid  dar,  welcher  nur  mechanische  Rotationssymmetrie  be- 
sitzt. Befestigen  wir  auf  der  Figurenaxe  dieses  Kreisels,  d.  h.  auf  der 
im  Mittelpunkte  0  des  Quadrates  errichteten  Normalen  einen  fünften 
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Massenpunkt,  so  erhalten  wir  je  nach,  dem  Abstände  dieses  Punktes 
von  0  und  je  nach  seiner  Masse  einen  verlängerten  ^  einen  abgeplatteten 
Kreisel  oder  einen  Kugelkreisel  von  gleichfalls  nur  mechanischer  Rotations- 
symmetrie.  Insbesondere  betonen  wir  des  Späteren  wegen,  dafs  wir 
auf  die  angegebene  Weise  immer  einen  Kugelkreisel  herstellen  können, 
tvelcher  ein  heliebig  vorgegebenes  (positives  oder  negatives)  Drehmoment 
der  Schwere  P  besitzt,  dessen  Schwerpunkt  also  nicht  mit  0  msammen- 
fälli  Wir  können  zu  dem  Zwecke  die  Massen  der  zuerst  genannten 
vier  Punkte  etwa  gleich  1  gr  und  die  Seiten  des  Quadrates,  in  deren 
Ecken  sie  befestigt  sind,  gleich  1  cm  wählen.  Über  den  fünften  Punkt 
haben  wir  dann  so  zu  verfügen,  dafs  (unter  g  die  Beschleunigung  der 
Schwere  verstanden)  seine  Masse  m  und  sein  Abstand  E  von  0  bez.  werden 

Wir  führen  nun  die  Poinsotsche  Konstruktion,  durch  welche  wir 
uns  den  Zusammenhang  zwischen  Impuls-  und  Drehungsaxe  veran- 
schaulichten, für  den  symmetrischen  Kreisel  durch.  Die. Vereinfachung, 
welche  sich  gegen  früher  ergiebt,  besteht  darin,  dafs  wir  die  Kon- 
struktion in  der  Ebene  ausführen  können,  nämlich  in  der  durch  die 
instantane  Drehungsaxe  gehenden  Meridianebene.  Dabei  macht  sich 
ein  charakteristischer  Unterschied  zwischen  unseren  drei  Kreiselarten 
bemerklich. 

Wir  denken  uns  etwa  den  Drehungsvektor  gegeben.  Durch  die 
Axe  OB  desselben  legen  wir  die  Meridianebene  FOB^  welche  wir  im 
Folgenden  als  Zeichenebene  benutzen  werden.  Die  Pigurenaxe  zeichnen 
wir  vertikal  nach  oben.  Die  Tangentialebene  in  dem  Punkte  B',  dem 
Schnittpunkte  der  Drehungsaxe  mit  dem  Trägheits- 
ellipsoid  oder  einem  der  pag.  101  benutzten  ähnlichen 
und  ähnlich  gelegenen  EUipsoide,  steht  senkrecht  auf 
der  Zeichenebene,  mithin  fällt  das  Lot  von  0  auf  diese 
Ebene  in  die  Zeichenebene  hinein.  Statt  der  Tangential- 
ebene genügt  es  daher  die  in  unserer  Meridianebene 
gelegene  Tangente  an  das  Trägheitsellipsoid  zu  be- 
trachten.    Im  Einzelnen  stellt  sich  die  Sache  so: 

1.   Der  verlängerte  Kreisel,  J.  >  C.    Das  Lot  von  0 

auf  die  Tangente  in  B'  fällt  auf  die  entgegengesetzte 

Seite  der  Rotationsaxe  wie   die  Pigurenaxe   (vgl.  Figur  13).     Bei  dem 

verlängerten  Kreisel  liegt  also  die  Botationsaxe  zwischen  der  Impuls-  und 

der  Figurenaxe. 

2.  Der  abgeplattete  Kreisel,  A  <C  G.  Das  Lot  von  0  auf  die 
Tangente  in  B'  findet  sich  in  dem  spitzen  Winkel  zwischen  Figurenaxe 
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und  Rotationsaxe  (vgl.  Fig.  14.)  vor.    Beim  abgeplatteten  Kreisel  liegt 
also  die  Impulsaxe  zwischen  der  Eotations-  und  der  Figurenaxe. 

3.    Ber  Kugelkreisel,  Ä=C.    Da  der  Meridianschnitt  des  Trägheits- 
ellipsoides  in  einen  Kreis  ausartet,  geht  das  Lot  von  0  auf  die  Tangente 

P 


Fig.  14. 


Mg.  15. 


durch  den  Berührungspunkt  B'  derselben  hindurch  (vgl.  Fig.  15).  Beim 
KugeTkreisel  fallen  somit  hnpiils-  und  Botationsaxe  notwendig  msammen. 

Es  verhält  sich  also  nur  der  Kugelkreisel  sozusagen  ,,isotrop'\  d.h. 
in  der  Weise,  dafs  die  Axe  der  Drehbewegung  mit  der  Axe  der  die 
Bewegung  erzeugenden  Drehkraft  zusammenfällt.  Der  abgeplattete  und 
der  verlängerte  Kreisel  zeigen  das  entsprechende  Verhalten  nur  dann, 
wenn  die  Drehung  um  die  Figurenaxe  oder  um  eine  Axe  der  Äquator- 
ebene  erfolgt,  wie  unmittelbar  aus  unserer  Konstruktion  ersichtlich  ist. 
Alle  diese  Fälle  sind  übrigens  in  unserer  obigen  allgemeinen  Regel 
enthalten,  wonach  der  Drehungsvektor  und  der  Impulsvektor  dann  und 
nur  dann  ihrer  Richtung  nach  zusammenfallen,  wenn  einer  der  beiden 
Vektoren  in  einer  Hauptträgheitsaxe  des  Körpers  liegt.  — 

Während  wir  bisher  den .  Bewegungszustand  durch  die  Kompo- 
nenten p,  g,  r  ausgedrückt  und  entsprechend  den  Impuls  durch  die 
Komponenten  B,  M,  N  dargestellt  haben,  wollen  wir  uns  nun  die 
instantane  Drehung  des  symmetrischen  Kreisels  durch  die  Änderung 
der  Eul ersehen  Winkel  gp,  ^,  O*  gegeben  denken  und  nach  den  „zu- 
gehörigen Komponenten  des  Impulses^^  fragen.  Übrigens  gelten  die 
folgenden  Überlegungen  auch  für  den  allgemeinen  Kreisel.  Wir  geben 
diese  Entwickelungen  erst  hier  beim  symmetrischen  Kreisel  nur  des- 
halb, weil  die  Formeln  für  jenen  etwas  lang  werden. 

Wie  wir  allgemein  die  zu  einer  öeschwindigkeitskoordinate  hin- 
zugehörige Kraftkoordinate  definieren  wollen,  haben  wir  für  den 
starren  Körper  pag.  92  bereits  festgesetzt.  (Wir  verweisen  auch 
auf  die  ganz  ähnliche  Betrachtung  von  pag.  78  beim  einzelnen  Massen- 
punkte). Was  von  den  Kraftkoordinaten  gesagt  ist,  gilt  natürlich 
ebenso  für  die  Impulskoordinaten;  was  über  den  frei  beweglichen  starren 
Körper  entwickelt  wurde,  überträgt  sich  in  unmittelbar  verständlicher 
Weise  auf  den  Kreisel. 
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Nach  den  angezogenen  Regeln  haben  wir  von  den  Gleichungen 
auszugehen^  welche  die  alten  Geschwindigkeitskoordinaten  p,  q,  r  durch 
die  neuen  (p\  ip',  %"'  ausdrücken.  Es  sind  dieses  die  „kinematischen^^ 
Gleichungen  von  pag.  45: 

!p  z=z  ii)'  sin  O"  sin  9  -|-  ^'  cos  (p, 

q  =  ^'  siu'^cosg?  —  d"'  sin  cp, 

r  =  9?'  +  z^'coS'O'. 

In  Folge  dessen  hängen  die  neuen  Impulskomponenten,  die  wir  mit 
[0]^   [^];   [ö]    bezeichnen^   mit  den  alten  folgendermafsen  zusammen: 

m  =  N, 

[Y]  =  i  sin  '9'  sin  9  -f-  -^  ^i^  '^  cos  9  +  Noosd'y 
[0]  =  L  cos  q)  —  ilf  sin  cp. 

Hier  ersetzen  wir  noch  L,  M,  N  durch  ihre  Ausdrücke  in  den  9'^  ifj',  d^'^ 
die  sich  aus  den  Gleichungen  (1)  ergeben,  indem  wir  diese  bez.  mit 
Ä,  Ä  und  C  multiplizieren.     Dann  bekommen  wir: 

j[cl)]  =  C((p'  +  t'  cos '9'), 

(2)  m  =  C  cos  ^cp'  +  (0  cos^  ^  +  J[  sin^^)  ip', 
[[0]  =^^'. 

Wir  weisen  abermals  auf  den  Zusammenhang  hin,  welcher  zwischen 
den  Impuls-  und  Geschwindigkeitskoordinaten  und  den  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten der  lebendigen  Kraft  besteht.  Dafs  dieser  Zusammen- 
hang, welchen  wir  von  den  Geschwindigkeitskoordinaten  j9,  q,  r  her 
kennen,  bestehen  bleibt,  wenn  wir  die  neuen  Koordinaten  9?',  ifj',  ^' 
einführen,  welche  mit  den  alten  linear  zusammenhängen,  ist  bei  unserer 
Definition  der  Impulskoordinaten  an  sich  selbstverständlich.  Wir  mögen 
uns  davon  aber  immerhin  wie  folgt  überzeugen.  Der  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft 

lautet  den  Gleichungen  (1)  zufolge  in  den  Koordinaten  g?',  t^',  d"'  ge- 
schrieben: 

(3)  T=l  (Ä{^''  +  8m'^,tlj'')  +  C(cp'+cos^.iljy), 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  unmittelbar  als  Analogon  zu  den  Gleichungen 

(4)  des  vorigen  Paragraphen 

(4)  l-'^^  =  W'        t^J  =  l|'        t®3  =  W- 

Ebenso  verifiziert  man  leicht,  dafs  die  zu  den  Gleichungen  (4')  ana- 
logen Beziehungen  statthaben. 
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Schliefslicli  fragen  wir  nach  der  geometrischen  Bedeutung  unserer 
Impulshoordinaten  [ct>]^  [V],  [0];  wir  folgern  diese  aus  der  geometrisclien 
Bedeutung,  welche  der  Ausdruck  (2')  Yon  pag.  91  für  die  Arbeit  einer 
unendlich,  kleinen  Verrückung  unseres  Kreisels  besitzt. 

Ebenso,  wie  wir  pag.  96  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  auf- 
fassen konnten  als  das  halbe  Produkt  aus  der  Länge  des  Drehungs- 
vektors in  die  Projektion  des  Impulsvektors  auf  diesen,  so  werden  wir 
jetzt  sagen:    Der  Ausdruck 

dA  =  (D^i)  +  Byq  +  B'r)  dt 

für  die  Arbeit,  welche  eine  heliebige  an  unserm  Kreisel  angreifende  Breh- 
kraft  B  hei  der  unendlich  Meinen  Verrückung  (p,  q,  r)dt  leisten  würde, 
ist  bis  auf  den  Faktor  dt  gleich  dem  Produkt  aus  der  Gröfse  der  Breh- 
geschwindigkeit  in  die  Projektion  der  Brehk^raft  auf  die  Axe  der  letzteren. 
Führen  wir  nun  unsere  Geschwindigkeitskoordinaten  go',  ^',  %"'  statt 
der  p,  q,  r  ein,  so  behält  der  Arbeitsausdruck,  wie  wir  wissen,  seine 
frühere  Form.  Die  vorstehende  Gleichung  geht  daher,  wenn  wir  die 
den  q)\  if^'j  d^'  zugehörigen  Koordinaten  von  B  bez.  mit  0,  ¥,  0  be- 
zeichnen, in  die  folgende  über: 

dA  =  (ct)^'  +  Y^'  +  0^')  dt. 

Wir  betrachten  nun  speziell  eine  unendlich  kleine  Drehung,  für  welche 
^'  =  ^'==0  ist,  so  dafs  die  entsprechende  Arbeit  gleich  <i>cp'dt  wird. 
In  diesem  Falle  liegt,  da  9'  eine  Drehung  um  die  Figurenase  bedeutet, 
der  Drehungsvektor  in  der  Pigurenaxe.  Aus  der  geometrischen  Be- 
deutung von  dA  folgt  dann  sofort,  dafs  <t>  die  senkrechte  Projektion  des 
Vektors  B  auf  die  Figurenaxe  bedeutet.  Ferner  fallen  die  Drehungs- 
vektoren ^'  und  ^'  bez.  in  die  Richtung  der  Vertikalen  und  der  Knoten- 
linie. Hieraus  folgt  in  gleicher  Weise,  dafs  Y  und  0  die  senkrechten 
Projektionen  des  Vektors  B  auf  die  Vertikale  und  die  Knotenlinie  dar- 
stellen. Genau  dieselbe  geometrische  Bedeutung  kommt  natürlich  im 
Speziellen  unseren  Impulskoordinaten  [0],  [Y],  [0]  zu.  Biese  Gröfsen 
sind  he0.  gleich  den  senkrechten  Projektionen  des  Impulsvektors  auf  die 
Figurenaxe,  die  Vertikale  und  die  Knotenlinie. 

Wir  können  ohne  weiteres  das  Resultat  der  letzten  Betrachtung 
dahin  verallgemeinern,  dafs  wir  sagen:  Wenn  %vir  unter  Zugrundelegung 
von  irgend  drei  schiefwinkligen  Axen  den  BreMmgsvektor  in  Komponenten 
parallel  diesen  Axen  verlegen,  erhalten  wir  die  zugehörige  Zerlegung  des 
Kraft-  oder  Impulsvektors,  indem  wir  diesen  senkrecht  auf  jene  Axe 
projizieren. 
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§  5.     Die  beiden  fundamentalen  Sätze  über  das  Verhalten  des 
Impulsvektors  beim  Ablauf  der  Bewegung. 

Während  wir  uns  bisher  über  den  Impuls  orientierten^  welcher 
einem  instantanen  Bewegungsznstande  des  Körpers  entspricht  oder^  was 
dasselbe  ist^  über  den  instantanen  Bewegungszustand^  welcher  aus 
einem  gegebenen  Impulse  resultiert ,  wird  es  unsere  nächste  Aufgabe 
sein^  den  Ablauf  der  Bewegung  in  der  Zeit  zu  untersuchen.  Die  bisher 
erörterte  Beziehung  zwischen  den  Vektoren  des  Impulses  und  der  in- 
stantanen Drehung  war  ganz  unabhängig  Yon  den  äufseren  Umständen^ 
unter  denen  die  Bewegung  vor  sich  geht^  d.  h.  von  den  kontinuierlichen 
Kräften^  die  auf  den  starren  Körper  wirken.  Die  weiteren  Betrachtungen 
aber  werden  wesentlich  hierdurch  bestimmt.  Wir  machen  in  dieser 
Hinsicht  einerseits  die  Annahme,  dafs  unser  Körper  überhaupt  keinen 
äufseren  Kräften,  insbesondere  auch  nicht  der  Schwerewirkung  aus- 
gesetzt ist.  Andrerseits  werden  wir  beliebige  kontinuierliche  Kräfte 
zulassen.  Wir  argumentieren  zunächst  auf  den  frei  beweglichen  starren 
Körper.  Dabei  stellen  wir  der  Betrachtung  des  Bewegungsmstandes  die 
Untersuchung  des  Impidses  voran.  Wir  fragen  also  in  erster  Linie: 
wie  ändert  sich  der  Impuls  unseres  Körpers  bei  der  kräftefreien  Bewegung? 
Die  Änderung  des  Bewegungszustandes  leiten  wir  erst  später  aus  dem 
Verhalten  des  Impulses  her.  Die  Antwort  auf  unsere  Frage  lautet 
einfach  folgendermafsen : 

Der  Impuls  ändert  sich  überhaupt  nicht;  er  hleiht  während  der  Be- 
wegung im  Baume  konstant. 

Wir  begründen  diesen  fundamentalen  Satz  von  der  Kinetik  des 
einzelnen  Massenpunktes  aus   möglichst  elementar  in  folgender  Weise. 

Wir  gehen  von  einem  einzelnen  Massenteilchen  P  aus,  welches 
frei  beweglich  und  keinen  Kräften  unterworfen  ist.  Der  Impuls  eines 
solchen  Teilchens  bleibt,  wie  wir  wissen,  nach  Richtung  und  Gröfse 
im  Räume  konstant.     (Galileisches  Trägheitsgesetz.) 

Betrachten  wir  nun  zwei  Massenteilchen  P  und  P',  welche  starr 
verbunden  und  übrigens  keinen  äufseren  Kräften  ausgesetzt  sind.  Die 
Wirkung  der  starren  Verbindung  ersetzen  wir  dynamisch  durch  Kräfte 
u.  zw.  haben  wir  im  Punkte  P  eine  nach  P'  und  in  P'  eine  gleich 
grofse  nach  P  gerichtete  Kraft.  (Newtons  lex  tertia.)  Die  gemein- 
same Grröfse  dieser  beiden  Kräfte  hängt  von  der  Inanspruchnahme  der 
starren  Verbindung  ab  und  bemifst  sich  nach  Gröfse  und  Richtung 
der  gerade  geltenden  Einzelimpulse  von  P  und  P'.  Fügen  wir  diese 
Kräfte  —  wir  können  sie  Reaktionskräfte  nennen  —  hinzu,  so  dürfen 
wir  unsere  beiden  Massenpunkte  weiterhin  wie  frei  bewegliche  Punkte 
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behandeln.  Nun  ändern  sich  in  Folge  des  Hinzutretens  der  Reaktions- 
kräfte die  Einzelimpulse  von  P  und  P'  kontinuierlich^  indem  sie  sich 
mit  den  zu  den  Reaktionskräften  gehörigen  unendlich  kleinen  Stöfsen 
geometrisch  addieren  (Newtons  lex  secunda).  Anders  ist  es  mit  dem 
Gesamtimpulse  des  von  den  beiden  Massenpunkten  gebildeten  Systems. 
Wir  konstruieren  denselben,  indem  wir  die  Einzelimpulse  der  beiden 
Punkte  nach  den  Regeln  der  elementaren  Statik  zusammensetzen.  Bei 
dieser  Konstruktion  heben  sich  aber  offenbar  die  beiden  entgegengesetzt 
gleichen  Reaktionskräfte  in  jedem  Momente  gegenseitig  auf.  Die  resul- 
tierende Stofsschraube  verhält  sich  also  geradeso,  als  ob  unsere  Reaktions- 
kräfte nicht  vorhanden  und  unsere  Massenpunkte  frei  wären.  Sie  Ueibt 
mithin  für  die  gan^e  Dauer  der  Bewegung  'konstant 

Nicht  anders  verhält  sich  ein  System  von  drei  starr  mit  einander 
verbundenen  Massenpunkten,  welche  keinen  äufseren  Kräften  unter- 
worfen sind.  Hier  haben  wir  nicht  ein,  sondern  drei  Paare  entgegen- 
gesetzt gleicher  Reaktionskräfte  zu  betrachten,  welche  in  den  Seiten 
des  von  unsern  Punkten  gebildeten  Dreiecks  wirken.  Wiederum  werden 
durch  diese  die  zu  den  Systempunkten  gehörigen  Einzelimpulse  successive 
abgeändert.  Für  die  Konstruktion  der  zum  Gesamtsystem  gehörigen 
Stofsschraube  aber  kommen  die  Reaktionskräfte  nicht  in  Betracht;  diese 
Schraube  verhält  sich  genau  so,  wie  wenn  unsere  drei  Massenpunkte  sich 
nach   dem  Galileischen  Trägheitsgesetz  frei  im  Räume  bewegten. 

Dieselbe  Überlegung  überträgt  sich  unmittelbar  auf  den  Fall  be- 
liebig vieler  irgendwie  verbundener  Massenpunkte  und  weiterhin  auf 
ein  den  Raum  kontinuierlich  erfüllendes  Massensystem,  welches  von 
keinen  äufseren  Kräften  angegriffen  wird.  Sie  gilt  sogar  für  den  all- 
gemeineren Fall  eines  nicht  starren  Systems,  zwischen  dessen  Punkten 
lediglich  innere  Kräfte  wirken,  die  dem  Prinzip  der  Gleichheit  von 
Wirkung  und  Gegenwirkung  genügen ,  also  z.  B.  für  einen  elastischen 
Körper,  für  das  Planetensystem  oder  für  ein  Flüssigkeitsquantum. 

Im  Falle  des  frei  beweglichen  starren  Körpers  sprechen  wir  das 
Resultat  hier  ausdrücklich  als  den  ersten  der  den  Ablauf  der  Bewegung 
regelnden  Sätze  aus: 

Satz  I:  Die  Impulssehrauhe  des  starren  Körpers  Ueibt  bei  der 
Jcräftefreien  Bewegung  im  Baume  konstant 

Es  wird  nützlich  sein,  diesen  Satz  in  die  Sprache  der  gewöhn- 
lichen analytischen  Mechanik  zu  übertragen.  Wir  berechnen  zu  dem 
Zwecke  die  Komponenten  der  genannten  Schraube  nach  der  Regel  von 
pag.  85;  für  Pf^  Bi^ ,  Bf  haben  wir  dort  die  Komponenten  der  Einzel- 
impulse aller  Massenpunkte  zu  nehmen,  welche  den  Körper  konsti- 
tuieren, haben  also  zu  setzen: 
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Pf  =  xl  A  mi ,      P/  =  yl  A  mt ,      Ff  ==  ^/  A  mi 
und   haben    scUiefslich    von    der    Summation  zur   Integration    überzu- 
gehen.    So  erhalten  wir  zunächst: 


=  I  x'  dm  =  c\ 
y  =  I  y'  dm  =  c'\ 


S 

s 

S'  =  /  z'dm 


Die  hier  auftretenden  Integrale  sind  nichts  anderes  wie  die  (mit 
m  multij)lizierten)  Schwerpunkisgesch windigkeiten.  Unser  Satz  besagt 
insotveit,  äa/'s  die  Geschwindigkeit  des  SchwerpunMes  eine  Konstante  ist; 
er  ist  identisch  mit  dem  einfachsten  Falle  des  sog,  SchwerpimMsatzes, 

Wir  berechnen  in  gleicher  Weise  die  Drehmomente  D^y  D^y  D"^ 
unserer  Schraube  um  0.    Nach  denselben  Regeln  wie  oben  ergiebt  sich: 


D-: 

=  /(/»- 

-  y'  s)dm  = 

=  c^^, 

D'. 

=/(«'.- 

-  s'  x)  dm  = 

=  c^, 

D-, 

'/(,■''- 

-  x'y)  dm  = 

--c^^. 

Auch  diese  Gleichungen  sind  uns  aus  der  gewöhnlichen  Mechanik 
wohlbekannt;  es  sind  dieses  einfach  die  sog.  Plächensätze.  Unser  Satz 
ist  also  in  seinem  zweiten  auf  die  Drehlcomponenten  bezüglichen  Teile 
identisch  mit  den  Flächensätzen ,  welche^  wie  bekannt,  bei  der  freien 
Bewegung  des  starren  Körpers  in  Kraft  treten. 

Man  bemerke  noch  insbesondere,  dafs  unsere  geometrische  Be- 
trachtung gewisse  einfache  Integrationen  impliziert,  welche  man  bei  der 
analytischen  Ableitung  auszuführen  gezwungen  ist.  Das  Äquivalent  der- 
selben bestand  in  der  Erkenntnis,  dafs  die  unendlich  kleinen  Zusatz- 
stöfse,  welche  von  den  Reaktionskräften  herrühren,  sich  bei  der  Bildung 
des  Gesamtimpulses  gegenseitig  zerstören. 

Wir  hätten  hiernach  den  Impuls  des  Körpers  geradezu  durch  die 
Konstanten  der  Schwerpunkt-  und  der  Fläch ensätze  definieren  können; 
indessen  scheint  uns  der  hier  befolgte  umgekehrte  Weg  bei  weitem 
instruktiver.  Unsere  Ableitung  zwang  uns,  bis  auf  die  eigentliche 
Wurzel  der  Sätze,  die  mechanischen  Prinzipien,  zurückzugehen,  welche 
sich  sonst  leicht  hinter  den  Formeln  verbergen,  und  liefs,  wie  wir 
glauben,  an  Durchsichtigkeit  nichts  zu  wünschen  übrig.  Sie  entspricht 
übrigens  durchaus  den  Tendenzen  Poinsots,  welcher  seinerseits  einen 
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viel  weniger  einfachen  Beweis*)  mitteilt.  Dagegen  findet  sich  eine 
der  obigen  ganz  ähnliche  Betrachtung  in  einer  schönen  Arbeit  von 
R.  B.  Hayward**),  auf  welche  wir  noch  wiederholt  Bezug  nehmen 
werden. 

Die  Übertragung  unseres  Satzes  auf  den  Körper  mit  festem  Unter- 
stützungspunkte  ist  nun  unmittelbar  gegeben.  Wir  müssen  unsere 
Impulsschraube  jetzt  von  dem  festgehaltenen  Punkte  0  aus  in  einen 
Schiebestofs  8  und  einen  Drehstofs  D  zerlegen.  Ersterer  wird  durch 
die  Befestigung  des  Körpers  d.  h.  die  Reaktionskraft  des  Unterstützungs- 
punktes aufgehoben.  So  bleibt  nur  der  Drehstofs  übrige  und  dieser  ist 
es,  den  wir  beim  Kreisel  den  Impuls  nannten.  Mithin  gilt  wieder  der 
dem  obigen  analoge 

Satz  la:  Der  ImpulsveMor  des  in  einem  seiner  FunMe  unterstützten 
Korpers  bleibt  während  der  'kräftefreien  Bewegung  nach  Bichtung  und 
Gröfse  im  Baume  konstant 

Dieser  Satz  deckt  sich  mit  der  Aussage,  dafs  die  Flächensätze  im 
vorliegenden  Falle  in  Grültigkeit  bleiben,  während  die  Schwerpunkt- 
Sätze  selbstverständlich  aufser  Kraft  treten.  Zugleich  erscheint  er  als 
genaues  Analogon  zu  dem  Galilei'schen  Trägheitsgesetze,  wenn  wir 
dem  letzteren  die  Form  des  Satzes  I  von  pag.  74  geben.  — 

Es  möge  jetzt  zweitens  vorausgesetzt  werden,  dafs  beliebige  kon- 
tinuierlich wirkende  äufsere  Kräfte  in  den  Punkten  unseres  Körpers 
wirken,  wobei  dieser  zunächst  wiederum  als  frei  beweglich  angenommen 
werden  möge.  Sein  Impuls  wird  dann  nicht  mehr  konstant  bleiben, 
und  es  wird  die  Frage  sein,  in  welcher  Weise  er  sich  verändert. 

Wir  stellen  dieselbe  Betrachtung  an  wie  oben.  Bestände  der 
Körper  aus  einem  einzelnen  Punkte,  so  würde  sich  sein  Impuls  mit 
dem  den  äufseren  Kräften  in  jedem  Momente  entsprechenden  un- 
endlich kleinen  Stofse  successive  nach  der  Regel  vom  Parallelo- 
gramm zusammensetzen  (Newtons  lex  secunda).  Besteht  er  aus  zwei 
Punkten  von  unveränderlichem  Abstände,  so  werden  die  Einzelimpulse 
dieser  beiden  Punkte  sowohl  durch  die  zwischen  ihnen  wirkenden 
Reaktionskräfte,  welche  uns  die  starre  Verbindung  ersetzen,  als  durch 
die  äufseren  Kräfte  abgeändert.  Achten  wir  aber  auf  den  Gesamt- 
impuls des  von  den  beiden  Punkten  gebildeten  Systems,  so  heben  sich 
bei  der  Konstruktion  die  Reaktionskräfte  heraus.  Die  betreffende 
Stofsschraube  besteht  also    aus   einem  konstanten  Teile,   welcher   den 


*)   Theorie  nouvelle  .  .  .,  Kap.  H,  §  5. 

**)    On  a  direct  method  of  estimating  velocities  with  respect  to  axes  move- 
able  in  Space.     Cambridge  Phil.  Transact.     Yol.  X,  1854. 
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ursprünglichen  Impulsen  unserer  beiden  Punkte  entspricht^  und  einem 
veränderlichen  Teile  ^  welcher  lediglich  von  den  zu  den  äufseren  Kräften 
in  dem  betreffenden  Zeitintervalle  gehörigen  Zusatzstöfsen  herrührt. 
Wir  können  so  verfahren,  dafs  wir  zuvörderst  diese  letzteren  hin- 
sichtlich eines  Bezugspunktes  0  zu  einem  unendlich  kleinen  Schiebe- 
stofs  dS  und  einem  Drehstofse  dD  in  jedem  Momente  zusammensetzen, 
und  dafs  wir  dann  dS  und  dD  mit  den  entsprechenden  Komponenten  S 
und  D  der  jeweiligen  Impulsschraube  durch  die  Parallelogrammkon- 
struktion kombinieren.  Dies  Verfahren  bringt  den  folgenden  Satz  in 
Evidenz,  den  wir  sogleich  auf  ein  starres  System  von  beliebig  vielen 
Punkten  und  weiterhin  auf  einen  starren  Körper  von  kontinuierlicher 
Massenverteilung  verallgemeinern  (von  allgemeineren  Systemen  mit  nur 
inneren  Kräften  gar  nicht  zu  reden): 

Satz  II:  Die  Impulsschraube  eines  frei  heiveglichen  starren  Körpers, 
auf  ^velchen  beliebige  äufsere  Kräfte  einwirken,  ändert  sich  während  der 
Bewegung  so,  dafs  sie  sich  in  jedem  Momente  mit  der  von  den  äufseren 
Kräften  herrührenden  unendlich  Meinen  Stofsschraube  nach  den  Regeln 
der  Statih  msammensetd. 

Diesem  Satz  entspricht,  dals  die  einfachen  Schwerpunkt-  und 
Flächensätze  bei  der  von  äufseren  Kräften  beeinflufsten  Bewegung  im 
allgemeinen  zu  gelten  aufhören.  Das  Sjstem  der  äufseren  Kräfte  mufs 
eine  besondere  Bedingung  erfüllen,  es  mufs,  wie  man  nach  dem  Vor- 
gange von  Lie  sagt,  eine  gewisse  infinitesimale  Transformation,  u.  zw. 
eine  infinitesimale  Rotation  oder  Translation  zulassen,  damit  einer  der 
einfachen  Flächen-  oder  Schwerpunktsätze  zu  Recht  besteht.  In  diesem 
Falle  würde  eine  Dreh-  oder  Schiebekomponente  der  den  äufseren 
Kräften  entsprechenden  Kraftschraube  verschwinden;  gleichzeitig  würde 
unsere  geometrische  Konstruktion  sofort  ergeben^  dafs  eine  Komponente 
der  Impulsschraube  während  der  Bewegung  konstant  bleibt. 

Man  beachte  noch  die  eigentümlich  ungeeignete  und  unsymmetrische 
Bezeichnungsweise,  deren  man  sich  in  der  analytischen  Mechanik  hin- 
sichtlich der  Schwerpunkt-  und  Flächensätze  bedient.  Man  spricht 
von  dem  Bestehen  eines  Flächensatzes  nur  dann,  wenn  das  Drehmoment 
der  äufseren  Kräfte  um  eine  Axe  gleich  Null  ist,  d.  h.  nur  dann, 
wenn  der  Drehbestandteil  des  Impulses  eine  in  der  Zeit  unveränderliche 
Komponente  besitzt.  Dagegen  spricht  man  von  den  Schwerpunkt- 
sätzen auch  dann,  wenn  äufsere  Kräfte  wirksam  sind,  wenn  also  der 
Schiebebestandteil  des  Impulses  beim  Ablauf  der  Bewegung  beliebig 
geändert  wird.  Diese  Diskrepanz  ist  wesentlich  dadurch  bedingt,  dals 
man  in  den  gewöhnlichen  Darstellungen  den  Begriff  des  Impulses, 
der  die  Flächen-  und  Schwerpunktsätze  organisch  verbindet,  nicht  be~ 
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rücksiclitigt.  Der  naturgemäfse  Sprachgebraucli  wäre  offenbar  der^  dafs 
man  das  Wort  Flächensatz  ebenso  allgemein  fafst,  wie  das  Wort 
Scbwerpunktsatz,  dafs  man  also  unter  den  Flächensätzen  die  That- 
sacbe  versteht^  dafs  der  Drebstofs  des  Impulses  sieb  mit  dem  Drebstofs 
der  äusseren  Kräfte  successive  geometriscb  addiert.  Im  Fall  des  kon- 
stanten Dreb-  und  Scbiebestofses  wird  man  dann^  wie  oben  gescbeben, 
von  den  ^^einfacben"  Fläcben-  und  Scbwerpunktsätzen  sprecben. 

Wir  macben  abermals  den  Übergang  zu  dem  Körper  mit  festem 
Unterstützungspunkte ^  bei  welcbem  der  Bestandteil  S  des  Impulses 
durcb  die  Reaktionskraft  in  0  aufgeboben  wird.  Unsere  obige  Über- 
legung fübrt  dann  zu  dem 

Satze  IIa:  Der  ImpulsveMor  des  Kreisels,  auf  welchen  heliehige 
äufsere  Kräfte  hontinuierlich  einwirken,  ändert  sich  in  jedem  Momente 
so,  dafs  seine  Änderung  nach  Bichtung  und  Gröfse  dem  von  den  äufseren 
Kräften  verursachten  unendlich  Meinen  Drehstofse  gleichkommt 

Dieser  Satz*)  stimmt  der  Form  nacb  genau  mit  dem  zweiten 
Newtonseben  Axiom  überein^  sofern  wir  letzteres  wie  in  Satz  II  pag.  74 
gescbeben,  aussprechen. 

§  6.    Der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft, 

Die  vorangebenden  Impulssätze  bestimmen  zusammen  mit  unserer 
früberen  Relation  zwischen  Impuls-  und  Drehungsvektor  die  Bewegung 
des  Kreisels  ebenso  vollständig,  wie  die  Newtonschen  Axiome,  denen 
sie  nacb  Form  und  Inhalt  genau  entsprechen ,  die  Mechanik  des  einzelnen 
Massenpunktes  regeln.  In  der  That  sind  die  successiven  Änderungen 
des  Impulses  im  Räume  durch  unsere  letzten  Betrachtungen  festgelegt. 
Aus  diesen  folgt  aber  die  Lage  des  Drehungsvektors  im  Körper  und 
also  auch  die  jeweilige  Bewegung  vermöge  der  Ergebnisse  des  §  3. 

Es  wird  daher  weiterhin  nicht  nötig  sein,  auf  den  Aufbau  des 
Körpers  aus  seinen  einzelnen  Massenteilchen  zurückzukommen  und  die 
Bewegung  der  letzteren  vom  Standpunkte  der  Punktmechanik  (mittelst 
der  Newtonschen  Axiome)  zu  verfolgen.  Wenn  wir  dies  später  doch 
gelegentlich  z.  B.  gleich  am  Ende  dieses  Paragraphen  thun  werden,  so 
geschieht  es  nur  sekundär  aus  didaktischen  Grründen,  weil  uns  die 
Punktmechanik  durch  allgemeine  Grewöhnung  besonders  geläufig  ist. 

*)  In  einer  Monographie  über  den  Kreisel:  Ä.  de  Saint- Germain ^  Besume 
de  la  theorie  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe,  Paris  1887,  wird 
dieser  Satz  mit  ünreclit  Resal  zugesprochen.  Der  erste  Band  des  Tratte  de 
Mecanique  generale  von  Eesal,  in  welchem  pag.  247  der  fragliche  Satz  vorkommt, 
ist  erst  1873  erschienen,  während  doch  unser  Satz  (man  vgl.  z.  B.  die  Jahreszahl 
der  Haywardschen  Abhandlung)  viel  älter  ist. 
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In  den  Torangehenden  Impulssätzen  mufs  insbesondere  aucli,  soweit 
es  sich  um  den  Kreisel  handelt^  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft 
enthalten  sein.  In  der  That  bildet  dieser^  wie  wir  sogleich  zeigen 
werden,  nur  ein  KoroUar  unserer  Impulssätze. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  dafs  keine  äufseren  Kräfte  auf  unsern 
Kreisel  wirken,  abgesehen  natürlich  von  der  Reaktionskraft  im  Unter- 
stützungspunkte und  solchen  Kräften,  welche  durch  diese  aufgehoben 
werden. 

Der  Ausdruck  der  doppelten  lebendigen  Kraft 

(1)  Lp  +  Mq  +  Nr 

bedeutet,  wie  pag.  96  erwähnt,  geometrisch  das  skalare  Produkt  aus  Impuls- 
lind  Drehungsvektor  und  hat  als  solches  einen  Wert,  welcher  nur  von 
der  Gröfse  und  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Vektoren,  nicht  von 
ihrer  Stellung  im  Räume  abhängt. 

Wir  i3etrachten  vorübergehend  eine  gleichförmige  Drehung  des 
Körpers  um  die  Axe  piqir^  welche  letztere  wir  uns  im  Körper  und 
also  auch  im  Räume  festgehalten  denken,  während  gleichzeitig  der  Vektor 
(L,  M,  N)  im  Räume  fest  gedacht  wird.  Die  Änderung  des  obigen 
skalaren  Produktes  bei  dieser  Bewegung,  d.  h.  die  öröfse 

pdL  +  qdM+rdN 

ist  gleich  Null,  weil  die  Gröfse  und  relative  Lage  unserer  beiden 
Vektoren  nicht  geändert  wird. 

Die  wirklich  stattfindende  kräftefreie  Bewegung  kann  aber,  was 
das  Verhalten  des  Impulsvektors  sowie  die  Bewegung  des  Körpers 
betrifft,  in  jedem  Momente  mit  einer  Bewegung  der  hier  voraus- 
gesetzten Beschaffenheit  in  erster  Annäherung  identifiziert  werden.  Es 
gilt  daher  auch  für  die  wirkliche  Bewegung  die  Gleichung 

(2)  pdL-i-qdM+rdN^O. 

Wir  bemerken  sodann,  dafs  nach  den  Gleichungen  (4')  des  §  3 
für  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  wird  rp 

—  IL  _d_T  _  d)^ 

^~dL'       ^~~dM^       ^~~dN' 

unter  T  den  in  den  Impulskoordinaten  geschriebenen  Ausdruck  der  leben- 
digen Kraft  verstanden.  Daraufhin  geht  die  linke  Seite  der  Gleichung 
(2)  über  in  das  vollständige  Differential  der  lebendigen  Kraft.  Wir 
erhalten  daher  die  Gleichung  dT  =  0  oder  integriert  T  ==  hj  welche 
den  Satz  liefert: 

Bei  der  'kräftefreien  Bewegung  des  Kreisels  ändert  sich  die  lebendige 
Kraft  des  Körpers  nicht. 
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Die  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  folgt  hiernach/  wie  wir  sehen, 
in  der  That  unmittelbar  aus  der  Erhaltung  des  Impulses, 

Mögen  nun  andrerseits  beliebige  äufsere  Kräfte  auf  unsern  Kreisel 
wirken.  Wir  setzen  diese  hinsichtlich  des  Unterstützungspunktes  0 
zu  einer  Schiebekraft  und  einer  Drehkraft  zusammen.  Von  der  ersteren 
können  wir  absehen,  die  Komponenten  der  letzteren  in  demjenigen 
Koordinatensystem,  auf  welches  sich  auch  die  L,  My  N  beziehen,  be- 
zeichnen wir  mit  A,  M,  N.  Der  Impuls vektor  im  Räume  erfährt  jetzt 
in  dem  Zeitteilchen  dt  die  Verrückungen  Adt,  \Adty  Hdt  (Satz  IIa  des 
vorigen  §).  Derselbe  behält  also  seine  Gröfse  und  Lage  im  Räume 
nicht  bei.  Wir  müssen  in  jedem  Momente  die  durch  die  äufseren 
Kräfte  hervorgerufene  Verschiebung  des  Impuls -Endpunktes  rückgängig 
machen,  um  einen  im  Räume  festen  Punkt  zu  erhalten.  Die  Verrückung 
dieses   Punktes    relativ    gegen    den  Körper   beträgt,    in  Komponenten 

aufgelöst, 

dL  —  Ndt,      dM—hAdt,     dN—Hdt 

Seine  Verbindungsstrecke  mit  0  liefert  einen  Vektor,  welcher  am  Ende 
des  Zeitteilchens  dt  dieselbe  Gröfse  und  relative  Lage  gegen  den 
Drehungsvektor  besitzt,  wie  der  Vektor  des  Impulses  zu  Beginn  des 
Zeitteilchens. 

Von  diesem  Vektor  wird  hiernach  dasselbe  gelten,  wie  bei  der 
kräftefreien  Bewegung  von  dem  Vektor  des  Impulses  selbst.  Die 
Gleichung  (2)  ist  daher  jetzt  zu  ersetzen  durch  die  Gleichung 

(3)  pdL  +  qdM+rdN^  (Ap  +  Mg  +  Hr)dt. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  wieder  das  vollständige  Differential 
der  lebendigen  Kraft  (dT)'^  die  rechte  Seite  stellt  (nach  Gl.  (2')  von 
pag.  91)  die  während  der  Zeit  dt  von  den  äufseren  Kräften  geleistete 
Arbeit  (dÄ)  dar.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Bei  der  durch  äufsere  Kräfte  heeinflufsten  Bewegung  des  Kreisels 
ändert  sich  die  lebendige  Kraft  in  jedem  Momente  so,  dafs  ihre  Änderung 
gleich  der  von  den  äufseren  Kräften  geleisteten  unendlich  Meinen  Arbeit 
ist,   (dT=^dÄ). 

Es  kann  insbesondere  vorkommen,  dafs  die  endliche  Arbeit,  welche 
die  äufseren  Kräfte  an  unserem  Körper  leisten,  während  wir  diesen 
von  einer  festen  Anfangslage  in  irgend  eine  neue  Lage  bringen,  nur 
von  dieser  Endlage,  nicht  von  den  durchlaufenen  Zwischenlagen  der 
Bewegung  abhängt.  Den  negativen  Wert  dieser  Arbeit  nennt  man 
bekanntlich  die  potentielle  Energie  TJ  und  bezeichnet  entsprechend  T 
als  die  kinetische  Energie,  T+  ?7  als  die  Gesamtenergie  des  Körpers. 
Alsdann  ist  dA  das  vollständige  Differential  der  Punktion  —  TJ.     Der 
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vorstehende  Satz  nimmt  in  Folge  dessen  die  einfachere  Form  an 
dT  =  —  dU^  oder  T  -\-  U  =  h  und  kann  folgendermalsen  aus- 
gesprochen werden: 

Wenn  die  die  Bewegung  beeinflussenden  äufseren  Kräfte  ein  „FotentiaV^ 
haben,  ändert  sich  die  Gesamtenergie  des  Körpers  bei  der  Bewegung  nicht. 

Auch  dieser  Sat^  von  der  Änderung  der  kinetischen  oder  der  Er- 
haltung der  Gesamtenergie  ist  also^  wie  wir  sehen,  eine  einfache  Folge 
unseres  Satzes  von  der  Änderung  des  Impulses, 

Entsprechend  beweisen  wir  den  Satz  von  der  lebendigen  Kraft 
für  die  Bewegung  des  freien  starren  Körpers. 

Wir  haben  dabei  den  Ausdruck  (1)  durch  den  folgenden  Ausdruck 

(4)  Xx  +  Yij  +  Z/  +  Lp  +  Mq  +  Nr 

zu  ersetzen,  in  welchem  x,  y ,  ^\  p,  q,  r  die  Koordinaten  der  in- 
stantanen  Bewegungsschraube,  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  die  der  Impuls- 
schraube bedeuten.  Dieser  Ausdruck  hat,  wie  pag.  103  hervorgehoben, 
eine  geometrische  Bedeutung,  welche  von  der  Stellung  der  beiden 
Schrauben  im  Eaume  unabhängig  ist  und  nur  von  ihren  Ganghöhen 
sowie  von  ihrer  relativen  Lage  abhängt. 

Es  handle  sich  zunächst  um  die  kräftefreie  Bewegung.  Wir  führen 
die  unendlich  kleine  Schraubung  (x,  y,  /,  p,  q,  r)  dt  aus  und  be- 
trachten die  relative  Bewegung  der  Impulsschraube  gegen  den  Körper. 
Die  Bewegungsschraube  denken  wir  uns  im  Körper  und  also  auch  im 
Räume  fest;  die  Impulsschraube,  welche  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
im  Räume  fest  ist,  wird  dabei  um  die  Bewegungsschraube  herum- 
geschraubt, wobei  sie  ihre  relative  Lage  gegen  diese  und  ihre  Gang- 
höhe nicht  verändert.  Bezeichnen  dX,  dY,  dZ,  dL,  dM,  dN  die 
relativen  Koordinatenänderungen  des  Impulses,  so  gilt  mithin  für  die 
hier  betrachtete  und  also  auch  für  die  wirkliche  Bewegung: 

(5)  xdX  +  ydY+  s'dZ  +  pdL  +  qdM  +  rdN=  0. 

Die  linke  Seite  ist  aber  den  Gleichungen  (16')  von  pag.  103  zufolge 
das  vollständige  Differential  dT  der  lebendigen  Kraft;  wir  haben  also 
dT=0  oder   T=h, 

Wiederum  bleibt  also  bei  der  hräftefreien  Bewegung  des  starren 
Körpers  die  lebendige  Kraft  ungeändert. 

Auf  den  Fall,  dafs  beliebige  äufsere  Kräfte  die  Bewegung  des 
starren  Körpers  beeinflussen,  verallgemeinert  sich  die  Betrachtung  in 
unmittelbar  ersichtlicher  Weise. 

Wir  setzen  die  äufseren  Kräfte  zunächst  hinsichtlich  des  Bezugs- 
punktes zu  einer  Schiebekraft  (Z,  H,  Z)  und  einer  Drehkraft  (A,  M,  N) 
zusammen.      Die    Änderungen    der    Impulskoordinaten    relativ    gegen 
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den  Raum  während  des  Zeitteilchens  dt  sind  nach  dem  Satze  II  des 
vorigen  Paragraphen  bez.  gleich  "Edt,  Wdt,  Zdt,  l\dt,  Mdt,  Hdt  Die 
Änderungen  dX,  dY,  dZ,  dL,  dM,  dN  der  Impulskoordinaten  relativ 
gegen  den  Körper  kommen  daher  nur  zum  Teil  auf  die  unendlich 
kleine  Schraubung  (x,  y,  /,  p,  q,  r)  dt]  zum  anderen  Teile  werden 
sie  durch  die  äufseren  Kräfte  bewirkt.  Wir  müssen  die  den  letzteren 
entsprechenden  Änderungen  rückgängig  machen^  um  eine  Schraube  zu 
erhalten^  welche  relativ  zu  der  Bewegungsschraube  am  Ende  des  Zeit- 
teilchens dt  ebenso  liegt,  wie  die  Impulsschraube  zu  Beginn  der  un- 
endlich kleinen  Bewegung.  Mit  anderen  Worten  wir  müssen  in  Gleichung 

(5)  die  Gröfsen   dX, . .  .,  dN  bez.  ersetzen  durch 

dX—Edt,  dY—Hdt,  dZ—Zdt,  dL—Ndt,  dM—Mdt,  dN—Ndt. 
So  ergiebt  sich 

(6)  xdX  +  ydY+  /dZ  +  pdL  +  qdM  +  rdN 
=  (E^'+     H/+     Z/+    Ap+     Mg+    Hr)dt. 

Die  linke  Seite  ist  aber  das  vollständige  Differential  der  lebendigen 
Kraft,  die  rechte  Seite  bedeutet  nach  Gleichung  (2)  von  pag.  90  die 
von  den  äufseren  Kräften  geleistete  Arbeit.    Wir  haben  also  dT=dÄ: 

Die  Änderung  der  lebendigen  Kraft  ist  in  jedem  Momente  gleich  der 
von  den  äufseren  Kräften  geleisteten  Arbeit 

Es  ist  vielleicht  nützlich,  den  Beweis  dieses  Satzes  nachträglich 
noch  einmal  nach  der  Methode  des  vorigen  Paragraphen  zu  führen, 
indem  wir  uns  den  starren  Körper  in  seine  einzelnen  Massenteilchen 
aufgelöst  denken.  Dabei  genügt  es,  ein  System  von  zwei  starr  ver- 
bundenen Massenteilchen  zu  betrachten. 

Wir  bemerken   vorab,    dafs    die  Änderung    der   lebendigen  Kraft 
des  einzelnen  Massenpunktes  auf  Grund  der  Formel 
dT=x'd\_X\-^y'd\X\  +  /  J[Z] 
gleich    ist    dem    skalaren    Produkt    aus    dem    Geschwindigkeitsvektor 
{x\  y\  /)  in  die  Änderung  des  Impulsvektors  ([X],  [Y],  [Z]). 

In  jedem  unserer  beiden  starr  verbundenen  Punkte  1  und  2  denken 
wir  uns  den  Vektor  des  Einzelimpulses  1  und  2  konstruiert,  welcher 
mit  dem  Geschwindigkeitsvektor  1  und  2  der  Richtung  nach  zusammen- 
fällt, sowie  die  Reaktionskräfte  1  und  2,  welche  uns  die  starre  Ver- 
bindung der  Punkte  ersetzen  und  in  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
wirken.     Aufsere  Kräfte  mögen  nicht  vorhanden  sein. 

Eine  augenfällige  Folge  der  starren  Verbindung  ist  diese ,  dafs 
die  Projektion  des  Geschwindigkeitsvektors  1  auf  die  Verbindungs- 
linie gleich  der  des  Geschwindigkeitsvektors  2  ist.  Statt  dessen  können 
wir  auch  auf  Grund  der  Newtonschen  lex  tertia  sagen: 
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Die  Summe  der  skdlaren  Produkte  aus  den  GeschwindigheitsveMoren 
in  die  mgehörigen  BeaMionskräfte  ist  gleich  Null. 

In  der  That  verwandelt  sich  die  öleictilieit  der  genannten  Pro- 
jektionen wegen  des  entgegengesetzten  Sinnes  der  beiden  Reaktions- 
kräfte in  die  entgegengesetzte  Gleichheit  der  genannten  skalaren  Pro- 
dukte. Nun  sind  aber  die  Eeaktionskr'afte  nach  Richtung  und  Gröfse 
proportional  mit  den  Änderungen  der  Einzelimpulse  (Newtons  lex 
secunda).  Also  wird  auch  die  Summe  der  skalaren  Produkte  aus  den 
Änderungen  der  Eimelimpulse  in  die  einzelnen  Geschwindigkeitsvektoren 
gleich  Null. 

Nach  der  vorangestellten  Bemerkung  sind  aber  die  beiden  Terme 
dieser  Summe  bez.  gleich  den  Änderungen  der  lebendigen  Kräfte  unserer 
beiden  Massenpunkte.  Die  Summe  selbst  ist  also  gleich  der  Änderung 
der  lebendigen  Kraft  des  Systems. 

Mithin  hleiht  die  lebendige  Kraft  unseres  Systems  ebenso  wie  beim 
einzelnen  Massenpunkt,  der  sich  nach  dem  Galileischen  Trägheitsgesetz 
bewegt,  konstant. 

Die  Verallgemeinerung  unserer  Überlegung  auf  den  Fall,  dafs 
äufsere  Kräfte  wirksam  sind,  oder  dafs  beliebig  viele  Punkte  zu  einem 
starren  System  verbunden  sind,  sowie  die  Spezialisierung  auf  den  Fall 
des  Kreisels  ist  so  einfach,  dafs  wir  sie  übergehen  können. 

Bemerken  wir  noch,  dafs  der  analytische  Beweis,  welchen  man 
gewöhnlich  vom  Satze  der  lebendigen  Kraft  giebt,  den  vorstehenden 
geometrischen  Beweisen  genau  parallel  läuft.  Und  zwar  entspricht  der 
letzten  Betrachtung,  in  welcher  wir  auf  die  einzelnen  Massenteilchen 
des  starren  Körpers  zurückgingen,  in  der  analytischen  Mechanik,  dafs 
man  die  Differentialgleichungen  in  der  Form  der  sog.  Lagrange' sehen 
Gleichungen  erster  Art  zu  Grunde  legt,  während  die  vorherige  Be- 
trachtung des  Gesamtsystemes  dem  Standpunkte  der  sog.  allgemeinen 
Lagrange' sehen  Gleichungen  (der  Gleichungen  zweiter  Art)  entspricht. 
Wir  werden  auf  beide  Gleichungssysteme  im  folgenden  Kapitel  (vgl. 
§  3)  näher  eingehen. 

§  7.     Die  kräftefreie  Bewegung  des  Kreisels  in  geometrischer 

Behandlung. 

Wir  wollen  jetzt  die  vorangehenden  allgemeinen  Sätze  dazu  be- 
nutzen, um  uns  von  der  Bewegung  des  Kreisels  in  dem  denkbar  ein- 
fachsten Falle  ein  deutliches  geometrisches  Bild  zu  verschaffen.  Wir 
nehmen  an,  dafs  auf  den  Kreisel  keine  äufseren  Kräfte  wirken.  Um 
insbesondere  auch  die  Schwerewirkung  auszuschalten,  denken  wir  uns 
den  Körper  in  seinem  Schwerpunkte  unterstützt. 
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Die  geometrische  Theorie  dieser  Bewegung^  welche  zuerst  von 
Poinsot  gegeben  ist^  können  wir  jetzt  unmittelbar  hinschreiben. 

Wir  berücksichtigen  in  erster  Linie ^  dafs  bei  der  kräftefreien  Be- 
wegung des  Kreisels  der  Impulsvektor  im  Räume  konstant  bleibt. 
Diesen  Vektor  denken  wir  uns  ein-  für  allemal  von  0  aus  etwa  vertikal 
nach  oben  abgetragen.  Gröfse  und  Richtung  des  Vektors  sind  natürlich 
durch  den  Anfangsstofs  gegeben^  durch  den  wir  unsern  Körper  in  Be- 
wegung gesetzt  haben. 

In  zweiter  Linie  berücksichtigen  wir^  dafs  bei  der  kräftefreien 
Bewegung  auch  die  lebendige  Kraft  des  Körpers  konstant  bleibt.  Dieser 
Thatsache  geben  wir  einen  doppelten  geometrischen  Ausdruck. 

Die  lebendige  Kraft  bedeutet  einerseits  das  halbe  Produkt  aus  der 
Grölse  des  Impulsvektors  in  die  Projektion  des  Drehungsvektors  auf 
diesen.  Aus  der  Konstanz  des  Impulses  und  der  Konstanz  der  lebendigen 
Kraft  folgt  also  zusammengenommen^  dafs  die  Projektion  des  Drehungs- 
vektors auf  den  Impulsvektor  eine  unveränderliche  Länge  hat.  Die 
Grröfse  dieser  Projektion  hängt  wiederum  von  der  Beschaffenheit  des 
ursprünglichen  Anstofses  ab.  Wir  haben  also  senkrecht  mr  Impulsaxe 
eine  im  Baum  feste  Ebene  e,  welche  uns  einen  geometrischen  Ort  für  den 
Endpunkt  des  Drehungsvektors  hinsichtlich  seiner  Lage  im  Baume  liefert. 

Eine  weitere  geometrische  Bedeutung  des  Satzes  von  der  lebendigen 
Kraft  ergiebt  sich  aus  dem  Ausdrucke 

Der  Endpunkt  (p,  q,  r)  des  Drehungsvektors  liegt  hiernach  auf  einem 
mit  dem  Kreisel  festverbundenen  EUipsoide^  welches  mit  dem  Trägheits- 
ellipsoid  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Die  Konstanz  der  lebendigen 
Kraft  bedeutet  nun,  dafs  dieses  EUipsoid  während  der  Bewegung  seine 
Dimensionen  dauernd  beibehält.  Wir  haben  also  ferner  ein  im  Körper 
festes  EUipsoid  E,  welches  uns  einen  geometrischen  Ort  für  den  End- 
punkt des  Drehungsvektors  hinsichtlich  seiner  Lage  im  Körper  liefert. 

Wir  berücksichtigen  schliefslich  die  Relation  zwischen  Impuls- 
und  Drehungsvektor.  Diese  Beziehung  konnte  mittelst  der  Poinsot- 
sehen  Konstruktion  von  pag.  101  dahin  ausgedrückt  werden,  dafs  die 
Tangentialebene  an  das  EUipsoid  E  im  Endpunkte  des  Drehungsvektors 
senkrecht  auf  der  Axe  des  Impulses  steht.  Die  genannte  Tangential- 
ebene ist  hiernach  zunächst  dauernd  unserer  Ebene  e  parallel;  da  die 
Ebene  e  überdies  beständig  durch  den  Endpunkt  des  Drehungsvektors 
hindurchgeht,  fällt  sie  direkt  mit  jener  zusammen.    Mit  anderen  Worten : 

Unser  Ellipsoid  E  berührt  während  der  Bewegung  dauernd  unsere 
Ebene  e. 
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Nun  yerläuft  auf  dem  EUipsoide  E  die  Polhodie-  und  in  der 
Ebene  e  irgendwie  die  Herpolhodiekurve.  Da  beide  Kurven  bei  der 
Bewegung  sich  auf  einander  abwickeln,  so  rollt  aucb  unser  EUipsoid  E 
auf  unserer  Ebene  e  während  der  Bewegung  ohne  zu  gleiten  ab. 
Hiernach  Icönnen  wir  die  gan^e  hinetisch  hesfimmte  Bewegung  auf  rein 
Mnematischem  Wege  dadurch  nachahmen,  dafs  wir  ein  im  Körper  festes 
EUipsoid,  welches  um  den  Punht  0  als  MittelpunM  beschrieben  ist,  auf 
einer  im  Baume  festen  Ebene  ohne  Qleiiung  abrollen  lassen. 

Dieses  schöne  und  übersichtliche  Bild  der  Bewegung  des  kräfte- 
freien Kreisels  verdanken  wir,  wie  bekannt,  den  Untersuchungen 
Poinsots.  Die  fragliche  Bewegung  wird  deshalb  auch  kurz  als 
Poinsot- Bewegung  bezeichnet.  Wenn  wir  so,  dem  Vorgange  Poinsots 
folgend,  die  Bewegung  durch  das  Abrollen  eines  Ellipsoides  auf  einer 
Ebene  veranschaulichen,  setzen  wir  uns  merkwürdiger  Weise  in  einen 
gewissen  Widerspruch  mit  der  allgemeinen  Poinsotschen  Theorie  der 
Drehung.  Nach  dieser  sollen  wir  uns  in  erster  Linie  die  Gestalt  der 
abrollenden  Polkegel  klarmachen  und  daraus  eine  Vorstellung  von  der 
Bewegung  zu  gewinnen  suchen.  Es  zeigt  sich  aber  schon  in  dem  vor- 
liegenden einfachen  Falle,  dafs  die  Gestalt  dieser  Kegel,  wenigstens 
die  des  Herpolhodiekegels,  wie  wir  unten  weiter  ausführen  werden, 
ziemlich  kompliziert  ist,  und  dafs  die  oben  angegebene  abweichende 
Konstruktion  viel  übersichtlicher  wird.  Um  so  weniger  werden  wir 
erwarten  können,  in  schwierigeren  Fällen  (beim  Hinzutreten  der 
Schwerewirkung)  allein  mit  der  Diskussion  der  abrollenden  Kegel 
durchzukommen. 

Handelt  es  sich  nur  um  die  successiven  Lagen  des  Körpers  im 
Räume,  so  ist  unser  obiges  Bild  der  Bewegung  völlig  zureichend. 
Wollen  wir  aber  auch  die  Geschwindigkeit  der  wirklichen  Bewegung 
in  unserem  kinematischen  Bilde  zum  Ausdruck  bringen,  so  müssen  wir 
über  die  Art  des  Abrollens  die  weitere  Bestimmung  hinzufügen: 

Die  Geschwindigkeit  des  Abrollens  soll  so  bemessen  werden^  dafs  die 
Drehung  des  Ellipsoides,  welche  natürlich  um  den  von  0  nach  dem 
jeweiligen  Berührungspunkt  von  E  und  e  gezogenen  Badius  stattfindet, 
ihrer  Geschwindigkeit  nach  diesem  Badius  gleich  ist. 

Wie  auch  diese  Bedingung  rein  kinematisch  zu  realisieren  ist,  hat 
zuerst  Sylvester*)  gezeigt.  Wir  können  hierauf  indessen  nicht 
eingehen. 

Wir    vervollständigen    nun    noch    unsere    Vorstellung    von    der 


*)   Vgl.  Sylvester:    On  the  motion  of  a  rigid  body  etc.,  London  E,.  S.  Phil. 
Transactions  1866. 
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Poinsot-Bewegung^   indem  wir  im   Einzelnen    das  Verhalten  der  yer- 
schiedenen  geometrischen  Elemente  der  Bewegung  studieren. 

Es  handle  sich  zunächst  um  den  Ablauf  der  Bewegung  im  Körper. 
Wir  werden  in  dieser  Hinsicht  vor  allen  Dingen  die  Kurve  zu  kennen 
wünschen^  welche  der  EndpunM  des  Impulsvehtors  relativ  gegen  den 
Körper  hescJireiht  Diese  Kurve  werden  wir  in  Ermangelung  eines 
besseren  Ausdrucks  gelegentlich  die  ,Jmpulskurve^^  nennen. 

Jedenfalls  wandert  der  Endpunkt  des  Impulses  im  einzelnen  Zeit- 
elemente bei  der  in  Rede  stehenden  Relativbewegung  auf  einem  Kreis- 
bogenstückchen um  die  jeweilige  Drehungsaxe  herum.  Seine  relative 
Verschiebung  gegen  den  Körper  steht  also  senkrecht  auf  der  instantanen 
Drehungsaxe.  Die  Richtung  der  genannten  Verschiebung  gegen  das 
XF^- System  wird  aber  durch  die  Verhältnisse  der  Koordinatenän- 
derungen dL  :  dM :  dN,  die  Richtung  des  Drehungsvektors  durch  die 
Verhältnisse  p:  q:r  bestimmt.  Mithin  gilt  die  Gleichung: 
pdL-i-qdM+rdN=0. 

Auf  Grund  der  allgemeinen  Relation  zwischen  Impuls-  und  Drehungs- 
vektor können  wir  unsere  Gleichung  auch  so  schreiben: 

LdL    ,    MdM    ,    NdN        ^ 
Durch  Integration  ergiebt  sich: 

(1)  -A'Ä  +  -B+^)-^^ 

Die  Gleichung  (1)  ist  natürlich  das  Äquivalent  für  die  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft^  wie  denn  auch  unsere  vorstehende  Überlegung 
den  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Beweis  des  Satzes  von  der 
lebendigen  Kraft  nur  in  etwas  speziellerer  Passung  wiederholt. 

Ferner   ist   klar,    dafs   der   Endpunkt    des   Impulses,    wegen   der 
konstanten   Länge   G  desselben,    sich    dauernd   auf  einer  Kugel   vom 
Radius  G  befinden  mufs.     Wir  haben  also 
(2)  L^  +  M^  +  N^==G\ 

Durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  ist  die  gesuchte  Kurve  be- 
stimmt.    Wir  können  sagen: 

Die  Bahn,  welche  der  Impuls- Endpunkt  im  Körper  beschreibt,  ist  eine 
sphärische  Kwrve;  sie  ergiebt  sich  als  Schnitt  des  EUipsoides  (1)  mit  der 
Kugel  (2). 

Die  Gestalt  der  Kurve  ist  in  den  Figuren  18,  19  und  20  (s.  den 
folgenden  Paragraphen)  für  einige  charakteristische  Fälle  verzeichnet. 

Gleichzeitig  ist  auch  die  Kurve,  welche  der  Endpunkt  des  Drehungs- 
vektors im  Körper  beschreibt,  d.  h.  die  Polhodiekurve  bestimmt.    Wir 
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erhalten  sie  aus  der  soeben  gefundenen  Kurve  des  Impulses  durch  eine 
einfache  Deformation  nach  den  Hauptaxen  des  Körpers.  Auch  sie 
liegt  auf  zwei  sogleich  zu  nennenden  Flächen  zweiten  Grades,  von  denen 
uns  die  erste  als  unser  EUipsoid  E  bereits  bekannt  ist.  Es  ergiebt 
sich  nämlich  aus  (1)  und  (2)  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zwischen 
Impuls-  und  Drehungsvektor: 

(3)  l(Äp'-{-Bq'-{-Cr')  =  h 
und 

(4)  ^V  +  -B'^'  +  C'r'  =  G\ 

Die  Polhodiehurve  erscheint  also  als  Schnitt  der  beiden  lionzentrischen 
Mlipsoide  (3)  und  (4). 

In  entsprechender  Weise  behandeln  wir  die  Kurven,  welche  der 
Endpunkt  von  Impuls-  und  Drehungsvektor  relativ  gegen  den  festen 
Raum  beschreiben.  Erstere  Kurve  reduziert  sich  natürlich  auf  einen 
Punkt;  betrachten  wir  daher  die  letztere,  d.  h.  unsere  Herpolhodiekurve, 
Zunächst  wissen  wir  aus  dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft,  dafs 
diese  Kurve  in  der  festen  Ebene  e  verläuft. 

Die  Herpolhodiekwrve  ist  also  eine  ehene  Kurve.  Der  Abstand  ihrer 
Ebene  von  0,  d.  h.  die  Projektion  des  Drehungsvektors  auf  die  ver- 
tikale Impulsaxe,  welche  wir  in  Übereinstimmung  mit  früherem  durch 
Q  bezeichnen,  ergiebt  sich  aus  dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  zu 

(5)  ^  =  -^- 

Die  genauere  Gestalt  der  Herpolhodiekurve  läfst  sich  nicht,  wie 
bei  der  Polhodiekurve  durch  eine  elementar -geometrische  Konstruktion 
definieren,  da  sie  im  allgemeinen  transcendenter  Natur  ist.  Wohl  aber 
gelingt  es,  sie  aus  unserem  kinematischen  Bilde  der  Bewegung  zu 
ermitteln. 

Wir  beschreiben  mit  dem  gröfsten  und  dem  kleinsten  Abstände 
der  Polhodiekurve  von  0  je  eine  Kugel  um  0,  welche  in  unserer 
Ebene  e  zwei  Kreise  bestimmt.  Der-  gemeinsame  Mittelpunkt  dieser 
Kreise  ist  der  Durchstofsungspunkt  der  Impulsaxe  mit  e.  Zwischen 
diesen  beiden  Kreisen  mufs  die  Herpolhodiekurve  ersichtlich  in  regel- 
mäfsigen  Windungen  hin-  und  herlaufen,  indem  sie  dieselben  abwechselnd 
berührt  oder  sich  in  besonderen  Fällen  auf  einen  derselben  mit  Spitzen 
aufsetzt.  Sie  besteht  aus  einer  unendlichen  Serie  unter  sich  kongruenter 
Bögen,  welche  gegen  einander  je  um  dasselbe  Stück  verdreht  sind. 
Jeder  einzelne  Bogen  entspricht  einer  einmaligen  Abwickelung  der 
Polhodiekurve.  Im  allgemeinen  wird  sich  die  Kurve  nicht  schliefsen, 
sondern  um  den  Mittelpunkt  der  Figur,   den  Durchstofsungspunkt  der 


§  7.    Die  kräftefreie  Bewegung  des  Kreisels.  125 

Impulsaxe  mit  ihrer  Ebene,  unendlich  oft  herumlaufen.    Hieraus  folgt 
bereits,    dafs   die   Gleichung   der   Kurve   eine   transcendente   Gleichung 
sein  wird.     Entsprechendes  gilt  natürlich  von  dem  Herpolhodiekegel, 
welcher   diese  Kurve  von    0  aus  projiziert. 
Die  Gestalt  der  Herpolhodie  wird  durch  die  y-'''  ^^  ^ 

nebenstehende  Figur*)  für  den  speziellen  Fall 

A-~        B-^        C-- 

h  =  60,      0^  =  5  i 

dargestellt. 

Nun  wollen  wir  sehen,  wie  sich  diese 
Dinge  im  Falle  des  symmetrischen  Kreisels 
modifizieren.  Hier  hat  das  Trägheitsellipsoid 
sowie  die  sämtlichen  vorher  benutzten  EUip- 

soide  (1),  (3)  und  (4)  Rotationssymmetrie  um  die  Figurenaxe.  Bringen 
wir  aber  ein  Rotationsellipsoid  mit  einer  Kugel  (wie  bei  der  Kon- 
struktion der  Impulskurve),  oder  bringen  wir  zwei  Rotationsellipsoide 
von  zusammenfallenden  Figurenaxen  (wie  bei  der  Konstruktion  der 
Polhodie)  mit  einander  zum  Schnitt,  so  entsteht  allemal  als  Schnittkurve 
ein  Paar  diametral  gelegener  Kreise  in  parallelen  Ebenen. 

Mithin  geht  sowohl  die  Polhodielcurve,  wie  die  Kurve,  welche  der 
Impuls  im  Körper  beschreibt,  je  in  einen  Kreis  über. 

Lassen  wir  ferner  ein  Rotationsellipsoid  mit  festem  Mittelpunkte 
0  auf  einer  Ebene  abrollen,  so  entsteht  in  dieser  Ebene  als  Ort  der 
Berührungspunkte  offenbar  gleichfalls  ein  Kreis.  Dies  ergiebt  sich  z.  B. 
daraus,  dafs  sämtliche  Punkte  der  Polhodiekurve  von  0  den  konstanten 
Abstand  (Q)  haben;  also  müssen  auch  sämtliche  Punkte  der  Herpolhodie- 
kurve  von  0  den  Abstand  Q  besitzen.  Die  letztere  Kurve  ist  also  der 
Schnitt  einer  Ebene  mit  einer  Kugel  vom  Radius  Q. 

Mithin  geht  auch  die  HerpoThodie'kurve  beim  symmetrischen  Kreisel 
in  einen  Kreis  über. 

Der  Charakter  der  eintretenden  Bewegung  läfst  sich  nun  mit  einem 
Worte  dahin  angeben: 

Die  allgemeinste  Bewegung  des  hräftefreien  symmetrischen  Kreisels 
ist  die  reguläre  Präcession. 


*)  Die  Figur  ist  der  Dissertation  von  Hrn.  W.  Hess:  „Das  Rollen  einer 
Fläche  zweiten  Grades  auf  einer  invariabeln  Ebene,  Münclien  1880'',  entnommen. 
Hr.  Hess  zeigt,  dafs  die  Herpolhodiekurve  wegen  der  Ungleichungen,  die  zwischen 
den  Hauptträgheitsmomenten  A,  B,  G  bestehen,  keine  (reellen)  Wendepunkte 
besitzen  kann;  die  ursprüngliche  von  Poinsot  gegebene  Figur,  Liouville's  Journal 
ser.  I,  t.  16  war  in  dieser  Hinsicht  fehlerhaft. 


126 


n.    Einführung  in  die  Kinetik  des  Kreisels, 


In  der  That  konnten  wir  in  §  6  des  vorigen  Kapitels  die  reguläre 
Pr'acessionsbewegnng  dadurch  charakterisieren,  dafs  die  Kurven  bez. 
die  Kegel  der  Polhodie  und  Herpolhodie  Kreise  bez.  Kreiskegel  waren. 
Die  Axe  der  Pr'äcession  ist  die  Impulsaxe.  Die  genauere  Klassifizierung 
dieser  Präcessionsbewegung  im  Sinne  der  Unterscheidungen  von  pag.  51 
wollen  wir  uns  für  später  aufsparen. 

In  dem  Spezialfälle  des  symmetrischen  Kreisels  führt  auch  folgende 
Überlegung  zum  Ziele,  welche  vielleicht  noch  einfacher  und  näher- 
liegend als  die  frühere  ist.  Wir  nehmen  die  Impulsaxe  wieder  ver- 
tikal nach  oben  gerichtet,  an  und  zeichnen  die  Figurenaxe  in  der 
Anfangslage  unter  einem  beliebigen  Winkel  d"  gegen  diese  geneigt. 
Aus  der  Lage  von  Impuls-  und  Figurenaxe  folgt  die  Lage  der  in- 
stantanen  Drehungsaxe.  Diese  liegt  nach  der  pag.  106  mitgeteilten 
Konstruktion  stets  in  derselben  Ebene  mit  der  Impuls-  und  Figuren- 
axe und  teilt  den  Winkel  ^^  wie  wir  kurz  sagen  können,  in  einem 
festen  (nur  von  der  Massenverteilung  des  Kreisels,  d.  h.  von  den 
Werten  Ä  und  C  abhängigen)  Verhältnisse  u.  zw.  innen  oder  aufsen, 
je  nachdem   der  Kreisel   ein  verlängerter  oder  abgeplatteter  ist.     Der 

gröfseren  Deutlichkeit  wegen  legen  wir  um  0 
die  Einheitskugel  und  markieren  ihre  Durch- 
stofsungspunkte  mit  der  Impuls-,  der  Rotations- 
und der  Figurenaxe,  welche  wir  bez.  mit  J, 
B  und  F  bezeichnen.  Der  Punkt  J  ist  nach 
unserem  fundamentalen  Prinzip  ein  fester  Punkt, 
der  „Nordpol"  der  Kugel.  Die  Punkte  B  und 
F  dagegen  sind  beweglich;  wir  behaupten,  dafs 
sie  je  einen  ParallelJcreis  um  den  Nordpol  be- 
schreiben. 

In  der  That  (vgl.  Fig.  17),  die  instantane 
Bewegung  des  Kreisels  besteht  in  einer  Drehung 
um  OB.  Der  Punkt  J?"  wandert  dabei,  weil  F 
und  B  auf  demselben  Meridiane  der  Kugel  liegen,  im  ersten  Augen- 
blicke in  Richtung  des  durch  F  gehenden  Parallelkreises,  so  dafs  der 
Winkel  %"  zunächst  nicht  geändert  wird.  In  Folge  dessen  mufs  jetzt 
eine  andere  Gerade  des  Körpers,  welche  in  der  Meridianebene  JOF 
enthalten  ist,  die  Rolle  der  Drehungsaxe  übernehmen.  Bezeichnen  wir 
ihren  Schnittpunkt  mit  der  Einheitskugel  wieder  durch  B,  so  liegt  B 
auf  dem  Meridiane  JF,  Da  nun  dieser  Punkt  den  Bogen  JF  in 
einem  festen  Verhältnisse  teilt  und  da  der  Bogen  JF  seine  anfängliche 
Länge  behalten  hat,  mufs  auch  der  Bogen  JB  die  ursprüngliche  Gröfse 
haben.     B   wandert   also  im   ersten  Augenblicke   gleichfalls   auf  dem 


Mg.  17. 


§  7.    Die  kräftefreie  Bewegung  des  Kreisels.  127 

durch  B  hindurchgehenden  Parallelkreise  und  zwar^  wie  wir  sagten^ 
soweit^  dafs  Jy  R  und  F  Punkte  eines  und  desselben  Meridianes 
werden.  Wir  sind  damit  genau  auf  die  Anfangsbedingungen  der  Be- 
wegung zurückgeführt.  In  Folge  dessen  gilt  unsere  Überlegung  auch 
für  jede  folgende  Zeit. 

Die  Figurenaxe  und  die  Drehungsaxe  beschreiben  also  hei  der  hräfte- 
freien  Bewegung  des  symmetrischen  Kreisels  je  einen  Kreiskegel  um  die 
Impulsaxe. 

Aus  unserer  früheren  Konstruktion  des  Drehungsyektors  folgt 
ferner,  dafs  die  Länge  desselben  bei  konstanter  Länge  des  Impuls- 
vektors und  konstantem  Neigungswinkel  d"  gleichfalls  konstant  ist. 
Nun  ist  aber  die  Portschreitungsgeschwindigkeit  der  Figurenaxe  auf 
ihrem  Kreiskegel  der  Gröfse  des  Drehungsvektors  proportional.  Also 
durchläuft  die  Figurenaxe  ihren  KreisJcegel  mit  Iconstanter  GeschwindigJceit. 
Ferner  ist  die  Drehgeschwindigkeit  des  Kreisels  um  die  Figurenaxe 
gleich  der  Projektion  des  Drehungsvektors  auf  die  letztere.  Also  dreht 
sich  der  Kreisel  relativ  gegen  die  Figurenaxe  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit 

Durch  diese  Bemerkungen  ist  aber  die  Bewegung  wiederum  als 
reguläre  Präcession  charakterisiert.  — 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir,  dafs  unsere  Behandlung  des  kräfte- 
freien Kreisels  auch  auf  die  Bewegung  eines  im  Räume  freien  starren 
Körpers  Anwendung  findet,  welcher  überhaupt  keinen  oder  doch  nur 
solchen  äufseren  Kräften  unterworfen  ist,  die  sich  bei  geeigneter  Wahl 
des  Bezugspunktes  zu  einer  blolsen  Schiebekraft  zusammensetzen  lassen, 
wie  z.  B.  die  Schwerkraft  in  dem  Falle,  wo  wir  den  Schwerpunkt  zum 
Bezugspunkte  wählen.  Dann  können  wir  nämlich  nach  den  allgemeinen 
Impulssätzen  des  fünften  Paragraphen  die  Translation  des  Bezugs- 
punktes einerseits  und  die  Rotation  des  Körpers  um  den  Bezugs- 
punkt andrerseits  für  sich  behandeln,  letztere  nach  der  vorangehenden 
Theorie  des  kräftefreien  allgemeinen  Kreisels,  erstere  nach  den  Gesetzen 
der  Mechanik  des  einzelnen  Massenpunktes.  Da  insbesondere  für  den 
Fall  der  Schwerewirkung  die  Bahnkurve  des  einzelnen  Massenpunktes 
(die  Parabel)  genugsam  bekannt  ist,  so  beherrschen  wir  jetzt  mit 
Zuhilfenahme  der  vorangehenden  Resultate  bereits  die  Bewegung  des 
im  Baume  frei  beweglichen  schweren  starren  Körpers. 
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Kreisels. 

Wir  haben  bereits  mehrfacli  die  Analogie  zwischen  der  Bewegung 
des  einzelnen  Massenpunktes  und  der  Rotation  des  Kreisels  betont. 
Nicht  nur^  dafs  (in  kinematischer  Hinsicht)  beides  Probleme  von  drei 
Graden  der  Freiheit  sind  und  dafs  (in  statischer  Hinsicht)  der  Impuls 
in  beiden  Fällen  als  ein  Vektor  aufgefasst  werden  kann;  auch  in 
kinetischer  Hinsicht  besteht  eine  durchgreifende  Analogie^  wofern  wir 
(vgl.  §  5)  unser  Augenmerk  auf  das  Verhalten  des  Impulsvektors 
richten.  Anders  stellt  sich  die  Sache  ^  wenn  wir  das  Verhalten  des 
Geschwindigkeitsvektors  in  beiden  Fällen  vergleichen.  Während  beim 
einzelnen  kräftefreien  Massenpunkte  der  Geschwindigkeitsvektor  (ebenso 
wie  der  Impulsvektor)  Richtung  und  Gröfse  im  Räume  beibehält,  ändert 
der  Vektor  der  Drehgeschwindigkeit  bei  der  kräftefreien  Kreiselbewegung 
seine  Gröfse  und  seine  Lage  sowohl  im  Räume  wie  im  Körper  kon- 
tinuierlich ab.  Wir  werden  uns  die  Frage  vorlegen,  unter  welchen 
Umständen  auch  beim  Kreisel  der  Geschwindigkeitsvektor  nach  Richtung 
und  Gröfse  im  Räume  konstant  bleibt  oder  mit  anderen  Worten,  unter 
welchen  Umständen  eine  gleichförmige  Botation  des  Kreisels  um  eine  im 
Baume  feste  Axe  eintritt 

Wir  wissen,  dafs  bei  der  Poinsot- Bewegung  der  Rotationsvektor 
im  Räume  einen  Kegelmantel  beschreibt,  der  den  Impulsvektor  in 
seinem  Innern  hat.  Soll  nun  die  Rotationsaxe  im  Räume  stille  stehen, 
der  Herpolhodiekegel  sich  also  auf  eine  einzelne  Gerade  reduzieren,  so 
mufs  diese  mit  der  Richtung  des  Impulses  zusammenfallen.  Nach 
pag.  101  fällt  aber  die  Rotationsaxe  mit  der  Impulsaxe  nur  dann  zu- 
sammen, wenn  ihre  gemeinsame  Richtung  eine  Hauptaxe  des  Körpers 
ist.  Umgekehrt  ergiebt  sich  aus  der  Konstruktion  von  pag.  102,  dafs 
dann  in  der  That  die  Rotationsaxe  eine  feste  Lage  im  Räume  und 
auch  im  Körper  beibehält,  und  dafs  die  Rotationsgeschwindigkeit  eine 
gleichförmige  ist.  Bezeichnen  wir  eine  Axe,  um  welche  eine  fort- 
gesetzte gleichförmige  Drehung  möglich  ist,  wie  üblich,  als  „permanente 
Axe",  so  können  wir  sagen: 

Bei  dem  allgemeinen  Kreisel  giebt  es  nur  drei  permanente  Äxen,  die 
Hauptaxen  des  Körpers, 

Wenn  der  Kreisel  um  eine  dieser  drei  Hauptaxen  rotiert,  reduziert 
sich  offenbar  die  Polhodie,  die  Herpolhodie,  sowie  die  Kurve,  welche 
der  Impuls  im  Körper  beschreibt,  je  auf  einen  einzelnen  Punkt. 

Die   drei  Hauptaxen   bieten   einen   interessanten  Unterschied  hin- 
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sichtlich,  der  Stabilität  der  betr.  gleichförmigen  Rotation  dar^  wie  schon 
Poinsot  bemerkt  hat. 

Der  Begriff  der  Stabilität  einer  Bewegung^  welcher  uns  hier  zum 
ersten  Male  begegnet^  spielt  eine  wichtige  Rolle  in  der  neueren  Mechanik 
und  will  mit  einer  gewissen  Vorsicht  behandelt  sein.  Um  zu  ent- 
scheiden, ob  wir  eine  Bewegungsform  unseres  Kreisels  stabil  oder  labil 
nennen  j  werden  wir  folgendermafsen  verfahren  (wobei  der  genaue  Sinn 
der  von  uns  gewählten  Worte  vielleicht  erst  im  Laufe  der  weiteren 
Entwickelung  völlig  deutlich  wird):  Wir  erteilen  dem  Kreisel,  während 
er  die  fragliche  Bewegung  ausführt,  einen  kleinen  Stofs  von  beliebiger  Be- 
schaffenheit. Werden  hierbei  sämtliche  Elemente  der  Bewegung,  z.  B.  die 
successiven  Lagen  des  Kreisels  im  Räume,  die  Lagen  des  Drehungsvektors 
und  des  Impulsvektors  im  Kreisel  und  im  Raum  um  so  weniger  ^e- 
ändert^  je  kleiner^  der  Anstofs  gemacht  wird,  so  werden  wir  die  Be- 
wegung stabil  nennen;  in  jedem  anderen  Falle  wird   sie  labil  heifsen. 

Wir  untersuchen  in  diesem  Sinne  zunächst  die  Botation  des  Kreisels 
um  die  Äxe  des  gröfsten  oder  Ideinsten  Hmtptträgheitsmomentes  und  be- 
trachten vor  allem  die  Kurve,  welche  der  Endpurikt  des  Impulses  im 
Körper  'beschreibt  Das  EUipsoid  1)  und  die  Kugel  2)  von  pag.  123, 
deren  gemeinsame  Punkte  unsere  Impulskurve  lieferten,  müssen  sich 
jetzt  offenbar  in  zwei  Punkten  berühren,  welche  bez.  auf  der  längsten 
oder  kürzesten  Hauptträgheitsaxe  liegen.  Im  ersteren  Falle  wird  das 
EUipsoid  von  der  Kugel,  im  letzteren  Falle  die  Kugel  von  dem  EUipsoid 
ganz  umschlossen.  Erteilen  wir  nun  dem  Kreisel  einen  kleinen  Stofs, 
so  ändern  wir  dadurch  die  Konstanten  h  und  Gy  d.  h.  die  Gröfse  unseres 
EUipsoides  und  unserer  Kugel,  ein  wenig  ab.  Der  Berührungspunkt 
löst  sich  dann  beidemal  in  eine  kleine  in  sich  zurücklaufende  Kurve 
auf,  welche  dem  früheren  Berührungspunkt  in  ihrer  ganzen  Erstreckung 
um  so  näher  liegt,  je  kleiner  die  Änderung  von  h  und  Q  war.  (Aller- 
dings kann  sich  der  Berührungspunkt  bei  willkürlicher  Änderung  von 
h  und  G  auch  in  eine  imaginäre  Kurve  auflösen;  die  hierfür  not- 
wendigen Werte  unserer  Konstanten  sind  aber  mit  der  mechanischen 
Bedeutung  dieser  öröfsen  unvereinbar,  so  dafs  wir  hiervon  absehen 
können). 

Ganz  ähnlich,  wie  die  Impulskurve,  verhält  sich  die  Kurve  der 
Polhodie,  welche  ja  aus  jener  durch  eine  einfache  Deformation  nach 
den  Hauptaxen  des  Körpers  abgeleitet  werden  kann.  Auch  diese  Kurve, 
welche  bei  der  gleichförmigen  Rotation  aus  einem  einzelnen  Punkte 
besteht,  verwandelt  sich  bei  Hinzufügung  eines  kleinen  äufseren  An- 
stofses  in  ein  kleines  Oval,  welches  jenem  Punkte  dauernd  sehr  nahe 
liegt.     Hieraus    schliefsen   wir,    dafs    beim   Abrollen   der  Polhodie   in 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  9 
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unserer  festen  Ebene  von  pag.  121  eine  Herpolhodiekurve  entsteht^  deren 
Dimensionen  gleichfalls  um  so  kleiner  sind^  je  kleiner  der  störende 
Stofs  gewählt  wird.     Aus  alledem  folgt: 

Die  gleichförmige  Botation  des  Kreisels  um  die  gröfste  oder  Meinste 
Hauptaxe  des  Trägheitsellipsoides  ist  eine  stabile  Bewegungsform. 

Nehmen  wir  zweitens  an^  dafs  die  Rotation  um  die  mittlere  Haupt- 
axe des  Trägheitsellipsoides  erfolgt.  Wir  betrachten  zunächst  wieder 
die  Impulskurve.     In  unserem  Falle  reduziert  sich  diese  auf  einen  der 

Durchstofsungspunkte  der  mittleren  Haupt- 
trägheitsaxe  mit  der  Kugel  vom  Radius  G. 
In  diesem  sowie  in  dem  diametralen  Punkte 
wird  unsere  Kugel  2)  von  dem  EUipsoide  1) 
berührt.  Man  erkennt  aber  aus  der  neben- 
stehenden Figur  sofort,  dafs  es  noch  un- 
endlich viele  andere  Punkte  giebt,  welche 
beiden  Flächen  gemeinsam  sind.  Beide  Flächen 
müssen  sich  nämlich  notwendiger  Weise  durch- 
setzen; die  Enden  der  gröfsten  Hauptaxe  des 
EUipsoids  beispielsweise  ragen  aus  der  Kugel 
hervor;  die  kleinste  Hauptaxe  liegt  ganz  im 
Innern  der  Kugel.  Die  vollständige  Schnitt- 
kurve besteht  aus  zwei  Kreisen,  nämlich  den- 
jenigen Kreisschnitten  des  EUipsoids,  welche 
sich  in  den  Endpunkten  der  mittleren  Haupt- 
axe kreuzen.  Es  ist  leicht,  die  analytische 
Bedingung  anzugeben,  welche  für  das  Eintreten  des  vorliegenden  Falles 
erforderlich  ist.  Ist  B  das  auf  die  mittlere  Hauptaxe  bezügliche 
Trägheitsmoment,  so  haben  wir  die  Konstanten  h  und  G  so  zu  be- 
messen, dafs  sich  für  L==N=0  aus  den  Grleichungen  (1)  und  (2)  von 
pag.  123  derselbe  Wert  von  M^  ergiebt;  unsere  Bedingung  lautet  also 

G^  =  2hB. 

Ändern  wir  jetzt  durch  Hinzufügung  eines  äufseren  Änstofses  die 
Dimensionen  von  Kugel  und  EUipsoid  ein  wenig  ab,  so  entsteht  alle- 
mal eine  Kurve,  welche  sich  von  dem  ursprünglichen  Berührungspunkte 
um  ein  endliches  Stück  entfernt.  Die  beiden  Berührungspunkte  (zu- 
sammen mit  den  hindurchgehenden  Kreisen)  lösen  sich  je  in  zwei  Ovale 
auf,  welche  auf  dem  abgeänderten  EUipsoide  die  Endpunkte  der  gröfsten 
oder  die  der  kleinsten  Hauptaxe  umgeben.  Man  vergleiche  hierzu  die 
Figuren  19  und  20.  In  diesen  ist  die  äufsere  Störung  speziell  derart 
vorausgesetzt,  dafs  das  EUipsoid  seine  Gröfse  behält  und  nur  die  Kugel 


Fig.  18. 


§  8,    Die  sog.  Stabilität  der  Drehungsaxe. 


131 


verändert  wird;  u.  zw.  ist  in  Figur  19  die  Kugel  gegen  früher  ver- 
gröfsert  (G^  >  2hB),  in  Fig.  20  verkleinert  (G^  <  2hB). 

Auf  Grund  des  hiermit  geschilderten  Verhaltens  der  Impulskurve 
können  wir  bereits  den  interessanten  Satz  aussprechen: 

Die  gleichförmige  Rotation  des  allgemeinen  Kreisels  um  die  Axe  des 
mittleren  Hauptträgheitsmomentes  ist  eine  instabile  Bewegungsform. 


Mg.  19. 


mg.  20. 


Wir  wollen  auch  noch  das  Verhalten  der  Polhodie-  und  der  Her- 
polhodiekurve  kurz  betrachten.  Die  Gestalt  der  Polhodiekurve  ist 
natürlich  der  unserer  Impulskurve  ganz  analog.  Im  Falle  G^  =  2hB 
besteht  die  Polhodiekurve  aus  einem  Punkte,  während  der  Schnitt  der 
EUipsoide  3)  und  4)  von  pag.  124,  auf  welchen  die  Polhodie  verläuft, 
zwei  kongruente  Ellipsen  ergiebt.  (Sie  entstehen  aus  den  oben  ge- 
nannten Kreisschnitten  des  EUipsoides  1)  durch  die  Deformation 
p  =  L/Ä,  q  =  M/B,  r  ==  N/G).  Machen  wir  nun  durch  einen 
äufseren  Anstofs  G^^2hBy  so  lösen  sich  die  beiden  Ellipsen  in  zwei 
Ovale  auf,  welche  sich  von  der  punktförmigen  Polhodie  des  Falles 
G^  =  2hB  um  endliche  Stücke  entfernen,  wie  klein  auch  der  störende 
Anstofs  war. 

Aus  diesem  Verhalten  der  Polhodiekurve  schliefsen  wir  sofort, 
dafs  auch  die  Herpolhodiekurve,  welche  wir  ja  durch  Abwickelung  der 
Polhodiekurve  erhalten  haben,  ihre  Gestalt  unstetig  verändern  wird. 
Während  diese  Kurve  im  Falle  G^  =  2hB  aus  einem  einzelnen  Punkte 
besteht,  erhält  sie  im  Falle    G^  ^  2hB  sogleich  endliche  Dimensionen, 
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welche  durch  Verkleinerung  der  Differenz  G^  —  2hB  nicht  beliebig 
klein  gemacht  werden  können.  Auf  die  hierbei  auftretenden  interessanten 
Einzelheiten*)  können  wir  an  dieser  Stelle  nicht  näher  eingehen. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  symmetrischen  Kreisel  über.  Bei  dem  sym- 
metrischen Kreisel  gieht  es  ersichtlich  unendlich  viele  permanente  Drehungs- 
axen;  es  sind  dieses  aufser  der  Figur enaxe  die  sämtlichen  Axen  der 
Äquatoreiene.  Wir  stellen  auch  hier  die  Frage  nach  der  Stabilität  der 
betr.  Bewegungsformen. 

Bei  der  Botation  um  die  Figurenaxe  erledigt  sich  die  Frage  da- 
durch^ dafs  wir  den  symmetrischen  Kreisel  als  Grenzfall  des  allgemeinen 
Kreisels  auffassen.  Der  Figurenaxe  entspricht  beim  allgemeinen  Kreisel 
jedenfalls  die  Axe  des  gröfsten  oder  kleinsten  Hauptträgheitsmomentes 
(je  nachdem  der  symmetrische  Kreisel  ein  verlängerter  oder  ab- 
geplatteter ist).     Daher  werden  wir  sagen  können: 

Die  Botation  um  die  Figurenaxe  ist  eine  stabile  Bewegungsform  des 
symmetrischen  Kreisels, 

Bei  der  Botation  um  eine  Axe  der  Äquatorebene  dagegen  läfst  uns 
der  Vergleich  mit  dem  allgemeinen  Kreisel  im  Stich.  Eine  solche  Axe 
kann  nämlich  ebensowohl  als  Grenzfall  der  mittleren  wie  als  Grenzfall 
einer  der  beiden  extremen  Hauptträgheitsaxen  des  allgemeinen  Kreisels 
angesehen  werden.  Dementsprechend  zeigt  die  folgende  spezielle  Unter- 
suchung^ dafs  die  Stabilitätsverhältnisse  des  symmetrischen  Kreisels  bei 
der  gedachten  Rotation  in  gewisser  Weise  die  Mitte  halten  zwischen 
der  vollständigen  Stabilität  oder  Instabilität  des  um  eine  Axe  von 
extremem  oder  mittlerem  Hauptträgheitsmomente  rotierenden  allgemeinen 
Kreisels. 

Betrachten  wir  hier  zunächst  die  HerpoThodiehurve.  Wir  stützen 
uns  dabei  auf  unseren  früheren  Satz^  dafs  die  allgemeinste  Bewegung 
des  symmetrischen  Kreisels  eine  reguläre  Präcessionsbewegung  um  die 
Axe  des  Impulses  ist.  Zuvörderst  falle  der  Impuls  genau  in  eine 
Aquatoraxe.  Die  Herpolhodiekurve  besteht  dann  aus  einem  Punkt^ 
welcher  auf  derselben  Axe  liegt.  Darauf  fügen  wir  einen  kleinen  Zu- 
satzimpuls hinzu ^  wodurch  die  Lage  des  Impulses  im  Raum  und  im 
Körper  momentan  ein  wenig  abgeändert  wird.  Die  Lage  des  Drehungs- 
vektors ergiebt  sich  durch  die  uns  geläufige  Konstruktion.     Jedenfalls 


*)  Die  Herpolhodiekurve  nimmt  unter  Umständen  eine  Spiralenform  an. 
Dies  tritt  ein,  wenn  der  Anstofs  speziell  so  abgepafst  wird,  dafs  die  oben  ge- 
nannte Schnittkurve  der  Ellipsoide  3)  und  4)  (bestehend  aus  unseren  beiden 
kongruenten  Ellipsen)  als  solche  nicht  geändert  wird  und  dafs  nur  der  Drehpol 
im  Körper  von  dem  Doppelpunkt  der  Schnittkurve  aus  auf  der  einen  oder  der 
anderen  Ellipse  ein  wenig  verschoben  wird. 
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ist  der  abgeänderte  Drehungsvektor  nach  Gröfse  und  RicMung  von 
dem  ursprünglichen  sehr  wenig  verschieden.  Die  Gestalt  der  Herpol- 
hodiekurve  erhalten  wir  nun,  indem  wir  den  Endpunkt  des  so  kon- 
struierten Drehungsvektors  auf  einem  Kreise  um  die  abgeänderte  Äxe 
des  Impulses  herumführen.  Dieser  Kreis  wird  um  so  kleiner,  je  kleiner 
der  störende  Anstofs  war.  Also  verändert  die  Herpolhodiekurve  ihre 
Gestalt  beliebig  wenig  —  im  Gegensatz  zu  der  Herpolhodiekurve  bei 
der  entsprechenden  Bewegung  des  allgemeinen  Kreisels. 

Trotzdem  müssen  wir  aber  die  fragliche  Bewegung  des  symmetrischen 
Kreisels  nach  unserer  obigen  Stabilitätsdefinition  als  labil  bezeichnen. 
Betrachten  wir  nämlich  die  Polhodiekurve.  Bei  der  ursprünglichen  Lage 
des  Impulses  besteht  die  Polhodiekurve  aus  einem  einzelnen  Punkt. 
Diese  Angabe  scheint  im  Widerspruch  zu  stehen  mit  dem  früher  ge- 
fundenen Resultate,  dafs  die  Polhodiekurve  allemal  ein  Kreis  um  die 
Figurenaxe  ist.  Der  Widerspruch  löst  sich  dadurch  auf,  dafs  wir  uns 
vorstellen:  Auch  bei  der  gleichförmigen  Rotation  um  eine  Aquatoraxe 
hat  der  Endpunkt  des  Drehungsvektors  die  Tendenz,  auf  einem  Kreise 
um  die  Figurenaxe  fortzuwandern;  hierbei  kommt  er  aber  nicht  von 
der  Stelle,  weil  die  Herpolhodiekurve  aus  einem  einzelnen  Punkte  be- 
steht. Die  durch  unsern  Anstofs  abgeänderte  Gestalt  der  Polhodiekurve 
erhalten  wir  jetzt,  indem  wir  den  abgeänderten  Endpunkt  des  Drehungs- 
vektors auf  einem  Kreise  um  die  Figurenaxe  herumwandern  lassen. 
Die  Polhodiekurve  verändert  also  bei  Hinzufügung  unseres  kleinen 
Anstofses  ihre  Gestalt  in  unstetiger  Weise  —  in  Übereinstimmung  mit 
der  Polhodiekurve  bei  der  entsprechenden  Bewegung  des  allgemeinen 
Kreisels.  Das  Gleiche  gilt  von  der  Kurve,  welche  der  Impuls  im 
Körper  beschreibt. 

Jedenfalls  müssen  wir  nach  dem  Vorangehenden  sagen: 

Die  gleichförmige  Botation  des  Kreisels  um  eine  Axe  seiner  Äquator- 
ebene  ist  eine  labile  Bewegungsform, 

Schliefslich  betrachten  wir  den  Kugelkreisel  Bei  diesem  ist  ^*ede 
Axe  Hauptaxe  des  Trägheitsellipsoides,  woraus  zu  folgern  ist: 

Bei  dem  Kugelkreisel  ist  jede  Axe  dwrch  0  eine  permanente 
Drehungsaxe, 

Die  allgemeinste  Bewegung  des  Kugelkreisels  besteht  in  einer  gleich- 
förmigen Botation  um  eine  im  Baume  feste  Äxe. 

Man  überzeugt  sich  überdies  leicht,  dafs  jede  solche  Rotations- 
bewegung einen  stabilen  Charakter  besitzt. 

Nehmen  wir  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  angestellten  Ver- 
gleich zwischen  der  Kinetik  des  Kreisels  und  der  des  einzelnen  Massen- 
punktes noch  einmal  auf,  so  können  wir  sagen: 
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Der  KugeTkreisel  'bildet  nicht  nur  in  Bemg  auf  das  Verhalten  des 
Impulsvektors  sondern  auch  hinsichtlich  des  GeschwindiglmtsveMors  das 
genaue  Analog on  m  dem  einzelnen  Massenpunkte;  es  Meibt  nämlich  auch 
dieser  Vektor  bei  der  kräftefreien  Beivegung  des  Kugelkreisels  nach  Bichtung 
und  Gröfse  im  Baume  konstant.  — 

Häufig  gebraucht  man  das  Wort  ^^Stabilität"  nach  dem  Vorgange 
von  Foucault  noch  in  einem  anderen  Sinne  als  oben  geschehen. 
Man  versteht  darunter  nämlich  die  scheinbare  Tendenz  gleichförmig 
rotierender  Körper ^  gegenüber  äufseren  Störungen  die  Richtung  ihrer 
Rotationsaxe  im  Räume  beizubehalten.  Die  Erscheinungen,  um  welche 
es  sich  bei  diesen  Versuchen  handelt,  sind  bekannt  genug.  Wir  denken 
etwa  an  unser  in  der  Einleitung  geschildertes  Demonstrationsmodell 
eines  Kreisels,  welches  wir  durch  Übergewichte  so  ausbalancieren 
mögen,  dafs  der  Schwerpunkt  in  den  Unterstützungspunkt  zu  liegen 
kommt.  Indem  wir  den  Kreisel  durch  Abwickelung  einer  Schnur  in 
Bewegung  setzen,  erteilen  wir  ihm  eine  ziemlich  starke  Rotation, 
welche  die  Figurenaxe  zur  Rotationsaxe  hat.  Ohne  grofse  Anstrengung 
wird  man  es  erreichen,  dafs  der  Kreisel  20  Umdrehungen  in  der 
Sekunde  macht.  Wenn  wir  jetzt  die  Neigung  der  Figurenaxe  er- 
kennbar abändern  wollen,  so  müssen  wir  eine  erhebliche  Kraft  auf- 
wenden. Kleinere  Störungen,  z.  B.  eine  Erschütterung  des  Gestelles, 
ein  leichter  Schlag  auf  die  Oberfläche  des  Kreisels,  bringen  kaum  eine 
merkliche  Änderung  des  Bewegungszustandes  hervor.  Hiermit  ver- 
gleichen wir  die  Thatsache,  dafs  der  nicht  rotierende  Kreisel  auf  jeden 
beliebigen  Anstofs  offenbar  mit  einer  deutlichen  Bewegung  reagiert. 
Wir  werden  dann  in  der  That  geneigt  sein,  an  eine  gewisse  Wider- 
standsfähigkeit zu  glauben,  welche  der  Kreisel  vermöge  der  Rotation 
gewinnt. 

Analoge  Verhältnisse  beobachtet  man  sehr  häufig  bei  frei  be- 
weglichen Körpern*).  Wenn  man  ein  Ziel  mit  einem  geworfenen 
Körper  treffen  will,  so  erteilt  man  letzterem  beim  Abschleudern  stets 
eine  möglichst  starke  Rotation.  Dadurch  allein  kann  man  einen 
regelmäfsigen  und  im  Voraus  bestimmbaren  Gang  des  Körpers  be- 
wirken. Im  anderen  Falle  würden  allerlei  Nebenumstände,  die  Wirkung 
des  Luftwiderstandes,  zufällige  Strömungen  in  der  Luft  etc.  die  Bahn 
erheblich  stören.  Dies  kommt  z.  B.  für  das  Diskuswerfen  der  Alten 
oder  für  das  heute  übliche  Reifenspiel  in  Betracht.    Im  Grofsen  findet 

*)  Zahlreiclie  Beispiele  dieser  Art  finden  sich  in  der  populär  gehaltenen 
Schrift  von  Perry:  Spinning  tops,  London  1890;  wir  möchten  dieses  anregende 
und  durch  seine  amüsante  Darstellung  ausgezeichnete  Büchlein  angelegentlichst 
empfehlen. 
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die  Sache  Anwendung  bei  der  Einriclitung  der  modernen  Artillerie- 
und  Infanteriewaffen,  nämlich,  bei  der  Benutzung  gezogener  Läufe, 
worauf  wir  später  zurückkommen. 

Die  Erklärung  aller  dieser  Erscheinungen  ist  für  uns,  die  wir  den 
Begriff  des  Impulses  beherrschen,  äufserst  einfach.  Wir  sprechen  dabei 
Yon  unserem  Kreisel,  können  aber  ebenso  gut  auch  an  irgend  eins 
der  zuletzt  genannten  Beispiele  denken.  Durch  den  ursprünglichen 
Antrieb  haben  wir  einen  Impulsvektor  geschaffen,  welcher  nahezu  in 
die  Richtung  der  Pigurenaxe  fällt  und  eine  erhebliche  Länge  hat. 
Mit  diesem  Impuls  setzt  sich  der  Impuls  der  äufseren  Störung  nach 
dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zusammen.  Ist  letzterer  erheblich 
kleiner,  als  ersterer,  so  wird  der  ursprüngliche  Impuls  nach  Lage 
und  Gröfse  nur  wenig  abgeändert.  Mithin  ist  auch  der  abgeänderte 
Bewegungszustand  yon  dem  ursprünglichen  nur  wenig  verschieden;  die 
ßotationsaxe  behält  ihre  Lage  im  Räume  nahezu  bei  und  auch  die 
Figurenaxe  bleibt  in  der  Nähe  ihrer  früheren  Lage. 

Um  ein  numerisches  Beispiel  zu  geben,  mögen  wir  etwa  die  oben 
genannte  Zahl  von  20  Umdrehungen  in  der  Sekunde  zu  Grrunde  legen. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  beträgt  dann  27t  .  20  (sec~^).  Ihr  ent- 
spricht nach  unseren  Pestsetzungen* ein  Drehungsvektor  von  2:7r  .  20  cm 
Länge.  Um  den  zugehörigen  Impulsvektor  zu  berechnen,  müssen  wir 
uns  ein  Urteil  über  die  Grölse  des  Trägheitsmomentes  um  die  Piguren- 
axe bilden.  Wir  denken  uns  zu  dem  Zwecke  den  glockenförmigen 
Hauptteil  unseres  Modelles  etwa  durch  eine  Kreisscheibe  von  1  cm 
Dicke  und  10  cm  Radius  ersetzt.  Die  Dichte  des  Materiales  beträgt 
ca  8  (gr.  cm~^),  (nämlich  7,6  für  Eisen,  8,5  für  Kupfer).  Pur  das 
Trägheitsmoment  findet  man  daraufhin  leicht  den  Wert  4jc.l0*  (gr.  cm^); 
der  Impulsvektor  bekommt  daher  nach  unseren  früheren  Verabredungen 
die  Länge  von  (4jr)^  10^  gleich  ca  15  .  10^  cm.  Der  Impulsvektor  ist 
also  etwa  150  Kilometer  oder  20  deutsche  Meilen  lang!  Sodann  be- 
rechnen wir  die  Gröfse  des  Zusatzimpulses  in  einem  konkreten  Beispiel. 
Wir  wollen  etwa  von  der  Höhe  eines  halben  Meters  einen  Körper  von 
der  Masse  eines  Grammes  auf  den  Rand  der  Kreiselscheibe  herabfallen 
lassen.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  unser  Körper  unten  an- 
kommt, ist  nach  den  Pallgesetzen  gleich  ')/2^ä  d.  h.  für  ä  =  50  cm, 
g  =  ca.  900  (cm  sec~"^)  gleich  300.  Der  ausgeübte  Stofs  beträgt  also 
300  (gr.  cm  sec~"^).  Das  Drehmoment  desselben  ist,  da  der  Radius  der 
Kreiselscheibe  zu  10  cm  angenommen  wurde,  gleich  3000.  Unser 
Zusatzimpuls  hat  hiernach  die  Länge  von  30  m  und  ist,  wenn  die 
Pigurenaxe  vertikal  steht,  horizontal  gerichtet.  Es  ist  klar,  dafs  dieser 
Zusatzimpuls    gegenüber    der    stattlichen    Länge    des    ursprünglichen 
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Impulses  nur  eine  relativ  geringe  Änderung  bedeutet.  Die  zugehörige 
Änderung  des  Bewegungszustandes  wird  daher  kaum  beobachtet  werden 
können.     Zusammenfassend  können  wir  sagen: 

Die  fraglichen  Erscheinungen  sind  an  sich  nicht  merJcwürdiger  als 
die  durchaus  selbstverständliche  Thatsache,  dafs  ein  in  schneller  Vorwärts- 
hewegung  begriffener  Körper  durch  einen  seitlichen  Anstofs  um  so  weniger 
aus  seiner  Bichtung  ahgelenM  wird,  je  gr'öfser  sein  ursprünglicher  Trans- 
lationsimpuls  oder,  was  dasselbe  ist,  seine  TranslationsgeschwindigJceitwar. — 

Etwas  anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  wir  statt  einer  einmaligen 
oder  kurzen  Störung  eine  kontinuierliche  Einwirkung  haben.  Offenbar 
kann  eine  ganz  kleine  aber  anhaltende  Abänderung  des  Impulses  selbst 
gegenüber  einem  sehr  grofsen  Anfangsbetrage  eine  erhebliche  Wirkung 
erzielen,  falls  wir  nur  die  Beobachtung  über  ein  genügend  grofses  Zeit- 
intervall ausdehnen.  Dieses  ist  auch  in  der  That  der  Fall,  wie  das 
im  Folgenden  zu  besprechende  Beispiel  der  Schwerewirkung  zeigt. 

Nachdem  wir  die  Erscheinungen  selbst  vollständig  verstanden 
haben,  wollen  wir  schliefslich  noch  die  ÄusdrucTcsweise  von  der  Stabilität 
der  Botationsaxe  kritisieren,  durch  welche  man  diese  Erscheinungen 
häufig  beschreibt. 

Zunächst  werden  wir  dem  Worte  „Stabilität^^  seinen  spezifischen 
Sinn  reservieren  wollen,  in  dem  es  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  vor- 
kam und  in  dem  es  den  Gegensatz  zu  dem  Worte  „Labilität"  bildet. 
Wir  werden  daher  statt  Stabilität  der  Rotationsaxe  lieber  j^Erhaltung 
der  Botationsaxe^^  sagen.  Sodann  möchten  wir  hier  überhaupt  nicht  von 
der  Rotationsaxe,  sondern  von  der  Impulsaxe  sprechen.  Nicht  der 
BrehungsveMor ,  sondern  der  Impulsvektor  ist  es,  auf  den  es  dynamisch 
in  erster  Linie  anlwmmt  Haben  wir  die  Lage  des  Impuls vektors  er- 
mittelt, so  folgt  die  Lage  des  Drehungsvektors  unmittelbar,  z.  B.  auf 
Grund  der  Konstruktion  von  pag,  101.  Es  ist  durchaus  falsch,  dafs 
zur  Verlegung  des  Drehungsvektors  eine  äufsere  Ursache,  eine  Kraft, 
erfordert  wird.  Die  Kraft  ^üird  nicht  mr  Verlegung  des  BrehungS" 
Vektors  sondern  mr  Verlegung  des  Impulsvektors  gebraucht.  Denken  wir 
z.  B.  an  die  allgemeine  Bewegung  des  kräftefreien  Kreisels.  Hier  ändert 
die  Drehungsaxe  fortgesetzt  ihre  Richtung,  indem  sie  auf  dem  Herpol- 
hodiekegel  entlang  wandert,  ohne  dafs  eine  äufsere  Kraft  wirkt, 
während  andrerseits  der  Impulsvektor  fest  bleibt.  Die  Änderung  der 
Drehungsaxe  findet  eben  deshalb  und  in  solcher  Weise  statt,  dafs  die 
Impulsaxe  ungeändert  bleiben  kann. 

Und  nun  gilt  (wie  wir  wissen)  das  „Gesetz  von  der  Erhaltung 
der  Impulsaxe"  gegenüber  äufseren  Störungen  nicht  genau.  Wie  klein 
auch  der  hinzukommende  Impuls  gegen  den  ursprünglichen  sein  mag. 
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immer  bringt  er  eine  endliclie  Änderung  hervor.  Diese  genügt^  um 
die  anfangs  etwa  zusammenfallenden  Axen  der  Rotation  und  des 
Impulses  zu  trennen.  Infolgedessen  steht  die  Drehungsaxe  fortan 
im  Räume  nicht  mehr  still^  sondern  beschreibt  (bei  dem  symmetrischen 
Kreisel)  einen  dünnen  Kreiskegel  um  die  Impulsaxe.  Das  Grleiche  gilt 
von  der  Bewegung  der  Figurenaxe. 

Hiernach  werden  wir  das  vermeintliche  Gesetz  von  der  Stabilität 
der  Rotationsaxe  dahin  korrigieren  müssen^  dafs  wir  sagen: 

Der  Impulsvektor  wird  unter  gewissen,  in  der  Praxis  häufig  vor- 
liegenden Verhältnissen  durch  äufsere  Störungen  relativ  wenig  geändert 
Infolgedessen  werden,  wenn  die  Bewegung  anfangs  um  die  Figurenaxe 
stattfand,  der  Herpolhodielcegel  und  der  von  der  Figurenaxe  iei  der  ab- 
geänderten Bewegung  beschriebene  Kegel  auch  nach  der  Störung  eine 
sehr  Meine  Öffnung  behalten. 


Kapitel  III. 

Die  Ettlersclien  Gleichungen  nebst  weiteren  Ausführungen  zur 
Kinetik  des  Kreisels. 

§  1.    Ableitung  der  Eulerschen  Grleiclmngen. 

Nachdem  wir  in  den  vorigen  Kapiteln  die  geometrischen  und 
mechanisclien  Grundlagen  der  Kreiseltheorie  kennen  gelernt  haben, 
wollen  wir  in  diesem  zunächst  die  analytische  Behandlung  des  Problems 
vorbereiten.  In  erster  Linie  gilt  es,  die  berühmten  Eulerschen  Gleichungen 
abzuleiten. 

Wir  beginnen  mit  einer  kinematischen  Betrachtung,  indem  wir 
an  unsere  früheren  Resultate  über  die  unendlich  kleinen  Drehungen 
anknüpfen. 

Es  handle  sich  um  einen  beliebigen  Vektor,  den  wir  einerseits 
auf  ein  festes,  andrerseits  auf  ein  um  0  bewegliches  System  beziehen. 
Im  ersteren  Falle  nennen  wir  ihn  i,  im  letzteren  J.  Die  Koordinaten 
des  Endpunktes  seien  bez.  l,  m,  n  und  L,  M,  N,  Die  Bezeichnungen 
sind  mit  Rücksicht  darauf  gewählt,  dals  wir  unseren  Vektor  sogleich 
mit  dem  Impulsvektor  identifizieren  werden.  Richtung  und  Grröfse  des 
Vektors  seien  beliebig  variabel.  Die  Veränderung,  welche  er  in  der 
Zeit  dt  erleidet,  werde  mit  di  bez.  mit  dJ  bezeichnet,  je  nachdem  wir 
sie  im  festen  oder  im  beweglichen  System  messen.  Die  Komponenten 
von  di  nach  den  festen  Koordinatenaxen  sind  dl,  dm,  dn,  die  Kompo- 
nenten von  dJ  nach  den  beweglichen  dL,  dM,  dK  Schliefslich 
wollen  wir  mit  dl,  d^,  dv  die  Komponenten  von  di  nach  den  be- 
weglichen Koordinatenaxen  bezeichnen.  Das  bewegliche  System  erfahre 
in  jedem  Momente  die  unendlich  klein_e  Rotation  R^  deren  Komponenten 
im  beweglichen  System  wie  früher  mit  p,  q^r  bezeichnet  werden  mögen. 

Wir  ziehen  nun  das  Schema  (3)  von  pag.  41  heran.  Dieses  Schema 
können  wir  so  auffassen,  dafs  es  die  Koordinaten  eines  im  Räume 
festen  Punktes  P  in  Bezug  auf  zwei  successive  Lagen  des  beweglichen 
Koordinatensystems  mit  einander  in  Verbindung  setzt.  Als  Punkt  P 
betrachten  wir  den  Endpunkt  des  Vektors  i  zur  Zeit  t.  Dieser  Punkt 
hat  im  beweglichen  System  zur  Zeit  t  die  Koordinaten   i,  Jf,  N]  es 
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fragt  sichj  welche  Koordinaten  demselben  Ranmpunkte  zur  Zeit  t~\-  dt 
zukommen. 

Es  sind  dieses  nicht  etwa  die  Koordinaten  L  +  dL,  M  ~{-  dM, 
N  +  dN.  Diese  kommen  vielmehr  dem  Endpunkte  P'  des  während 
der  Zeit  dt  abgeänderten  Vektors  i  zu.  Wir  kommen  aber  von  dem 
Punkte  P'  zu  P  zurück,  wenn  wir  die  Änderung  di  unseres  Vektors 
wieder  rückgängig  machen.  Da.  nun  die  Komponenten  von  di  im  be- 
weglichen System  mit  dX^  da,  dv  bezeichnet  wurden,  so  werden  die 
Koordinaten  von  P  im  beweglichen  System  zur  Zeit  t-{-  dt  die  folgenden 
werden: 

L  +  dL  —  dl,      M+dM—d^,      N -^  dN  —  dv. 

Unser  Schema  (3)  liefert  nun,  von  oben  nach  unten  gelesen,  für 
die  Koordinaten  des  Punktes  P  folgende  Relationen: 

L  -\-  dL  —  dX  =^  L  +  rMdt  —  qNdt, 
M'{-dM—dii  =  —  rLdt+  M  +pNdt, 
N-\-dN—dv=       qLdt—pMdt-i-    N 

Hierfür  können  wir  auch  schreiben: 


(1) 


Der  Sinn  dieser  Gleichungen  wird  sehr  viel  deutlicher,  wenn  wir  uns 
der  Schreibweise  der  Vektoranalysis  bedienen.  Benutzen  wir  nämlich 
den  pag.  61  erklärten  Begriff  des  vektoriellen  Produktes,  so  können 
wir  die  vorstehenden  Gleichungen  folgendermafsen  zusammenfassen: 

(10  ^-'^^=r(j,R), 

wobei  wir  auf  der  rechten  Seite  statt  V(Jj  B)  natürlich  auch  V(i,  B) 
schreiben  dürfen. 

Die  geometris^ie  Differenz  der  Ändemng^escTiwindigkeiten  unseres 
Vektors  gegen  das^^md^und  gegen  das  Jbß^ß^ke  System  ist  also  nach 
BicMung  und  Gröfse  gleich  dem  veUoriellen  FroduU  unseres  Vektors  J 
und  des  Drehungsvektors  B. 

Verbinden  wir  diesen  fundamentalen  und  sehr  allgemeinen  kine- 
matischen Satz  mit  den  kinetischen  Prinzipien  des  vorigen  Kapitels, 
so  ergeben  sich  die  Eulerschen  Gleichungen  mit  einem  Schlage. 

Es  handle  sich  erstens  um  die  kräftefreie  Bewegung.    Der  Vektor 


dL 
dt 

dl 
dt 

+  rM  —  qN, 

dM 

dt 

dfi 
dt 

—  rL              +pN, 

dN 
dt 

dv 
dt 

qL  — pM 
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des  vorigen  Satzes  sei  der  Impuls  des  Kreisels;  das  Koordinatensystem 
XYZ  kann  zunächst  eine  beliebige  Lage  gegen  den  Kreisel  haben. 

Bei  der  kräftefreien  Bewegung  ist  der  Impuls  im  Räume  konstant. 
Wir  haben  also 


i  =  const.     oder 


dt 


=  0. 


Die  Gleichung  (1)  ergiebt  nun 
(2)  f  =m^)- 


Wir  haben  damit  eine  erste  vektorielle  Form  der  Eulerschen  Gleichungen 
des  ikräftefreien  Kreisels  abgeleitet. 

Zu  einer  zweiten  Form  derselben  Gleichungen  gelangen  wir^  wenn 
wir  von  der  Vektorgleichung  (2)  zu  ihren  Komponentengleichungen 
nach  den  Koordinatenaxen  zurückgehen.  Es  ist  dieses  derselbe  Über- 
gang im  umgekehrten  Sinne  ^  der  uns  oben  von  (1)  zu  (!')  führte. 
Unsere  zweite  Form  der  Fulerschen  Gleichungen  des  hräftefreien  Kreisels 
ist  daher  die  folgende: 

•  dL 
dt 

dM  _ 
dt 

dJSf  _ 
.  dt 


(20 


rM 


tL 


qL—pM 


Wir  kommen  schliefslich  zu  einer  dritten  Form  derselben  Glei- 
chungen^ wenn  wir  einen  der  beiden  Vektoren  J  und  R  vermöge  der 
zwischen  ihnen  bestehenden  Relation  eliminieren.  Die  Elimination 
wird  besonders  einfach,  wenn  wir  das  XF^- System  speziell  mit  dem 
Hauptträgheitskreuz  zusammenfallen  lassen.  Dann  können  wir  nämlich 
die  Komponenten  von  J  einfach  durch  die  Werte  ersetzen: 

L=^Äp,      M=jBq,      N^Gr 

und  erhalten  für  die  Komponenten  von  jB  die  Differentialgleichungen: 

dp 


(2") 


^if  =  (^ 


dt 

B^==(G 


G 


dt 
dr 


C)qr, 
Ä)  rp, 
{A  — B)pq. 


Dies  sind  die  Eulerschen  Gleichungen  der  Ikräftefreien  Bewegung  in  der 
gewöhnlich  benutzten  Form. 

Die  letzte  Formulierung  der  Eulerschen  Gleichungen  ist  ersichtlich 
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weniger  allgemein^  wie  die  vorangehenden^  weil  sie  eine  spezielle  Lage 
des  Koordinatensystems  voraussetzt.  Die  Grleichungen  (2')  gelten  für 
eine  ganz  beliebige  Lage  des  im  Kreisel  festen  Systems  und  ändern 
ihre  Form  überhaupt  nicht,  wenn  wir  das  Koordinatensystem  drehen. 
Die  Gleichung  (2)  ist  in  gewisser  Weise  der  vollkommenste  Ausdruck 
der  Eulerschen  Grleichungen,  weil  sie  überhaupt  keine  Beziehung  auf 
ein  Koordinatensystem  enthält.  Diese  Gleichung  setzt  am  unmittel- 
barsten die  folgende  Thatsache  in  Evidenz: 

Die  Eulerschen  Gleichungen  der  Tiräftefreien  Bewegung  sind  nichts 
anderes  als  der  analytische  Ausdruck  dafür,  dafs  der  Impuls  im  Baume 
konstant  ist. 

Ebenso  ergeben  sich  die  Eulerschen  Gleichungen  beim  Hinzutreten 
beliebiger  äufserer  Kräfte.  Die  letzteren  setzen  wir  zunächst  hin- 
sichtlich des  Bezugspunktes  0  zu  einer  einzelnen  Drehkraft  zusammen, 
welche  wir  mit  A  bezeichnen  und  welche  in  dem  (beliebig  gelegenen) 
XY^- System  die  Komponenten  A,  M,  N  besitzen  möge.  Die  Änderung 
diy  welche  der  Impuls  im  Räume  beim  Hinzutreten  der  äufseren  Kräfte 
während  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  erfährt,  wird  alsdann  nach  dem 
Fundamentalsatze  IIa  von  pag.  115  gleich  dem  unendlich  kleinen  Stofse 
Adt.     Wir  haben  also  die  Gleichung: 

di  . 

Tt  =  ^- 
Mit  Rücksicht  darauf  ergeben  sich  die  Eulerschen   Gleichungen  beim 
Vorhandensein    äufserer  Kräfte   wieder   direkt    aus    der  kinematischen 
Gleichung  (1'). 

Als  eine  erste  Form  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 

(3)  §=r(J,B)  +  A. 

Gehen  wir  wie  oben  zu  den  Komponentengleichungen  über,  so 
entsteht  eine  zweite  Form  dieser  Gleichungen,  welche  bei  beliebiger 
Lage  des  Koordinatensystems  X.YZ  gilt,  nämlich 

^  =  —  rL  +pN+^, 

4f=      ciL-:pM  +N. 

Wollen  wir  einen  der  beiden  Vektoren  J  oder  i?  eliminieren,  so 
ist  es  wieder  bequem  das  XY^Z- System  mit  dem  Trägheitskreuz  zu- 
sammenfallen zu  lassen.  Dann  kommen  wir  auf  die  gewöhnliche  Form 
der  Eiderschen  Gleichungen  heim  Vorhandensein  äufserer  Kräfte: 


(3') 
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(3") 


G^^{Ä-B)pq+  N. 


Die  Formen  (3)  und  (3')  der  Eulerschen  Grleicliungen  verdienen 
wieder  vor  (3'')  den  Vorzug^  weil  sie  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Koordinatensystems  sind.   Die  Gleichungen  (3)  zeigen  besonders  deutlich: 

Beim  Vorhandensein  äufserer  Kräfte  sind  die  Eulerschen  Gleichungen 
der  analytische  Ausdruck  für  die  Thatsache,  dafs  die  Änderungsgeschwin- 
digkeit des  Impulses  im  Baum  nach  Richtung  und  Gröfse  gleich  ist  der 
den  äufseren  Kräften  entsprechenden  Drehkraft. 

Bei  Euler  treten  die  nach  ihm  benannten  Gleichungen  zum  ersten 
Male  in  der  Abhandlung  auf:  ^^Mouvement  de  rotation  des  corps  solides 
autour  d'un  point  fixe"*).  Die  vektorielle  Schreibweise  kommt  bei 
Hrn.  Tait_  in  seiner  Arbeit**):  ,^0n  the  rotation  of  a  body  about 
a  fixed  point"  vor.  Die  hier  vorgetragene  Auffassung  der  Euler- 
schen Gleichungen  ist  wohl  zuerst  (1854)  von  Hayward***)  in  der 
früher  citierten  Abhandlung  gegeben  worden.  Sie  operiert  mit  dem 
mechanischen  Systeme  als  mit  einem  Ganzen  und  läfst  an  Einfachheit 
nichts  zu  wünschen  übrig.  Die  P o ins ot sehe  Ableitung  derselben  Glei- 
chungen f)^  welche  wir  sofort  näher  kritisieren  werden^  ist  viel  weniger 
durchsichtig. 

Wir  wollen  die  diesbezüglichen  Poinsotschen  Betrachtungen  hier 
nur  soweit  reproduzieren^  als  sie  uns  mit  einer  neuen  Auffassung  des 
in  den  Eulerschen  Gleichungen  auftretenden  vektoriellen  Produktes  aus 
Impuls-  und  Drehungsvektor  ausstattet.  Dieser  bei  unserer  Ableitung 
kinematisch  definierte  Term  besitzt,  wie  wir  zeigen  wollen,  eine  ein- 
fache kinetische  Bedeutung. 

Wir  wollen  uns  zu  dem  Zwecke  einmal  vorstellen,  dafs  die  Drehungs- 
axe  im  Körper  fest  sei,  und  dafs  der  Kreisel  um  diese  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  rotiere.  Alsdann  würde  in  jedem  Massenpunkte  des 
Kreisels   eine   Centrifugalkraft  angreifen,   deren   Gröfse   und  Richtung 

*)  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1758. 
**)  Vgl.  Transactions  of  the  R.  Soc.  of  Edinburgh,  Vol.  25,  1869,  pag.  279, 
280.  Der  Vektor  ^(-B),  welcher  bei  Tait  sowie  früher  bei  Hamilton  (Elemente 
der  Quaternionenrechnung,  Band  2,  pag.  350  der  deutschen  Ausgabe)  durch  eine 
ziemlich  komplizierte  Vektorgleichung  mittelst  des  Rotationsvektors  B  definiert 
wird,  ist  unser  Impuls. 

***)    Vgl.  oben  pag.  113. 
f)   Vgl.  Theorie  nouvelle  .  .  .,  Nr.  53  u.  ff. 
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sich.  nach,  den  Regeln  der  elementaren  Punbtmechanik  bestimmt.  Wir 
werden  darauf  alle  diese  Centrifugalkräfte  hinsiehtlicli  des  festen  Punktes 
0  als  Bezugspunkt  zu  einer  resultierenden  ^jCentrifugalen  Breh'kraft''  C 
zusammensetzen.  Diese  Brehkraft^  behaupten  wir^  ist  gerade  gleich  dem 
in  Bede  stehenden  veJctoriellen  FroduM: 
(4)  G=V{J,B). 

Beim  Beweise  wollen  wir  äbnlicli  verfahren,  wie  pag.  94  gescheben, 
als  wir  aus  dem  System  der  zu  den  einzelnen  Massenteilchen  gebörigen 
Einzelimpulse  den  Gesamtimpuls  des  Kreisels  zusammensetzten.  Wir 
wollen  nämlicb  die  (als  fest  gedachte)  Drebungsaxe  zur  X-Axe  nehmen, 
so  dafs  wir  die  (als  konstant  vorausgesetzte)  Rotationsgeschwindigkeit 
mit  p  bezeichnen  können.  Jedes  Massenteilchen  dm  des  Kreisels  wird 
alsdann  auf  einem  Kreise  um  die  X-Axe  mit  der  konstanten  Winkel- 
geschwindigkeit p  herumgeführt.  Der  Radius  des  Kreises  wird,  wenn 
die  Koordinaten  von  dm   XZ^  sind,   "j/Y^  +  Zl 

Bei  dieser  Bewegung  wird  das  einzelne  Massenteilchen  von  einer 
Centrifugalkraft  angegriffen,  deren  Vektor  wir  mit  K  bezeichnen  wollen. 
Wir  werden  den  Begriff  der  Centrifugalkraft  im  fünften  Paragraphen 
vom  Standpunkte  der  Impulstheorie  aus  entwickeln.  Hier  entnehmen 
wir  den  dortigen  Ausführungen  die  wohlbekannte  Thatsache,  dafs  der 
Vektor  der  Centrifugalkraft  nach  Richtung  und  Sinn  radial  vom  Mittel- 
punkte des  Kreises  nach  aufsen  gerichtet  ist  und  dals  der  Gröfse 
nach  in  unserem  Falle 


ist.    Die  Komponenten  von  K  nach  den  Koordinatenaxen  werden  daher, 
wie  man  leicht  erkennt,  bez.: 

^^  =  0,     K'^^^p'  Ydm,     K^  =  p^  Zdm. 

Aus  dem  System  der  Einzelkräfte  K  berechnet  sich  die  centri- 
fugale  Drehkraft  C  nach  den  Regeln  der  Statik.  Aus  den  Gleichungen 
(1)  von  pag.  85  ergeben  sich  die  Komponenten  von  C  folgender- 
mafsen : 

(5)         C^==0,      CY==  —  p'fzXdm,      C^^p'fxYdm, 

*)  Die  Bezeichnung  \K\  für  die  Gröfse  des  Vektors  K  entnehmen  wir  der 
in  der  Funktionentheorie  üblichen  Schreibweise  (vermöge  deren  man  ja  den 
absoluten  Betrag  der  komplexen  Zahl  0  =  x  -\-  iy,  d.  h.  die  Länge  des  zwei- 
gliedrigen Vektors  Ä?  -)-  iy  mit  |^|  bezeichnet).  Die  Einführung  dieses  Zeichens 
wird  uns  im  Folgenden  häufig  bequem  sein,  weil  sie  uns  der  Mühe  überhebt, 
in  jedem  Falle  Eichtung  und  Sinn  der  betr.  Vektoren  in  unsern  Formeln  zum 
Ausdruck  zu  bringen. 
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Erinnern  wir  uns  andrerseits  der  Ausdrücke,  welclie  pag.  94  bei 
gleicher  Lage  des  Koordinatensystems  für  den  resultierenden  Impuls 
abgeleitet  wurden.     Wir  fanden  für  die  Komponenten  desselben: 

(5')   L=pf{Y'+Z^)dm,     M  =  ~pfxYdm,     N^  —  pfzXdm. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  können  wir  die  Gleichungen 
(5)  folgendermafsen  schreiben: 

0^  =  0,      C^^pN,      C^==—pM, 

Die  rechterhand  stehenden  Gröfsen  sind  aber  nach  der  analytischen 
Definition  des  vektoriellen  Produktes  von  pag.  62  direkt  mit  den 
Komponenten  von  V{J^  R)  identisch,  da  bei  unserer  Wahl  des  Koordi- 
natensystems zwei  Komponenten  des  Vektors  i?  verschwinden  (g,=r=0). 
Unsere  obige  Behauptung  ist  mithin  erwiesen. 

Auf  Grund  der  1.  c.  erwähnten  geometrischen  Bedeutung  des 
vektoriellen  Produktes  können  wir  sodann  folgenden  Satz  aussprechen, 
welcher  natürlich  richtig  bleibt,  auch  wenn  wir  die  oben  der  Be- 
quemlichkeit halber  getroffene  spezielle  Wahl  des  Koordinatensystems 
fallen  lassen: 

Die  resultierende  centrifugale  DreJikraft  wird  durch  einen  Vektor  dar- 
gestellt, welcher,  gleichzeitig  auf  dem  DrehungsveMor  und  dem  ImpulsveMor 
senkrecht,  nach  derjenigen  Seite  hin  errichtet  ist,  von  der  aus  der  leidere 
in  den  ersteren  durch  eine  positive  Drehung  auf  kürzestem  Wege  über- 
geführt wird.  Der  Gröfse  nach  ist  unsere  Drehkraft  hei  dwrchgehender  Zu- 
grundelegung des  absoluten  Mafssystems  gleich  dem  Inhalt  des  aus  Impuls- 
und  Drehungsvektor  m  konstruierenden  Parallelogrammes. 

An  diese  kinetische  Auffassung  des  in  den  Eulerschen  Gleichungen 
auftretenden  Termes  ViJ,  B)  schliefst  sich  eine  neue  Interpretation  der 
Eulerschen  Gleichungen  an.  Wir  betonen  aber  ausdrücklich,  dafs  wir 
dieser  neuen  Interpretation  gegenüber  unserer  ursprünglichen,  nach 
welcher  die  Eulerschen  Gleichungen  die  Konstanz  des  Impulses  im 
Räume  aussagten,  nur  ein  sekundäres  Interesse  beimessen. 

Bemerken  wir  zunächst,  dafs  wir  die  Eulerschen  Gleichungen  der 
kräftefreien  bez.  der  von  der  äufseren  Drehkraft  A  beeinfiufsten  Be- 
wegung mit  Rücksicht  auf  (4)  folgendermafsen  schreiben  können: 

4f=C    bez.     ^=C+A. 
dt  dt  • 

Daraufhin  können  wir  als  Ergänzung  zu  den  Impulssätzen  la  und  IIa 
von  pag.  112  und  pag.  115  zwei  neue  Sätze  aussprechen,  welche  sich 
auf  die  Änderung  des  Impulses  relativ  zu  dem  Kreisel  beziehen: 
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Satz  Ib.  Bei  der  Ti^räftefreien  Bewegung  ändert  sich  der  Impuls 
relativ  zu  dem  Körper  in  jedem  Momente  so,  dafs  er  sich  mit  dem 
von  den  soeben  betrachteten  Gentrifugalkräften  herrührenden  unendlich 
Meinen  JDrehstofs  zusammensetzt. 

Satz  IIb.  Bei  der  unter  dem  Einflufs  äufserer  Kräfte  stehenden 
Bewegung  wird  die  Änderung  des  Impulses  relativ  zum  Körper  in  jedem 
Momente  gleich  dem  von  unseren  Gentrifugalkräften  herrührenden  Drehstofs 
vermehrt  um  den  den  äufseren  Kräften  entsprechenden  Drehstofs. 

Diese  Impulssätze    zeigen,   dafs   man    die   umgekehrte  Bewegung, 

welche  durch  den  Impuls  J  und  seine  Änderung  -^  bestimmt  ist,  in 

derselben  Weise  behandeln  kann  wie  die  direkte  Bewegung,  falls  man 
nur  die  bei  der  direkten  Bewegung  in  Frage  kommenden  äufseren 
Kräfte  um  die  Centrifugalkräfte  vermehrt,  welche  bei  konstant  ge- 
dachter Drehung  in  den  einzelnen  Massenteilchen  angreifen  würden. 

Besonders  plausibel  wird  der  Inhalt  unserer  Impulssätze  in  dem 
speziellen  Falle  -jr  =  0^  wo  der  Impuls  im  Körper  fest  ist  Die  ent- 
sprechende Bewegung  besteht  offenbar  aus  einer  gleichförmigen  Drehung 
um  eine  (im  Körper  und  im  Räume)  feste  Axe.  Hier  ist  es  ganz  klar, 
dafs  wir  —  in  Übereinstimmung  mit  dem  Impulssatze  IIb  —  von 
aufsen  her  eine  Drehkraft  A  =  —  C  aufwenden  müssen,  welche  der 
centrifugalen  Drehkraft  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Die  in  Aussicht  gestellte  neue  Interpretation  der  Eulerschen  Glei- 
chungen besteht  nun  einfach  darin,  dafs  wir  die  Reihenfolge  der  letzten 
Betrachtungen  umkehren  und  sagen:  Die  Eulerschen  Gleichungen  sind 
der  direMe  analytische  Ausdruck  unserer  Impulssätze  Ib  und  IIb. 

Bei  Poinsot  steht  die  zuletzt  genannte  Auffassung  der  Eulerschen 
Gleichungen  im  Vordergrunde.  Seine  Behandlung  der  kräftefreien 
Kreiselbewegung  beruht  geradezu  auf  dem  axiomatisch  hingestellten 
und  nicht  ganz  klar  formulierten  Impulssatze  Ib.  Offenbar  ist  aber 
dieser  Impulssatz  viel  weniger  leicht  verständlich,  wie  unsere  früheren 
Sätze,  welche  sich  auf  die  Änderung  des  Impulses  im  Räume  bezogen. 
Man  bemerke  vor  allen  Dingen,  dafs  die  Centrifugalkräfte,  von  denen 
unsere  jetzigen  Impulssätze  handeln,  nur  dann  zur  Wirkung  kommen, 
wenn  man  die  Drehungsaxe  im  Körper  festgehalten  denkt,  dafs  sie 
also  bei  der  wirklichen  Bewegung  des  Kreisels,  (bei  welcher  die 
Drehungsaxe  fortwährend  wechselt),  überhaupt  nicht  auftreten.  Es 
scheint  uns  daher  nicht  richtig,  mit  Poinsot  diese  neuen  Impuls- 
sätze als  selbstverständliche  Axiome  vorauszusetzen  und  die  Ab- 
leitung   der    Eulerschen    Gleichungen    darauf    zu    basieren.     Dement- 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  10 
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sprechend  sehen  auch  die  meisten  Lehrbücher*)  von  der  Poinsotschen 
Ableitung  der  Eulerschen  Gleichungen  ab  und  geben  eine  Betrachtung, 
welche  dem  Sinne  nach  mit  unserer  ursprünglichen  Ableitung  identisch 
ist  und  nur  deshalb  weniger  einfach  erscheint,  weil  die  prinzipielle 
Bedeutung  des  Impulsbegriffes  Yon  vornherein  nicht  genügend  klar- 
gestellt wird. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  kleinere  Bemerkungen  Platz  finden, 
welche  mit  dem  Begriffe  der  centrifugalen  Drehkraft  C  in  Zusammen- 
hang stehen. 

Es  handle  sich  zunächst  um  die  Rechtfertigung  des  Wortes 
,,Centrifugalmoment",  mit  welchem  wir  pag.  98  die  Integrale 

frZäm,       fzXdm,       fxYdm 

belegten.  Die  oben  gegebene  Berechnung  von  C  zeigt,  dafs  diese 
Gröfsen  direkt  oder  bis  auf  das  Vorzeichen  den  Komponenten  der  aus 
den  einzelnen  Centrifugalkräften  entspringenden  Drehkraft  gleich  sind, 
falls  wir  den  Körper  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  1  um  eine  der 
Koordinatenaxen  drehen.  Die  als  Centrifugalmomente  bezeichneten  Gröfsen 
treten  also  unter  gewissen  Verhältnissen  wirUich  als  Drehmomente  der 
CentrifugaTkräfte  auf. 

Wenn  die  etwa  mit  der  X-Axe  zusammenfallende  Drehungsaxe 
eine  Hauptaxe  des  Körpers  ist,  so  werden  nach  Definition  der  Haupt- 
axen  die  beiden  Centrifugalmomente 


/  ZXdm    und     I  '. 


ZXdm    und        XYdm 


gleich  Null;  infolgedessen  verschwinden  nach  (5)  alle  drei  Komponenten 
von  G.  Um  die  Hauptaxen  herum  sind  also  die  Massen  des  Körpers 
so  ausbalanciert,  dafs  die  GentrifugaTkräfte  der  einzelnen  Massenteilchen 
sich  gegenseitig  kompensieren.  In  diesem  Falle  liegt  bei  der  kräftefreien 
Bewegung  kein  Grund  vor,  warum  der  Impuls  seine  Lage  gegen  den 
Körper  verändern  sollte.  Wir  kommen  von  hier  aus  zu  der  uns  ge- 
läufigen Thatsache,  dafs  die  Hauptaxen  permanente  Impuls-  und  also 
auch  permanente  Drehungsaxen  sind. 

In  allen  anderen  Fällen  besitzt  die  resultierende  centrifugale  Dreh- 
kraft eine  von  Null  verschiedene  Gröfse  und  ist  senkrecht  gegen  die 
Impuls-  und  Drehungsaxe  gerichtet.  Sie  bewirkt  alsdann  nach  unserem 
Impulssatze  Ib  während  der  Zeit  dt  im  Falle  der  kräftefreien  Bewegung 
relativ  zum  Kreisel  eine  Umlagerung  des  Impulsvektors,  bei  welcher 
der   Endpunkt    desselben   um    das    Stück   Gdt  verschoben  wird.     Der 

*)   Vgl.  z.  B.  Despeyrons-Darboux,  Appell  etc. 
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Impuls -Endpunkt  schreitet  also  im  Körper  stets  gleichmtig  senkrecht  mm 
instantanen  Drehungsvektor  und  mr  instantanen  Impulsaxe  fort  mit  einer 
Geschwindigkeit j  die  dem  Parallelogramm  aus  beiden  Vektoren  gleich  ist.  — 
Endlich  eine  letzte  wichtige  Bemerkung  über  die  Enlerschen  Glei- 
chnngen.  Die  Enlerschen  Gleichungen  bestimmen  die  Lage  des  Impuls- 
vektors (oder  die  des  Drehungsvektors)  gegen  den  Kreisel.  Um  andrer- 
seits die  Lage  des  Kreisels  im  Räume  zu  bestimmen,  ist  ein  weiteres 
Gleichungssystem  erforderlich,  welches  rein  kinematischer  Natur  ist 
und  von  der  Beschaffenheit  der  auf  den  Kreisel  wirkenden  äufseren 
Kräfte  nicht  abhängt.  Je  nachdem  wir  die  Lage  des  Kreisels  durch 
die  Parameter  a,  ß,  y^  S  oder  durch  die  cp,  iIj,  d'  beschreiben  wollen, 
werden  wir  hiezu  die  Gleichungen  (4)  von  pag.  43  oder  die  Gleichungen 
(9)  von  pag.  45  benutzen.  Die  vollständigen  Differentialgleichungen  des 
Kreiselprohlems  werden  daher  durch  die  Eulerschen  Gleichungen  einer- 
seits und  durch  eines  der  mletd  genannten  Gleichungssysteme  andrerseits 
dargestellt 


§  2.   Analytische  Behandlung  der  kräftefreien  Bewegung  des  Kreisels. 

Wir  wollen  jetzt  die  bereits  im  vorigen  Kapitel  besprochene 
Theorie  der  kräftefreien  Kreiselbewegung  noch  einmal  analytisch  ab- 
leiten und  vervollständigen.  Dabei  gehen  wir  von  den  Differential- 
gleichungen des  Problems  aus,  d.  h.  von  den  Eulerschen  Gleichungen 
einerseits  und  von  den  etwa  in  den  9,  ^,  %'  geschriebenen  kinema- 
tischen Gleichungen  andrerseits.     Wir  haben  also  erstlich: 


(1) 


ferner  aber: 


Mr—  Nq, 


dL 

dt 

dM         -.^  T 

___  =  JV^  _  Lr, 


(2) 


dt 
dip 
li 
d^ 
Kdt 


^j^(i9sm^-f  gcos^), 
^  ^nrä^(i^sin^  +  2cos(jp), 
=  (|)  cos  9?  —  q  sin  9?). 


Es  handelt  sich  darum,  dieses  Gleichungssystem  zu  integrieren. 
Wir  bemerken  vorab,  dafs  sich  das  Integrationsgeschäft  in  zwei  Schritte 
zerlegt.  Wir  können  nämlich  die  Gleichungen  (1)  für  sich  behandeln 
und  aus  ihnen  p,  q,  r   als  Funktionen   der  Zeit  bestimmen.     Mit  den 

10* 
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SO  gefundenen  Ausdrücken  gehen  wir  in  die  Differentialgleichungen  (2) 
ein^  welche  die  Werte  von   (p,  ip,  ^  liefern. 

Die  Eulerschen  Gleichungen  (1)  integrieren  heifst:  drei  von  ein- 
ander unabhängige  Relationen  finden^  welche  t  und  die  p,  q,  r,  aber 
nicht  mehr  ihire  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  enthalten.  Zwei 
solche  Relationen  können  sofort  in  algebraiscber  Form  aufgestellt 
werden. 

Wenn  wir  die  Gleichungen  (1)  bez.  mit  p,  q,  r  oder  mit  L,  M,  N 

multiplizieren   und   addieren^   so   entsteht  rechts   beidemal  Null.     Wir 

haben  also 

{pdL+  qdM+  rdN==^0, 

^  ^  [LdL  +  MdM-\-  NdN  =  0. 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  ist  uns  wohlbekannt.  Sie  ent- 
sprechen der  pag.  146  hervorgehobenen  Thatsache^  dafs  die  Port- 
schreitungsrichtung  des  Impuls -Endpunktes  im  Körper  dauernd  gleich- 
zeitig auf  dem  Drehungsvektor  und  dem  Impulse  senkrecht  steht. 

Die  Gleichungen  (3)  lassen  sich  nun  mit  Rücksicht  auf  die  Rela- 
tionen zwischen  dem  Impuls-  und  dem  Drehungsvektor  sofort  integrieren; 
in  den  p,  q,  r  geschrieben  lautet  das  Resultat  der  Integration: 

I  Äp'  +  Bq'  +  Cr'  =  2\ 

in  Übereinstimmung  mit  pag.  124. 

Durch  (4)  wird  die  PolhodieJmrve  als  eine  Baumkurve  vierter  Ord- 
nung definiert.  Stellen  wir  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  eine  in 
den  p,  q,  r  homogene  Relation  her^  so  liefert  uns  diese  die  Gleichung 
des  BoThodiekegels.  Ti\x  dem  Zwecke  multiplizieren  wir  die  erste  Gleichung 
mit  6r^,  die  zweite  mit  2h  und  erhalten  durch  Subtraktion 

{AG''  —  2hÄ')p'  +  {BG'  —  2hB')  q'  -f  (CG'  —  2hC')  r'  =  0. 

Der  Polhodiekegel  wird  also  in  unserem  Falle  ein  Kegel  zweiten  Grades. 
Zur  vollständigen  Integration  fehlt  uns  noch  eine  dritte  Gleichung 
zwischen  p,  q,  r  und  t  Der  Symmetrie  halber  wollen  wir  dieselbe  in 
der  Weise  aufstellen^  dafs  wir  die  instantane  Rotationsgeschwindigkeit 
Q  in  ihrer  Abhängigkeit  von  t  ausdrücken.  Diese  Abhängigkeit  ist 
aber  nicht  algebraischer  Natur,  sondern  führt ^  wie  wir  sogleich  sehen 
werden^  auf  die  elliptischen  Transcendenten.  Wir  werden  es  daraufhin 
begreiflich  finden^  dafs  unsere  frühere  elementargeometrische  Behandlung 
hinsichtlich  des  zeitlichen  Ablaufs  der  Poinsot- Bewegung  unvollständig 
bleiben  mufste^  und  dafs  sie  speziell  zur  Darstellung  der  Winkel- 
geschwindigkeit in  jedem  Augenblicke  nicht  völlig  ausreichte. 
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Am  einfachsten  verfahren  wir  folgendermafsen.     Wir  kombinieren 
die  Gleichungen  (4)  mit  der  folgenden  Identität 

(4')  ß2_y  ^^2^^2_^^ 

in  welcher  u  eine  Hülfsvariable  bedeutet.  Aus  (4)  und  (4')  berechnen 
sich  p^,  q^  und  r^  als  lineare  Funktionen  von  u  und  zwar  findet  man 
durch  eine  kleine  Determinantenrechnung 

uBG  —  U{B  +  C)  +  G^ 


(5) 


^  ~~       '(X~.  J5)  (2  —  0) 

uGÄ  —  2h(G+Ä)  +  G^ 


r  = 


(B~-G)(B-~Ä)         ' 
uÄB--2hiÄ  +  B)  +  G^ 
{G-^A){0-B) 


Insbesondere  wird  also  das  Produkt  pc[r  gleich  der  Quadratwurzel  aus 
einem  Ausdruck  dritten  Grades  in  u. 

Gehen  wir  nun  auf  die  Gleichungen  (1)  zurück.    Wir  multiplizieren 

dieselben  mit   -~-,  —,  -^r   und  erhalten  durch  Addition 

^/     dp    .       da    .        dr\        du 
2{pji  +  q-äj  +  rj^)  =  j^  =  CMr, 

WO  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.     Infolgedessen  wird 

(6)  rf^  =  i-^     oder    t-t,  =  ^.f^. 

^  ^  c  pqr  "         cj    pqr 

Uq 

Das  hier  auftretende  Integral  haben  wir  nach  dem,  was  soeben 
über  die  Abhängigkeit  des  Produktes  pqr  von  u  gesagt  wurde,  als 
elliptisches  Integral  zu  bezeichnen,  insofern  der  Nenner  die  Quadrat- 
wurzel aus  einem  Ausdruck  dritten  Grades  in  %i  bedeutet.  Genauer  auf 
die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  wollen  wir  indessen  erst  im  folgenden 
Kapitel  bei  dem  Probleme  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  eingehen. 
Wir  bemerken  hier  nur,  dafs  durch  die  Gleichung  (6)  t  als  Funktion 
von  u  und  also  auch  umgekehrt  u  bez.  Q^  als  Funktion  von  t  bestimmt 
ist.  Mittels  der  Gleichungen  (5)  können  wir  dann  auch  Pi  q,  r  als 
Funktionen  von  t  berechnen. 

Betrachten  wir  nun  die  Gleichungen  (2),  indem  wir  in  ihnen  p,q,r 
als  bekannt  ansehen.  Die  direkte  Integration  dieser  Gleichungen  können 
wir  umgehen,  wenn  wir  uns  auf  die  Thatsache  stützen,  dafs  der  Impuls 
im  Räume  konstant  ist.     Die  feste  Axe  des  Impulses  können  wir  zur 
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^-Axe  wählen,  wobei  der  Endpunkt  des  Impulses  die  Koordinaten 
x  =  0,  y  =  0,  0=G  und  X==Äp,  Y=  Bq,  Z  =  Cr  erhält. 
Die  Richtungscosinus  der  ^-Axe  gegen  die  Axen  X,  Y,  Z,  welche 
früher  mit  c,  c\  c    bezeichnet  wurden,  sind  daher 

andererseits  haben  wir  nach  den  Gleichungen  (6)  von  pag.  20 

c  =  sin  '9'  sin xp,     c  =  sin #  cos  9?,     c"  =  cos  %'. 
Mithin  wird 

(7)  sm  d"  sm  q)  == -~  j      sin  d' cos  (p  =  yr ,      cos'^  =  -^- 

Diese  Gleichungen  bestimmen  cp  und  d'  für  jeden  Wert  von  t,  falls, 
wie  wir  voraussetzen,  die  p,  q,  r  bekannte  Funktionen  der  Zeit  sind. 
Sie  müssen  natürlich  mit  den  Gleichungen  (2)  verträglich  sein  und 
stellen  zwei  Integrale  derselben  dar. 

Über  die  an  und  für  sich  willkürlichen  Integrationskonstanten 
haben  wir  dadurch  implicite  verfügt,  dals  wir  die  Impulsaxe  speziell 
zur  Axe  ^  nahmen. 

Der  Winkel  ip  berechnet  sich  alsdann  durch  eine  blofse  Quadratur. 
Die  mittelste  der  Gleichungen  (2)  liefert  nämlich  mit  Rücksicht  auf  (7): 

wofür  wir  nach  Gleichung  (4)  auch  schreiben  können: 

Da  wir  p,  q,  r  als  bekannte  Funktionen  von  t  ansehen,  kann  hiernach 
ip  durch  eine  Quadratur  für  jeden  Wert  von  t  gefunden  werden. 

Durch  die  vorstehenden  in  den  Lehrbüchern  vielfach  entwickelten 
Formeln  wird  es  möglich,  sämtliche  Elemente  der  kräftefreien  Kreisel- 
bewegung numerisch  auszurechnen.  Wir  könnten  daher  jetzt  z.  B.  die 
früher  aufgeworfene  Frage  nach  der  Gestalt  der  Herpolhodiekurve  im 
Einzelnen  beantworten,  wenn  wir  nicht  wie  gesagt,  das  Studium  der 
elliptischen  Integrale  einstweilen  noch  zurückschieben  müfsten. 

Übrigens  würde  man  bei  einer  ausführlichen  analytischen  Be- 
handlung mit  Vorteil  statt  der  9,  ^,  -O*  unsere  Parameter  «,  /3,  ;/,  S 
zu  Grunde  legen.  Es  würde  sich  dabei  zeigen,  dafs,  wie  wir  es  später 
bei  der  Theorie  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  schildern  werden, 
die  Formeln  in  den  a,  ß,  y,  8  nicht  nur  symmetrischer,  sondern  auch 
in  funktionentheoretischer  Hinsicht  erheblich  einfacher  werden,  als  in 
den  gewöhnlich  benutzten  q),  ip,  d^.     Man  bemerke,  dafs  schon  die  in 
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den  a,  ß,  y^  8  gescliriebenen  kinematisclien  Differentialgleiclixingen  vor 
den  entspreclienden  Grleicliungen  in  den  (p^  ip^  d"  einen  Vorzug  haben. 
Während  diese  ein  nicht  reduzierbares  System  von  drei  simultanen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  darstellen^  zerfallen  jene  in  zwei 
Paare  von  zwei  simultanen  linearen  Differentialgleichungen,  welche  die 
Gröfsen  a  und  ß  einerseits  und  die  Gröfsen  y  und  S  andrerseits  für 
sich  zu  bestimmen  gestatten. 

Von  hier  aus  würden  auch  die  schönen  Resultate  von  Jacobi*), 
welcher  direkt  die  neun  Richtungscosinus  a,  h,  c,  ,  . ,  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  t  als  '9'- Quotienten  darstellt,  sowie  die  anschliefsenden 
wichtigen  Untersuchungen  von  Hermite**)  eine  neue  Beleuchtung 
erfahren. 

Wir  wollen  nun  auch  die,  wie  wir  wissen,  sehr  einfache  Jcräfte- 
freie  Bewegung  des  symmetrischen  Kreisels  von  den  Differentialgleichungen 
aus  untersuchen.  Wir  legen  wiederum  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 
zu  Grunde,  indem  wir  dort  J.  =  jB  setzen.  Alsdann  ergiebt  sich  aus 
den  Integralen  (4)  durch  geeignete  Kombination 

p  +  g2  =  const.  =  ^^g^3-^. 


G{A  —  G) 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dafs  die  Polhodiekurve  jetzt  in  be- 
kannter Weise  aus  einem  um  die  Figurenaxe  beschriebenen  Kreise  be- 
steht.    Gleichzeitig  sehen  wir,  dafs  die  Gröfse 

u  =p^  -^  q^  -\-  r^ 

jetzt  ihrerseits  eine  Konstante  wird.  Infolgedessen  ist  die  obige  Methode 
zur  Auffindung  eines  dritten  Integrales,  bei  welcher  nach  der  Variabein 
u  integriert  wurde,  nicht  mehr  anwendbar.  Wir  finden  aber  das  noch 
erforderliche  dritte  Integral  sehr  leicht  aus  den  Gleichungen  (1)  direkt. 
Wir  multiplizieren  die  beiden  ersten  Gleichungen  (1)  bez.  mit  1  und 
+  i;  dann  ergiebt  sich  durch  Addition: 

(5')  Ä^-^=^±i{G-Ä)r(p±iq) 

oder 

(6')  P±iQ  =  (Po±  m)  ß        ^        ? 

wo  Pqj  q^  und  r^  die  Werte  von  p,  q  und  r  zur  Zeit  i^  =  0  bedeuten. 


*)   Vgl.    Sur  la  rotation  d'un  corps,  Grelles  Journal  Bd.  39,  1850. 
**)   Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques,  Paris  1883. 
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Es  bleibt  noch  die  Integration   der  Gleichungen  (2)   übrig.     Ans 
den  in  (7)  enthaltenen  Integralen  dieser  Gleichungen  schliefsen  wir  jetzt: 

Cr 
(7')  cos  0"  =  -^  =  const., 

sin'9'ei*>  =  +  ^"^  {P  +  ^9')- 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  sodann  durch  logarithmische  Differen- 
tiation mit  Rücksicht  auf  (5')  und  (7'): 

dw  G  —  A  , 

^  =  —  - — - —  r  =  const. 
dt  A 

oder 

(8')  q>  =  iit, 

wenn  wir  zur  Abkürzung 

(8  )  11  =  ^-  r 

setzen  und  annehmen,  dafs  dem  Zeitpunkte  ^  =  0  der  Winkel  tp  =  0 
entspricht. 

Endlich  haben  wir  nach  (8) 

dl!)        G  , 

--11  ==  —  =  const., 
dt        A  ' 

also 

falls  wieder  zur  Abkürzung 

G 


(r) 


""-A 


gesetzt  und  angenommen  wird,  dafs  für  ^  =  0  auch  ^  =  0  ist.  Durch 
die  Gleichungen  (7'),  (8')  und  (9')  ist  die  allgemeine  Bewegung  des 
Icräftefreien  symmetrischen  Kreisels  als  reguläre  Präcession  charakterisiert 
Als  Konstanten  der  regulären  Präcession  werden  wir,  wie  früher,  in 
erster  Linie  die  Gröfsen  ft,  v  und  d"  ansehen.  Durch  diese  lassen  sich 
die  Konstanten  Pq,  q^,  r^  nach  den  Gleichungen  (4)  von  pag.  50 
folgendermafsen  ausdrücken: 

(10)  JPo  =  0,     %  =  V  sin  'O',     rQ  =  IL  -\-  V  cos  xt. 

Andrerseits  sind  aber  die  drei  Gröfsen  ft,  v  und  %'  den  zwei  früheren 
Integrationskonstanten  h  und  G  äquivalent;  es  wird  daher  zwischen 
jenen  eine  Relation  bestehen,  welche  wir  aufstellen  wollen.  Nach 
Gleichung  (8")  haben  wir 

also  mit  Rücksicht  auf  (10): 
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—  ^Ä  =  (C  —  Ä)  (^  -^  V  cos'O') 
oder 

(11)  C^  +  (C  —  Ä)vcos^  =  0. 

Bei  dem  einzelnen  Jcräftefreien  symmetrischen  Kreisel  hann  also 
immer  nur  eine  spezielle  Art  von  regulärer  Präcession  stattfinden,  hei 
welcher  die  Konstanten  ^^  v,  d"  der  Belation  (11)  genügen. 

Schliefslich   wollen   wir   noch    die   reguläre  Präcession    des    sym- 

metrischen  Kreisels  nach   den  Werten  von  —    im    Sinne  von   pag.  51 

klassifizieren.     Die  Gleichung  (11)  liefert  uns 

V  ^      C        1 
^        Ä  —  0  cos  -O* 

Da   wir    den    Winkel   d'   im    allgemeinen   kleiner   als   -^  voraussetzen 

dürfen  (vgl.  pag.  51)^  so  wird  die  rechte  Seite  positiv^  wenn  J.  >  0, 
negativ,  wenn  Ä  <C  G  ist.  Infolgedessen  können  wir  auf  Grrund  der 
Tabelle  von  pag.  53  sagen: 

Bei  dem  verlängerten  Kreisel  (Ä  >  G)  ist  die  in  Bede  stehende 
Präcession  eine  progressive,  hei  dem  abgeplatteten  (Ä<C  G)  eine  retrograde. 


V 


Im   letzteren  Falle  läfst  sich   der  Wert  von  —   noch  genauer  in 
Grenzen  einschliefsen.     Wir  haben  nämlich,  wenn  C>  J.  ist: 

—  cos  %<  —  =  -pz j  >  1 

oder 

1 
< 


|U/  cos  -9- 

Bei  dem  abgeplatteten  Kreisel  ( J.  <  C)  ist  also  die  „freie^^  Präcession 
notwendiger  Weise  eine  pericyMoidische,  hei  dem  verlängerten  Kreisel 
( J.  >  C)  eine  epicyUoidische. 

Von    den   pag.  51    unterschiedenen    vier   Intervallen    des   Werte- 

gebietes  —   kommen  also  für  die  kräftefreie  Kreiselbewegung  nur  die 

beiden   äufsersten   in   Betracht.     Demgegenüber   werden   wir   bei   der 
Betrachtung  des  schweren  Kreisels  (vgl.  den  sechsten  Paragraphen  dieses 
Kapitels)  sehen,  dafs  für  seine  Präcessionsbewegungen  auch  die  beiden 
mittleren  Intervalle  zugänglich  sind. 
In  dem  Grenzfalle  Ä  =  G  wird 

der  Kreisel  rotiert  dann  nach  pag.  51   gleichförmig  um  die  Vertikale, 
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d.  h.    die  Impnlsaxe   herum.     Wir   kommen   also    zu    dem   bekannten 
Resultate: 

Bei  dem  KugelJcreisel  (Ä  =  C)  geht  die  gleichförmige  Präcession  in 
eine  gleichförmige  Botation  um  die  Axe  des  Impulses  Hier. 


§  3.    Über  die  Bedeutung  der  Eulerschen  Gleichungen  und  ihr 
Verhältnis  zu  den  Gleichungen  von  Lagrange. 

Die  Eulerschen  Gleichungen  nehmen  in  dem  System  der  Mechanik 
eine  ganz  singulare  Stellung  ein  und  ordnen  sich  dem  allgemeinen 
Typus  der  mechanischen  Differentialgleichungen^  wie  er  von  Lagrange 
aufgestellt  ist^  nicht  unter.  Auch  ist  es  nicht  möglich,  bei  be- 
liebigen mechanischen  Systemen  Gleichungen  aufzustellen,  welche  ähn- 
liche Vorteile  darbieten,  wie  die  Eulerschen  Gleichungen  bei  dem 
starren  Körper.  Es  wird  daher  interessant  sein,  in  diesem  Paragraphen 
den  Grund  für  die  Besonderheiten  der  Eulerschen  Gleichungen  zu  be- 
sprechen und  ihre  Vorzüge  gegenüber  den  allgemeinen  Gleichungen 
von  Lagrange  klarzustellen. 

Wir  setzen  zunächst  die  allgemeinen  Lagrangeschen  Gleichungen 
für  den  Fall  des  Kreisels  her.  Die  Lage  des  Kreisels  denken  wir  uns 
etwa  durch  die  drei  Lagenkoordinaten  g?,  z/^,  «O*,  den  Geschwindigkeits- 
zustand durch  die  zugehörigen  Geschwindigkeitskoordinaten  9?',  ^',  d"' 
dargestellt.  Unter  T  verstehen  wir  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft 
in  den  genannten  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordinaten  geschrieben, 
unter  dÄ  die  Arbeit,  welche  das  am  Kreisel  angreifende  System  der 
äufseren  Kräfte  bei  der  unendlich  kleinen  Verrückung  (dg)^  dif^j  dd") 
leistet. 

Die  Gleichungen  nehmen  nun  genau  dieselbe  Form  an,  welche  wir 
aus  dem  vorigen  Kapitel  vom  einzelnen  Massenpunhte  her  kennen  (vgl. 
pag.  79  und  ff.);  wir  haben  nämlich  einerseits: 


(1) 


und  andrerseits: 

m  -  r 


dt 

dT 

*, 

am 

dt 

dT 

H^, 

die-] 

dt 

dT 

0; 

\  m 

dT 
dip' 

) 

[0] 

dT 

,    Y 

dÄ 

d^ 

} 

0 

dA 
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In  der  That  hat  man  nach.  Lagrange  bei  jedem  System  von  drei 
Freiheitsgraden  immer  dasselbe  Gleichungssystem  ^  wie  man  auch  die 
drei  Parameter  q),  t,  ^  einführen  mag^  und  schliefslich  auch  bei  einem 
System  von  n  Freiheitsgraden  das  entsprechende  Gleichungssystem, 
wobei  nur  statt  unserer  drei  Parameter  deren  n  zu  benutzen  sind. 

Unsere  Schreibweise  der  Lagrangeschen  Gleichungen  weicht  nur  in- 
sofern von  der  gewöhnlichen  Schreibweise  ab,  als  wir  den  Begriff  des 
Impulses  explicite  darin  zum  Ausdruck  bringen.  Dies  empfiehlt  sich 
durchaus,  weil  hierdurch  die  Bedeutung  der  Gleichungen  viel  klarer 
wird.  Durch  die  Gleichungen  (2)  werden  ersichtlich  die  Komponenten 
des  Impulses  bestimmt,  welche  zu  einer  gegebenen  Lage  des  Kreisels 
und  zu   einem  gegebenen  Geschwindigkeitszustand  gehören,   sowie   die 

Komponenten   der   äufseren  Kraft,   welche   einer   gegebenen  Lage  ent- 

dÄ 
sprechen.     (Die   Differentialzeichen    -^ —  •  •  •    sind  dabei   in    demselben 

uneigentlichen  Sinne  zu  verstehen,  wie  oben  pag.  77  erläutert  wurde.) 
Die  Gleichungen  (1)  geben  darauf  an,  wie  sich  die  Komponenten  des 
Impulses  während  des  Zeitelementes  dt  abändern.  Die  Gleichungen  (1) 
sind  daher  im  Falle  des  Kreisels  mit  den  Eulerschen  Gleichungen 
äquivalent  und  müssen  wie  diese  der  Thatsache  Ausdruck  geben,  dafs 
die  Änderung  des  Impulses  jederzeit  gleich  dem  von  den  äufseren 
Kräften  herrührenden  Drehstofse  ist. 

Wir  wollen  die  Umrechnung  der  Eulerschen  Gleichungen  in  die 
Lagrangesche  Form  hier  wirklich  durchführen  und  damit  eine  Ab- 
leitung der  letzteren  für  den  besonderen  hier  vorliegenden  Fall  aus 
dem  Impulsprinzipe  geben.  Da  aber  die  Rechnungen  sonst  etwas 
umständlich  werden,  wollen  wir  uns  hierbei  auf  den  Fall  des  sym- 
metrischen Kreisels  beschränken. 

Wir  drücken  zunächst  den  Drehungsvektor  (p,  q,  r)  durch  die 
Geschwindigkeitskoordinaten  q)\  i^',  d^'  aus  und  in  entsprechender  Weise 
die  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen  vorkommenden  Komponenten 
[0],  [M^],  [0]  und  0,  ¥,  0  des  Impulses  und  der  äulseren  Kraft  durch 
die  in  den  Eulerschen  Gleichungen  vorkommenden  Komponenten  L,  iHf,  N 
und  A,  M,  N.  Dies  geschieht  nach  den  Gleichungen  (7)  von  pag.  45, 
sowie  nach  pag.  108  in  folgender  Weise: 

p  =  sin  q)  sin  '^  •  ^'  -f-  cos  9?  •  '^', 

(3)  w  =  cos  ^  sin  d'tlj'  —  sin  (p  •  '9-', 

r  =  qp'  -j-  coS'O'-'^',- 

(4)  { [V]  =  sin  '0'  sin  9  •  L  +  ^i^  ^  ^^^  cp  ^  M  -{-  gos  ^  •  N, 
[0]=  coBcp'L —  sin  gj-ilf; 


156  ni    Die  Eulerschen  Gleichungen. 


(5) 


ct)=  N, 

¥  =  sin  '9'  sin  9)  •  A  +  sin  '^  cos  9  •  M  +  ^^s  d"  •  N, 
0  =  cos  y  •  A  —  sin  9?  •  M. 


Wir  werden  ferner  die  Ausdrücke  der  lebendigen  Kraft  und  der 
Arbeit  nötig  baben,  welcbe  nach  pag.  108  und  109  bez,  die  folgende 
Form  annehmen : 

(6')  dÄ  =  (Ai9  +  Mg  +  Hr)dt  =  (i>d(p  +  Wdf  +  Qdd^. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  bis  (6')  scbliefsen  wir  sofort  auf  das 
Besteben  der  Gleichungen  (2);  diese  Gleichungen  sind  also  eine  un- 
mittelbare Folge  aus  der  vorstehenden  Definition  der  Impulskom- 
ponenten  [0],  [V],  [0]  und  der  Kraftkomponenten   O,  V,  0. 

Wir  nehmen  nun  die  Eulerschen  Gleichungen  etwa  in  der  Form 
(3')  von  pag.  141  her,  nachdem  wir  in  ihnen  B  ==  Ä  gesetzt  haben. 
Zunächst  sehen  wir,  dafs  die  dritte  der  Eulerschen  Gleichungen 

dt 
mit  der  auf  die  g; -Koordinate  bezüglichen  Lagrangeschen  Gleichung 

dt  dcp 

direkt  identisch  ist.     In  der  That  haben  wir  nach  (4),  (5)  und  (6): 

N^m,      N  =  c!),     11=0. 

Um  die  auf  die  ^-Koordinate  bezügliche  Lagrangesche  Gleichung 
zu  erhalten,  multiplizieren  wir  die  Eulerschen  Gleichungen  der  Reihe 
nach  mit  den  Koeffizienten  von  L,  M,  N  in  dem  Ausdrucke  (4) 
für  [V].     Dabei  entsteht  nach  (4)  und  (5): 


(7) 


.     _     .         dL    .      .     ^  dM    ,  ^dN 

sm  d"  sin  (p  -jT-  --f-  sm  ^  cos  g)  -jr-  -f-  cos  d"  ~j7 

d\y\         e?  sin -O"  sin  qo  j-         (^  sin -O"  cos  g?  ^^        (^cosO*  -.j 
dt  dt  dt  dt 


^^=  {A—  G)  sin  '^(sin  cp  -q  —  cos  g?  •  p)  r  +  Y- 

Nun  erkennt  man  aber,  wenn  man  L  =  J.^,  M  =  Aq,  N  =  Cr 
setzt  und  die  Gleichungen  (3)  in  Anwendung  bringt,  dafs 

d  sin  %'  sin  cp  y    ,    d  sin  -O"  cos  ^  -n/r  _\d  cos  -O*  -.y- 

Tt        ^  "^  Tt        "^  "f"  "HT'  ^^ 

==  (C  —  Ä)  sind' (sin cp-q  —  cos  (p-p)r 
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wird.     Mithin  ergiebt  sich  ans  (7)  einfach 

dt  ^* 

Diese   Gleichung   ist   aber   mit    der  zweiten  Lagrangeschen  Gleichung 
des  Kreiselproblems  identisch,  da  nach  (6)  gilt: 

Um  endlich  die  auf  die  /ö^- Koordinate  bezügliche  Gleichung  aus 
unseren  Eulerschen  Gleichungen  abzuleiten,  yerfahren  wir  ähnlich. 
Wir  multiplizieren  die  Eulerschen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
cos  (py  —  sin  9  und  0,  d.  h.  mit  den  Koeffizienten  von  L,  M  und  N 
in  der  dritten  der  Gleichungen  (4).     Dann  bekommen  wir 

IdL  .         dM        d\Q~\        dcoscp  T     ,    c^sinop  n.^ 

=  (Ä  —  G)  (cos  (p-q  -\-  sin  cp  -p)  r  -\-  Q, 
Nun  ist  aber  nach  (3) 

d  cos  w  y    .    d  sin  qp-™^  ./•  ,  \     f  a    -     o.     ,r    f 
^:  jj  -] _x  M.  ==  ^(sm  9  •  p  -f-  cos  cp*q)  cp  ==  J.  sm  '9'  •  -^  9 

und  andrerseits 

{A  —  C)  (cos  (p ^ q  -\-  miq) ' p)  r  ==  {A  —  C)  sin '^ •  i^' {^'  +  cos %" •  1/;'). 
Infolgedessen  können  wir  statt  (8)  schreiben 
am 


dt 


{A  cos  -^^  sin  'Ö'  •  ij)'^  —  C  sin  '9'  •  il)\cp  -f  cos  '9'  •  ij)'))  =  0. 


Diese  Gleichung  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  der  leben- 
digen Kraft  wieder  nichts  anderes  als  die  dritte  der  Lagrangeschen 
Gleichungen. 

Neben  den  schon  besprochenen  Lagrangeschen  Gleichungen  (oder 
den  Gleichungen  „zweiter  Art")  benutzt  man  in  der  analytischen 
Mechanik  bekanntlich  auch  sog.  Lagrangesche  Gleichungen  erster  Art 
Bei  einem  System  von  n  Punkten  und  'k  Graden  der  Freiheit  bestehen 
diese  aus  3^  Dififerentialgleichungen  für  die  Koordinaten  der  Punkte, 
in  welche  noch  3^  —  h  verfügbare  Parameter,  Lagrangesche  Multi- 
plikatoren genannt,  eingehen,  welche  so  zu  bestimmen  sind,  dafs  die 
durch  die  Differentialgleichungen  definierten  Koordinatenänderungen  mit 
der  dem  System  eigentümlichen  Bewegungsfreiheit  verträglich  sind. 

Nun  können  wir  allerdings  nicht  daran  denken,  im  Falle  des 
Kreisels  die  Lagrangeschen  Gleichungen  erster  Art  direkt  benutzen  zu 
wollen.  Wir  müfsten  sonst  —  entsprechend  den  unendlich  vielen 
Massenpunkten,   aus  denen  unser  Kreisel  besteht,  —  unendlich  viele 
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Gleicliungeii  mit  unendlicli  vielen  Lagrangesclien  Multiplikatoren  unter- 
einander schreiben.  Wohl  aber  können  wir  für  den  Kreisel  Differential- 
gleichungen herstellen,  welche  sozusagen  in  der  Mitte  stehen  zwischen 
den  Lagrangeschen  Gleichungen  erster  und  zweiter  Art  und  welche 
wir  als  Lagrangesche  Gleichungen  von  gemischtem  Typbts  bezeichnen 
mögen. 

Das  Gremeinsame,  welches  diese  gemischten  Gleichungen  mit  den 
Gleichungen  erster  Art  verbindet,  besteht  in  der  Einführung  über- 
zähliger Koordinaten.  Man  bestimmt  die  Lage  des  Systems  durch  mehr 
Koordinaten  als  die  Anzahl  der  Freiheitsgrade  beträgt:  Benutzt  man 
als  überzählige  Koordinaten  die  3n  rechtwinkligen  Koordinaten  der 
n  Punkte  des  Systems,  so  kommt  man,  wie  wir  sagten,  zu  den 
Lagrangeschen  Gleichungen  erster  Art.  Benutzt  man  dagegen  3n  —  1, 
dn  —  2,  ...,  Jt  +  l  Koordinaten,  so  entstehen  jedesmal  Gleichungen 
unseres  gemischten  Typus.  Hat  man  nur  die  Mindestzahl  von  h  Koordi- 
naten verwandt,  so  ergeben  sich  die  Lagrangeschen  Gleichungen 
zweiter  Art. 

Den  überzähligen  Lagenkoordinaten  entsprechend  wird  man  als 
überzählige  Geschwindigkeitskoordinaten  die  Differentialquotienten  der 
Lagenkoordinaten  nach  der  Zeit  einführen.  Es  wird  ferner  aber  auch 
nötig,  den  Geschwindigkeitskoordinaten  entsprechende  Kraft-  und  Impuls- 
koordinaten zu  definieren.  Dabei  wird  man,  wie  früher  (vgl.  pag.  92) 
von  dem  Ausdrucke  für  die  Arbeit  des  Systems  bez.  für  seine  lebendige 
Kraft  auszugehen  haben.  Diese  Ausdrücke  sind  aber  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  den  überzähligen  Koordinaten  nicht  völlig  bestimmt, 
sondern  können  durch  Hinzufügung  beliebiger  Multipla  der  zwischen 
jenen  bestehenden  Relationen  formal  modifiziert  werden.  Infolgedessen 
bleiben  die  in  Rede  stehenden  Kraft-  und  Impulskoordinaten  in  gewisser 
Weise  unbestimmt;  sie  enthalten  willkürliche  Parameter,  deren  Auf- 
treten von  unserem  Standpunkte  aus  die  Notwendigkeit  der  Lagrange- 
schen Multiplikatoren  erklärt.  Die  Gleichungen,  welche  die  Änderungen 
dieser  überzähligen  Impulskoordinaten  bestimmen,  lassen  sich  im  übrigen 
nach  dem  Schema  der  allgemeinen  Lagrangeschen  Gleichungen  hin- 
schreiben. 

Zu  diesem  gemischten  Typus  werden  offenbar  die  in  den  a,  ß^y^S 
bez.  in  den  Quaternionengröfsen  A,  B,  G,  D  geschriebenen  Differential- 
gleichungen des  Kreiselproblems  gehören.  In  der  That  benutzen  wir 
bei  Zugrundelegung  der  genannten  Parameter  zur  Bestimmung  der 
Lage  und  des  Geschwindigkeitszustandes  überzählige  Koordinaten.  Die 
so  entstehenden  Differentialgleichungen  werden  noch  einen  Lagrange- 
schen Multiplikator  enthalten,   welcher  so  zu  bestimmen  ist,  dafs  die 
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aus  den  Differentialgleichungen  folgenden  Änderungen  der  a^  ß,  y^  8 
bez.  der  A,  JB,  G,  D   dauernd  mit  der  Bedingung 

a8  —  ßy==:=\    bez.    Ä'  +  B'-  +  G^  +  D^  =  l 

verträglich,  sind.  Übrigens  bekommen  diese  Differentialgleichungen 
eine  recht  übersichtliche  und  elegante  Form.  Wir  wollen  indessen 
auf  ihre  Entwickelung  an  dieser  Stelle  verzichten^  weil  wir  sonst  aus- 
führlicher auf  die  Definition  der  überzähligen  Impulskoordinaten  ein- 
gehen müfsten.  — 

Wir  kommen  nun  auf  die  am  Anfange  dieses  Paragraphen  auf- 
gestellte Aufgabe  zurück:  die  Besonderheiten  der  Eulerschen  Glei- 
chungen gegenüber  den  Gleichungen  von  Lagrange  zu  studieren. 

Warum  sich  die  Eulerschen  Gleichungen  formal  von  den  Lagrange- 
schen Gleichungen  unterscheiden,  ist  leicht  zu  sehen.  In  den  Euler- 
schen Gleichungen  bestimmen  wir  den  Geschwindigkeitszustand  durch 
die  Komponenten  des  Drehungsvektors  Pjgi,r  nach  den  Axen  X,  Y,  Z, 
Es  sind  dieses,  wie  pag.  46  hervorgehoben,  „inexakte  Geschwindigkeits- 
koordinaten^^,  d.  h.  keine  Differentialquotienten  irgend  welcher  räum- 
licher Abmessungen  nach  der  Zeit.  Nun  bleibt  die  Lagrangesche  Form 
der  mechanischen  Differentialgleichungen,  wie  pag.  155  betont,  aller- 
dings bei  Einführung  beliebiger  Lagenkoordinaten  bestehen.  Als  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten sind  dann  aber  notwendig  die  Ableitungen 
der  gewählten  Lagenkoordinaten  nach  der  Zeit,  also  jedenfalls  exakte 
Differentialquotienten  zu  benutzen.  Hiernach  können  wir  sagen:  Die 
Eulerschen  Gleichungen  sind  Jcein  Spezialfall  der  Lagrangeschen,  insofern 
wir  hei  jenen  den  GeschwindigJceitsmstand  durch  inexakte  Koordinaten  he- 
stimmen,  während  diese  die  Benutzung  exakter  Geschwindigkeitskoordi- 
naten voraussetzen. 

Wir  werden  aber  ferner  fragen,  worin  die  besonderen  Vorzüge 
der  Eulerschen  Gleichungen  gegenüber  den  allgemeinen  Differential- 
gleichungen der  Mechanik  bestehen.  Diese  treten  hauptsächlich  bei 
der  kräftefreien  Bewegung  des  Kreisels  hervor,  auf  welche  wir  uns 
zunächst  beziehen  wollen. 

Aus  dem  vorigen  Kapitel  wissen  wir,  und  es  ist  auch  von  vorne- 
herein selbstverständlich,  dafs  die  Bestimmung  des  Impulses  relativ 
zum  Kreisel  in  jedem  Augenblicke  nur  von  dem  instantanen  Ge- 
schwindigkeitszustand des  Kreisels  abhängt  und  von  der  Lage  des 
Kreisels  im  Baume  gänzlich  unabhängig  ist.  In  der  That  konnten  wir 
die  Lage  des  Impulses  im  Körper  analytisch  durch  die  Differential- 
quotienten des  nur  von  den  Komponenten  p,  q,r  des  Geschwindigkeits- 
zustandes   abhängigen    Ausdrucks    der    lebendigen    Kraft    oder    auch 
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geometrisch  durch  eine  mit  dem  Trägheitsellipsoid  operierende  Kon- 
struktion bestimmen,  bei  welcher  die  Stellung  des  Trägheitsellipsoides 
im  Räume  in  keiner  Weise  in  Frage  kam.  Wir  bekommen  also  relativ 
zum  Kreisel  (bei  gleicher  relativer  Lage  und  Gröfse  des  Drehungs- 
vektors) immer  denselben  Impulsvektor,  welche  Stellung  wir  auch  dem 
Kreisel  im  Räume  geben  mögen. 

Ferner  ist  auch  die  Änderungsgeschwindigkeit  des  Impulses  relativ 
zum  Kreisel  bei  der  kräftefreien  Bewegung  allein  durch  die  Lage  von 
Impuls-  und  Drehungsvektor  gegen  den  Kreisel,  sowie  durch  die  Grröfse 
dieser  Vektoren  bestimmt  und  hängt  von  der  absoluten  Stellung  des 
Kreisels  im  Räume  in  keiner  Weise  ab,  wie  unmittelbar  aus  dem  Satze 
von  der  Konstanz  des  Impulses  hervorgeht. 

Die  Bestimmung  des  Impulses  und  der  Impulsänderung  oder,  was 
dasselbe  bedeutet,  des  Drehungsvektors  und  der  Änderung  des  Drehungs- 
vektors gegen  den  Kreisel  bildet  also  bei  der  kräftefreien  Bewegung 
ein  Problem,  für  welches  die  Lage  des  Kreisels  im  Räume  nicht  in 
Frage  kommt.  Das  Problem  bleibt  dasselbe,  wie  wir  auch  die  An- 
fangslage des  Kreisels  im  Räume  wählen  mögen. 

Man  wird  von  vornherein  vermuten  dürfen,  dafs  eine  analytische 
Formulierung  unseres  Problems  möglich  ist,  welche  seine  Unabhängigkeit 
von  der  absoluten  Lage  des  Kreisels  im  Räume  in  Evidenz  setzt,  in 
welcher  also  die  Lagenkoordinaten  des  Kreisels  überhaupt  nicht  vor- 
kommen. Diese  Formulierung  wird  nun  gerade  durch  die  JEuler'schen 
Gleichungen  der  hräftefreien  Bewegung  geleistet  In  der  That  kommen 
in  diesen  Grleichungen  nur  die  Grröfsen  p,  (l,  r  (oder  Z,  M,  N)  und 
ihre  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  vor,  welche  eine  von  der 
Lage  des  Kreisels  unabhängige  Bedeutung  haben. 

In  den  Lagrangeschen  Gleichungen  dagegen  zerlegen  wir  den 
Drehungsvektor  bei  Benutzung  der  Lagenkoordinaten  cp^  tjj^  d"  in  die 
Komponenten  g?',  i^',  d^^  welche  sich  zum  Teil  auf  Axen  beziehen,  die 
nicht  im  Kreisel  fest  sind,  so  dafs  die  zugehörigen  Werte  der  q)\  il;\  d^' 
bei  einer  Änderung  der  absoluten  Lage  des  Kreisels  geändert  werden. 
Infolgedessen  lassen  die  Lagrangeschen  Gleichungen  nicht  ohne  weiteres 
die  That  Sache  hervortreten,  dafs  die  Bestimmung  des  Drehungsvektors 
und  seiner  Lage  gegen  den  Kreisel  von  der  Lage  des  Kreisels  im 
Räume  unabhängig  ist. 

Die  Unabhängigkeit  der  Eulerschen  Gleichungen  von  den  Lagen- 
koordinaten bringt  aber  (bei  der  kräftefreien  Bewegung)  eine  erheb- 
liche Vereinfachung  des  Integrationsgeschäftes  mit  sich.  Wir  können 
nämlich  zunächst,  wie  im  vorigen  Paragraphen  geschehen,  die  Differential- 
gleichungen in  den  p^  q,  r  für  sich  integrieren  und  damit  alle  Fragen 
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erledigen^  welche  sicli  auf  die  Lage  von  Impuls-  und  Drehungsvektor 
relativ  gegen  den  Körper  beziehen.  Die  Bestimmung  der  absoluten 
Lage  im  Raum  erfordert  dann  als  zweiten  Schritt  die  Integration  der 
„kinematischen^^  Gleichungen^  wobei  wir  noch  in  der  Wahl  der  Lagen- 
koordinaten volle  Freiheit  haben. 

Eine  entsprechende  Zerlegung  der  Integrationsschwierigkeiten  ist 
bei  den  Lagrangeschen  Gleichungen  nicht  möglich,  es  sei  denn,  dafs 
man  gerade  diejenigen  linearen  Funktionen  der  (p\  ip\  d''  bei  der  Inte- 
gration zu  Grunde  legt,  welche  bez.  den  p,  g[,  r  gleich  sind.  Dies 
würde  aber  nichts  anderes  bedeuten,  als  den  nachträglichen  Übergang 
zu  den  Eulerschen  Gleichungen. 

Wenn  äufsere  Kräfte  die  Kreiselbewegung  beeinflussen,  wird  der 
Vorteil,  den  die  Eulerschen  Gleichungen  vor  den  Lagrangeschen  bieten, 
allerdings  allgemein  zu  reden  illusorisch.  Da  nämlich  die  äufseren 
Kräfte  von  der  Lage  des  Kreisels  im  Räume  abhängen  werden,  fällt 
auch  die  Änderung  des  Impulsvektors  nicht  mehr  unabhängig  von  diesem 
aus.  Infolgedessen  hilden  jeM  (sofern  nicht  besondere  Symmetriever- 
hältnisse betreffs  der  äufseren  Kräfte  vorliegen,  worauf  wir  an  dieser 
Stelle  nicht  eingehen  können)  die  Eulerschen  Gleichungen  mit  den  Mne- 
matischen  ein  nicht  redu^ierhares  simultanes  System  von  Differentialglei- 
chungen. Wir  werden  also,  wie  es  im  folgenden  Kapitel  thatsächlich 
geschehen  wird,  bei  der  Integration  ebenso  gut  von  den  Lagrangeschen 
wie  von  den  Eulerschen  Gleichungen  ausgehen  können. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  lassen  sich  kürzer  und  präciser 
fassen,  wenn  wir  uns  gestatten,  einige  Begriffe  aus  Lies  Theorie  der 
Transformationsgruppen  vorauszusetzen.  Wir  können  dann  nämlich 
sagen:  Das  Problem,  Gröfse  und  Lage  des  Drehungsvektors  bei  der 
kräftefreien  Kreiselbewegung  zu  bestimmen,  gestattet  eine  dreifach 
unendliche  Gruppe  von  Transformationen,  nämlich  die  sämtlichen 
Drehungen  des  Koordinatensystems  oo,  y,  0  um  den  Punkt  0*).  Dabei 
spielen  die  Komponenten  p,  q,  r  die  Rolle  von  Invarianten  der  Gruppe. 
Die  Zerlegung  der  mechanischen  Differentialgleichungen  in  ein  Glei- 
chungssystem (die  Eulerschen  Gleichungen),  welches  sich  gegenüber 
den  Transformationen  der  Gruppe  invariant  verhält,  und  ein  zweites 
Gleichungssystem  (unsere  kinematischen  Gleichungen),  welches  durch 
diese  Transformationen  geändert  wird  und  gerade  die  Abhängigkeit 
des  Kreisels  vom  System  x,  y,  ^  vorstellt,  läfst  sich  aus  der  Lieschen 
Theorie  vorhersehen. 


*)  Ausführliclieres  hierüber  findet  man  bei  Hrn.H.  Lieb  mann;  Bemerkungen 
über  integrable  Fälle  der  Kreiselbewegung,  Math.  Ann.  Bd.  50. 
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Mit  Hülfe  dieser  Theorie  läfst  sich  auch,  die  allgemeine  Frage 
beantworten^  wann  bei  anderen  mechanisclien  Systemen^  wie  dem 
starren  Körper^  Gleichungen  möglich  sind^  welche  den  Eulerschen 
Gleichungen  analog  sind  und  denselben  Vorteil  der  Zerlegung  des 
Integrationsgeschäftes  in  zwei  einfachere  Schritte  mit  sich  bringen^ 
wie  jene.  Solche  Gleichungen  wird  es  nur  in  dem  besonderen  Falle 
geben ^  wo  das  mechanische  System  und  die  dasselbe  angreifenden 
äufseren  Kräfte  eine  geeignete  Gruppe  von  kontinuierlichen  Transfor- 
mationen gestatten.  Im  allgemeinen  wird  daher  von  einem  Analogon 
der  Eulerschen  Gleichungen  nicht  die  Rede  sein  können. 

Kehren  wir  unsere  Betrachtungsweise  gewissermafsen  um  und  sehen 
wir  das  Bestehen  oder  Nichtbestehen  der  Eulerschen  Gleichungen  als 
gleichbedeutend  mit  dem  Bestehen  oder  Nichtbestehen  eines  Satzes 
über  den  Impuls  an,  so  werden  wir  unsere  letzte  Behauptung  durch 
die  folgende  Aussage  ergänzen  können,  auf  deren  Begründung  wir  im 
letzten  Kapitel  näher  eingehen  werden:  Bei  allgemeinen  mechanischen 
Systemen  wird  von  einem  direMen  Analogon  ^u  den  Impulssätzen  des  starren 
Körpers  nicht  die  Bede  sein  können. 


§  4.    Führung  des  Kreisels  auf  vorgeschriebener  Bahn.     Das 
D'Alembertsehe  Prinzip. 

Nachdem  wir  im  zweiten  Paragraphen  dieses  Kapitels  die  ,,natürliche^^ 
Bewegung  des  kräftefreien  Kreisels  erledigt  haben,  würden  wir  nun  nach 
der  Bewegung  zu  fragen  haben,  die  der  Kreisel  auf  Grund  gegebener 
Kräfte,  insbesondere  auf  Grund  der  Schwerkraft  ausführt.  Statt  dessen 
werden  wir  uns  zunächst  eine  einfachere  Aufgabe  stellen  und  die  Ver- 
hältnisse bei  einer  beliebigen  „erzwungenen^^  Bewegung  ins  Auge  fassen. 

Wir  wollen  uns  vorstellen,  dafs  wir  den  Kreisel  etwa  mit  unserer 
Hand  in  vorgeschriebener  Weise  bewegen,  indem  wir  eine  Gerade  des 
Kreisels  einen  Kegel  mit  der  Spitze  in  0  beschreiben  und  im  übrigen 
den  Kreisel  um  diese  Gerade  in  beliebig  vorgegebener  Weise  rotieren 
lassen.  Dabei  werden  wir  zunächst  annehmen,  dafs  äufsere  Kräfte, 
aufser  den  von  unserer  Hand  ausgeübten,  nicht  vorhanden  sind.  Wir 
werden  also  insbesondere  wieder  den  Schwerpunkt  mit  dem  Unter- 
stützungspunkte zusammenfallen  lassen. 

Zur  Erzeugung  unserer  erzwungenen  Bewegung  wird  in  jedem 
Momente  eine  gewisse  Kraft  erforderlich  sein.  Wir  haben  die  Em- 
pfindung, als  ob  der  Kreisel  gegen  die  Führung  einen  Widerstand  leistet 
und  spüren  dementsprechend  einen  Druck  auf  unsere  Hand.  Wir 
können   diesen  Widerstand   allgemein  den    Trägheitswiderstcmd  nennen. 
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Es  soll  sich  im  folgenden  darum  handeln,  den  Trägheitsividerstand  nach 
Bichtung  und  Gröfse  anmgeben. 

Um  an  Bekanntes  anzuknüpfen,  wollen  wir  von  der  entsprechenden 
Frage  beim  einzelnen  Massenpxinkte  ausgehen.  Wir  denken  uns  also 
einen  sonst  keinen  äufseren  Kräften  unterworfenen  Punkt  von  der  Masse 
m  auf  einer  beliebigen  Kurve  mit  beliebiger  Geschwindigkeit  entlang 
geführt  und  fragen  nach  dem  Widerstände,  den  der  Punkt  dieser  Be- 
wegung entgegensetzt. 

Vor  allem  konstruieren  wir  uns  für  jede  Stelle  der  Bahn  den 
Impuls  des  Punktes,  den  wir  mit  i  bezeichnen.  Wenn  die  Bewegung 
nicht  gerade  die  „natürliche  Bewegung"  ist,  d.  h.  aus  einer  gleichmäfsigen 
geradlinigen  Fortschreitung  besteht,  so  wird  sich  der  Impuls  von  Ort 
zu  Ort  ändern.  Nun  setzt  aber,  nach  Newtons  lex  secunda,  jede 
Änderung  di  des  Impulses  eine  Kraft  P  voraus,  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dafs  Pdt  =  di  ist.  Diese  Kraft  P  haben  wir  mit  der 
Hand  auszuüben;  die  entgegengesetzt  gleiche  Kraft  bedeutet  den  Wider- 
stand TF,  den  wir  zu  überwinden  haben  und  welchen  wir  den  Trägheits- 
widerstand nennen.     Mithin  wird 

(1)  Tr=-|^. 

Geometrisch  können  wir  hiernach  den  fraglichen  Widerstand 
folgendermafsen  bestimmen.  Wir  konstruieren  für  zwei  benachbarte 
Zeitpunkte  t^  und  t^  den  Impuls  der  erzwungenen  Bewegung,  bringen 
durch  Parallelverschiebung  die  Anfangspunkte  der  beiden  Vektoren 
zum  Zusammenfallen  und  vervollständigen  sie  zu  einem  Dreieck.  Dann 
liefert  uns  die  dritte  Seite  des  Dreiecks,  durch  (q  —  ^^  dividiert,  den 
gesuchten  Widerstand. 

Wollen  wir  die  Komponenten  Wo:,  Wy,  Wz  unseres  Widerstandes 
nach  drei  rechtwinkligen  Koordinatenaxen  berechnen,  so  ergeben  sich 
dieselben  natürlich  sofort,  indem  wir  die  Gleichung  (1)  in  Komponenten 
zerlegen.  Wir  können  diese  Komponenten  von  W  aber  auch  direkt 
aus  unseren  früheren  Bewegungsgleichungen  des  einzelnen  Massen- 
punktes ablesen.  Bei  der  Aufstellung  dieser  Gleichungen  (s.  pag.  77) 
dachten  wir  uns  die  äufsere  Kraft  (X,  F,  Z)  gegeben  und  fragten 
nach  der  „natürlichen^^  Bewegung,  welche  sich  unter  ihrem  Einflüsse 
einstellt.  Wir  können  uns  aber  auch  die  Bewegung,  d.  h.  die  successiven 
Änderungen  des  Impulses  irgendwie  gegeben  denken  und  nach  der 
zugehörigen  Kraft  fragen,  welche  wir  ausüben  müssen,  um  die  betr. 
Bewegung  zu  erzwingen.  Der  Widerstand,  um  welchen  es  sich  handelt, 
ist  dieser  Kraft  entgegengesetzt  gleich.  Wir  schliefsen  daher  aus  den 
angezogenen  Gleichungen  (9)  von  pag.  77 

11* 
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(2')  W  ==  —  X  =  —  ^S  TF  =  —  F  =  —  ^S 

^^'  ^  dt 

Dies  stimmt  ersichtlich,  mit  Gleichung  (1)  überein. 

Wenn  anf  unseren  Massenpunkt  eine  äufsere  Kraft  P  einwirkt, 
so  wird  die  zur  Erzeugung  der  erzwungenen  Bewegung  erforderliche 
Kraft  offenbar  um  deren  Betrag  verringert.  Dementsprechend  wird 
der  Widerstand,  welchen  wir  dann  zu  überwinden  haben  und  den 
wir  mit  W  bezeichnen,  statt  durch  (1)  durch  die  folgende  Grleichung 
gegeben : 

(3)  Tr'  =  -g  +  p. 

Seine  Komponenten  ergeben  sich  aus  den  Bewegungsgleichungen 
des  einzelnen  Massenpunktes  ^  wenn  wir  die  gesamte  zur  Erzeugung  der 
Bewegung  erforderliche  Kraft  mit  (X  +  X',  r+ T',  Z  ■\- Z')  be- 
zeichnen, wobei  (X,  Y,  Z)  die  von  aufsen  wirkende  Kraft  F,  {X',  Y',  Z') 
die  bei  der  Führung  des  Punktes  aufzuwendende  Kraft  bedeutet,  wie 
folgt: 


(4) 


tt;  ==  ~  X'  =  -  ^  +  z, 


Die  vorstehenden,  nach  den  Grundgesetzen  der  allgemeinen  Mechanik 
durchaus  selbstverständlichen  Bemerkungen  übertragen  wir  nun  auf  den 
Fall  des  dllgemeinen  Imftefreien  Kreisels. 

Wir  konstruieren  uns  vor  allem  für  jedes  Bewegungsstadium  den 
Impuls  und  bekommen  so  einen  von  0  auslaufenden  im  allgemeinen 
variabeln  Vektor  i.  Jede  Änderung  di  des  Impulses  erfordert  aber, 
wie  wir  aus  der  pag.  115  gegebenen  Übertragung  des  zweiten  Newton- 
schen  Bewegungsgesetzes  wissen,  eine  Drehkraft  D  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dafs  I)dt=  di  ist.  Die  Drehkraft  D  haben  wir  mit  der 
Hand  bei  der  Führung  des  Kreisels  auszuüben;  mit  der  entgegengesetzt 
gleichen  Kraft  widerstrebt  der  Kreisel  der  Bewegung.  Der  gesuchte 
Widerstand  ist  also  nach  Richtung,  Gröfse  und  Sinn  gegeben  durch  die 
Vektorgleichung : 

(10  W--Tf 

Geometrisch  finden  wir  den  Widerstand  abermals  dadurch,  dafs 
wir  uns  den  Impuls  im  Räume  für  zwei  benachbarte  Zeitpunkte  t^  und  t^^ 
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konstruieren  und  die  Endpunkte  der  beiden  Vektoren  verbinden.  Dann 
liefert  uns  das  Verbältnis  der  Verbindungslinie  zu  dem  Zeitintervalle 
^0  —  h  Gtröise^  Richtung  und  Sinn  von  W  in  dem  Zeitpunkte  t^  ==  t^. 

Um  die  Komponenten  Wx,  Wy,  Wz  unseres  Widerstandes  nach 
den  im  Kreisel  festen  Koordinatenaxen  XFZ  zu  berechnen^  ziehen  wir 
die  Eulerschen  Gleichungen  heran. 

In  der  That  können  wir  diese  Gleichungen,  wie  oben  die  Bewegungs- 
gleichungen des  einzelnen  Massenpunktes  und  ebenso  wie  die  mecha- 
nischen Differentialgleichungen  überhaupt,  in  doppelter  Weise  auffassen. 
Wir  können  uns  entweder  die  äulseren  Kräfte  gegeben  denken  und  nach 
derjenigen  Bewegung  fragen,  welche  das  System  von  einem  gegebenen 
Anfangszustande  aus  auf  Grund  dieser  Kräfte  ausführt.  Wir  können 
uns  aber  auch  andrerseits  die  Bewegung  des  Systems  willkürlich  gegeben 
denken  und  nach  denjenigen  Kräften  fragen,  welche  zur  Erzeugung  dieser 
Bewegung  erforderlich  sind.  Während  die  erstere  Aufgabe  die  Inte- 
gration der  mechanischen  Differentialgleichungen  nötig  macht,  ist  die 
letztere  durch  die  in  den  Gleichungen  angedeuteten  Differentiationen 
zu  erledigen.  In  diesem  Paragraphen  betrachten  wir  die  Eulerschen 
Gleichungen  von  dem  zuletzt  charakterisierten  Standpunkte. 

Der  gesuchte  Trägheitswiderstand  ist  offenbar  nach  dem  Gesetz 
der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  der  zur  Erzeugung 
der  Bewegung  erforderlichen  Kraft  entgegengesetzt  gleich.  Entnehmen 
wir  also  die  Komponenten  A,  M,  N  dieser  Kraft  aus  den  Eulerschen 
Gleichungen  von  pag.  140,  so  erhalten  wir  für  die  Komponenten  des 
Widerstandes,  bezogen  auf  das  im  Körper  feste  Koordinatensystem,  die 
folgenden  Werte: 


(2') 


dt 
Wr^—M^  —  ^-hNp  —  Lr, 

Wz=-N==-^+  Lq-Mp. 


Dafs  diese  Bestimmung  von  W  mit  dem  in  (!')  enthaltenen  Werte 
zusammenfällt,  ist  nach  unserer  Ableitung  der  Eulerschen  Gleichungen 
evident. 

Wir  wollen  nun  ferner  annehmen,  dafs  auf  unseren  Kreisel  von 
aufsen  her  ein  irgendwie  gegebenes  Kraftsystem  wirkt,  welches,  in 
gewohnter  Weise  zusammengesetzt,  eine  Drehkraft  D  ergiebt.  Ihre 
Komponenten  nach  den  Koordinatenaxen  seien  A,  M,  N. 

Alsdann  wird  ein  Teil  der  Impulsänderung  durch  diese  Drehkraft 
D  kompensiert.     Der  übrig  bleibende,  nicht  kompensierte  Teil  ergiebt 


Wx  = 

—  A'  = 

-^  +  ^^- 

-Nq-i-A, 

TTr- 

—  M'== 

-^+^^- 

-  Lr  +M, 

Wi  = 

-  N'  = 

'I+L,- 

-  Jfi)  +  N. 
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negatiT  genommen  nacli  Richtung,  Gröfse  und  Sinn  den  Widerstand, 
den  wir  bei  der  erzwungenen  Bewegung  des  Kreisels  zu  überwinden 
haben.  Dieser  Widerstand  W  unterscheidet  sich  also  jetzt  von  dem 
Trägheitswiderstande  W  des  Kreisels  um  den  Betrag  der  Drehkraft  D 
und  ist  dementsprechend  durch  die  folgende  Vebtorgleichung  zu  be- 
rechnen: 

(3')  W'~W=D    oder     TF' =  -  ~  +  D. 

Seine  Komponenten  nach  den  Koordinatenaxen  folgen  abermals 
aus  den  Eulerschen  Gleichungen.  Bezeichnen  wir  die  Komponenten 
der  gesamten  Kraft,  welche  zur  Erzeugung  der  fraglichen  Bewegung 
erforderlich  ist,  bez.  mit  A  +  A'?  M  +  M',   N  +  N',   so  erhalten  wir: 


(4') 


Von  hier  aus  gelangen  wir  zu  einem  sehr  einfachen  und  sehr  be- 
kannten Kriterium,  durch  welches  wir  die  unter  dem  Einflufs  gegebene^ 
Kräfte  stattfindende  natürliche  Bewegung  des  Kreisels  gegenüher  beliebige^ 
erzwungenen  Bewegungen  charakterisieren  hönnen.  Wir  wollen  auch 
hierbei  zuerst  vom  einzelnen  Massenpunkte  sprechen.  Die  natürliche 
Bewegung,  welche  der  Punkt  unter  dem  Einflufs  der  Kraft  P  ohne 
äufseren  Zwang  ausführt,  ist  offenbar  diejenige  Bewegung,  bei  welcher 
der  oben  eingeführte  Widerstand  W  verschwindet.  Die  Bedingung 
für  die  natürliche  Bewegung  lautet  also  nach  (3) 

(5)  -m  +  P-^- 

Diese  Gleichung  ist  im  Grunde  vollständig  trivial;  sie  ist  nichts  anderes 
als  der  fundamentale  Impulssatz,  welcher  der  Mechanik  von  Newton 
als  zweites  Axiom  zu  Grunde  gelegt  ist. 

Wir  können  nun  aber  diesem  Satze  eine  neue  Formulierung  geben, 
indem  wir  die  Frage  nach  der  natürlichen  Bewegung  des  Punktes  auf 
eine  Gleichgewichtsfrage  zurückführen.  Diese  Formulierung  liegt  nahe, 
sobald  man,  wie  oben  geschehen,  die  negativ  genommene  Änderungs- 
geschwindigkeit des  Impulses  als  eine  besondere  Kraft  eingeführt  und 
mit  einem  besonderen  Namen  („Trägheitswiderstand^^)  belegt  hat.  Wir 
können  nämlich  die   Gleichung  (5)  folgendermafsen  in  Worte  fassen: 
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Bei  der  natürlichen  Bewegimg  eines  PunMes  hält  sich  der  Trägheits- 
widerstand des  PunMes  mit  der  äufseren  Kraft  dauernd  das  Gleichgewicht. 

In  dem  vorliegenden  einfachsten  Falle  ist  natürlich  mit  dieser 
Formnliernng  nichts  gewonnen.  Wir  erwähnen  dieselbe  nnr  deshalb, 
weil  die  entsprechende  Aussage  als  sog.  D^ Älembertsches  Prinsi^  die 
natürliche  Bewegung  beliebiger  mechanischer  Systeme  regelt,  worauf 
wir  sofort  zurückkommen. 

Charakterisieren  wir  yorab  die  natürliche  Bewegung  des  allgemeinen 
Kreisels  in  entsprechender  Weise.  Es  ist  dieses  offenbar  wieder  die- 
jenige Bewegung,  gegen  welche  der  Kreisel  keinen  Widerstand  leistet, 
bei  welcher  also  W  in  Gleichung  (3')  yersch windet.  Unser  Kriterium 
für  die  unter  dem  Ein  flu  fs  der  äufseren  Brehkraft  B  stattfindende  natür- 
liche Bewegung  des  Kreisels  lautet  also,  gaw  ähnlich  wie  heim  PunMe: 

(5')  -£  +  -0=0. 

Im  Grunde  fallen  wir  damit  wieder  auf  unsern  fundamentalen  Impuls- 
satz von  pag.  115  zurück  bez.  auf  die  mit  jenem  äquivalenten  Euler- 
schen  Gleichungen. 

Um  nun  die  hier  in  Betracht  kommende  Formulierung  dieser  Glei- 
chung zu  finden,  gehen  wir  auf  die  einzelnen  Massenpunkte  zurück,  welche 
den  Kreisel  konstituieren  und  denken  uns  dementsprechend  den  Ge- 
samtimpuls i  sowie  die  resultierende  Drehkraft  B  in  die  zu  den 
Massenpunkten  gehörigen  Einzelimpulse  und  Einzelkräfte  aufgelöst. 
Alsdann  können  wir  die  Gleichung  (5')  als  eine  Gleich gewichtsbedingung 
im  Sinne  der  elementaren  Statik  aussprechen  und  können  folgenden 
Satz  formulieren,  welcher  sich  mit  dem  D'Alembertschen  Prinzip e  im 
Falle  des  Kreisels  deckt: 

Bei  der  natürlichen  Bewegung  steht  das  System  der  Trägheitswider- 
stände aller  einzelnen  Massenteilchen  mit  dem  System  der  in  den  PunMen 
angreifenden  äufseren  Kräfte  vermöge  der  starren  Verbindung  der  Massen- 
punkte beständig  im  Gleichgewichte, 

Diese  Aussage  überträgt  sich  nun,  wie  gesagt,  auf  beliebige 
mechanische  Systeme  mit  beliebigen,  nicht  notwendig  starren  Ver- 
bindungen. Die  sämtlichen  Fragen  der  Bewegung  erscheinen  somit 
auf  reine  Gleichgewichtsfragen  zurückgeführt.  In  dieser  statischen 
Auffassung  der  dynamischen  Gesetze  liegt  die  eigentliche 
Leistung  D^Alemberts  und  das  Charakteristicum  seines 
Prinzipes. 

Wir  können  schliefslich  sozusagen  ein  Mittelding  zwischen  der 
natürlichen  und  der  erzwungenen  Bewegung  des  Kreisels  betrachten.  Wir 
wollen  etwa,   um    einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,    eine 
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Hanptaxe  H  des  Kreisels  in  bestimmter  Weise  einen  Kegel  mit  der 
Spitze  in  0  beschreiben  lassen  bez.  im  besonderen  festgehalten  denken, 
während  wir  die  Drehung  um  diese  Axe  durch  äufseren  Zwang  nicht 
beeinflussen.  Der  letztere  Teil  der  Bewegung  ist  dann  als  natürliche, 
der  erstere  als  erzwungene  Bewegung  zu  bezeichnen.  Alsdann  wird 
die  Komponente  des  Widerstandes  W  in  Richtung  von  H  verschwinden 
müssen,  weil  diese  durch  die  Führung  von  S"  nicht  kompensiert  werden 
kann.  Dagegen  wird  die  zu  H  senkrechte  Komponente  von  W  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  haben,  welcher  uns  eben  den  bei  der 
Führung  aufzuwendenden  Druck  anzeigt.  Dementsprechend  ist  nur  die 
zu  H  senkrechte  Komponente  von  W  nach  Gleichung  (3')  zu  berechnen. 
Die  Ausdrucksweise  des  D'Alembertschen  Prinzipes  läfst  sich  auch 
für  diesen  Typus  von  Bewegungen  vollkommen  aufrecht  halten.  Gerade 
in  dieser  Vielseitigkeit,  kann  man  sagen,  beruht  der  wesentliche  Nutzen 
des  Prinzipes. 

Achten  wir  nur  auf  denjenigen  Teil  der  Bewegung,  welchen  wir  so- 
eben als  natürliche  Bewegung  bezeichneten,  so  haben  wir  sozusagen  einen 
Kreisel  von  nur  einem  Grade  natürlicher  Bewegungsfreiheit.  An  diesem 
halten  sich  dann  die  Trägheitswiderstände  der  einzelnen  Massenpunkte 
mit  den  äufseren  Kräften  nach  der  für  uns  in  Betracht  kommenden 
Komponente  von  Gleichung  (5')  ersichtlich  das  Gleichgewicht,  d.  h. 
jene  Widerstände  und  Kräfte  zusammengenommen  bringen  keine  Rotation 
um  die  Axe  H  hervor.  Ziehen  wir  aber  auch  die  erzwungene  Bewegung 
von  jff  in  Betracht,  so  haben  wir  einen  Kreisel  von  einem  Grade 
natürlicher  und  0wei  Graden  erzwungener  Bewegungsfreiheit.  Das  Gleich- 
gewicht zwischen  den  Trägheitswiderständen  und  den  äufseren  Kräften 
wird  bei  diesem  hergestellt,  wenn  wir  zu  den  äufseren  Kräften  noch 
die  Kraft  hinzurechnen,  welche  wir  bei  der  Führung  des  Kreisels  aus- 
zuüben haben.  Die  so  entstehende  Betrachtungsweise  ist  der  vorher- 
genannten deshalb  vorzuziehen,  weil  sie  nicht  nur  den  Ablauf  der 
natürlichen  Bewegung  sondern  auch  den  für  die  erzwungene  Bewegung 
erforderlichen  Druck  zu  bestimmen  gestattet. 

In  der  gewöhnlichen  Sprache  der  analytischen  Mechanik  würde 
Dian  die  hier  vorgenommene  Beschränkung  der  natürlichen  Bewegungs- 
freiheit so  formulieren,  dass  man  den  Kreisel  gewissen  Bedingung s- 
gleichungen  unterwirft,  welche  im  obigen  Beispiel  (bei  beliebiger  Führung 
der  Axe  H)  noch  die  Zeit  enthalten  würden.  Der  Nutzen  des  D'Alem- 
bertschen Prinzipes  besteht,  analytisch  gesprochen,  gerade  darin,  dafs 
man  mittels  dieses  Prinzipes  von  derartigen  Bedingungsgleichungen  so 
viele  eliminieren  kann,  als  man  gerade  will,  um  dann  die  übrigen 
durch  geeignete  Kräfte  zu  ersetzen. 
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Wir  werden  im  letzten  Paragraphen  dieses  Kapitels  für  die  hier 
nur  angedeuteten  Anwendungen  des  D'Alembertsclien  Prinzipes  auf 
Bewegungen  Yon  teilweise  erzwungenem  Charakter  einige  Beispiele 
bringen. 

§  5.     Spezielle  Ausführungen  für  den  Kugelkreisel.     Zerlegung  des 
Gesamtwiderstandes  in  einen  Accelerations-  und  einen  Deviations- 
widerstand. 

In  der  Punktmechanik  kann  man  die  Betrachtung  des  Trägheits- 
widerstandes ^  welche  der  einzelne  Massenpunkt  einer  erzwungenen  Be- 
wegung entgegensetzt j  noch  etwas  weiter  führen ,  als  es  im  vorigen 
Paragraphen  geschehen  ist. 

Wir  wollen^  wie  üblich^  den  Trägheitswiderstand,  indem  wir  ihn 
auf  die  Tangente  an  die  Bahnkurve  projizieren,  in  zwei  Komponenten 
zerlegen,  eine  in  Richtung  der  Tangente  fallende  Komponente,  welche 
Tangentialkraft  genannt  werden  soll,  und  eine  dazu  senkrechte  Kompo- 
nente, welche  GentrifugaTkraft  heifst  und  welche  bereits  im  ersten 
Paragraphen  dieses  Kapitels  vorkam.  Die  Gröfse  der  Tangentialkraft 
wollen  wir  mit  if,  die  der  Centrifugalkraft  mit  K  bezeichnen. 

Die  Centrifugalkraft  können  wir  auch  als  denjenigen  Bestandteil 
des  Widerstandes  definieren,  m  dessen  Überwindung  keine  Arbeitsleistung 
erforderlieh  ist.  Da  nämlich  nach  Definition  die  Centrifugalkraft  auf 
der  augenblicklichen  Bewegungsrichtung  senkrecht  steht,  so  wird,  wenn 
wir  mit  Kxj  Ky,  K^  ihre  Komponenten  nach  irgend  welchen  Koordinaten- 
axen  bezeichnen 

xKx  +  y'Ky  +  /Z;  =  0; 

andrerseits  erfordert  die  Überwindung  der  Centrifugalkraft  in  der  Zeit 
dt  die  Arbeit 

dA  =  {xEx  +  yEy  +  /Z;)  dt. 

Diese  Arbeit  verschwindet  also,  wie  behauptet  wurde. 

Um  die  Berechnung  von  H  und  K  möglichst  einfach  zu  gestalten, 
verfährt  man  bekanntlich  so,  dafs  man  die  vorgegebene  Bewegung 
durch  eine  andere  ersetzt,  welche  jene  in  dem  betrachteten  Zeitpunkte 
von  der  zweiten  Ordnung  approximiert,  d.  h.  welche  für  diesen  Zeit- 
punkt und  einen  unmittelbar  folgenden  dieselbe  Gröfse  und  Richtung 
des  Impulses  und  daher  auch  dieselbe  Tangential-  und  Centrifugalkraft 
aufweist,  wie  die  ursprüngliche  Bewegung.  Man  konstruiert  nämlich 
zu  der  vorgegebenen  Bahnkurve  den  Krümmungskreis  an  der  be- 
trachteten Stelle  und  lälst  den  Massenpunkt  m  auf  diesem  mit  gleich- 
förmiger Beschleunigung  entlang  laufen,   wobei  seine  Geschwindigkeit 


170  III.    Die  Eulerschen  Gleichungen. 

und  Beschleunigung  so  zu  bemesseli  sind^  dals  sie  an  der  in  Rede 
stellenden  Stelle  mit  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  der 
ursprünglichen  Bewegung  übereinstimmen. 

Alsdann  findet  man  leicht  aus  der  Gleichung  (1)  des  vorigen 
Paragraphen  für  die  Gröfse  der  Tangentialhraft: 

Die  Richtung  der  Kraft  ist  nach  der  ursprünglichen  Definition  der- 
selben mit  der  Richtung  der  instantanen  Geschwindigkeit  identisch. 
Der  Sinn  ist  dem  Sinne  der  instantanen  Beschleunigung  entgegen- 
gesetzt.* 

Desgleichen  ergiebt  sich  für  die  Gröfse  der  CentrifugalJcraft  die 
schon  früher  benutzte  Formel 

(2)  K='^, 

in  welcher  B  den  Radius  des  Krümmungskreises  bedeutet.  Die  Bichtimg 
der  Centrifugalhraft  ist  dadurch  bestimmt ,  dafs  sie  1)  auf  der  instan- 
tanen Bewegungsrichtung  senkrecht  steht  und  2)  in  der  Schmiegungs- 
ebene  der  Bahnkurve  und  also  der  Ebene  des  Krümmungskreises  liegt. 
Den  Sinn  der  Centrifugalhraft  können  wir  etwa  durch  folgende  Regel 
festlegen:  sie  sucht  den  Massenpunkt  von  dem  Centrum  des  Krümmungs- 
kreises zu  entfernen. 

Nach  (1)  verschwindet  die  Tangentialkraft  nur  dann^  wenn  die 
Beschleunigung  verschwindet.  Andrerseits  verschwindet  nach  (2)  die 
Centrifugalkraft  dann,  wenn  die  Krümmung  der  Bahn  gleich  Null 
wird,  wenn  also  die  Geschwindigkeit  eine  unveränderliche  Richtung 
besitzt.  Infolgedessen  werden  wir  behaupten  können:  Das  Auftreten 
der  Tangentialkraft  hat  seinen  Grund  in  einer  Längenänderung,  das  der 
Centrifugalkraft  in  einer  Richtungsänderung  des  Geschwindigkeitsvektors. 

Wollten  wir  nun  im  Falle  des  allgemeinen  Kreisels  eine  ähnliche 
Zerlegung  des  Trägheitswiderstandes  in  zwei  zu  einander  senkrechte 
Komponenten  vornehmen,  so  würde  sich  alsbald  zeigen,  dafs  diese 
Zerlegung  ihr  Mifsliches  hat.  Wir  müssen  vielmehr  bis  zu  dem  Spezial- 
fälle des  Kugelkreisels  hinabsteigen,  um  die  Begriffe  der  Tangential- 
und  Centrifugalkraft  glatt  übertragen  zu  können.  Es  bestätigt  sich 
dabei,  was  schon  pag.  134  bemerkt  wurde,  dals  der  Kugelkreisel 
(vermöge  der  Koincidenz  von  Impuls-  und  Geschwindigkeitsaxe)  in 
kinetischer  Hinsicht   eine  volle  Analogie   mit    dem   einzelnen  Massen- 


*)    Über  die  Bedeutung  des  Zeichens  \i\    als  Ausdruck  für   die  Länge  des 
Vektors  i  vgl.  eine  Bemerkung  auf  pag.  143. 
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punkte  darbietet.  Übrigens  bat  diese  Bescbränkung  der  AUgemeinbeit 
für  die  weiterbin  in  Aussiebt  genommenen  Entwickelungen  nicbt  viel 
zu  sagen  ^  da  wir  in  den  näcbstf olgenden  Kapiteln  obnebin  unser  Haupt- 
interesse dem  Kugelkreisel  zuwenden  werden. 

Der  Trägbeitswiderstand  W  des  Kugelkreisels  wird  natürlicb, 
ebenso  wie  der  des  allgemeinen  Kreisels^  dureb  die  Gleicbung  (1')  des 
vorigen  Paragrapben  gegeben.  Wir  projizieren  nun  W  senkrecbt  auf 
die  Axe  der  instantanen  Rotation  und  erbalten  dadurcb  eine  Drebkraft, 
welcbe  den  instantanen  Drebungsvektor  zur  Axe  bat  und  welcbe  wir 
den  Äccelerationswiderstand  nennen  wollen^  und  eine  zweite,  deren  Axe 
zum  Drebungsvektor  senkrecbt  stebt  und  welcbe  der  Deviationswider- 
stand beifsen  soll.  Der  Grund  für  diese  Benennungen  wird  sofort  klar 
werden.  Die  Gröfse  des  Accelerations Widerstandes  bezeicbnen  wir  mit 
Hy  die  des  Deviationswiderstandes  mit  K. 

Wir  erwäbnen  zunäcbst  eine  wicbtige  Eigenscbaft  des  Deviations- 
widerstandes, welcbe  dieser  mit  der  Centrifugalkraft  gemein  bat:  Zur 
Überwindung  des  Deviationswiderstandes  ist  keine  Arbeitsleistung  er- 
forderlieh.  In  der  Tbat  besagt  die  Definition  des  Deviationswider- 
standes, dafs  die  Axe  desselben  fortgesetzt  auf  der  instantanen  Rotations- 
axe  p,  q,  r  senkrecbt  stebt.  Bezeicbnen  wir  also  mit  Kx,  Ky,  Kz  die 
Komponenten  unseres  Widerstandes  nacb  denselben  Koordinatenaxen, 
auf  welcbe  sieb  die  p^  g,  r  bezieben,  so  baben  wir 
pKx  +  giKY+rKz==0. 

Infolgedessen  wird  die  zur  Überwindung  des  Deviationswiderstandes 
erforderlicbe  Arbeit  wäbrend  der  Zeit  dt: 

dA  =  {pKx  +  (iKy  +  rKz)  dt  =  0. 

Bei  der  Berecbnung  von  Accelerations-  und  Deviationswiderstand 
werden  wir  nun  äbnlicb  verfabren,  wie  oben  beim  einzelnen  Massen- 
punkte. Wir  konstruieren  uns  nämlicb  zu  der  vorgegebenen  eine  ein- 
facbere  Bewegung  binzu,  welcbe  jene  an  der  in  Rede  stebenden  Stelle 
von  der  zweiten  Ordnung  approximiert.  Nacb  pag.  54  leistet  dieses 
bereits  eine  ricbtig  gewäblte  ,y  gleich  förmig  iesehleunigte  Präcession^^. 
Wir  wurden  auf  diese  Bewegung  gefübrt,  indem  wir  an  die  vor- 
gegebenen Polbodie-  und  Herpolbodiekegel  die  Krümmungskegel  legten, 
welcbe  jene  in  der  instantanen  Rotationsaxe  oskulieren,  sowie  die  auf 
den  Krümmungskegeln  spiralig  verlaufenden  Kurven  der  Polbodie  und 
Herpolbodie  unserer  Präcessionsbewegung  markierten,  welcbe  bez.  die 
Polbodie-  und  Horpolbodiekurve  der  ursprünglicben  Bewegung  im  End- 
punkte des  instantanen  Drebungsvektors  berübren.  Diese  neue  Be- 
wegung  besitzt   in   zwei   benacbb arten    Zeitmomenten   nacb   Ricbtung 


172  ni.    Die  Eulerschen  Grleicliungen. 

und  Gröfse  denselben  Rotations-  und  also  auch  denselben  Impulsvektor, 
wie  die  vorgegebene  Bewegung.  Infolgedessen  werden  auch  die  Acce- 
lerations-  und  Deviationswiderstände  bei  beiden  Bewegungen  bez. 
gleicb  sein. 

Wir  baben  nun  zur  Berechnung  von  H  und  K  die  Verschiebung 
di  zu  betrachten,  welche  der  Endpunkt  des  Impulsvektors  im  Räume 
während  der  Zeit  dt  bei  unserer  gleichförmig  beschleunigten  Präcession 
erfährt.  Bezeichnen  wir  mit  ds  die  zugehörige  Verschiebung  des 
Drehungsvektors  im  Räume,  d.  h.  das  Bogenelement  der  Herpolhodie- 
kurve,  und  mit  G  das  für  alle  Axen  gleiche  Trägheitsmoment  des 
Kugelkreisels,  so  wird  offenbar 

di  =  Gds. 
Sodann  zerlegen  wir  ds  in  zwei  Komponenten  parallel  und  senkrecht 
zur   Richtung   der  instantanen  Rotationsaxe^   welche   bez.   ds'  und  d6 
heifsen  mögen.  Alsdann  haben  wir  nach  der  Definition  des  Accelerations- 
und  des  Deviationswiderstandes: 

jj.         ^  ds  jy-  ri  ^^ 

dt^  dt 

Nun  ist  ds'  nichts  anderes,  als  die  Änderung  der  Drehgeschwindig- 
keit ß  während  der  Zeit  dt  Mithin  erhalten  wir  für  die  Gröfse  des 
Accelerationswiderstandes  die  Formel: 

(1')  s^cf^ 

oder  auch 

(1")  ^=^- 

Die  Axe  des  Accelerationswiderstandes  fällt  mit  der  Axe  der  instan- 
tanen Drehgeschwindigkeit  zusammen;  dem  Sinne  nach  ist  er  dem  Sinne 
der  instantanen  Drehbeschleunigung  entgegengesetzt.  Der  Äccelerations- 
widerstand  tritt  hiernach  immer  dann  auf,  wenn  wir  die  Drehimg  des 
Kugell^reisels  'beschleunigen.  Eine  Richtungsänderung  des  Drehvektors  bei 
unveränderter  Länge  desselben  hat  auf  den  Accelerationswiderstand 
keinen  Einflufs.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Erklärung  der  von  uns 
gewählten  Bezeichnung. 

Wichtiger  ist  für  uns  der  andere  Bestandtheil  von  W,  der  Beviations- 
widerstand. 

Um  die  Gröfse  K  desselben  zu  berechnen,  bemerken  wir,  dafs 
wir  d^  auffassen  können  als  ein  Bogenelement  auf  der  Herpolhodie- 
kurve  derjenigen  gleichförmigen  Präcession,  welche  mit  unserer  gleich- 
förmig beschleunigten  Präcession  die  Richtung  und  Gröfse  der  Drehungs- 
axe  in  dem   betrachteten   Momente   gemein  hat.     Bezeichnen  wir  die 
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Konstanten  dieser  Präcession  mit  ^i,  v,  d-^  so  wird  nach  den  Gleichungen 
(3)  und  (5)  von  pag.  50 


d6  ===  y(d7ty  +  (d^y  +  (d^y  =^  ^  sm  d^  dil^  ==  ^v  sin  d'dl 

Mithin  haben  wir  für  die  Gröfse  des  JDeviationswiderstandes  beim  Kugel- 
kreisel die  einfache  Formel: 
(2')  Z:=  jO^vsin'O'l. 

Was  sodann  die  Axe  des  Deviationswiderstandes  betrifft^  so  folgt 
aus  der  Definition  desselben  zunächst^  dafs  diese  Axe  auf  der  instan- 
tanen  Drehungsaxe  senkrecht  steht;  andrerseits  ergiebt  sich  aus  der 
vorhergehenden  Betrachtung^  dafs  dieselbe  in  die  durch  den  instan- 
tanen  Drehungsvektor  gelegte  Tangentialebene  an  den  Herpolhodie- 
kegel  der  gleichförmig  beschleunigten  Präcession  oder,  was  dasselbe 
ist^  an  den  Herpolhodiekegel  der  ursprünglichen  Bewegung  fallt.  Eine 
ganz  analoge  Eigenschaft  haben  wir  oben  bei  der  Centrifugalkraft 
konstatiert,  deren  Richtung,  wie  erwähnt,  in  der  Schmiegungsebene  an 
die  Bahnkurve,  d.  h.  in  der  durch  zwei  benachbarte  Geschwindigkeits- 
richtungen hindurchgehenden  Ebene  liegt.  Der  Schmiegungsebene  ent- 
spricht aber  im  vorliegenden  Falle  die  genannte  Tangentialebene,  in- 
sofern sie  durch  zwei  benachbarte  Drehungsaxen  hindurchgeht. 

Auf  die  eigentümlichen  experimentellen  Folgerungen,  welche  sich 
aus  der  Axenrichtung  unseres  Widerstandes  ergeben,  werden  wir  im 
letzten  Paragraphen  dieses  Kapitels  noch  näher  eingehen. 

Wir  wollen  schliefslich  den  Sinn  des  Deviationswiderstandes  durch 
eine  leicht  zu  handhabende  geometrische  Regel  festlegen.  Ursprünglich 
ist  der  Sinn  natürlich  der  Gleichung  (1')  entsprechend  dadurch  be- 
stimmt, dafs  er  dem  Sinne  der  zur  Drehungsaxe  senkrechten  Kompo- 
nente von  di  entgegengesetzt  ist.  Statt  dessen  können  wir  aber  auch 
folgendermafsen  sagen:  Der  Deviationswiderstand  wirM  stets  in  solchem 
Sinne,  dafs  er  den  Folhodiekegel  an  den  HerpoThodiehegel  anprefst. 

In  der  That:  Fassen  wir  ein  Bogenelement  der  Herpolhodiekurve 
bei  unserer  erzwungenen  Bewegung  ins  Auge.  Unsern  Standpunkt  im 
Räume  wollen  wir  so  wählen,  dafs  die  Richtung,  in  welcher  unser 
Bogenelement  von  dem  Endpunkte  des  Drehungsvektors  durchlaufen 
wird,  auf  uns  hin  gerichtet  ist.  Da  der  Drehungsvektor  verabredeter- 
mafsen  stets  nach  derjenigen  Seite  der  Drehungsaxe  abgetragen  wird, 
von  der  aus  die  Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  stattzufinden  scheint, 
so  liegt  der  Polhodiekegel  bei  der  Wahl  unseres  Standpunktes  not- 
wendig rechts  von  dem  Herpolhodiekegel.  Nun  ist  beim  Kugelkreisel 
die  Änderung  des  Impulsvektors  der  Änderung  des  Drehungsvektors 
proportional.    Unser  Widerstand,  welcher  dem  Sinne  nach  der  Impuls- 
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änderung  entgegengesetzt  ist,  wirkt  daher  Yon  unserem  Standpunkte 
gesellen  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers.  Er  sucht  also  den 
rechterhand  gelegenen  Polhodiekegel  nach  links  überzudrehen  und  prefst 
mithin  diesen,  wie  behauptet  wurde,  an  den  Herpolhodiekegel  an. 

Da  es  bei  der  Berechnung  des  Deyiationswiderstandes  lediglich  auf  die 
zur  Drehungsaxe  senkrechte  Komponente  der  Impulsänderung  ankommt, 
so  hat  eine  gleichzeitige  Beschleunigung  der  Rotationsgeschwindigkeit 
auf  die  Grröfse  unseres  Widerstandes  überhaupt  keinen  Einflufs.  Viel- 
mehr tritt  derselbe  nur  bei  solchen  Bewegungen  auf,  welche  mit  einer 
ßichtungsänderung  der  Drehungsaxe  verbunden  sind.  Den  Ursprung 
des  Deviationswiderstandes  haben  wir  also,  ähnlich  wie  den  der  Centri- 
fugalkraft,  in  der  Umlagerung  des  GeschwindigkeitsveMors  m  suchen. 
Dieser  Thatsache  wollten  wir  durch  die  Wahl  der  Benennung  Aus- 
druck geben. 

Die  Erörterungen  dieses  Paragraphen  lassen  sich  auf  den  all- 
gemeinen Kreisel,  wie  erwähnt,  nicht  gut  übertragen.  Allerdings 
können  wir  selbstverständlich  den  Trägheitswiderstand  W  auch  bei 
diesem  in  einen  Bestandteil  zerlegen,  welcher  die  Richtung  der  in- 
stantanen  Drehung  zur  Axe  hat,  und  einen  zweiten,  welcher  darauf 
senkrecht  steht  und  welcher  daher  keine  Arbeitsleistung  absorbiert. 
Indessen  würden  schon  die  Namen  Accelerations-  und  Deviations- 
widerstand für  diese  beiden  Bestandteile  nicht  gerechtfertigt  sein.  Da 
nämlich  die  Richtung  von  Impuls-  und  Drehungsaxe  jetzt  im  all- 
gemeinen auseinander  fallen,  so  würde  unser  erster  Bestandteil  nicht 
ausschlief slich  von  den  Längenänderungen,  der  letztere  nicht  aus- 
schliefslich  von  den  Richtungsänderungen  des  Drehungsvektors  her- 
rühren. Auch  läfst  sich  die  Gröfse  dieser  beiden  Bestandteile  nicht 
durch  so  einfache  Formeln  bestimmen,  wie  oben  beim  Kugelkreisel. 
Wir  ziehen  es  daher  vor,  bei  dem  allgemeinen  Kreisel,  wie  im  vorigen 
Paragraphen  geschehen,  schlechtweg  von  dem  Widerstände  zu  sprechen 
und  von  einer  weiteren  Zerlegung  desselben  abzusehen. 

§  6.  Der  Deviationswiderstand  bei  der  regulären  Präeessionsbewegung 
des  symmetrisclien  Kreisels. 

Die  Erörterungen  des  vierten  Paragraphen  enthalten  im  be- 
sonderen Alles,  was  über  die  erzwungenen  Bewegungen  des  sym- 
metrischen Kreisels  zu  sagen  ist.  Wenn  wir  auf  letztere  hier  aus- 
führlicher eingehen,  so  geschieht  dieses  nur  deshalb,  weil  sich  speziell 
bei  der  reguläi'en  Präcession  des  symmetrischen  Kreisels  besonders 
einfache  Resultate  ergeben,  welche  uns  eine  erste  Orientierung  über 
die  Bewegung  des  symmetrischen  schweren  Kreisels  verschaffen. 
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Wir  nelimen  zunächst  an,  dafs  keine  äufseren  Kräfte  wirksam  sind, 
und  erteilen  unserm  Kreisel  mit  der  Hand  eine  beliebige  reguläre 
Präcession  um  die  Vertikale.  Der  Impulsvektor  wird  dabei  auf  einem 
Kreise  um  die  Vertikale  herumgeführt;  sein  Endpunkt  schreitet  in  jedem 
Momente  senkrecht  zur  augenblicklichen  Drehungsaxe  fort;  seine  Länge 
wird  nicht  geändert.  Der  Widerstand,  welcher  aus  dieser  Impulsänderung 
resultiert,  rührt  also  lediglich  yon  den  Umlagerungen  des  Impulses 
her  und  soll  dementsprechend  wieder  speziell  als  Deviationswiderstand 
bezeichnet  werden. 

Die  Äxe  dieses  Deviationswiderstandes  steht  nach  dem,  was  soeben 
über  die  Richtung  der  Impulsänderungen  bemerkt  wurde,  sowohl  auf 
der  Drehungsaxe  wie  auf  der  Vertikalen  senkrecht;  sie  fällt  also,  wie 
wir  kurz  sagen  können,  in  die  Bichtung  der  Knotenlinie. 

Gröfse  und  Sinn  des  Widerstandes,  welche  wir  durch  die  Gröfse 
und  das  Vorzeichen  des  Buchstabens  iT  bezeichnen ,  ergiebt  sich  darauf 
aus  den  Werten  von  Wx,  Wy,  Wz  in  den  Gleichungen  (2')  von  pag.  165. 
Es  wird  nämlich,  da  die  Knotenlinie  (vgl.  etwa  die  Figur  3  von  pag.  18) 

mit  der   X-Axe  den  Winkel  ^,   mit  der  Z-Axe  den  Winkel   y  +  9 

einschliefst : 

K  =  Wx  cos  cp  —  Wy  sin  cp. 

Hier  haben  wir  in  den  Ausdrücken  von  Wx  und  Wy,  da  es  sich  um 
eine  reguläre  Präcession  handelt,  für  p,  q,  r  die  Werte  aus  den 
Grleichungen  (4)  von  pag.  50  einzutragen  und  für  L,  M^  N  die  zu- 
gehörigen Werte  Äp,  Äq,  Cr.  Alsdann  erhalten  wir  nach  einer 
kleinen  Rechnung: 
(1)  K=  — C^v  sind' —  (G  —  Ä)v^sind^  cos d^. 

Man  bemerke,  dafs  die  Bedeutung  des  Buchstabens  K  gegen  den 
vorigen  Paragraphen  etwas  abgeändert  ist,  insofern  wir  K  jetzt  ein 
bestimmtes  Vorzeichen  beilegen.  Ein  positiver  Wert  von  K  besagt, 
dafs  unser  Deviationswiderstand  von  dem  Halbstrahle  der  Knotenlinie 
aus  gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  ein  negativer,  dafs  er  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  wirkt.  Den  so  bestimmten  Widerstand  werden 
wir  bei  der  Führung  des  kräftefreien  Kreisels  als  Druck  auf  unsere 
Hand  spüren. 

In  dem  speziellen  Falle  C  =  Ä  reduziert  sich  unsere  Gleichung 
(1)  natürlich  auf  die  pag.  173  für  den  Kugelkreisel  abgeleitete  Gleichung 
(2'),  indem  dann  der  zweite  Term  der  rechten  Seite  in  (1)  verschwindet. 
Dieser  zweite  Term  rührt  daher  von  der  Abweichung  des  Trägheits- 
ellipsoides  von  der  Kugelgestalt  her  und  soll  etwa  als  j^ellipsoidischer 
Bestandteil  des  Beviationswiderstandes'^   bezeichnet   werden.     Der  erste 
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Term^  welcher  den  Wert  des  Widerstandes  beim  Kugelkreisel  be- 
zeichnet, soll  dementsprechend  der  ^^sphärische  Bestandteil  heifsen. 

Es  giebt  noch  zwei  andere  Fälle,  in  denen  sich  der  Deviations- 
widerstand auf  seinen  sphärischen  Bestandteil  reduziert.  Dies  findet 
erstens  offenbar  statt,  wenn  '9'  ==  y  ist,   die  Figurenaxe  also   auf  der 

Axe  der  regulären  Präcession  senkrecht  steht.  Ferner  aber  gilt  etwas 
Ähnliches,  wenn  die  Teildrehung  ^  im  Verhältnis  zu  allen  sonst  in 
unserer  Formel  vorkommenden  Gröfsen  aufserordentlich  überwiegt. 
Letzteres  ist  in  den  Anwendungen  sogar  die  Regel,  weil  man  durch 
die  gewöhnlich  benutzten  Antriebsvorrichtungen  einen  Impulsvektor 
von  sehr  grofsem  Betrage  erzeugt,  welcher  nahezu  in  die  Richtung  der 
Figurenaxe  fällt. 

Wir  kommen  hier  noch  einmal  auf  die  natürliche  Präcession  zurück, 
welche  der  kräftefreie  symmetrische  Kreisel  ohne  äufseren  Zwang  aus- 
führt. Die  Bedingung  für  diese  Bewegung  lautet  offenbar  (man  vgl. 
die  Ausführungen  auf  pag.  167)  JT  =  0  oder 

0  =  (C^  +  (C  —  Ä)vcosd^)vsmd^. 
Durch  die  vorstehende  Gleichung  wird  unter  allen  möglichen  Präcessions- 
Bewegungen  eine  gan^  hestimmte  Klasse  als  natürliche  hräftefreie  Prä- 
cession ausgeschieden.     Auf  dieselbe  Bedingung  wurden  wir  schon  im. 
zweiten  Paragraphen  (s.  Gl.  (11)  von  pag.  153)  geführt. 

Wir  betrachten  nun  einen  schweren  spnmetrischen  Kreisel  und  er- 
teilen diesem  eine  reguläre  Präcession  um  die  VerEkale  von  beliebigen 
Konstanten.  Aus  der  Statik  wissen  wir  (vgl.  pag.  87),  dafs  die  an 
den  einzelnen  Massenteilchen  angreifenden  Schwerewirkungen  eine  resul- 
tierende Drehkraft  ergeben,  deren  Axe  bei  dem  symmetrischen  Kreisel 
die  Knotenlinie  ist  und  deren  Gröfse  und  Sinn  durch  P  sin  d"  bestimmt 
ist.  Dabei  bedeutet  P>0,  dafs  der  Schwerpunkt  oberhalb,  P  <  0, 
dafs  er  unterhalb  des  TJnterstützungspunktes  liegt. 

Der  Widerstand,  welchen  wir  bei  einer  erzwungenen  regulären  Prä- 
cession unseres  schweren  Kreisels  zu  überwinden  haben,  —  wir  können 
ihn  abermals  speziell  als  Deviations widerstand  bezeichnen,  —  fällt  der 
Richtung  nach  wieder  in  die  Knotenlinie,  weil  sowohl  das  Drehmoment 
der  Schwere  wie  nach  Obigem  die  Impulsänderung  bei  der  regulären 
Präcession  um  die  Vertikale  die  Knotenlinie  zur  Axe  haben.  Gröfse 
und  Sinn  unseres  Widerstandes  ergeben  sich  jetzt  aus  der  Gleichung 
(3')  des  vierten  Paragraphen.  Tragen  wir  hier  für  D  den  soeben 
angegebenen  Wert  P  sin  d"  und  für  die  Änderungsgesch windigkeit  des 
Impulses  die  oben  berechnete  Gröfse  —  K  ein,  so  folgt: 
(2)  W  ^K+Psin^, 
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Der  Widerstand^  den  wir  bei  der  Führung  des  schweren  Kreisels 
spüren  werden ,  ist  also  ein  anderer  wie  der  bei  gleicher  Führung  des 
kräftefreien  Kreisels. 

Wir  werden  auch  hier  den  Übergang  zu  der  natürlichen  Bewegung 
des  schweren  Kreisels  machen^  also  nach  solchen  Präcessionsbewegungen 
fragen,  welche  der  schwere  Kreisel  ohne  äufseren  Zwang  auszuführen 
imstande  ist.  Die  Bedingung  für  diese  Bewegungen  lautet  (in  Über- 
einstimmung mit  dem  D'Alembertschen  Prinzipe)  W  ==  0.  Mit  Rück- 
sicht auf  (1)  und  (2)  können  wir  hierfür  schreiben^  wenn  wir  an- 
nehmen, dafs  d"  von  Null  verschieden  ist,  dafs  also  die  Präcession  nicht 
speziell  in  eine  blofse  Rotation  um  die  Vertikale  ausgeartet  ist: 

(3)  P=C^v-i-(C  —  Ä)v^  cos  ^. 

Der  schwere  symmetrische  Kreisel  vermag  hiernach  (bei  gegebener 
Massenverteilung,  cl  h.  bei  gegebenen  Werten  von  Ä,  C  und  P)  ohne 
äufseren  Zwang  wieder  nur  eine  bestimmte  Klasse  von  regulären  Prä- 
cessionsbewegungen auszuführen,  nämlich  nur  solche,  deren  Konstanten 
li,  V,  %"  durch  die  Belation  (3)  verknüpft  sind. 

Im  ganzen  hängt  diese  natürliche  Präcession  des  schweren  Kreisels 
von  vier  willkürlichen  Parametern  ab.  Es  sind  dieses  etwa  die  An- 
fangswerte der  Winkel  (p,  ijj^  %"  und  die  Winkelgeschwindigkeiten  ^ 
und  Vj  welche  letzteren  aber  wegen  (3)  nur  einen  willkürlichen  Para- 
meter repräsentieren.  Wir  drücken  diese  Thatsache  so  aus,  dafs 
wir  sagen:  Es  giebt  beim  einzelnen  symmetrischen  scMveren  Kreisel  oo^ 
mögliche  Präcessionsbewegungen. 

Dagegen  hängt  die  allgemeine  natürliche  Bewegung  des  schweren 
Kreisels  von  sechs  willkürlichen  Parametern  ab.  Da  nämlich  der 
Kreisel  ein  System  von  drei  Graden  der  Freiheit  ist,  so  können 
wir  aufser  den  Anfangswerten  der  (p,  'il^,  ^  noch  ihre  Anfangs- 
geschwindigkeiten willkürlich  vorschreiben,  worauf  der  weitere  Verlauf 
der  Bewegung  durch  die  mechanischen  Differentialgleichungen  bestimmt 
sein  wird.  Es  giebt  also  cx)^  mögliche  natürliche  Bewegungen  des  schweren 
Kreisels. 

Wir  schliefsen  hieraus,  dafs  die  reguläre  Präcession  nur  eine 
spezielle  Bewegungsform  des  schweren  Kreisels,  eine  partikuläre  Lösung 
seiner  Differentialgleichungen  ist. 

Machen  wir  dieselbe  Abzahlung  beim  symmetrischen  schwerelosen 
Kreisel,  so  haben  wir  aufser  den  Anfangswerten  der  Winkel  (pj^j,  d"  und 
den  durch  die  Relation  K==0  verbundenen  Winkelgeschwindigkeiten  ^ 
und  V  zu  berücksichtigen,  dafs  die  Axe  der  Präcession  jede  beliebige 
Lage  durch  0  haben  kann,  (während  dieselbe  bei  dem  schweren  Kreisel 
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wegen  der  Richtung  der  Schwerewirkung  notwendig  mit  der  Vertikalen 
zusammenfallen  mufs).  Dieser  Umstand  erhöht  die  Zahl  der  willkür- 
lichen Konstanten  bei  der  regulären  Pr'acession  des  kräftefreien  Kreisels 
auf  6.  Es  gieht  also  hei  diesem  oo^  natürliche  Präcessionsiewegungen. 
Wir  verstehen  aus  diesem  Grunde  ganz  wohl^  warum  die  reguläre 
Präcession  die  allgemeinste  Bewegungsform  des  schwerelosen  symme- 
trischen Kreisels  sein  kann. 

Die  reguläre  Präcession  wird  als  einfachste,  wenngleich  partikuläre 
Bewegung  des  schweren  Kreisels  für  uns  später  wichtig  werden.  Wir 
wollen  daher  auf  die  möglichen  Werte  der  Präcessionskonstanten  noch 
näher  eingehen,  indem  wir  diese  aus  den  Konstanten  der  Präcession 
beim  kräftefreien  Kreisel  durch  kontinuierlichen  Übergang  entstehen 
lassen. 

Dabei  werden  wir  ^  und  d"  festgehalten  denken  und  werden 
fragen,  wie  der  Wert  von  v  durch  Hinzutreten  der  Schwere  Wirkung 
abgeändert  wird.  Den  W^ert  von  ^i  werden  wir  überdies  als  positiv 
voraussetzen. 

Nehmen  wir  zunächst  P  =  0,  so  liefert  die  in  v  quadratische 
Gleichung  (3)  zwei  Werte  dieser  Konstanten,  nämlich 

a)    i/  =  0,         b)    v^jj-^^ 


(A  —  G)  cos  'O' 

Der  Wert  a)  entspricht  einer  einfachen  Rotation  des  Kreisels  um  die 
Pigurenaxe,  der  Wert  b)  gehört  zu  einer  wirklichen  Präcessions- 
bewegung.  Setzen  wir  darauf  P  von  Null  verschieden  voraus.  Dann 
finden  wir  als  Wurzeln  von  (3)  die  beiden  folgenden  Werte: 


W  ^—  2(^~C)cos# 

Es  gieht  also  (hei  gegebener  Massenverteilung  und  gegebenen  Werten 
von  [i  und  ^)  entweder  swei  Fälle  von  regulärer  Präcession  oder  keinen, 
je  nachdem  nämlich  die  Quadratwurzel  im  vorstehenden  Ausdruck  reell  oder 
imaginär  ist.  Die  beiden  reellen  Fälle  wollen  wir  nach  der  Gröfse  von 
V  als  j^langsame'^  und  ^^schnelle  Präcession^'  unterscheiden.  Bei  genügend 
kleinen  Werten  von  P  ist  die  langsame  Präcession  diejenige,  welche 
sich  durch  stetigen  Übergang  aus  der  einfachen  Rotation  des  schwere- 
losen Kreisels  um  die  Pigurenaxe  entwickelt,  deren  Präcessionskonstante 
also  der  oben  mit  a)  bezeichneten  Wurzel  entspricht. 

Eine  besondere  Betrachtung  macht  der  Fall  des  Kugelkreisels 
(A  =  C)  nötig.  Die  Gleichung  (3)  wird  in  diesem  Falle  in  v  linear 
und  liefert  den  Wert 

(5)  -  =  W- 
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Der  Vergleich  mit  dem  abgeplatteten  oder  verlängerten  Kreisel  be- 
rechtigt uns  aber  auch  in  diesem  Falle  noch  von  einer  zweiten  Wurzel 
zu  sprechen^  welche  allerdings  unendlich  grofs  geworden  ist  (i;  ==  -j-  oo). 
Die  zu  der  zuerst  genannten  Wurzel  gehörige  Präcessionsbewegung 
werden  wir  als  langsame  Präcession  bezeichnen  können,  da  sie  für 
P  ===  0  in  die  einfache  Rotation  a)  übergeht;  die  Wurzel  '?^  ==  +  ^^ 
stellt  jedenfalls  eine  schnelle  Präcession  dar. 

Das  folgende  Schema ,  dessen  Richtigkeit  man  leicht  aus  den 
Gleichungen  (4)  und  (5)  verifiziert,  veranschaulicht  die  Lage  der 
Wurzeln  a)  und  b)  für  P  =  0  sowie  (durch  den  Sinn  der  beigefügten 
Pfeile)  die  Richtung,  in  welcher  a)  und  b)  beim  Hinzutreten  der  Schwere- 
wirkung im  Falle  des  abgeplatteten,  des  verlängerten  und  des  Kugel- 
kreisels wandern.  Dabei  beziehen  sich  die  Pfeile  oberhalb  bez.  unter- 
halb  der  Geraden  auf  die  Fälle   P>0  bez.   P  <  0. 

Peri-  Anti-         1      Hypo-     i     Epi-Cykloidenbewegung 


Abgeplatteter  Kreisel: 


Verlängerter  Kreisel: 

-I * -*— 


Kugelkreisel: 


a)« 


Im  Anschlufse  hieran  bemerken  wir,  dafs  die  Werte  von  — ,  welche 

beim  kräftefreien  Kreisel  auf  das  Gebiet  der  Epi-  und  Pericykloiden- 
bewegung  beschränkt  waren  (vgl.  pag.  153)  im  Falle  des  schweren 
Kreisels  auch  in  die  Gebiete  der  Anti-  und  Hypocykloidenbewegung 
eindringen  können,  dafs  also  durch  den  schweren  Kreisel  alle  kine- 
matisch möglichen  Präcessionsbewegungen  auch  kinetisch  realisiert 
werden  können. 

Es  könnte  zunächst  vielleicht  überraschen,  dafs  die  in  vertikaler 
Richtung  wirkende  Schwerkraft  überhaupt  eine  reguläre  Präcession 
des  Kreisels  um  die  Vertikale  unterhalten  kann,  d.  h.  eine  Bewegung, 
bei  welcher  die  einzelnen  Massenteilchen  durchschnittlich  in  horizon- 
taler Richtung  fortschreiten.  Indessen  ist  dieser  Sachverhalt  keines- 
wegs merkwürdiger,  wie  die  aus  der  Punktmechanik  bekannte  That- 
sache,   dafs   ein  Massenpunkt,   welcher  sich   unter  dem  Einflufs  einer 
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Centralkraft  bewegt,  bei  geeignetem  Anfangsimpulse  auf  einem  Kreise 
um  das  Anziebungscentrum  berumlaufen,  also  beständig  genau  senk- 
recht zur  Richtung  der  äufseren  Kraft  fortschreiten  kann.  Ebenso  wie 
die  Möglichkeit  dieser  Bewegung  durch  die  Bedingung  gegeben  ist, 
dafs  die  Centrifugalkraft  mit  der  Anziehungskraft  dauernd  im  Gleich- 
gewichte stehen  mufs,  so  lautete  die  Bedingung,  durch  welche  wir 
die  reguläre  Präcession  als  eine  mögliche  Bewegung  des  schweren 
Kreisels  erkannten,  dahin,  dafs  der  Trägheitswiderstand  bei  der  regu- 
lären Präcession  dem  von  der  Schwerkraft  herrührenden  um  eine  hori- 
zontale Axe  wirkenden  Drehmomente  dauernd  das  Gleichgewicht  halten 
sollte.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dafs  weder  die  Kreisbewegung  des 
Punktes  noch  die  reguläre  Präcession  des  Kreisels  die  allgemeinste 
Bewegung  yon  Punkt  oder  Kreisel  darstellen,  sondern  dafs  beide  Be- 
wegungen nur  bei  geeigneter  Wahl  des  Anfangszustandes  auftreten. 

Zum  Schlüsse  mögen  wir  die  reguläre  Präcession  des  schweren 
Kreisels  unter  dem  Gesichtspunkte  der  im  vorigen  Kapitel  besprochenen 
sog.  Stabilität  der  Drehungsaxe  betrachten.  Nach  obigem  kann  sich 
aus  der  einfachen  Rotation  (v  =  0)  beim  Hinzutreten  der  Schwere- 
wirkung eine  reguläre  Präcession  (v  ^  Oj  entwickeln,  bei  welcher  die 
Rotationsaxe  allmählich  auf  einem  Kreiskegel  um  die  Vertikale  herum- 
geführt wird.  Wir  sehen  also  in  Übereinstimmung  mit  einer  Be- 
merkung auf  pag.  136,  dafs  eine  kontinuierlich  wirkende  äufsere  Kraft 
im  Laufe  der  Zeit  eine  völlige  Umlagerung  der  Drehungsaxe  bedingen 
kann,  wie  grofs  auch  die  ursprüngliche  Rotationsgeschwindigkeit  ^  bez. 
wie  klein  auch  die  äufsere  Einwirkung  P  sein  möge.  Von  einem 
Festbleiben  der  Drehungsaxe  im  Baume  tvird  daher  beim  Hinzutreten 
einer  Icontinuierlichen  äufseren  Störung  gewifs  nicht  die  Bede  sein  können. 

§  7.  Eine  neue  Ableitung  des  Deviationswiderstandes  bei  der  regu- 
lären Präcession  des  symmetrischen  Kreisels.    Die  Coriolissclie  Kraft. 

Da  der  Begriff  des  Deviationswiderstandes  bei  der  regulären 
Präcession  des  symmetrischen  Kreisels  im  folgenden  eine  nicht  un- 
erhebliche Rolle  spielen  wird,  so  wollen  wir  uns  seine  Entstehung 
noch  auf  eine  andere  Weise  klar  machen,  indem  wir  uns  den  Kreisel 
in  seine  einzelnen  Massenpunkte  aufgelöst  denken  und  nach  den  Kräften 
fragen,  mit  welchen  diese  der  erzwungenen  Bewegung  widerstreben. 
Wir  werden  uns  dabei  der  Einfachheit  halber  auf  den  speziellen  Fall 
^  ==  90^  der  regulären  Präcession  beschränken,  in  welchem  sich  nach 
pag.  176  der  Deviationswiderstand  auf  seinen  sphärischen  Bestandteil 
reduziert. 
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Wir  betrachten  zunächst  einen  einzelnen  Massenpunkt  P  und 
zwingen  diesen,  eine  aus  zwei  kreisförmigen  Bewegungen  zusammen- 
gesetzte Bahn  zu  durchlaufen.  Der  Punkt  soll  in  einer  vertikalen 
Ebene  E  mit  konstanter  Geschwindigkeit  auf  einem  Kreise  vom  Radius 
i?  und  Mittelpunkte  0  fortschreiten-,  gleichzeitig  soll  die  Ebene  E 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  eine  durch  0  gehende  vertikale 
Axe  A  gedreht  werden. 

Wir  wollen  den  Widerstand  berechnen,  mit  welchem  der  Punkt 
dieser  zusammengesetzten  Bewegung  widerstrebt.  Jedenfalls  werden 
wir  als  Bestandteile  dieses  Widerstandes  die  beiden  Centrifugalkräfte 
vorfinden  müssen,  welche  den  Teilbewegungen  von  P,  nämlich  dem  in 
der  Ebene  E  vor  sich  gehenden  Umlauf  um  0  und  dem  im  Raum 
stattfindenden  Umlauf  um  J.,  entsprechen.  Es  zeigt  sich  aber,  dafs 
aufserdem  noch  eine  aus  dem  Zusammenbestehen  beider  Teilbewegungen 
hervorgehende  Kraft  existiert,  die  man  nach  ihrem  Entdecker  Coriolis- 
sche Kraft  oder  auch  msammengeseMe  CentrifugaTkraft  (force  centrifuge 
composee)  nennt. 

Die  Lage  des  Punktes  P  in  der  Ebene  E  bestimmen  wir  durch 
den  Winkel  g?,  welchen  seine  Verbindungslinie  mit  0  gegen  die  An- 
fangslage dieser  Linie  bildet.  Wir  wollen  annehmen,  dafs  zu  Anfang 
die  Verbindungslinie  OP  senkrecht  auf  der  Axe  Ä  steht.  Bezeichnen 
wir  noch  mit  ^  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  P 
in  der  Ebene  E  umläuft,  so  haben  wir 

(p  =  ^t 

Andrerseits  bestimmen  wir  die  Lage  der  Ebene  E  im  Räume  durch 
den  Winkel  i/^,  um  welchen  E  aus  der  Anfangslage  Eq  herausgedreht 
ist.  Bedeutet  ferner  v  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher 
sich  E  um  Ä  dreht,  so  haben  wir 

Auf  kürzestem  Wege  dürften  wir  zur  Berechnung  der  Coriolisschen 
Kraft  durch  die  nachstehende  kleine  Koordinatenrechnung  gelangen. 
Eine  direkte  geometrische  Ableitung  werden  wir  am  Schlüsse  des 
Paragraphen  geben,  (vgl.  pag.  186  und  187). 

Die  Drehungsaxe  A  nehmen  wir  zur  ^-Axe  eines  räumlichen 
Koordinatensystems,  dessen  Mittelpunkt  in  0  liegen  und  dessen  x^~ 
Ebene  mit  E^^  zusammenfallen  möge.  In  diesem  System  werden  die 
Koordinaten  von  P  ersichtlich: 

ix^=M  cos^p  cosi/^, 
(1)  \y  =  B,  COS  cp  sin  ^, 

==  P  sin  cp. 
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Der  Impuls  i  des  Punktes  bei  unserer  zusammengesetzten  Be- 
wegung hat  alsdann^  wenn  wir  noch,  die  Masse  des  Punktes  mit  m 
bezeichnen,  die  folgenden  Komponenten: 

[X]  =  mx  =  —  m^B  sin  ip  cos  7^  —  mvB  cos  (p  sin  f, 
[Y]  ==  my  =  —  m^B  sing?  sin^  -|-  mvB  cos 9  cosi/^, 
[Z]  =  m0  =       m^B  cos  (p. 

Der  Widerstand   W,   welchen   der  Punkt   der  erzwungenen  Bewegung 
entgegensetzt j    bestimmt   sich  wie   früher  durch  die  Vektorgleichung: 

^^  dt' 

seine  Komponenten  werden  also  die  folgenden: 

JY'x  =  — ■  -\A  =  vn^^B  cos^  cosi/^  —  2miivB  sin 9  bihiIj 

+  mv^B  cos  cp  cos  ijj, 

Wy  = k~  =  m^^B  cos q)  ^mij)  -{-  2m^vB  sin  cp  cos -0 

-j- mv^ B  00s  (p  sini^, 

Wz  = K~  =  mii^B  sin  g?. 


(2) 


In  diesen  Ausdrücken  entsprechen  offenbar  die  Terme  mit  dem 
Paktor  ft^  der  Centrifugalkraft,  welche  aus  dem  Umlauf  von  P  in  der 
Ebene  E  entspringen  würde,  sofern  wir  uns  die  letztere  im  Räume 
still  stehend  denken.  In  der  That  sind  diese  Terme  die  Komponenten 
einer  Kraft,  deren  Gröfse 

(3)  mii^B 

beträgt   und    deren   Richtung    gegen    die    Koordinatenaxen    durch    die 

Richtungscosinus 

(3')  a  =  cos  cp  cos  tf»,       &  =  cos  (p  sin  t/;,       c  =  sin  (p 

bestimmt  wird.     Es  sind  dieses  nach  den  Gleichungen  (1)  gerade  die 
Richtungscosinusse  der  Verbindungslinie  OB, 

Andrerseits  entsprechen  die  Terme  mit  dem  Paktor  v'^  der  Centri- 
fugalkraft,  welche  sich  aus  dem  Umlauf  von  P  um  die  Axe  A  er- 
geben würde,  sofern  wir  den  Punkt  P  in  der  Ebene  E  als  ruhend 
ansehen.     In  der  That  geben   diese  Terme   eine  Kraft  von   der  Gröfse 

(4)  mv^B^, 

wo    B^^=  B  cos  cp    den  Abstand   des  Punktes  P  von    der  Axe  Ä   be- 
deutet.    Ihre  Richtungscosinus  gegen  die  Koordinatenaxen  sind 

(4')  a'  =  cos7/^,       (&'=[sint^,       c=0, 
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d.  h.  die  einer  durcli  P  hindurchgellenden ^  zur  Axe  Ä  senkrechten 
Geraden. 

Es  bleiben  noch  die  mittleren  Terrae  mit  dem  Faktor  ^v  übrig, 
welche  ihren  Ursprung  dem  Umstände  verdanken ,  dafs  weder  die  Ebene 
E  im  Räume,  noch  der  Punkt  P  in  der  Ebene  E  fest  ist.  Setzen 
wir  die  bez.  Komponenten  zusammen,  so  entsteht  eine  Kraft  von  der 
Gröfse 
(5)  — 2m^vBmiq)j 

welche  die  Richtungscosinus 

(5')  d'  =  sin  ^,       V  =  —  cos  1^,       c '  =  0 

gegen  die  Koordinatenaxen  bildet.  Sie  steht  sowohl  auf  der  Richtung 
(3')  wie  auf  der  Richtung  (4')  senkrecht  und  liegt  in  der  Normalen 
von  E.     Diese  Kraft  ist  es,  die  man  als  Coriolissche  Kraft  bezeichnet. 

Schreiben  wir  der  Ebene  E  Starrheit  und  eine  gewisse  Dicke  zu 
und  denken  wir  uns  den  Kreis,  welche/  P  beschreiben  soll,  als  eine 
Rinne  in  E  eingegraben,  so  wird  die  Kraft  (3)  durch  die  Starrheit 
von  E,  die  Kraft  (4)  zum  Teil  durch  diese,  zum  Teil  durch  die 
Führung  aufgehoben,  mittelst  welcher  P  in  der  Rinne  gleichförmig 
entlang  geschoben  wird.  Die  Kraft  (5)  dagegen  drückt  senkrecht 
gegen  die  Ebene  E  und  wird  fühlbar,  wenn  wir  die  Rotation  dieser 
Ebene  um  die  Axe  Ä  mit  der  Hand  besorgen.  Diese  Kraft  wirkt,  je 
nach  dem  Quadranten,  in  welchem  sich  P  gerade  befindet,  beschleunigend 
oder  hemmend  auf  die  Rotation  von  E. 

Bemerken  wir  noch,  dafs  wir  durch  die  Einführung  der  Coriolis- 
schen  Kraft  im  Grunde  nichts  Neues  lernen.  Ebenso  wenig,  wie  das 
Auftreten  der  Centrifugalkraft  etwas  besagt,  was  wir  nicht  aus  der 
Theorie  des  Impulses  ohnehin  wissen,  ebenso  wenig  erfahren  wir  aus 
der  Betrachtung  der  Coriolisschen  Kraft  etwas,  was  nicht  in  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Centrifugalkräfte  enthalten  wäre.  Die  Notwendig- 
keit des  Coriolisschen  Termes  folgt  einfach  daraus,  dafs  die  Centri- 
fugalkraft, welche  der  thatsächlichen  Bewegung  des  Punktes  im  Raum 
entspricht,  nicht  einfach  gleich  der  Resultante  aus  den  beiden  Centri- 
fugalkräften  ist,  die  sich  ergeben,  wenn  wir  einerseits  P  in  der  ruhenden 
Ebene  E  und  andrerseits  E  bei  fester  Lage  von  P  rotieren  lassen. 

Die  selbständige  Einführung  der  Coriolisschen  Kraft  erklärt  sich 
überhaupt  nur  von  einem  besonderen  Standpunkte  aus,  welchen  man 
der  oben  beschriebenen  zusammengesetzten  Bewegung  gegenüber  ein- 
nehmen kann  und  welchen  wir  als  den  Standpunkt  der  Belativhewegung 
bezeichnen  wollen.  Man  möchte,  um  bei  dem  obigen  Beispiel  zu 
bleiben,  die  Bewegung  des  Punktes  P  in  der  Ebene  E  so  behandeln. 
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dass  man  bei  der  Betrachtung  aus  der  Ebene  E  nicht  heraustritt.  Wenn 
diese  Ebene  in  Ruhe  wäre^  würde  man  die  erste  der  obigen  Centrifugal- 
kräfte  zu  berücksichtigen  haben.  Wegen  der  Rotation  der  Ebene  E  aber 
mufs  vor  allem  noch  ein  Korrektionsglied  in  Gestalt  des  Coriolisschen 
Termes  hinzugefügt  werden,  welches  seinen  Ursprung  dem  Zusammen- 
bestehen der  beiden  Bewegungen  verdankt.  Den  dritten  Term,  welcher 
von  der  Ordnung  v^  ist,  wird  man  im  Verhältnis  zu  den  ersteren  unter 
Umständen  vernachlässigen  können,  nämlich  immer  dann,  wenn  die  Be- 
wegung von  E  im  Räume  verhältnismäfsig  langsam  vor  sich  geht,  wenn 
also  V  im  Verhältnis  zu  ^  genügend  klein  ist. 

Übrigens  geht  der  Coriolissche  Ansatz*)  viel  weiter  als  unsere 
Darstellung  desselben.  Während  wir  einen  einzelnen  Massenpunkt  be- 
trachteten, welcher  eine  vorgeschriebene  Kreisbewegung  in  einer  gleich- 
förmig rotierenden  Ebene  ausführt,  bezieht  sich  der  Coriolissche  Ansatz 
auf  ein  beliebiges  System  von  Massenpunkten,  welches  eine  beliebige 
Bewegung  gegen  ein  seinerseits  willkürlich  bewegtes  Axensystem  be- 
schreibt. — 

Zur  Klasse  der  Relativbewegungen  gehört  ofienbar  jede  Bewegung 
mtf  unserer  Erdoberfläche.  Eine  solche  wird  man  immer  so  behandeln, 
als  ob  die  Erdoberfläche  in  Ruhe  wäre,  und  wird  den  Einflufs  der 
Erddrehung  nachträglich  durch  Hinzunahme  der  Coriolisschen  Kraft 
und  der  Centrifugalkraft  der  Erdrotation  in  Rechnung  setzen.  Wenn 
insbesondere  der  bewegte  Körper  gezwungen  wird,  sich  gleichförmig 
fortschreitend  auf  einem  Meridiane  zu  bewegen,  so  haben  wir  genau 
die  oben  vorausgesetzten  Verhältnisse. 

Wir  kommen  nun  zu  den  Anwendungen  der  vorhergehenden  Be- 
trachtung auf  die  Kreiseltheorie.  Dabei  sei  es  uns  gestattet,  eine 
geographische  Einldeidung  zu  wählen  und  an  der  zuletzt  erwähnten 
Vorstellung  einer  auf  der  Erdoberfläche  vor  sich  gehenden  Bewegung 
festzuhalten. 

Wir  wollen  uns  denken,  dafs  die  Erde  längs  eines  Meridianes 
von  einer  Röhre  mit  überall  gleichem,  rechteckigem  Querschnitt  um- 
zogen ist,  in  welcher  wir  Wasser  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
zirkulieren  lassen,  während  sich  gleichzeitig  die  Erde  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  um  ihre  Axe  dreht.  Den  Erdmittelpunkt,  welchen 
wir  im  Räume  fest  denken,  bezeichnen  wir  mit  0.  Die  Geschwindig- 
keit der  Erdrotation  sei  v]  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  das 
Wasser  von  0  aus  gesehen  in  unserer  Röhre  fortströmt,  heifse  ft.     Die 

*)  Man  vgl.  seine  Abhandlung  im  24.  Hefte  des  Journal  de  i'Ecole  Poly- 
technique  vom  Jahre  1835:  Sur  les  equations  du  mouvement  relaiif  des  systemes 
de  Corps. 
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Erde  dreht   sich  vom  Nordpol  aus  gesehen   entgegen  dem   Sinne   des 
Uhrzeigers,   wie  in   der  nebenstehenden  Figur   durch  einen  Pfeil    an- 
gedeutet ist.     Das  Wasser  möge  auf  der  in  der  Figur  vorderen  Erd- 
hälfte von  Süden  nach  Norden  strömen.    Die 
Bezeichnungen   „rechtes"  und   „linkes  Ufer" 
sollen   bei  imserer   Röhre,    wie    es    in    der 
Geographie  üblich  ist,  vom  Standpunkte  eines 
in  der  Strömungsrichtung  blickenden  Beobach- 
ters gewählt  werden.    Die  Ebene  unseres  Me- 
ridianes  werde  kurz  mit  E  bezeichnet. 

Übrigens  wollen  wir,  um  nicht  auf 
hydrodynamische  Fragen  eingehen  zu  müssen 
und  um  das  Vorangehende  direkt  verwenden 
zu  können,  unsere  Röhre  unendlich  dünn 
voraussetzen  und  unseren  Wasserstrom  so 
behandeln,  als  ob  er  aus  einer  Reihe  einzelner  aufeinander  folgender 
diskreter  Massenteilchen  bestände. 

Da  kein  Grund  vorliegt,  weshalb  ein  Wasserteilchen  in  unserer 
Röhre  das  andere  überholen  sollte,  so  werden  die  Abstände  der  einzelnen 
Teilchen  bei  der  Bewegung  dauernd  erhalten  bleiben.  Das  Wasser, 
können  wir  sagen,  schiebt  sich  in  seiner  Rinne  genau  so  wie  ein 
starrer  Körper  fort.  Infolgedessen  werden  auch  die  Kräfte,  welche  auf 
die  einzelnen  Wasserteilchen  wirken,  dieselben  sein,  wie  bei  einem 
starren  Körper  von  entsprechender  Massen  Verteilung,  welcher  sich  um 
den  festen  Punkt  0  dreht,  d.  h.  wie  bei  einem  Kreisel.  Und  zwar 
würde  die  Masse  unseres  Kreisels,  welche  in  diesem  Sinne  dem  Wasser 
unserer  Röhre  entspricht,  auf  einem  Kreise  konzentriert  zu  denken 
sein,  der  zum  Radius  den  Erdradius  E  und  zum  Mittelpunkte  den 
Erdmittelpunkt  0  hat.  Da  wir  uns  überdies  die  Masse  gleichförmig 
über  den  genannten  Kreis  verteilt  zu  denken  haben,  so  werden  wir 
unsern  Kreisel  speziell  als  symmetrischen  Kreisel  bezeichnen  müssen; 
seine  Figurenaxe  ist  die  auf  der  Meridianebene  E  senkrechte  Gerade. 
Die  Kreiselbewegung,  welche  der  aus  der  Eigenzirkulation  und  der 
Erddrehung  zusammengesetzten  Bewegung  des  Wassers  entspricht,  stellt 
dabei  einfach  eine  reguläre  Präcession  vor,  bei  welcher  die  Figurenaxe 
in  senkrechter  Neigung  gegen  die  Erdaxe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
V  um  diese  umgedreht  wird,  während  gleichzeitig  der  Kreisel  um  die 
Figurenaxe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ^  rotiert. 

Wir  gehen  wieder  zu  dem  geographischen  Bilde  zurück  und  fragen 
nach  der  Kraft,  mit  welcher  das  Wasser  auf  die  seitlichen  Böhren- 
wände  drückt 
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Die  gesamte  Kraft,  welche  das  einzelne  Wasserteilchen  P  der 
hier  vorausgesetzten  Bewegung  entgegensetzt,  d.  h.  der  oben  berechnete 
Widerstand  TT,  besteht  aus  drei  Teilen.  Wir  haben  erstens  eine 
Centrifugalkraft,  welche  von  der  Zirkulation  des  Wassers  allein  her- 
rührt und  in  der  Richtung  OP  wirkt,  zweitens  eine  Centrifugalkraft, 
welche  durch  die  Erddrehung  allein  hervorgerufen  wird  und  von  der 
Erdaxe  senkrecht  fortgerichtet  ist.  Diese  Kräfte  ergeben  offenbar 
köinen  Seitendruck  auf  die  Röhrenwände,  wenigstens  sofern  wir  uns,  wie 
oben  verabredet,  den  Wasserstrom  als  eine  einfache  Reihe  diskreter 
Massenteilchen  vorstellen.  Sie  äufsern  sich  lediglich  in  einer  schein- 
baren Gewichtsabnahme  des  Wassers,  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  in 
einem  Druck  gegen  die  obere  Wand  der  Röhre.  (Bei  der  heran- 
gezogenen Kreiselbewegung  würden  sie  direkt  durch  die  Starrheit  des 
Materiales  aufgehoben  werden). 

Aufserdem  haben  wir  aber  noch  die  Coriolissche  Kraft  zu  be- 
rücksichtigen.    Diese  beträgt  nach  (5) 

(6)  — 2^vRBm(pdmy 

wo  q)  die  geographische  Breite,  dm  die  Masse  von  P  bedeutet.  Sie 
ist  nach  obigem  senkrecht  zu  der  Meridianebene  E^  also  senkrecht 
gegen  die  Seitenwände  der  Röhre  gerichtet  und  ändert  ihren  Sinn, 
wenn  sin  (p  das  Vorzeichen  ändert.  Auf  der  nördlichen  HaTbhugel  drückt 
sie  durchweg  gegen  das  rechte,  auf  der  südlichen  gegen  das  lin'ke  Ufer, 
Gröfse  und  Sinn  dieser  Kraft  an  den  verschiedenen  Stellen  unserer 
Röhre  sind  in  der  vorstehenden  Figur  durch  Pfeile  angedeutet. 

Den  Ursprung  der  Kraft  (6)  können  wir  uns  in  unserem  geogra- 
phischen Bilde  durch  folgende  Überlegung  noch  weiter  veranschaulichen, 
welche  wir  in  2  Schritte  gliedern. 

1)  Ein  Wasserteilchen,  welches  längs  unseres  an  der  Erdrotation 
partizipierenden  Meridianes  fortschreitet,  besitzt  an  jeder  Stelle  eine 
Geschwindigkeitskomponente,  welche  in  Richtung  des  Meridianes,  und 
eine  zweite,  welche  in  Richtung  des  Parallelkreises  fällt.  Diese  beiden 
Komponenten  sind  offenbar  bez.  gleich  dem  Produkte  aus  der  Winkel- 
geschwindigkeit [i  in  den  Radius  des  Meridianes  und  gleich  dem 
Produkte  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  v  in  den  Radius  des  Parallel- 
kreises. Die  entsprechenden  Komponenten  des  Impulses  werden  daher 
bez.  gegeben  durch 

Pft  dm      und      Rv  cos  cp  dm. 

Während  das  Teilchen,  von  dem  Äquator  ausgehend,  nach  dem  Nord- 
pole wandert,  wird  die  in  Richtung  des  Parallelkreises  fallende  Impuls- 
komponente successive  abgeändert,  indem  der  Abstand  unseres  Teilchens 
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von  der  Erdaxe  successive  vermindert  wird.  Die  Anderungsgescliwin- 
digkeit  dieser  Impnlskomponente  beträgt  offenbar: 

-VT  Bv  cos  q)  dm  ==  [i  —. —  Hv  cos  cp  dm  =  —  iivJR  sin  cp  dm. 

Das  Teilchen  besitzt,  wie  wir  sagen  können,  infolge  der  Erdrotation 
einen  Üb erscbufs  an  seitlicher  Geschwindigkeit,  welchen  es  beim  Port- 
schreiten längs  der  Röhre  abgeben  mnfs.  Der  zugehörige  Überschufs 
des  Impulses  bedeutet  so  viel  wie  einen  unendlich  kleinen  Stofs, 
welchen  das  Teilchen  gegen  die  Röhrenwände  ausübt,  die  entsprechende 
Anderungsgesch windigkeit  des  Impulses  also  eine  kontinuierliche,  senk- 
recht gegen  die  Seitenwände  wirkende  Kraft. 

2)  Die  so  gefundene  Kraft  stellt,  wie  wir  sehen,  nur  erst  die  Hälfte 
der  oben  angegebenen  Coriolisschen  Kraft  dar.  Es  ist  in  der  That 
noch  ein  anderer  Umstand  zu  berücksichtigen,  welcher  eine  gleich 
grofse  Änderung  des  Impulses  zur  Folge  hat.  Es  wird  nämlich  in 
jedem  Momente  (aufser  in  den  Punkten  des  Äquators)  die  Bichtung 
unserer  meridionalen  Röhre  infolge  der  Erdrotation  abgeändert.  Be- 
zeichnen wir  die  in  der  Zeit  dt  statthabende  Richtungsänderung  mit 
d%,  so  ergiebt  sich  während  dieser  Zeit  eine  wiederum  in  Richtung 
des  Parallelkreises  fallende  Geschwindigkeitsänderung,  welche  der  Gröfse 
nach  gleich  ist  dem  Produkte  aus  d%m  die  meridionale  Geschwindigkeits- 
komponente i?ft.  Dabei  findet  man  durch  eine  elementargeometrische 
Betrachtung  für  d%  leicht  den  folgenden  Wert 

<^Z  =  —  -y  sin  9?  dt. 

Die  zugehörige  Anderungsgeschwindigkeit  des  Impulses,  welche  sich 
als  Seitendruck  äufsert,  wird  dementsprechend 

jRft  -~  dm  =  —  ^vB^incp  dm. 

Die  unter  1)  und  2)  genannten  Umstände  liefern  in  der  That  zu- 
sammen die  in  (6)  angegebene  Kraft.  Die  vorstehende  Betrachtung 
können  wir  geradezu  als  die  oben  in  Aussicht  gestellte  geometrische 
Neuableitung  der   Coriolisschen  Kraft    ansehen. 

Wir  setzen  nun  die  so  gefundenen  auf  die  einzelnen  Wasser- 
teilchen bezüglichen  Kräfte  zu  einer  resultierenden  Drehkraft  zusammen, 
welche  die  Erde  als  Ganzes  angreift.  Von  den  gewöhnlichen  Centrifagal- 
kräften  können  wir  dabei  hinsichtlich  des  Gesamteffektes  absehen,  weil 
zu  jeder  von  ihnen  eine  entgegengesetzt  gleiche  Centrifugalkraft  ge- 
funden werden  kann,  welche  jene  bezüglich  der  Gesamtwirkung  auf 
die  Erde  gerade  kompensiert.  Es  kommt  also  nur  auf  die  in  (6) 
angegebenen  „zusammengesetzten  Centrifugalkräfte^^  an. 
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Zunächst  entspricht  der  Einzelkraft  (6)  hinsichtlich  des  fest  ge- 
dachten Erdmittelpunktes  eine  Drehkraft  von  der  Gröfse 

—  2iivll^  mncp  dm, 

welche j    wie   man    aus    der  Figur   leicht   abliest,   um    den  Halbstrahl 

cp ^   ini    positiven   Sinne   wirkt.     Wir   werden    diese    Drehkraft   in 

zwei  Komponenten  zerlegen,  indem  wir  sie  einerseits  auf  die  Erdaxe 
und  andrerseits  auf  die  ,,Knotenlinie"  d.  h.  auf  die  zur  Erdaxe  senk- 
rechte äquatoriale  Gerade  9?  =  0  projizieren.  Diese  beiden  Kompo- 
nenten werden  dann  bez. 

2/Ln/i?^  sing?  cos 9  dm 
und 

—  2^vB^  sin^ (f  dm. 

Machen  wir  dieselbe  Zerlegung  für  jedes  Wasserteilchen  dm  und 
setzen  wir  die  so  entstehenden  Drehkräfte  zusammen,  so  erhalten  wir  die 
gesuchte  resultierende  Drehkraft.  Dieselbe  hat,  unter  2  7t m  die  Gesamt- 
masse des  strömenden  Wassers  verstanden,  in  Richtung  der  Erdaxe 
die  Komponente 

-f-  2iivE^  I  sing?  Qoscpdm  =  -f"  2^vmR^  1  sing?  cos cp dtp  =  0^ 

—  7t  —■'7t 

ihre  zweite  Komponente  in  Richtung  der  Knotenlinie  dagegen  wird 

-\-7t  ArTt 

—  2iivll^  f  Bin^ (p  dm  ==  —  2^vmR^  1  sm^cpdcp  =  —  27cmB^^v. 

—  7t  —7t 

Berücksichtigen  wir  noch,  dafs 

27tmW  ==  C 

das  Trägheitsmoment  unseres  Wasserstromes  bezüglich  des  auf  der 
Meridianebene  senkrechten  Erddurchmessers  bedeutet,  so  können  wir 
sagen: 

Die  resultierende  Brelikraft^  welche  infolge  der  vorausgesetzten  Wasser- 
hetvegung  die  Erde  als  Ganzes  angreift,  ist 

K^  —  C^v 

und  hat  die  soeben  genannte  Knotenlinie  zur  Axe. 

Denken  wir  an  die  mit  unserer  Wasserbewegung  parallelisierte 
reguläre  Kreiselpräcession,  so  können  wir  diese  Drehkraft  K  direkt 
als  den  Deviationswiderstand  unserer  Wassermasse  bezeichnen.  Die  vor- 
stehende Formel  befindet  sich  offenbar  in  voller  Übereinstimmung  mit 
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der  Grleichung  (1)  des  Yorigen  Paragraphen^  falls  wir  nur  in  letzterer 
den  liier  vorausgesetzten  Verhältnissen  entsprechend  ^  =  ~  nehmen. 

Vergleichen  wir  noch  die  vorstehende  Ableitung  des  Deviations- 
widerstandes mit  der  früheren^  so  werden  wir  finden,  dafs  beide  nicht 
so  verschieden  sind,  wie  es  zunächst  scheinen  möchte.  Soeben  gingen 
wir  von  dem  Impuls  des  einzelnen  Massenteilchens  aus,  von  dem  aus 
sich  die  Coriolissche  Kraft  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  ergab. 
Es  war  dann  noch  eine  Integration  über  die  Gesamtmasse  des  Kreisels 
nötig,  um  den  Gesamtwiderstand  des  Kreisels  zu  finden.  Früher 
operierten  wir  mit  dem  Gesamtimpulse  des  Kreisels,  aus  welchem 
durch  Differentiation  nach  der  Zeit  der  Widerstand  direkt  folgte.  Der 
Gesamtimpuls  wurde  aber  seinerseits  (im  vorangehenden  Kapitel)  aus 
den  Impulsen  der  einzelnen  Massenteilchen  durch  eine  Integration  über 
die  Masse  des  Kreisels  abgeleitet.  Der  Unterschied  zwischen  unserer 
jeUigen  und  unserer  früheren  Ableitung  Gesteht  also,  abgesehen  von  der 
gröfseren  Allgemeinheit  der  letzteren,  im  Grunde  in  einer  hlofsen  Ver- 
tauschung der  Beihenfolge  von  Differentiation  und  Integration. 

Wir  müssen  betonen,  dafs  die  hier  betrachtete  Wasserströmung 
auf  der  gleichförmig  rotierenden  Erdoberfläche  durchaus  in  die  Kategorie 
der  erzwungenen  Bewegungen  gehört,  dafs  sie  strenge  genommen  nur 
durch  einen  äufseren  Zwang  ermöglicht  wird.  Wenn  nämlich  die 
Drehungsaxe  der  Erde  dauernd  die  feste  Nord- Südrichtung  behalten 
soll,  so  mufs  in  jedem  Momente  von  aufsen  her  der  Deviationswider- 
stand der  Wasserströmung  überwunden  werden.  Da  ein  solcher  Zwang 
in  Wirklichkeit  nicht  vorhanden  ist,  würde  sich  aus  der  Zirkulation 
des  Wassers  sofort  eine  Ählenhung  der  Nord- Südrichtimg  und  eine 
Änderung  in  der  geographischen  Breite  der  Orter  ergeben.  Wir  kommen 
auf  die  hier  sich  anschliefsenden  Fragen  später  bei  den  astronomischen 
Anwendungen  der  Kreiseltheorie  zurück. 

Der  Druck,  welchen  nach  obigem  meridional  strömendes  Wasser 
gegen  die  seitlichen  Röhren  wände  ausüben  mufs,  ist  in  der  Geographie 
wohlbekannt  und  hat  zur  Aufstellung  des  sog.  Beer' sehen  Gesetzes  Anlafs 
gegeben.  Man  hat  aus  diesem  — :  ob  mit  Recht  oder  Unrecht,  brauchen 
wir  hier  nicht  zu  entscheiden  —  Änderungen  im  Laufe  der  Flüsse  ab- 
leiten wollen.  Entsprechendes  würde  für  einen  Eisenbahnmg^)  gelten, 
welcher  mit  konstanter  Geschwindigkeit  vom  Äquator  nach  einem  der 
beiden  Pole  fährt.  Dieser  müfste,  wenn  seine  Geschwindigkeit  nur 
grofs  genug  ist,    auf   der  nördlichen  Halbkugel  von  der  Fahrrichtung 

'^)  Numerische  Angaben  hierüber  findet  man  bei  A.  Ritter,  Höhere  Mechanik, 
1,  Teil,  pag.  153  u.  ff. 
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aus  gereclinet  nacli  rechts,  auf  der  südlichen  nach  links  je  an  einem 
bestimmten  Punkte  der  Erdoberfläche  umwerfen.  Denken  wir  statt  an 
strömendes  Wasser  an  einen  meridional  zirkulierenden  Luftstrom ^  so 
gelten  auch  für  diesen  ähnliche  Betrachtungen.  Der  Druck ^  den  die 
Röhrenwände  auszuhalten  hatten,  würde  sich  jetzt  in  einer  Ablenkung 
des  Luftstromes  aus  seiner  ursprünglichen  Richtung  äufsern^  welcher 
durch  das  bekannte  Buys-Ballotsche  Gesetz  näher  bestimmt  wird. 

Diese  und  ähnliche  Dinge  werden  ausführlich  in  einer  interessanten^ 
populär  gehaltenen  Schrift*)  von  Jouffret  besprochen. 


§  8.     Experimenteller    Nachweis    des   Deviationswiderstandes. 
Kreisel  von  ein  und  zwei  Freiheitsgraden. 


Der 


Wir  werden  das  Auftreten   des   Deyiationswiderstandes  nicht  nur 

theoretisch  zu  verstehen^   sondern  auch  praktisch  zu  prüfen  wünschen. 

Zu  diesem  Zwecke  kann  ein  einfacher  Handkreisel  dienen^  wie  er 

durch   die  nebenstehende  Figur  veranschaulicht  wird.     Er  besteht  aus 

einem    (in    der   Figur    im    Querschnitte    sichtbaren) 

Schwungrade  ^  welches  in  einem  äufseren  Ringe  ^  wie 

wir  annehmen  wollen,   reibungslos  gelagert  ist.     An 

dem  Ringe  befindet  sich  eine  Handhabe. 

Denken  wir  uns  die  Handhabe  festgehalten,  so 
haben  wir  einen  Kreisel  von  nur  einem  Freiheits- 
grade vor  uns.  Bewegen  wir  aber,  wie  es  im 
folgenden  geschehen  soll,  die  Handhabe  in  beliebiger 
Weise  um  einen  Punkt  ihrer  Axe,  so  realisieren 
wir  dadurch  den  schon  im  vierten  Paragraphen. be- 
sprochenen Fall  eines  Kreisels  von  mir  einem  Grade 
natürlicher  nnd  swei  Graden  erzwungener  Bewegungs- 
freiheit In  der  That  sind  wir,  nachdem  wir  das  Schwungrad  in 
Rotation    versetzt    haben,    nachträglich     (wegen    der    vorausgesetzten 


Mg  22. 


*)  Theorie  elementaire  du  mouvement  du  gyroscope  etc.  Revue  d' Artillerie, 
Bd.  4,  1874.  Wir  bemerken  jedoch,  dafs  die  Jouffretscheii  Formeln  nicht  überall 
zuverläfsig  sind.  Bei  der  Berechnung  des  seitlichen  Druckes  wird  nur  der  erste  der 
pag.  186,  187  erwähnten  Umstände  berücksichtigt  und  daher  die  Gröfse  des  Wider- 
standes um  den  Faktor  — -  zu  klein  gefunden. 

Man  vgl.  auch  H.  Scheffler:  Imaginäre  Arbeit,  eine  Wirkung  der  Centri- 
fugal-  und  Gyralkraft.  Leipzig  1866.  Die  „Gyralkraft"  von  Herrn  Scheffler 
stimmt  im  wesentlichen  mit  unserem  „Deviationswiderstande"  überein.  Die 
Anstrengung,  welche  zur  Überwindung  des  Deviationswiderstandes  erforderlich  ist, 
bezeichnet  Herr  Scheffler,  weil  sie  keine  Arbeit  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 
bedeutet,  eigentümlicherweise  als  „imaginäre  Arbeit". 
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Reibungslosigkeit  der  Lager)  nicht  mehr  imstande,  die  Winkelge- 
schwindigkeit um  die  Figurenaxe  durch  Bewegungen  der  Handhabe 
zu  beeinflufsen. 

Wir  wollen  annehmen ,  dafs  der  dem  Kreisel  ursprünglich  erteilte 
Impuls  um  die  Figurenaxe  recht  erheblich  und  jedenfalls  sehr  viel 
gröfser  ist,  als  die  Impulsänderungen,  welche  wir  durch  die  folgenden 
erzwungenen  Bewegungen  hervorrufen.  Schwenken  wir  nun  den  Apparat 
mit  der  Hand  schnell  hin  und  her,  so  fühlen  wir  einen  kräftigen 
Zug  auf  unsere  Hand,  aus  welchem  wir  erkennen,  dafs  der  Kreisel 
bei  der  ihm  aufgezwungenen  Bewegung  einen  Widerstand  leistet. 
Dieser  Widerstand  gehört  offenbar  in  die  Kategorie  der  in  den  voran- 
gehenden Paragraphen  betrachteten  Kräfte  und  hat  seinen  Grund  in 
den  durch  die  äufsere  Bewegung  erzwungenen  Abänderungen  des  ßota- 
tionsimpulses.  Er  darf  nicht  etwa  auf  Rechnung  des  gewöhnlichen 
Trägheitswiderstandes  nicht  rotierender  Körper  gesetzt  werden,  mit  dem 
er  schon  der  Richtung  nach  nicht  übereinstimmt  und  den  er  der  Gröfse 
nach  ganz  bedeutend  übertrifft. 

Im  besonderen  können  wir  die  reguläre  Präcession  in  der  Weise  nach- 
ahmen, dafs  wir  den  Kreisel  mit  ausgestrecktem  Arm  um  unsern 
Körper  herumführen.  Auch  hierbei  fühlen  wir  einen  Zug,  den  wir 
nach  §  6  speziell  als  Deviations widerstand  ansprechen  können.  Der 
Arm  wird  ein  wenig  nach  oben  oder  unten  gezogen,  wenn  wir  den 
Kreisel  im  einen  oder  anderen  Sinne  um  die  Vertikale  herumführen. 
Allerdings  wird  dieser  Zug  bei  normalen  Dimensionen  des  Apparates 
nur  im  Falle  einer  sehr  schnellen  Drehung  deutlich  fühlbar. 

Auffällig  ist  dabei  namentlich  der  Sinn  des  Zuges.  Wenn  wir  die 
Handhabe  in  horizontaler  Richtung  führen,  wirkt  der  Zug  in  vertikaler 
Richtung.  Ber  Kreisel  scheint  immer  senkrecht  gegen  die  augenUicklicJie 
Bewegungsrichtung  ausweichen  su  wollen.  Dieses  scheinbar  paradoxe 
Verhalten,  welches  uns  in  ähnlicher  Weise  noch  des  öfteren  begegnen 
wird,  erklärt  sich  aus  dem  Begriff  des  Deviationswiderstandes  von 
selbst.  In  der  That:  Die  Impulsänderung  bei  unserer  regulären 
Präcession  findet  in  horizontaler  Richtung  statt;  die  Drehkraft •  des 
Deviationswiderstandes  wirkt  daher  um  eine  horizontale  Axe  und  sucht 
die  Handhabe  des  Kreisels,  je  nachdem  die  Präcession  eine  progressive 
oder  eine  retrograde  ist,  zu  heben  oder  zu  senken. 

Viel  empfindlicher  ist  folgende  Versuchsanordnung.  Wir  legen 
den  Kreisel  mit  seiner  Handhabe  einerseits,  mit  dem  festen  Ringe 
andrerseits  auf  zwei  Fingerspitzen  der  rechten  und  linken  Hand. 
Drehen  wir  nun  die  Axe  des  Instruments,  indem  wir  die  Fingerspitzen 
in   der  horizontalen  Ebene  etwas   gegen  einander  verschieben,   so  ver- 
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spüren  wir  einen  deutlichen  Druck  auf  die  eine  oder  andere  Hand. 
Die  seitliclie  Bewegung  der  Fingerspitzen  können  wir  dabei  als  den 
Beginn  einer  regulären  Präcession  auffassen^  bei  welcher  die  Piguren- 
axe  senkrecht  zur  Axe  der  Präcession  gelegen  ist.  Der  Druck  zeigt 
uns  die  Existenz  des  Deviationswiderstandes  an. 

An  Stelle  der  Pingerspitzen  können  auch  die  beiden  Schalen  einer 
Wage  treten.  Wir  legen  den  Handkreisel  ^  nachdem  wir  ihn  in  starke 
Rotation  versetzt  haben^  mit  seiner  Handhabe  auf  die  eine^  mit  seinem 
Ringe  auf  die  andere  Wagschale.  Jetzt  drehen  wir  den  Tisch ^  auf 
welchem  die  Wage  steht.  Sofort  wird  die  eine  Wagschale  ein  wenig 
zu  sinken  beginnen.  — 

Sodann  behandeln  wir  einen  Kreisel^  wie  er  etwa  durch  die  neben- 
stehende Pigur  dargestellt  wird.  Die  Lagerung  des  (im  Querschnitte 
sichtbaren)  Schwungrades^  sowie  die  Lagerung  des  inneren  Ringes 
werden  wir  als  reibungslos^  äufsere  Kräfte  als 
nicht  vorhanden  ansehen.  Über  die  Massenver- 
teilung machen  wir^  um  unsern  Apparat  als  einen 
einheitlichen  starren  Körper  behandeln  zu  können, 
die  schon  in  der  Einleitung  (vgl.  pag.  3)  erwähnte 
Annahme,  dafs  die  Masse  des  Schwungrades  die 
Masse  des  inneren  Ringes  erheblich  überwiegt. 

Denken  wir  uns  den  Stab,  an  welchem  unser 
Kreisel  befestigt  ist^  im  Räume  festgestellt,  so 
haben  wir  einen  Kreisel  von  zwei  Freiheitsgraden. 
Verdrehen  wir  aber,  wie  es  später  geschehen  soll, 
den  Stab  selbst  in  der  Ebene  des  äufseren  Ringes, 
so  kommt  zu  den  beiden  Graden  natürlieher  Be- 
ivegungsfreiheit  noch  ein  Grad  erzwungener  Be- 
wegungsfreiheit hinzu.  Das  Interesse,  welches  der  Apparat  beanspruchen 
darf,  und  welches  sein  genaueres  Studium  an  dieser  Stelle  rechtfertigt, 
besteht  namentlich  darin,  dafs  Lord  Kelvin  seine  geistreiche  „kine- 
tische Theorie  der  Materie^^,  auf  welche  wir  im  letzten  Kapitel  ein- 
gehen werden,  durch  das  soeben  beschriebene  einfache  Modell  zu  stützen 
und  plausibel  zu  machen  sucht. 

Wir  bezeichnen  die  Pigurenaxe  des  Schwungrades  mit  P^,  die 
Drehungsaxe  des  inneren  Ringes  mit  8'T.  Beide  Geraden  schneiden 
sich  in  dem  Mittelpunkte  0  des  Kreisels.  Bezüglich  der  Axe  FQ  sei 
das  Trägheitsmoment  des  Schwungrades  gleich  0,  bezüglich  der  Axe 
ST  gleich  A,  Der  innere  und  der  äufsere  Ring  mögen  ursprünglich, 
wie  in  der  Pigur,  in  eine  Ebene  fallen. 

Zunächst  wollen   wir   uns   klar  machen,   dafs   die  natürliche  JBe- 
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tvegimg  unseres  Kreisels  von  0wei  Freiheitsgraden  (bei  festgestellter  Hand- 
habe) eine  reguläre  Präcession  ist,  bei  ^velcher  sich  das  ScMvungrad  mit 
gleichförmiger  Geschwindiglceit  itm  die  Axe  PQ  und  der  innere  Hing 
mit  davon  unabhängiger  gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  die  Axe  ST 
dreht.  Das  Kriterium  für  die  natürliche  Bewegung  unseres  Kreisels  ent- 
nelimen  wir  dem  §  4.  Während  bei  der  natürlichen  Bewegung  des 
kräftefreien  Kreisels  von  drei  Freiheitsgraden  die  Änderung  des  Im- 
pulses schlechtweg  gleich  Null  sein  mufs^  brauchen  bei  der  natürlichen 
Bewegung  unseres  kräftefreien  Kreisels  von  0wei  Preiheitsgraden  nur 
diejenigen  Komponenten  der  Impulsänderung  zu  verschwinden,  welche 
zu  einer  möglichen  Bewegung  desselben  gehören,  während  eine  Impuls- 
änderung, welche  einer  Drehung  des  festgestellten  Stabes  entsprechen 
würde,  sich  lediglich  als  Druck  auf  letzteren  bemerkbar  macht.  Dasselbe 
Kriterium  können  wir  auch,  wenn  wir  uns  der  Ausdrucksweise  des 
D'Alembertschen  Prin^ipes  bedienen  wollen  (vgl.  pag.  167),  folgender- 
mafsen  formulieren:  Es  mufs  sich  das  System  der  Trägheitswiderstände 
aller  Massenpunkte  mit  dem  System  der  äufseren  Kräfte,  d.  h.  in  unserem 
Falle  mit  dem  die  Festhaltung  des  Stabes  bewirkenden  Mechanismus, 
das  Grleiehgewicht  halten. 

Bei  unserer  regulären  Präcession  wird  nun  der  Impuls  auf  einem 
Kreiskegel  um  die  Axe  ST  herumgeführt  und  liegt  beständig  in  einer 
Ebene  mit  den  Axen  ST  und  PQ.  Folglich  steht  die  Impulsänderung 
auf  diesen  beiden  Axen  beständig  senkrecht.  Die  Axe  der  Drehung, 
welche  dieser  Impulsänderung  entspricht,  fällt  mit  der  Axe  der  Impuls- 
änderung selbst  zusammen;  sie  steht  also  ebenfalls  senkrecht  auf  den 
beiden  möglichen  Drehungsaxen  PQ  und  ST.  Unser  obiges  Kriterium 
ist  folglich  erfüllt  und  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Wir  können  daraufhin  sagen:  Haben  wir  dem  Schwungrade  be- 
liebige Winkelgeschwindigkeiten  ^  und  v  um  die  Axen  PQ  und  ST 
erteilt,  so  behalten  diese  Winkelgeschwindigkeiten  dauernd  ihre  ursprüng- 
lichen Werte  bei.  Die  negativ  genommene  Anderungsgeschwindigkeit 
des  Impulses,  d.  h.  äer  Deviationswiderstand  der  regulären  Präcession, 
mufs  dabei  durch  den  die  Feststellung  des  Stabes  bewirkenden  Mecha- 
nismus dauernd  überwunden  werden.  Der  Grölse  nach  ist  dieser  Wider- 
stand in  dem  vorliegenden  Falle  d"  ==  y  (JE^-  P^g-  175): 
(1)  \E\  =  \C^v\. 

Der  Richtung  nach  steht  er,  da  zu  Beginn  der  Bewegung  die  Ebenen 
des  äufseren  und  des  inneren  Ringes  zusammenfallen  sollten,  anfangs 
auf  der  Ebene  des  äufseren  Ringes  senkrecht.  Dagegen  wird  er  seine 
Neigung  gegen  diese  Ebene  ändern,  sobald  im  Verlaufe  der  Präcession 
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die  Pigurenaxe  aus  der  Ebene  des  äufseren  Ringes  herausgetreten  ist. 
Um  aucli  den  Sinn  des  Widerstandes  anzugeben^  nehmen  wir  an^  dafs 
die  Winkelgeschwindigkeiten  ^  und  v  Yon  P  und  S  aus  gesehen  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgen.  Alsdann  ist  die  Impulsänderung  zu 
Beginn  der  Bewegung  senkrecht  aus  der  Ebene  der  Zeichnung  heraus 
auf  den  Beschauer  hin  gerichtet.  Der  Deviationswiderstand ^  welcher 
der  Impulsänderung  entgegengesetzt  ist,  wirkt  daher  um  die  vordere 
Normale  der  Zeichenebene  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  und 
sucht  den  Stab  anfangs  so  zu  bewegen,  wie  durch  die  horizontalen 
Pfeile  der  Pigur  angedeutet  ist. 

Um  die  Ausdrucks  weise  zu  vereinfachen,  wollen  wir  festsetzen, 
dafs  wir  überhaupt  nur  den  Beginn  der  Bewegung  in  Betracht  ziehen, 
d.  h.  nur  diejenige  Zeit,  während  deren  die  Pigurenaxe  nahezu  in  der 
Ebene  des  äufseren  Ringes  enthalten  ist.  Unter  dieser  Annahme  können 
wir  jetzt  kurzweg  sagen,  dafs  unser  Widerstand  auf  der  Ebene  des 
äufseren  Ringes  senkrecht  steht  nnd  den  Stab  in  dieser  Ebene  von 
vorne  gesehen  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  zu  verdrehen  strebt. 

Wir  können  hier  abermals  an  die  vermeintliche  Unveränderlichkeit 
der  Rotationsaxe  erinnern.  Bei  der  regulären  Präcession  unseres  Kreisels 
von  zwei  Preiheitsgraden  wird  die  instantane  Drehungsaxe  (wenigstens 
bei  kleinen  Werten  von  v  :  ft)  auf  einem  sehr  flachen  Kreiskegel  um 
die  horizontale  Axe  ST  herumgeführt.  Die  äufsere  Einwirkung,  welche 
hierzu  erforderlich  ist,  besteht  in  der  kontinuierlichen  Überwindung 
des  Deviationswiderstandes.  Wir  können  also  lediglich  durch  Festhalten 
der  Handhabe  d.  h.  ohne  die  geringste  Arbeitsleistung  bewirlcen,  dafs  die 
Botationsaxe  aus  einer  ursprünglichen  in  eine  nahem  entgegengesetzte 
Lage  übergeführt  wird. 

Wir  werden  jetzt  umgekehrt  annehmen,  dafs  zu  Beginn  der  Be- 
wegung keine  Rotation  um  die  Axe  ST  vorhanden  ist,  wohl  aber, 
dafs  dem  Kreisel  eine  starke  Rotation  ^  um  die  Axe  PQ  erteilt 
wurde,  welche  von  P  aus  gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgt. 
Wir  denken  uns  für  einen  Augenblick  die  Arretierung  des  Stabes  gelöst 
und  erteilen  diesem  eine  erzwungene  Bewegung  einfachster  Art.  Wir 
drehen  nämlich  den  Stab  in  der  Ebene  des  äufseren  Ringes  um  einen 
kleinen  Winkel  v  von  vorn  gesehen  im  Sinne  des  Uhrzeigers  plötzlich 
herum,  um  ihn  sogleich  wieder  festzuhalten. 

Der  Impuls  des  Kreisels  setzt  sich  natürlich  mit  den  Drehstöfsen, 
welche  zu  unserer  Bewegung  v  gehören,  nach  dem  Parallelogrammsatze 
zusammen.  Nun  gehört  zur  Erzeugung  der  Bewegung  v  ein  gewisser 
und  zu  der  unmittelbar  darauf  folgenden  Hemmung  dieser  Bewegung 
der    entgegengesetzt   gleiche    Drehstofs.      Im    ganzen   behält   also    der 
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Impulsvektor  seine  ursprüngliclie  Lage  im  Räume  bei.  Grleiclizeitig  ist 
aber  seine  Lage  im  Kreisel  geändert  worden:  während  er  der  Annahme 
nach  ursprünglich  in  Richtung  der  Figurenaxe  fiel^  bildet  er  jetzt  mit 
dieser  Axe  den  Winkel  v.  Dabei  besitzt  die  Projektion  des  Impuls- 
yektors  auf  die  gedrehte  Richtung  der  Figurenaxe  bei  genügend  kleinem 
V  annähernd  die  Gröfse  des  ursprünglichen  Impulses  Oft.  Die  zur 
Figurenaxe  senkrechte^  in  die  Richtung  von  ST  fallende  Komponente 
des  Impulses  dagegen  hat  die  Gröfse  C^v. 

Der  letzteren  Impulskomponente  entspricht  eine  Drehgeschwindig- 
keit Vy  welche  um  die  Axe  8T  von  8  aus  gesehen  im  Sinne  des  Uhr- 
zeigers stattfindet  und  welche  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist 

(2)  Av  ==  C^iv. 

Mit  dieser  Geschwindigkeit  v  beginnt  sich  der  innere  Ring^  nachdem 
wir  den  äufseren  Ring  um  v  verdreht  haben,  in  Bewegung  zu  setzen. 
Das  Schwungrad  fährt  dagegen  fort,  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ^ 
um  seine  Figurenaxe  zu  rotieren,  weil  die  Impulskomponente  in  Richtung 
der  gedrehten  Figurenaxe  nach  wie  vor  G^i  beträgt.  Wenn  wir  weiterhin 
die  Stellung  des  Stabes  im  Räume  nicht  mehr  ändern,  so  behalten  ^ 
und  V  die  angegebenen  Werte  bei.  Es  hat  sich  also  eine  reguläre 
Präcession  genau  von  der  oben  betrachteten  Beschaffenheit  eingestellt. 

Bemerken  wir  noch,  dafs  die  Geschwindigkeit  v  sehr  klein  aus- 
fällt,  da  wir  v  als  einen  sehr  kleinen  Winkel  voraussetzten.  Unsere 
obige  Verabredung,  dafs  wir  nur  denjenigen  Teil  der  regulären  Prä- 
cession betrachten  wollten,  während  dessen  die  Figurenaxe  nahezu  in 
der  Ebene  des  äufseren  Ringes  enthalten  ist,  bedeutet  daher  jetzt  keine 
wesentliche  Beschränkung. 

Nun  sahen  wir  oben,  dafs  jede  reguläre  Präcession  (fc,  v)  unseres 
Kreisels  bei  festgestellter  Handhabe  einen  Deviationswiderstand  er- 
zeugt, welcher  unter  den  vorliegenden  Umständen  den  Apparat  anfangs 
in  der  Ebene  des  äufseren  Ringes  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers 
zu  verdrehen  strebt.  Die  Gröfse  dieses  Widerstandes  ist  den  Gleichungen 
(1)  und  (2)  zufolge 

(3)  m^^v, 

sie  ist  also  dem  Drehwinkel  v  proportional;  dem  Sinne  nach  ist  unser 
Widerstand,  wie  wir  soeben  sahen,  der  ursprünglichen  Drehung  v  ent- 
gegengesetzt und  strebt  die  letztere  rückgängig  zu  machen. 

Diese  merkwürdigen  Eigenschaften  des  Kreisels  von  zwei  Freiheits- 
graden  werden  wir  später  bei  der  Darstellung  des  Kelvinschen  Elasti- 
citätsmodelles    zu    benutzen   haben.      Wir   fassen    dieselben   hier   noch 
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einmal,  wie  folgt,  zusammen,  wobei  wir  uns  diejenigen  Vereinfachungen 
der  Ausdrucksweise  gestatten,  welche  durch  unsere  Verabredung  einer 
nicht  zu  langen  Ausdehnung  der  Beobachtungszeit  gegeben  sind: 

Wenn  ^vir  unseren  mit  einem  rotierenden  Schitmngrade  versehenen 
Stab  in  der  Ebene  des  äufseren  Binges  um  einen  Meinest  WinJcel  ver- 
drehen, so  widersetzt  er  sieh  mit  einer  dem  Drehungstvinlcel  proportionalen 
Kraft.  Wir  müssen,  um  den  Stab  in  seiner  neuen  Stelhmg  zu  erhalten, 
daiwrnd  eine  Kraft  ausüben.  Lassen  wir  mit  dieser  Kraft  nach^  so 
strebt  unser  Stab  wiederum  seiner  Anfangslage  m. 

Unser  Stab  besitzt  also  eine  geivisse  spezifische  Widerstands- 
fähigl^eit  gegen  Eiehtungsänderungen,  eine  Art  absoluter  Orien- 
tierung im  Baume, 


F.  KLEIN  UND  A.  SOMMEEFELD, 


ÜBER  DIE 


THEORIE  DES  KREISELS. 


HEFT  II. 


DURCHFÜHRUNG  DER  THEORIE  IM  FALLE  DES  SCHWEREN 
SYMMETRISCHEN  KREISELS. 


LEIPZIG, 

DEUCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.  TBUBNEE. 
1898. 


Anzeige  von  Heft  II  der  Kreiseltheorie 

(aus  den  Mitteilungen  der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  in  Leipzig). 


Als  Fortsetzung  des  im  Sommer  1897  erschienen  ersten  Heftes  der 
Kreiseltheorie j  welches  die  allgemeinen  kinematischen  und  kinetischen 
Grundlagen  der  Theorie  auseinanderzulegen  hatte,  folgt  jetzt  das  zweite 
Heft.  Dieses  stellt  sich  vor  allem  die  Aufgabe,  die  Bewegung  des 
symmetrischen  Kreisels  unter  dem  Einflufs  der  Schwere  bei  festem 
Stützpunkte  in  allen  ihren  Details  zu  diskutieren.  Einige  anschliefsende 
Probleme,  die  Bewegung  des  allgemeinen  Kreisels  unter  dem  Einflufs 
der  Schwere  und  die  Poinsot- Bewegung,  d.  h.  die  Bewegung  des  kräfte- 
freien Kreisels  bei  allgemeiner  Massenverteilung,  sind  mehr  gestreift 
und  zum  Vergleich  herangezogen  als  erschöpfend  behandelt. 

Nur  bei  der  Besprechung  der  die  Stabilität  der  Bewegungen  be- 
treffenden Fragen  wurde  der  Darstellung  eine  etwas  breitere  Basis  ge- 
geben, weil  die  hiermit  sich  befassende  und  gerade  im  Werden  be- 
griffene Theorie  heutzutage  ein  besonderes  Interesse  beanspruchen  darf. 
In  diesem  Teile  wurden  nämlich  die  Definitionen  und  Formulierungen 
hinreichend  allgemein  gehalten,  um  beliebige  mechanische  Systeme  zu 
umfassen.  Der  Kreisel  erscheint  hier  nur  als  ein  besonders  instruktives 
Beispiel  oder,  wenn  man  will,  als  ein  „ideenbildendes  Moment^^  Übrigens 
ist  der  Begriff  von  der  Stabilität  der  Bewegung  hier  wesentlich  anders 
gefafst,  wie  in  den  einschlägigen  Lehrbüchern  (von  Thomson  und 
Tait  oder  Routh),  natürlich  aber  so,  dals  sich  darunter  der  allgemein 
acceptierte  Begriff  von  der  Stabilität  des  Gleichgewichtes  subsumiert. 

Was  nun  den  eigentlichen  Gegenstand  des  vorliegenden  Heftes, 
die  Bewegung  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  angeht,  so  wurde 
eine  möglichst  allseitige  Behandlung  des  Problems  angestrebt.  Die 
Darstellung  begnügt  sich  daher  nicht  mit  der  Ermittelung  der  allge- 
meinen formellen  Behandlung  des  Problems,  sondern  sie  sucht  auch  — 
im  Sinne  der  in  der  Einleitung  auseinandergesetzten  Prinzipien  —  das 
volle  geometrische  und  mechanische  Verständnis  der  Bewegung  an- 
zubahnen, welches  ohne  Frage  einen  nicht  minder  wichtigen  Zielpunkt  bei 
der  Behandlung  eines  mechanischen  Problems  bildet,  wie  die  analytische 
Beherrschung  des  Gegenstandes. 

Aus  diesem  Grunde  hebt  Kap.  IV  mit  einer  qualitativen  Beschreibung 
der  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  an,  welche  erst  später  durch  eine  genaue 


quantitative  Diskussion  der  Bewegungen  kontrolliert  wird.  Auch  die 
Integration  der  Differentialgleicliungen  wird  zunächst  auf  geometrischem 
Wege  bewerkstelligt,  wobei  sich  gewisse  bekannte  erste  Integrale  der 
Bewegung  als  einfache  Eigenschaften  des  Impulsyektors  herausstellen. 
Von  demselben  Gesichtspunkte  aus  wird  auch  die  fraglos  beste  analytische 
Methode  zur  Berechnung  der  Kreiselbewegung,  ihre  Darstellung  durch 
elliptische  Funktionen  bis  zum  letzten  Kapitel  dieses  Heftes  zurück- 
geschoben zu  Gunsten  der  Darstellung  durch  elliptische  Integrale,  welche 
zwar  weniger  vollkommen  ist,  dafür  aber  der  geometrischen  Anschauung 
und  der  mechanischen  Interpretation  zunächst  näher  liegen  dürfte, 
wie  jene. 

Andrerseits  war  es  erforderlich,  wenn  wirklich  von  einer  vollständigen 
Behandlung  des  Problems  die  Rede  sein  konnte,  die  analytischen  Ent- 
wickelungen  bis  zur  wirklichen  numerischen  Berechnung  der  Kreisel- 
bewegungen durchzuführen.  Den  Schlufs  des  vierten  Kapitels  bildet 
daher  eine  Anleitung  zur  numerischen  Berechnung  auf  Grund  der 
Legendreschen  Integraltafeln,  sowie  eine  Methode  zur  Ableitung  von 
Näherungsformeln,  durch  welche  man,  gerade  in  den  praktisch  wichtigsten 
Fällen,  die  exakten  Formeln  ersetzen  kann.  Im  Kapitel  VI  wird  die 
Frage  der  numerischen  Berechnung  noch  einmal  aufgenommen  und  mit 
Hülfe  der  •O'-Reihen  auf  die  befriedigendste  Weise  (bis  zur  Abschätzung 
der  Fehlergrenze  incl.)  beantwortet. 

Kapitel  V  behandelt  in  der  Hauptsache  einige  besondere  und  be- 
sonders markante  Bewegungstypen.  Hervorzuheben  sind  namentlich 
zwei  Bewegungen,  welche  als  pseudoreguläre  Präcession  und  als  auf- 
rechte Kreiselbewegung  bezeichnet  werden. 

Unter  der  pseudoregulären  Präcession  wird  jene  Bewegung  ver- 
standen, welche  unter  den  gewöhnlichen  experimentellen  Bedingungen 
bei  hinreichend  grofser  Eigenrotation  in  der  Regel  Platz  greift  und 
welche  sich  von  der  wirklichen  regulären  Präcession,  äulserlich  be- 
trachtet, kaum  unterscheidet.  Das  Paradoxe,  welches  dieser  Bewegung 
anhaftet,  wird  ausführlich  diskutiert  und  auf  eine  Ungenauigkeit  in  der 
Beobachtung  zurückgeführt.  Da  die  meisten  populären  Erklärungs- 
versuche der  Kreiselbewegung  gerade  die  hierher  gehörigen  Erscheinungen 
als  die  praktisch  wichtigsten  im  Auge  haben,  so  folgt  hier  eine  kurze 
Zusammenstellung  und  Kritik  der  populären  Kreisellitteratur. 

Unter  der  aufrechten  Kreiselbewegung  wird  sodann  die  gleich- 
förmige Rotation  um  die  vertikal  gestellte  Figurenaxe  verstanden.  Die- 
selbe ist  bekanntlich  bei  hinreichend  grofser  Rotationsgeschwindigkeit 
stabil,  bei  geringerer  Geschwindigkeit  labil  (wobei  noch  erst  zu  diskutieren 
ist,  was  unter  diesem  Wort  verstanden  sein  soll).     Unter  denjenigen 


Bewegungen^  welche  sich  durch  Störung  des  labilen  Bewegungszustandes 
ergeben^  kommt  ein  Fall  asymptotischer  Bewegung  vor^  welcher  im 
Hinblick  auf  die  anschliefsenden  allgemeinen  Stabilitätsbetrachtungen 
von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 

Bei  der  Darstellung  der  Bewegung  durch  elliptische  Funktionen 
in  Kapitel  VI  tritt  die  fundamentale  Bedeutung^  welche  die  bereits  in 
Kapitel  I  eingeführten  Drehungsparameter  a^  ß^  y,  8  für  die  Formu- 
lierung der  Schlufsresultate  besitzen^  in  ihr  volles  Licht.  In  diesen 
Parametern  wird  die  Darstellung  der  Bewegung  so  einfach  und  über- 
sichtlich^ wie  nur  irgend  möglich. 

Übrigens  werden  alle  erforderlichen  Entwickelungen  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  mit  einiger  Vollständigkeit  in  dem  Buche 
selbst  reproduziert^  so  dafs  die  bezüglichen  Teile  der  Darstellung  geradezu 
als  eine  Einleitung  in  diese  Theorie  angesehen  werden  können.  Es 
scheint  unter  didaktischen  Gesichtspunkten  nicht  unrichtig^  eine  solche 
Einleitung^  wie  es  hier  geschehen,  an  ein  spezielles  Beispiel  anzuknüpfen. 
Von  anderen  Darstellungen  unterscheidet  sich  die  vorliegende  dadurch, 
dafs  durch  ausführliches  Heranziehen  der  geometrischen  Beziehungen 
der  Zusammenhang  des  Ganzen  besonders  deutlich  herausgearbeitet  ist. 

Von  eigenartigem  Interesse  dürfte  der  Schlufsparagraph  dieses 
Heftes  sein.  Hier  wird  das  Integrationsproblem  der  Kreiselbewegung 
noch  einmal  aufgenommen  und  zwar  auf  Grund  der  mit  den  Koordi- 
naten a,  ßj  y,  d  selbst  gebildeten  allgemeinen  Lagrangeschen  Gleichungen. 
Es  zeigt  sich,  dafs  diese  Gleichungen  sogenannte  Hermite-Lamesche 
Differentialgleichungen»  sind  und  dafs  ihre  Integrale  in  der  Form  von 
elliptischen  Funktionen  ohne  irgend  nennenswerte  Zwischenrechnungen 
direkt  hingeschrieben  werden  können.  Gleichzeitig  ergiebt  sich  noch 
aus  der  Form  dieser  Gleichungen  die  merkwürdige  Thatsache,  dafs  die 
Kreiselbewegung  identificiert  werden  kann  mit  der  Bewegung  eines 
sphärischen  Pendels  im  Räume  von  vier  Dimensionen. 

Nachdem  somit  die  reine  Theorie  der  Kreiselbewegung  zu  einem 
gewissen  Abschlüsse  gebracht  ist,  wird  in  dem  dritten  und  letzten  Heft 
des  Buches  zu  zeigen  sein,  inwieweit  sich  diese  Theorie  mit  der  Er- 
fahrung deckt,  bez.  welche  Modifikationen  daran  angebracht  werden 
müssen,  damit  sie  auf  eine  Reihe  von  Thatsachen  aus  der  Physik  und 
Astronomie  angewandt  werden  kann.  Ferner  sollen  in  jenem  dritten 
Hefte  die  an  dem  speziellen  Beispiele  gewonnenen  Gesichtspunkte  für 
die  Auffassung  der  allgemeinen  Mechanik  verwertet  und  endlich  einzelne 
Streifzüge  in  das  Gebiet  der  modernen  theoretischen  Physik  unter- 
nommen werden. 


Kapitel  IV. 

Die  allgemeine  Bewegung  des  schweren  symmetrischen  Kreisels. 
Einftthrnng  der  elliptisclien  Integrale. 

§  1.   Anschauliche  Diskussion  der  zu  erwartenden  Bewegungsformen; 
vorläufige  Verabredungen. 

In  diesem  Kapitel  wenden  wir  uns  zur  definitiven  Behandlung  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels  yon  drei  Graden  der  Freiheit,  setzen 
also  durchweg  voraus,  dafs  der  Schwerpunkt  von  dem  Unterstützungs- 
punkte verschieden  ist. 

Wir  haben  bisher  nur  einen  ganz  speziellen  Fall  der  Bewegung 
des  schweren  symmetrischen  Kreisels  untersucht,  nämlich  die  reguläre 
Präcession  desselben  (vgl.  §  6  des  vorigen  Kap.).  Demgegenüber  soll 
es  sich  jetzt  um  seine  allgemeine  Bewegung  (bei  beliebiger  Wahl  des 
Anfangszustandes)  handeln.  Bevor  wir  aber  in  die  etwas  weitläufigen 
quantitativen  Diskussionen  eintreten,  welche  vollständig  nur  mit  Hülfe 
der  elliptischen  Integrale  durchgeführt  werden  können,  wollen  wir 
unsere  Aufgabe  zunächst  qualitativ  fassen  und  auf  anschaulichem  Wege 
einen  ersten  Überblick  über  die  zu  erwartenden  Bewegungsformen  zu 
gewinnen  suchen.  Ein  entsprechendes  Verfahren  wird  stets,  zumal  bei 
komplizierteren  Aufgaben  der  Mechanik  geboten  sein,  weil  man  im 
anderen  Falle  Gefahr  läuft,  sich  in  Einzelheiten  zu  verlieren  und  über 
den  Formeln  den  Gegenstand  selbst  zu  vergessen.*) 

Zunächst  trefi'en  wir  einige  vereinfachende  Verabredungen. 

1.  Wir  beziehen  uns  im  Folgenden  stets  auf  den  Kugelkreiset 
Dies  wird  umsomehr  gestattet  sein,  als  wir  bald  .lernen  werden,  die 
allgemeine  Bewegung  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  auf  die  des 
schweren  Kugelkreisels  zurückzuführen.  Dafs  es  überhaupt  schwere 
Kugelkreisel  giebt,  d.  h.  Körper  von  kugelförmigem  Trägheitsellipsoid, 
deren  Schwerpunkt  von  dem  Mittelpunkte  der  Trägheitskugel  verschieden 


*)  Vgl.  hierzu  die  beachtenswerten  Bemerkungen,  welche  Herr  Poincare 
seinen  wichtigen  „qualitativen"  Untersuchungen  über  Differentialgleichungen, 
Journal  de  Liouville,  ser.  III  t.  7  und  8,  1881,  1882  voranschickt. 
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ist^  wurde  bereits  pag.  106  durch  ein  Beispiel  erläutert.  Den  gemein- 
samen Wert  der  Trägheitsmomente  unseres  Kreisels  bezeichnen  wir 
mit  Ä. 

2.  Wir  werden  annehmen^  dafs  bei  vertikal  aufgerichteter  Figuren- 
axe  der  Schwerpunkt  S  unterhalb  des  Unterstüt^ungspunMes  0  liegt 
(P  <  0).  Offenbar  bedeutet  diese  Annahme  keine  Beschränkung  der 
Allgemeinheit^  weil  wir  es  ja  in  der  Hand  haben^  den  einen  oder  den 
anderen  der  beiden  Halbstrahlen^  in  welche  die  Gerade  OS  durch  den 
Punkt  0  zerlegt  wird^  als  Figurenaxe  zu  bezeichnen. 

3.  Wir  müssen  uns  ferner  entscheiden,  auf  welche  Elemente  der 
Kreiselbewegung  wir  im  Folgenden  unser  Hauptaugenmerk  richten 
wollen.  Nach  der  Poinsotschen  Theorie  der  Drehung  hätten  wir  uns 
in  erster  Linie  den  Ort  des  Drehungsyektors  im  Körper  und  im  Räume 
klar  zu  machen.  Die  Gestalt  der  Polhodie-  und  der  Herpolhodiekurve 
würde  uns  alsdann  ein  vollständiges  Bild  der  Bewegung  liefern.  Indessen 
ist  es  nicht  leicht,  sich  das  Abrollen  dieser  Kurven  deutlich  zu  vergegen- 
wärtigen; aufserdem  ist  im  Experimente  der  Ort  der  Drehungsaxe  schwer 
sichtbar  und  überhaupt  nur  durch  besondere  Vorrichtungen  (vgl.  p.  14) 
zur  Wahrnehmung  zu  bringen.  Viel  sinnfälliger  ist  bei  der  üblichen 
Konstruktion  unserer  Modelle  der  Ort  der  Figurenaxe  im  Räume.  In- 
folgedessen werden  wir  statt  nach  Polhodie-  und  Herpolhodiekurve 
lieber  nach  der  Kurve  fragen,  welche  irgend  ein  Punkt  der  Figurenaxe, 
z.  B.  derjenige,  welcher  von  0  den  Abstand  1  hat,  bei  der  Bewegung 
beschreibt.  Indem  wir  uns  vorstellen,  dafs  der  mit  Masse  belegte  Teil 
der  Figurenaxe  (vgl.  etwa  die  Figur  von  pag.  1)  gerade  die  Länge  1 
hat,  werden  wir  den  genannten  Punkt  im  Folgenden  als  Kreiselspitze 
bezeichnen.  Die  Kurve,  welche  diese  „Kreiselspitze^'  auf  der  um  0 
beschriebenen  Einheitskugel  aufzeichnen  würde,  liefert  uns  alsdann  ein 
für  die  Anschauung  charakteristisches,  wenn  auch  nicht  ganz  vollstän- 
diges Bild  vom  Ablauf  der  Bewegung;  letzteres  deshalb,  weil  ja  unsere 
Kurve  nur  die  Bewegung  der  Figurenaxe  im  Räume,  nicht  aber  die 
Drehung  des  Kreisels  um  die  Figurenaxe  zum  Ausdrucke  bringt. 

Um  die  Kurve  der  Kreiselspitze  graphisch  wiedergeben  zu  können, 
müssen  wir  die  Einheitskugel,  auf  welcher  sie  verläuft,  auf  eine  ge- 
eignete Zeichenebene  projizieren.  Als  solche  wählen  wir  die  Äquator- 
ebene  der  Kugel,  d.  h.  die  durch  den  Unterstützungspunkt  gehende 
Horizontalebene.  Was  die  Art  der  Projektion  betrifft,  so  würde  es 
vielleicht  am  nächsten  liegen,  eine  orthogonale  Parallelprojektion  (kurz 
„orthographische  ProjeMion^'  genannt)  zu  wählen,  also  die  Kurve  so  zu 
zeichnen,  wie  sie  einem  von  oben  her  aus  unendlicher  Entfernung  auf 
die  Kugel  blickenden  Beschauer   erscheinen  würde.     Dies  würde   aber 
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gewisse  Übelstände  mit  sich  bringen^  auf  welche  demnäcbst  aufmerksam 
gemacht  werden  soll.  Besser  ist  es^  die  stereograpMsche  Projektion  an- 
zuwenden, wobei  wir  den  tiefsten  Punkt  der  Kugel ,  den  „Südpol",  als 
Projektionszentrum  benutzen  werden.  Die  Zeichnung  giebt  dann  das- 
jenige Bild  wieder,  welches  ein  im  Südpol  der  Kugel  befindliches  Auge 
von  der  Kurve  empfängt.  Der  Äquator  der  Kugel  erscheint  in  der 
Zeichnung  als  Einheitskreis,  dessen  Mittelpunkt  dem  höchsten  Punkte 
der  Kugel,  dem  „Nordpol",  dessen  Inneres  der  „nördlichen  Halbkugel" 
entspricht. 

Sehr  viel  vollkommener  als  die  genannte  orthographische  oder  auch 
als  die  im  Folgenden  anzuwendende  stereographische  Projektion  sind 
allerdings  die  stereoskopischen  Bilder  der  Kreiselbewegung,  welche  die 
Herren  Greenhill  und  De  war*)  publiziert  haben.  Hier  werden  zwei 
geeignete  Zentralprojektionen  der  Bahnkurve  hergestellt,  welche,  durch 
das  Stereoskop  betrachtet,  den  vollendeten  Eindruck  der  sphärischen 
Kurve  hervorrufen.  Die  lediglich  typographische  Schwierigkeit,  von 
einer  Raumkurve  ein  absolut  adäquates  Bild  zu  geben,  wird  hier  also 
durch  Hinzuziehung  des  Stereoskops  in  glücklichster  Weise  gelöst. 
Wir  verzichten  auf  diese  Wiedergabe  der  Bahnkurve  nur  deshalb,  weil 
wir  beim  Leser  den  Besitz  eines  Stereoskops  nicht  voraussetzen  wollen. 

4.  Wir  können  ferner  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
unsere  Aufgabe  dadurch  vereinfachen,  dafs  wir  die  Anfangszeit,  von 
der  aus  wir  die  Bewegung  des  Kreisels  verfolgen,  passend  auswählen. 
Die  Anfangszeit  soll  immer  so  angenommen  werden,  dafs  sich  in  ihr 
die  Kreiselspitze  an  einem  höchsten  oder  tiefsten  Punkte  ihrer  Bahn 
befindet.  Die  Kurve  der  Kreiselspitze  wird  hiernach  zu  Anfang  eine 
horizontal  gerichtete  Tangente  besitzen,  falls  sie  nicht  im  Besonderen 
eine  vertikal  gerichtete  Spitze  bildet.  Gleichzeitig  ist  durch  unsere 
Wahl  der  Anfangszeit  die  Anfangslage  der  instantanen  Rotationsaxe 
präjudiziert.  Die  Rotations-  und  die  mit  ihr  zusammenfallende  Impuls- 
axe  liegen  alsdann  nämlich  ersichtlich  in  einer  durch  die  Anfangslage 
der  Figurenaxe  gehenden  Vertikalebene. 

5.  Der  Anfangszustand  sowie  der  Charakter  der  resultierenden  Be- 
wegung sind  nun  durch  drei  Daten  wesentlich  bedingt,  durch  die  an- 
fängliche Neigung  der  Figurenaxe  gegen  die  Vertikale,  durch  die  An- 
fangsneigung des  Impulsvektors  gegen  die  Vertikale  und  durch  die 
Länge  dieses  Vektors.  Die  sonst  etwa  in  Betracht  kommenden  Daten 
z.  B.  das  Azimuth,  unter  welchem  die  Figurenaxe  von  oben  gesehen  er- 
scheint,  sind  unwesentlich  und  haben   speziell  auf  die  Gestalt  der  im 

*)  Proceedings  of  the  London  Math.  Soc,  Bd.  27,  pag.  587  u.  ff.,  1896,  Engi- 
neering, Bd.  64  pag.  '611,  1897. 
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Folgenden  zu  entwerfenden  Figuren  keinen  Einflufs.  Die  anfängliche 
Neigung  der  Figurenaxe  gegen  die  Vertikale  messen  wir^  wie  üblich, 
durch  den  Winkel  '9';  Lage  und  Länge  des  Impulsvektors  sind  bekannt, 
wenn  wir  etwa  seine  senkrechten  Projektionen  auf  die  Vertikale  und 
auf  die  Figurenaxe  angeben.  Da  wir  die  Komponenten  des  Impuls- 
vektors im  X,  Y,  Z- System  mit  L,  M,  N  bezeichnen,  wird  die  Projektion 
des  Impulsvektors  auf  die  Figurenaxe  durch  den  Buchstaben  N  zu 
charakterisieren  sein.  Führen  wir  ferner  für  die  Komponenten  des 
Impulsvektors  in  dem  i^;,  ^,  ^-Systeme,  dessen  ^-Axe  wie  früher  verab- 
redet mit  der  Vertikalen  zusammenfallen  sollte,  die  entsprechenden  Be- 
zeichnungen ?,  m,  n  ein,  so  wird  die  Projektion  des  Impulsvektors  auf 
die  Vertikale  mit  dem  Buchstaben  n  zu  belegen  sein.  Die  Impuls- 
komponente N  bestimmt  die  Geschwindigkeit  r,  mit  welcher  sich  der 
Kreisel  um  seine  eigene  Axe  dreht.  Es  soll  daher  N  kurz  als  Eigen- 
Impuls,  die  zugehörige  Geschwindigkeitskomponente  r  sls  Eigenrdtation 
bezeichnet  werden.  Andrerseits  stellt  die  Impulskomponente  n  einen 
Drehstofs  von  vertikaler  Axe  dar,  welcher  einem  gewissen  auf  die 
Kreiselspitze  ausgeübten  und  horizontal  gerichteten  gewöhnlichen  Stofse 
äquivalent  ist.  Durch  diesen  Stols  wird  die  Geschwindigkeit  bedingt, 
mit  der  die  Kreiselspitze  in  ihrer  Anfangslage  seitlich  (d.  h.  in  hori- 
zontaler Richtung)  fortschreitet.  Infolgedessen  soll  die  Impulskom- 
ponente n  kurz  als  seitlißhm  Anstofs  bezeichnet  werden.  Zusammen- 
fassend können  wir  hiernach  sagen:  Der  Charakter  der  allgemeinen 
Kreiselbewegung  hängt  wesentlich  nur  von  drei  Konstanten  ab,  nämlich 
von  der  anfänglichen  Neigung  der  Figurenaxe  gegen  die  Vertikale,  dem 
Eigenimpulse  und  dem  seitlichen  Anstofs  zu  Beginn  der  Bewegung, 
d.  h.  von  den  Beträgen,  welche  die  Gröfsen  %",  N  und  n  zur  Zeit  i^  =  0 
besitzen.  Es  wird  sich  übrigens  im  dritten  Paragraphen  zeigen,  dafs 
die  Impulskomponenten  n  und  N  ihre  Anfangswerte  für  den  ganzen 
Verlauf  der  Bewegung  beibehalten,  so  dafs  wir  statt  von  den  „Anfangs- 
werten" der  Grölsen  n  und  N  schlechtweg  von  den  „Konstanten"  n  und 
N  reden  können,  welchen  Umstand  wir  uns  zur  Vereinfachung  der 
Ausdrucksweise  schon  jetzt  zu  nutze  machen  werden. 

6.  Während  wir  der  Konstanten  n  im  Folgenden  alle  mögliehen 
Werte  erteilen,  wollen  wir  die  Konstante  N  in  diesem  Paragraph  als 
positiv  voraussetzen;  wir  wollen  also  annehmen,  dafs  die  Rotation  des 
Kreisels  um  die  Figurenaxe  im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgt.  Ferner 
wollen  wir  den  Anfangswert  des  Winkels  d'  von  vornherein  in  spe- 
zieller Weise  festlegen.     Wir  bestimmen  nämlich,  dafs  die  Figurenaxe 

anfangs  horizontal  liegen,  der  Winkel  %"  also  gleich  —  sein  solle.     Die 
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Kurve  der  Kreiselspitze  wird  alsdann^  von  dem  Äquator  der  Einheits- 
kugel auslaufend j  in  diesem  einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt  be- 
sitzen.    Inwieweit    durch    diese   Festsetzungen    (JV^>0    und    d' =  y) 

die  folgenden  Betrachtungen  spezialisiert  werden,  wird  später  auszu- 
führen sein.  — 

Nach  diesen  Verabredungen  werden  wir  so  vorgehen,  dafs  wir  alle 
möglichen  Bewegungsformen  unseres  Kugelkreisels,  welche  sich  bei  be- 
liebiger Wahl  der  Konstanten  n  und  N  ergeben,  zwischen  einige  be- 
sonders einfache  Spezialfälle  einordnen  und  uns  im  übrigen  einer  Art 
Kontinuitätsprinzipes  bedienen,  welches  wir  so  formulieren:  Bei  stetiger 
Abänderung  des  Anfangsmstandes  (der  Werte  von  n  %md  N)  wird  sich 
auch  die  Bewegung  des  Kreisels  stetig  verändern;  unstetige  Übergang e^ 
welche  mechanisch  gesprochen  auf  instabile  Bewegungsformen  hindeuten 
würden,  werden  wir  fürs  erste  als  ausgeschlossen  ansehen.  Natürlich  be- 
darf dieses  Prinzip,  sowie  unsere  ganze  qualitative  Schlufsweise  einer 
genauen  quantitativen  Nachprüfung.  In  der  That  sollen  die  folgenden 
Betrachtungen  nicht  als  absolut  stringent,  sondern  nur  als  plausibel 
hingestellt  werden ;  wir  werden  sie  später  nach  verschiedenen  Richtungen 
hin  zu  ergänzen  haben.  Übrigens  sind  die  Figuren,  welche  wir  für 
die  Kurve  der  Kreiselspitze  geben,  nicht  nur  qualitativ,  sondern  auch 
quantitativ  richtig  gezeichnet. 

Die  Gesamtheit  der  Fälle,  welche  wir  zu  überblicken  haben,  stellt, 
entsprechend  den  unendlich  vielen  Werten,  welche  wir  den  Konstanten 
N  und  n  beilegen  können,  eine  zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
dar.  (Man  vgl.  hierzu  das  Schema  in  Figur  36  von  pag.  215.)  Wir 
müssen  uns  im  Folgenden  natürlich  begnügen,  aus  dieser  Mannigfaltig- 
keit eine  Reihe  einzelner  charakteristischer  Typen  herauszuheben. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Spezialfälle,  auf  welche  wir  hindeuteten. 
Es  sind  dieses  die  reguläre  Präcession  einerseits  und  die  Pendelbewegung 
andrerseits. 

Nach  pag.  178,  179  giebt  es  bei  gegebener  Massenverteilung  des 
Kreisels,  sowie  bei  gegebenen  Werten  des  (konstanten)  Winkels  0^  und 
der  Geschwindigkeitskomponente  ^  zwei  mögliche  Werte  der  zugehörigen 
Geschwindigkeitskomponente  v,  welche  zu  einer  regulären  Präcession 
Änlafs  geben.  Im  Falle  des  Kugelkreisels  sind  diese  Werte  beide  reell 
und  werden  durch  die  folgenden  Gleichungen  gegeben: 

a)     v  =  ^,         b)     v  =  ±oo. 

Es  ist  leicht,  zumal  in  dem  vorliegenden  Falle  ^  =  — ,  von  den 
Präcessionskonstanten  1/  und  ^  zu  unseren  Impulskomponenten  n  und  N 
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überzugehen.  Die  Gröfsen  v  und  pi  bedeuten  (vgl.  z.  B.  die  Figuren  von 
pag.  48)  die  Parallelprojektionen  des  Drehungsvektors  auf  die  Vertikale 
und  die  Figurenaxe.  Steht  nun  die  Figurenaxe  auf  der  Vertikalen 
senkrecht^  so  sind  diese  Parallelprojektionen  mit  den  bez.  Normalpro- 
jektionen des  Drehungs Vektors^  welche  wir  nach  früherem  mit  q  und  r 
zu  bezeichnen  haben^  identisch.  Aus  q  und  r  berechnen  sich  aber  bei 
unserem  Kugelkreisel  die  Impulskomponenten  n  und  N  durch  Multi- 
plikation mit  dem  Werte  des  Trägheitsmomentes^  welchen  wir  mit  Ä 
bezeichnen.    Wir  haben  also  in  a)  und  b)  für  v  und  ^  bez.  einzutragen 

-j-  und  -J--  Infolgedessen  beträgt  die  Gröfse  des  seitlichen  Anstofses 
n,  welche  zusammen  mit  dem  Eigenimpulse  N  zu  einer  regulären  Prä- 
cession  d'=~  Anlafs  giebt: 

ÄP 

a)    ^  =  -^^     bez.      b)    n  =  ~\-_  oo  , 

Der  Fall  a),  die  früher  sog.  ^^langsame  Präcession^^^  tritt/ da  wir 
oben  P  <  0  und  iV^  >  0  voraussetzten^  für  einen  seitlichen  Anstofs  ein^ 
welcher  von  der  Vertikalen  gesehen  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers 
wirkt  ()^<0);  im  Falle  b),  der  sog.  ^^schnellen  Präcession"  ist  der 
Sinn  des  seitlichen  Anstofses  unbestimmt  (n  =  +  ^^)- 

Wir  haben  uns  sodann  über  den  zweiten  der  oben  genannten 
Spezialfälle^  die  Pendelhe^oeg^mg,  zu  unterrichten.  Der  Kreisel  bewegt 
sich  wie  ein  gewöhnliches  Pendel^  wenn  wir  ihm  in  der  Anfangslage  weder 
einen  Eigenimpuls  noch  einen  seitlichen  Anstofs  erteilen  {N=n  =  0)j 
also  kurz  gesagt^  wenn  der  Impulsvektor  anfangs  die  Länge  Null  hat. 
Obwohl  diese  Aussage  von  selbst  einleuchtend  ist^  wollen  wir  sie  dennoch 
im  Einzelnen  durch  unsere  Impulsbetrachtungen  beweisen. 

Wenn  der  Kreisel  bei  horizontal  gestellter  Figurenaxe  dem  Ein- 
flufs  der  Schwere  überlassen  wird^  so  erzeugt  diese  während  des  ersten 
Zeitmomentes  dt  einen  unendlich  kleinen  Impulsvektor  von  der  Gröfse 
F  sin  d"  dt  =  P  dt  j  welcher  die  Knotenlinie  OK  (vgl.  Fig.  24)  zur  Axe 
hat.  Der  Kreisel  beginnt  sich  also  um  diese  Axe  zu  drehen^  wobei  sich 
der  Winkel  ^  verkleinert.  Die  Lage  der  Knotenlinie  wird  bei  dieser 
Drehung  nicht  geändert.  Im  nächsten  Moment  wirkt  daher  der  Zusatz- 
impuls der  Schwerwirkung  um  dieselbe  Axe  OK  und  addiert  sich  mit 
dem  vorhandenen  Impulse  algebraisch;  die  Drehgeschwindigkeit  des 
Kreisels  um  diese  Axe  wird  entsprechend  beschleunigt;  die  Knotenlinie 
behält  ihre  ursprüngliche  Lage.  Durch  Wiederholung  dieser  Betrach- 
tung erkennt  man:  Der  Impuls  des  Kreisels  fällt  beständig  in  die 
Richtung  OK-^  die  Bewegung  besteht  in  jedem  Augenblicke  aus  einer 
Drehung  um   diese  Axe;    die  Figurenaxe  bewegt  sich  in  einer  festen 
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Vertikalebene;  die  Kurve  der  Kreiselspitze  ist  ein  vertikal  gestellter 
Kreisbogen.  Die  Balingescliwindigkeit  der  Kreiselspitze  berechnet  sich, 
dabei  durch  die  Bedingung^  dafs  die  Änderungsgeschwindigkeit  des 
Impulses  jederzeit  gleich  sein  mufs  der  äufseren  Drehkraft  P  sin  ^ 
oder^  wenn  wir  uns  der  Ausdrucksweise  des  D'Alembertschen  Prinzipes 
bedienen  wollen,  dafs  diese  Drehkraft  dem  bei  unserer  Bewegung  auf- 
tretenden Trägheitswiderstande  das  Gleichgewicht  halten  mufs. 

Es  erübrigt  nur  noch  zu  zeigen,  dafs  die  Kreiselspitze  nach  Über- 
schreitung des  höchsten  Punktes  der  Kugel  um  ebensoviel  herabsinkt, 
wie  sie  vorher  gestiegen  ist,  d.  h.  bis  zu  einem  Punkte  des  Äquators 
herunterfällt  und  dann  umkehrt.  Passen  wir  zu  dem  Zwecke  denjenigen 
Moment  auf,  wo  die  Kreiselspitze  den  höchsten  Punkt  der  Kugel  passiert. 
Würden  wir  in  diesem  Momente  den  Sinn  des  vorhandenen  Impuls- 
vektors und  also  die  Geschwindigkeit  sämtlicher  Kreiselpunkte  um- 
kehren, so  würde  die  Kreiselspitze  nach  einem  allgemeinen  Grundsatze 
der  Mechanik  ihre  bisherige  Bahn  im  umgekehrten  Sinne  durchlaufen 
also  einen  Kreisquadranten  beschreiben.  Aus  dieser  Bahn  ergiebt  sich 
aber  die  Bahn,  welche  die  Kreiselspitze  bei  Fortsetzung  ihres  Ursprung 
liehen  Bewegungssinnes  beschreibt  durch  Spiegelung  an  der  Vertikal- 
ebene OK,  wie  aus  der  Symmetrie  des  die  Bewegung  beeinflussenden 
Kraftsystems  hervorgeht.  Infolgedessen  besteht  die  Fortsetzung  der 
Bahn  wieder  aus  einem  Kreisquadranten,  welcher  bis  zu  dem  mit  dem 
Ausgangspunkte  Ä  diametralen  Äquatorpunkte  B  herabreicht.  Da 
die  Kreiselspitze  in  B  mit  der  Geschwindigkeit  Null  ankommt,  haben 
wir  jetzt  genau  dieselben  Verhältnisse,  wie  zu  Beginn  der  Bewegung 
in  Ä. '  Infolgedessen  wird  die  Fortsetzung  der  Bahnkurve  aus  dem 
im  umgekehrten  Sinne  durchlaufenen 
Halbkreise  AB  bestehen  und  so  fort. 
Die  Bewegung  ist  hierdurch  in  der 
That  als  einfache  Pendelbewegung  cha- 
rakterisiert. 

Bei  der  stereographischen  Projektion 
erscheint  unsere  Bahnkurve  (vgl.  die 
nebenstehende  Figur)  einfach  als  ein 
Durchmesser  (AB)  des  Einheitskreises, 
welcher  abwechselnd  im  Sinne  des  oberen 
oder  unteren  Pfeiles    durchlaufen   wird. 

An  diese  Figur,  welche  wie  er- 
wähnt   durch    die    Werte    n  =  N  ==  0 

charakterisiert  ist,  knüpfen  wir  in  erster  Linie  an,  um  uns  allgemeinere 
Fälle  der  Bewegung  zu  veranschaulichen.     Zunächst  werden  wir  eine 
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Serie  von  Figuren  geben,  bei  welcher  der  seitliche  Anstofs  fortgesetzt 
gleich  Null  ist  (^  =  0),  während  der  Eigenimpuls  (N)  successive 
vermehrt  werden  soll. 

§  2.    Anschauliche  Diskussion  der  zu  erwartenden  Bewegungsformen; 
Fortsetzung  und  Schlufs. 

Indem  wir  jetzt  zur  wirklichen  Ausführung  unserer  qualitativen 
Diskussion  übergehen,  nehmen  wir,  wie  verabredet,  zunächst  n  =  0 
und  setzen  überdies  in  der  ersten  der  zu  entwickelnden  Figuren  (Fig.  25) 
den  Eigenimpuls  verhältnismäfsig  klein  voraus  gegen  die  Änderung, 
welche  die  Schwerewirkung  in  der  Länge  des  Impulsvektors  etwa  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  hervorruft,  so  dafs  die  Kontinuität  mit  der  vor- 
hergehenden Figur  gewahrt  bleibt.  Um  die  resultierende  Änderung 
der  Bahnkurve  beurteilen  zu  können,  wollen  wir  vorderhand  die  Kreisel- 
spitze künstlich  in  der  früheren  Bahn  mit  der  früheren  Geschwindigkeit 
entlang  führen  und  gleichzeitig  dafür  sorgen,  dafs  der  Eigenimpuls  N 
seinen  Anfangsbetrag  beibehält.  Praktisch  wäre  dieses  etwa  so  zu 
realisieren,  dafs  man  eine  Rinne  von  der  Gestalt  und  Lage  der  vorher- 
beschriebenen Bahnkurve  herstellte,  in  welcher  die  Kreiselspitze  ohne 
Reibung  entlang  gleiten  könnte. 

Bei  dieser  erzwungenen  Bewegung  ist  das  Gleichgewicht  zwischen 
der  Schwerkraft  und  dem  Trägheitswiderstande,  welcher  bei  der  freien 
Pendelschwingung  JV  =  0  bestand,  nicht  mehr  vorhanden.  In  der 
That  werden  ja  nur  die  Änderungen  der  Horizontal-Komponente  des 
Impulses  durch  die  Schwerkraft  kompensiert,  während  die  Änderungen 

des  Eigenimpulses,  welcher,  wie  wir 
voraussetzten,  seine  Länge  beibehält, 
seine  Richtung  im  Räume  aber  zugleich 
mit  der  Figurenaxe  wechselt,  unaus- 
geglichen bleiben.  Infolgedessen  ergiebt 
sich  ein  Widerstand,  welchen  wir,  da  er 
auf  der  instantanen  Rotationsaxe  senk- 
recht steht,  nach  §  5  des  vorigen  Ka- 
pitels als  Deviationswiderstand  bezeich- 
nen können.  In  unserem  Beispiele  würde 
sich  derselbe  als  seitlicher  Druck  auf 
Fig.  24  a.  die  Rinne  äufsern. 

Der  Sinn  dieses  Druckes  ist  leicht 
aus  obenstehender  Hülfsfigur  zu  ersehen.  Dieselbe  stellt  den  Eigenimpuls 
in  zwei  benachbarten  Lagen  OJ^,  OJ^  während  der  ersten  Phase  der  Be- 
wegung dar,  d.  h.  während  die  Kreiselspitze  auf  dem  vertikalen  Kreise 
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ÄNB  von  Ä  nach  B  pendelt.  Der  Sinn  der  Impulsänderung  ist  durcH 
den  Pfeil  p  gegeben.  Um  die  Axe  dieses  oder  des  parallel  durch  0  ge- 
zogenen Pfeiles  p'  wirkt  der  Deviationswiderstand,  welcher  dem  Sinne  der 
Impulsänderung  entgegengesetzt  ist^  von  p  oder  p'  aus  gesehen  entgegen 
dem  Sinne  des  Uhrzeigers.  Er  sucht  also  die  Kreiselspitze  während 
der  ganzen  ersten  Phase  der  Bewegung  in  unserer  Figur  nach  hinten 
hin  abzulenken.  Ebenso  erkennt  man,  dafs  während  der  zweiten  Be- 
wegungsphase, d.  h.  während  die  Kreiselspitze  von  B  nach  Ä  pendelt, 
ein  Deviationswiderstand  auftritt,  welcher  die  Kreiselspitze  in  der  Figur 
nach  vorne  überzudrehen  strebt.  Allgemeingültig  können  wir  sagen: 
die  KreiselspiUe  sucht  infolge  des  Deviationswiderstandes  von  ihrer  Fort- 
schreitungsrichtung  aus  gerechnet  nach  rechts  hin  dbmweichen;  es  würde 
also  im  Sinne  der  Bewegung  gesprochen  die  rechte  Wand  der  Rinne  einen 
gewissen  Druck  auszuhalten  haben.  Die  Gröfse  dieses  Druckes,  welche 
dem  nicht  kompensierten  Teil  der  Anderungsgeschwindigkeit  des  Im- 
pulses gleich  ist,  wird,  wie  gleichfalls  aus  unserer  letzten  Figur  hervor- 
geht, der  Gröfse  des  Eigenimpulses  direkt  proportional. 

Lassen  wir  nun  die  Figurenaxe  frei,  indem  wir  die  Führung  der 
Kreiselspitze  aufheben.  Der  Erfolg  ist  dieser:  Die  Kreiselspitse  wird 
dem  Beviationswiderstande  entsprechend  von  der  Bahnlcurve  aus  nach 
rechts  hin  ausweichen.  Die  gerade  Linie,  durch  welche  wir  die  Pendel- 
schwingung in  Fig.  24  darstellten,  wird  bei  Benutzung  der  früheren 
graphischen  Darstellungsweise  in  einen  Bogen  übergehen,  welcher  nach 
derjenigen  Seite  hin  geöffnet  ist,  nach  wel-  , 

eher  die  ablenkende  Kraft  des  Deviations- 
widerstandes wirkt.  Da  wir  den  Eigenimpuls  y'^X^ 
einstweilen  verhältnismäfsig  klein  voraus-  bJ/  \\ 
setzten,  wird  auch  die  Abweichung  unseres  /  \x\ 
Bogens  von  der  geraden  Linie  Verhältnis-  ^/^^^\-\ 
mäfsig  gering  sein  (vgl.  Fig.  25).  ^       ~^~J^ 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  die  Kreisel-     \  l'AK^r^^   / 

spitze   von   ihrer   Anfangslage   Ä   aus   im       \  // \\    \\      /^' 

Räume  und  daher  auch  in  unserem  stereo-  \^        j!     \\       yx 

graphischen    Bilde    senkrecht    gegen    den  ^ y^^ 

Äquator  fortschreiten  mufs.    Wir  brauchen 
uns   zu    dem  Zwecke   nur    die    ungefähre  ^^ß-  ^^^ 

Lage  des  Impulsvektors  klar  zu  machen.  Anfangs  liegt  der  Impulsvektor^ 
weil  wir  n  =  0  voraussetzten,  horizontal.  Die  folgenden  Lagen  unseres 
Vektors  ergeben  sich  aus  dieser  Anfangslage,  indem  wir  successive  den 
Zusatzimpuls  der  Schwere  geometrisch  hinzufügen.  Die  Axe  dieses  Zu- 
satzimpulses liegt  aber  gleichfalls  beständig  horizontal.    Also  mufs  der 
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Impulsvektor  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  eine  horizontale 
Axe  haben  (im  Gegensatz  zu  der  in  Fig.  24  a  dargestellten  erzwungenen 
Bewegung^  wo  sich  der  Impulsvektor  allmählich  aufrichtete).  In  dieser 
Betrachtung  liegt^  nebenbei  bemerkt^  bereits  der  Beweis  unserer  obigen 
Behauptung^  dafs  die  Impulskomponente  ^^  ihren  anfänglichen  Wert  n=0 
dauernd  beibehält^  worauf  wir  im  nächsten  Paragraphen  unter  allge- 
meineren Voraussetzungen  zurückkommen  werden.  Gleichzeitig  mit  der 
Impulsaxe  liegt  aber  bei  unserem  Kugelkreisel  auch  die  Rotationsaxe 
horizontal.  Da  nun  die  Kreiselspitze  in  jedem  Momente  senkrecht  gegen 
die  Richtung  der  Rotationsaxe  fortschreitet^  so  wird  sich  diese  yon 
ihrer  auf  dem  Äquator  angenommenen  Anfangslage  aus  in  vertikaler 
Richtung  fortbewegen  müssen.  Die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  steht 
also  zu  Beginn  der  Bewegung  senkrecht  auf  dem  Äquator,  wie  behauptet 
wurde.  Übrigens  ist  die  Fortschreitungsgeschwindigkeit  im  ersten 
Momente  Null,  weil  die  Rotationsaxe  anfangs  durch  die  Kreiselspitze 
selbst  hindurchgeht. 

Um  den  Gesamtverlauf  unserer  Bahnkurve  zu  überblicken,  haben 
wir  uns  nur  noch  die  Symmetrieverhältnisse  derselben  zu  überlegen. 
Fassen  wir  zu  dem  Zwecke  denjenigen  Moment  ins  Auge,  wo  die 
Kreiselspitze  auf  der  Kugel  ihre  höchste  Lage  (H)  erreicht  hat.  Nach 
unserem  Kontinuitätsprinzipe  wird  dieser  höchste  Punkt  von  dem 
höchsten  Punkte,  den  die  Kreiselspitze  bei  der  Pendelbewegung  erreicht, 
dem  Nordpole,  nur  wenig  abweichen.  Das  stereographische  Bild  der- 
selben wird  also  nicht  weit  vom  Mittelpunkte  der  Figur  entfernt  sein. 
Durch  0  und  H  legen  wir  die  Vertikalebene  E  hindurch,  deren  Durch- 
schnitt mit  der  Äquatorebene  uns  die  Lage  des  instantanen  Impulsvektors 
angiebt.  Darauf  argumentieren  wir  ebenso  wie  oben  bei  der  einfachen 
Pendelbewegung: 

Wenn  wir  in  dem  betrachteten  Momente  den  Sinn  des  Impuls- 
vektors umkehren  würden,  so  würde  die  Kreiselspitze  ihre  bisherige 
Bahn  ^IIT  in  umgekehrter  Richtung  durchlaufen  und  in  Ä  mit  der 
Geschwindigkeit  Null  ankommen.  Gleichzeitig  berücksichtigen  wir,  dafs 
in  je  zwei  hinsichtlich  der  Ebene  E  symmetrischen  Lagen  des  Kreisels 
das  Drehmoment  der  Schwere  dasselbe  ist.  Hieraus  ist  zu  schliefsen, 
dafs  die  Kreiselspitze  bei  Fortsetzung  der  ursprünglichen  Bewegungs- 
richtung von  H  aus  den  zu  J.  JT  hinsichtlich  der  Vertikalebene  E  sym- 
metrischen Bogen  HB  beschreiben  wird  und  dafs  sie  in  J?  mit  der 
Geschwindigkeit  0  ankommt.  Der  Bogen  AB  unserer  Bahnkurve  be- 
steht daher  aus  zwei  spiegelbildlich  gleichen  Hälften. 

In  B  angekommen  beßndet  sich  die  Kreiselspitze  genau  unter  den 
gleichen  Bedingungen  wie  in  Ä.     Infolgedessen  mufs  der  weitere  Ver- 


§  2.    Anschauliche  Diskussion. 


207 


lauf  der  Bahnkurve  derselbe  sein^  wie  zu  Anfang  der  Bewegung.  Es 
setzt  sich  also  im  Punkte  B  ein  neuer  Bogen  BÄ'  an,  welcher  seiner- 
seits aus  zwei  symmetrischen  Hälften  besteht  und  welcher  dem  Bogen 
AB  kongruent  ist.  Aus  letzterem  kann  er  durch  eine  Drehung  um 
die  Vertikale  erzeugt  werden.  Bei  B  entsteht  auf  solche  Weise  er- 
sichtlich eine  Spitze.  Für  den  Punkt  A'  gilt  darauf  dieselbe  Betrach- 
tung, wie  für  B.  Auch  in  A'  bildet  die  Bahnkurve  eine  Spitze  und 
setzt  sich  von  hier  aus  mit  einem  dem  Bogen  AB  kongruenten  Bogen 
A'B'  fort.  Alle  diese  Bögen  AB^  BA\  A'B' .  .  .  werden  wegen  ihrer 
kongruenten  Gestalt  und  ähnlichen  Lage  je  in  ihrem  bezüglichen  höch- 
sten Punkte  H  einen  gewissen  Parallelkreis  auf  der  Kugel  berühren 
welcher  in  unserem  Falle  den  Nordpol  enge  umschliefst.  Zusammen- 
fassend können  wir  daraufhin  den  Verlauf  unserer  Bahnkurve  fole^ender- 
mafsen  beschreiben: 

Die  Bahnkurve  der  KreiselspiUe  stellt  in  unserem  Falle  eine  Ziek- 
mckkurve  vor,  welche  um  die  Vertikale  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers 
herumläuft^  ohne  sich  im  allgemeinen  m  schliefsen;  sie  besteht  aus  einer 
Serie  kongruenter  Bögen  oder^  wenn  wir  wollen,  aus  einer  Serie  von 
Halbbögen  j  ^v eiche  unter  einander  abwechselnd  symmetrisch  gleich  und 
kongruent  sind.  Die  Kurve  ist  ganz  innerhalb  zweier  Parallelkreise  ent- 
halten, nämlich  in  unserem  Falle  zwischen  dem  Äquator  und  einem  Pa- 
rallelkreise  in  der  Nähe  des  Nordpoles.  Letzteren  Kreis  berührt  unsere 
Kurve j  wo  sie  ihn  trifft;  auf  ersterem  sitzt  sie  mit  Spitzen  auf. 

Im  Anschlufs  hieran  noch  ein  Wort  über  die  Vorzüge  der  von 
uns  gewählten  Projektionsmethode.  Hätten  wir  statt  der  stereographi- 
schen die  orthographische  Projektion  be- 
nutzt, so  würden,  wie  die  in  orthographi- 
scher Projektion  hergestellte  Fig.  25  a  zeigt, 
statt  der  Spitzen  scheinbar  regulär  verlau- 
fende Kurvenbögen  auftreten.  In  der  That 
bietet  jede  in  eine  Spitze  auslaufende  ßaum- 
kurve,  aus  der  Tangentenrichtung  der  Spitze 
betrachtet,  einen  Anblick  dar,  der  dem  Auge 
das  Vorhandensein  einer  Singularität  in 
keiner  Weise  verrät.  Statt  der  im  Original 
vorhandenen  Spitze  haben  wir  im  Bilde 
nur  mehr  eine  sog.  „maskierte  Singularität^^. 

Hiernach  ist  klar,  dafs  wir  bei  Benutzung  der  orthographischen  Pro- 
jektion das  Charakteristische  der  Bahnkurve  verwischen  würden.  Wir 
werden  daher  auch  die  folgenden  Figuren  stets  in  stereographischer 
Projektion  herstellen. 


Fig.  25  a. 
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Wir  wollen  nun,  wie  bereits  in  Aussicht  genommen,  die  Gröfse 
des  Eigenimpulses  successive  wachsen  lassen  und  gleichzeitig  den  seit- 
lichen Anstofs  wie  bisher  gleich  Null  nehmen.  Machen  wir  wiederum 
das  orientierende  Experiment  von  pag.  204,  indem  wir  die  Kreiselspitze 
auf  der  Bahn  der  Pendelschwingung  entlang  führen,  so  werden  wir 
hierbei  einen  stärkeren  Deyiationswiderstand  wie  früher  konstatieren, 
welcher  die  Pigurenaxe  yon  der  Bewegungsrichtung  nach  rechts  ab- 
zulenken strebt.  In  der  That  ergab  sich  aus  der  Pigur  24  a,  dafs 
dieser  Widerstand  der  Gröfse  des  Eigenimpulses  proportional  ist.  Gehen 
wir  daher  von  der  erzwungenen  Pendelbewegung  zu  der  freien  Kreisel- 
bewegung über,  so  wird  die  Krümmung  der  einzelnen  Bögen,  aus 
denen  sich  die  Bahnkurve  zusammensetzt,  um  so  gröfser,  ihre  Spann- 
weite um  so  geringer  werden,  je  gröfser  wir  den  Wert  des  Eigen- 
impulses N  bemessen.  Gleichzeitig  wird  sich  der  höchste  Punkt  des 
einzelnen  Bogens  von  dem  Nordpole  successive  entfernen;  der  be- 
grenzende Parallelkreis,  welcher  die  sämtlichen  höchsten  Punkte  der 
Bögen  enthält,  mufs  sich  also  mit  wachsendem  N  erweitern. 

Die  folgenden  Figuren  bringen  diese  Verhältnisse  in  drei  Schritten 
zum  Ausdrucke.     In  Figur  26   ist  der  Eigeriimpuls  circa  dreimal,   in 


Fig.  26. 


Mg.  27. 


Figur  27  neunmal  so  grofs  gewählt,  wie  in  Figur  25.  Die  Figur  28 
stellt  den  Grenzfall  eines  sehr  grofsen  N  dar.  Während  die  Figuren  26 
und  27  den  Zusammenhang  mit  der  Figur  der  Pendelbewegung  noch 
deutlich  erkennen  lassen,  zeigt  Figur  28  eine  Bahnkurve,  die  von 
einem  kontinuierlich  durchlaufenen  Kreise  nur  noch  sozusagen  mikro- 
skopisch verschieden  ist.  Sie  hat  mit  der  Figur  der  Pendelbewegung 
die  denkbar  geringste  Ähnlichkeit,  eher  scheint  sie  bei  ungenauem 
Hinsehen  mit  dem  zweiten  der  vorangestellten  Spezialfälle,  der  regu- 
lären Präcession,  übereinzustimmen.  Diese  Übereinstimmung  betrifft 
aber,  wie  wir  betonen  müssen,    nur   den  Ort  der  Kreiselspitze,  nicht 
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ihre  Geschwindigkeit  und  GeschwindigheitsricMung.  Während  bei  der 
regulären  Präcession  die  Fortschreitungsgeschwindigkeit  der  Kreisel- 
spitze längs  des  ganzen  Kreises  konstant  ist^  variiert  sie  in  unserem 
Falle  innerhalb  sehr  kurzer  Zeitintervalle  fortgesetzt  zwischen  dem 
Werte  Null,  der  auf  dem  Äquator  statt- 
hat^ und  einem  maximalen  Werte  ^  der  im 
Berührungspunkt  mit  dem  zweiten  be- 
grenzenden Parallelkreise  erreicht  wird. 
Wir  werden  diese  höchst  bemerkenswerte 
Bewegungsform  passend  eine  pseudoreguläre 
Präcession  nennen  können. 

Im  Experimente  ist  dieser  letzte  Fall 
sogar  die  Regel  ^  da  die  Vorrichtungen 
zum  Aufziehen  des  Kreisels  meist  einen, 
gegenüber  der  Schwerewirkung  sehr  starken  ^^"  "  ' 

Eigenimpuls  erzeugen.  Untersucht  man  daher  die  Kreiselbewegung 
nur  experimentell,  so  kommt  man  leicht  zu  der  paradoxen  Auffassung, 
dafs  die  Kreiselspitze  sich  von  Anfang  an  senkrecht  gegen  die  Richtung 
der  wirkenden  Kraft,  der  Gravitation,  bewegt,  einer  Auffassung,  welche 
den  Prinzipien  der  Mechanik  natürlich  direkt  zuwiderläuft,  welche  aber 
nichtsdestoweniger  in  der  Litteratur  häufig  vertreten  wird.*)  Wir 
betonen  deshalb  ausdrücklich:  Unter  den  bisher  vorausgesetzten  Anfangs- 
bedingungen (n  ==  0)  ist  unsere  Bahnkurve  allemal  eine  Spitzenkurve;  eine 
ivirkliche  reguläre  Präcession  ist  durchaus  unmöglich. 

Für  die  Anstellung  der  Experimente  entnehmen  wir  unserer  letzten 
Figur  noch  die  Regel,  dafs  wir  den  Eigenimpuls  des  Kreisels  möglichst 
gering  wählen  müssen,  wenn  wir  überhaupt  eine  im  Einzelnen  kon- 
trollierbare Bahnkurve  beobachten  wollen;  es  empfiehlt  sich  daher,  den 
Kreisel  statt  durch  die  Schnur  mit  der  Hand  in  Rotation  zu  versetzen, 
wobei  die  Stärke  des  Impulses  bequem  reguliert  werden  kann.  — 

Während  wir  bisher  den  Eigenimpuls  des  Kreisels  schrittweise 
wachsen  liefsen,  den  seitlichen  Anstofs  aber  beständig  gleich  Null  an- 
nahmen, werden  wir  jetzt  umgekehrt  den  seitlichen  Anstofs  variieren 
und  den  Eigenimpuls  festhalten.  Dabei  entwickelt  sich  aus  jeder  der 
bisherigen  eine  ganze  Serie  neuer  Figuren. 

So  entsteht  z.  B.  aus  der  gewöhnlichen  Pendelbewegung  in  Fig.  24 
durch  Hinzufügung  eines  seitlichen  Anstofses  jedesmal  ein  Fall  der 
Bewegung  des  sog.  sphärischen  Bendels,  bei  welcher  sich  die  Kreiselspitze 
ebenso  verhält,  wie  ein  schwerer  Massenpunkt,  welcher  am  Ende  eines 


*)  Vgi.  unsere  Kritik  der  po^Dulären  Kreis ellitteratur  im  folgenden  Kapitel  (§3). 
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um  0  beweglichen^  starren  und  masselosen  Stabes  befestigt  ist  und 
welchem  in  seiner  Anfangslage  ein  horizontal  gerichteter  Anstofs  erteilt 
wird.  Wir  brauchen  uns  bei  dieser  bekannten  und  leicht  zu  beob- 
achtenden Bewegung  hier  nicht  aufzuhalten.  Wir  erwähnen  nur  des 
Folgenden  wegen,  dafs  sich  die  Rückkehrpunkte  (Spitzen),  welche  in 
unserer  Figur  bei  der  gewöhnlichen  Pendelbewegung  am  Äquator  auf- 
traten, in  abgeflachte  Bögen  auflösen,  welche  den  Äquator  berühren 
und  dafs  sich  die  Spannweite  der  Bögen,  welche  ursprünglich  zwei 
Rechte  betrug,  etwas  erweitert.  In  der  That  mufs  die  Kreiselspitze, 
da  sie  in  ihrer  Anfangslage  und  ebenso  in  jeder  folgenden  Lage,  wo 
sie  den  Äquator  erreicht,  dem  seitlichen  Anstofse  n  ausgesetzt  ist, 
momentan  in  Richtung  des  Äquators  fortschreiten  und  zwar  je  nach 
dem  Vorzeichen  yon  n,  von  der  Vertikalen  aus  gesehen,  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  oder  im  entgegengesetzten  Sinne. 

Gehen  wir  andrerseits  von  der  pseudoregulären  Präcession  in  Fig.  28 
aus,  so  entsteht  aus  dieser  durch  Hinzufügung  irgend  eines  seitlichen 
Anstofses  eine  Bewegung,  welche,  im  Groben  betrachtet,  von  der 
früheren  nicht  sehr  verschieden  ist  und  welche  (in  erweitertem 
Sinne)  abermals  als  pseudoreguläre  Präcession  bezeichnet  werden  kann. 
Hierbei  werden  sich  unsere  mikroskopischen  Spitzenbögen  in  kleine 
Schleifen  bez.  in  abgeflachte  Bögen  auflösen,  je  nachdem  wir  den 
anfänglichen  horizontalen  Anstofs  im  Sinne  des  Uhrzeigers  oder  im 
entgegengesetzten  Sinne  um  die  Vertikale  wirken  lassen.  Die  Beob- 
achtung giebt  von  dieser  Modifikation  der  Bahnkurve  natürlich  keine 
deutliche  Rechenschaft. 

Wesentlich  neue  Typen  werden  sich  dagegen  aus  den  Figuren  25 — 27 
ergeben.  Speziell  wollen  wir  den  Fall  eines  verhältnismäfsig  geringen 
Eigenimpulses  näher  betrachten,  also  diejenige  Figurenserie  entwickeln, 
die  aus  25  durch  Variation  von  n  entsteht.  Zunächst  lassen  wir  n  von 
dem  Werte  Null  in  Fig.  25  nach  dem  Negativen  abnehmen,  erteilen 
also  der  Kreiselspitze  in  der  Anfangslage  einen  Anstofs,  der  sie  ent- 
gegen dem  Sinne  des  Uhrzeigers  umzutreiben  sucht. 

Wir  erinnern  daran,   dafs   sich  bei   einem  gewissen,  oben  berech- 

ÄP 

neten  negativen  Werte  n  =  -^  die  reguläre  Präcession  einstellen  mufs. 

Die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  wird  in  diesem  Falle  einfach  der  ent- 
gegen dem  Uhrzeigersinne  durchlaufene  Äquator  (vgl.  unten  Fig.  31). 
Der  Vergleich    der   Figuren  25  und  31    wird   uns   nun    einen   Anhalt 

liefern,  um  die  Gestalt  der  Bahnkurve  für  die  zwischenliegenden  Werte 

[A  P~] 
0  >  l^  >  -^J  beurteilen  zu  können.     Wir  dürfen  nämlich  auf 

Grund  unseres  Kontinuitätsprinzip  es  vermuten,   dafs  diese  Bahnkurven 
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sich  stetig  zwischen  die  Figuren  25  und  31  einordnen  müssen.  Auf 
dasselbe  Prinzip  bez.  auf  unsere  früheren  Überlegungen  gestützt^  werden 
wir  ferner  yoraussetzen^  dafs  die  allgemeinen  Symmetrieverhältnisse  der 
Bahnkurve  25^  die  Kongruenz  der  Teilbögen  u.  s.  w.^  bei  Hinzufügung 
eines  seitlichen  Anstofses  erhalten  bleiben. 


Fig.  29. 


Fig.  30. 


In  Figur  25  waren  nun  die  einzelnen  kongruenten  Kurvenbögen 
zwischen  dem  Äquator  und  einem  kleineren ^  in  der  Nähe  des  Nordpols 
befindlichen  Parallelkreise  enthalten;  in  Figur  31,  können  wir  sagen, 
ist  dieser  zweite  Parallelkreis  mit  dem  Äquator  zusammengefallen,  da 
die  Bahnkurve  selbst  in  diesen  übergegangen  ist.  Wir  schliefsen  hieraus, 
dafs  für  zwischenliegende  Werte  von  n  jener  zweite  begrenzende  Parallel- 
kreis stetig  anwachsen  wird.  Infolgedessen 
werden  sich  die  Teilbögen  der  Bahnkurve 
nach  dem  Äquator  hin  ausbauchen  und 
gleichzeitig  bei  abnehmendem  n  successive 
in  die  Länge  strecken  müssen.  Überdies 
ist  klar,  dafs,  ebenso  wie  beim  Übergange 
vom  gewöhnlichen  zum  sphärischen  Pendel, 
die  Spitzen  der  Figur  25  sich  in  abge- 
flachte Bögen  auflösen  werden,  da  ja, 
überall  wo  die  Kreiselspitze  den  Äquator 
erreicht,  der  tangential  zum  Äquator  ge- 
richtete  seitliche  Anstofs  n  wirksam  ist. 

Wir  zeichnen  daraufhin  die  drei  Figuren  29,  30,  31,  von  denen 
die  erste  einem  kleinen  Werte  des  seitlichen  Anstofses  entspricht,  so 
dals  die  Kontinuität  mit  Figur  25  augenfällig  ist,  (in  der  Figur  wurde 
speziell  n  =  —  N  gewählt),  die  zweite  einem  gröfseren  Werte  von  n 
(und  zwar  in  der  Figur  einem  5-mal  so  grofsen  Werte  wie  im  vorher- 
gehenden Falle);  die  dritte  Figur  ist  der  Spezialfall  der  langsamen  regulären 

14* 


Mg.  31. 
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Präcession  n  =  -^^;  (unter  den  in  der  Zeichnung  zu  Grunde  gelegten 

Verhältnissen  tritt  dieser  Fall  wieder  für  ein  5 -mal  so  grofses  n  ein, 
wie  der  Fall  der  Figur  30). 

Den  Gesamtcharakter  der  BaTinkurven  unter  den  vorliegenden  Be- 

AP 

dingungen  eines  konstanten  N  und  eines  von  Null  bis  -^  abnehmen- 
den Wertes  von  n  können  wir  daraufhin  folgendermafsen  schildern: 

Die  Bahnkurve  läuft  fortgesetzt  entgegen  dem  Sinne  des  ührmgers 
um  die  Vertikale  herum,  ohne  sich  im  allgemeinen  m  scMiefsen;  sie  be- 
steht allemal  aus  einer  Serie  unter  sich  symmetrisch  gleicher  oder  kon- 
gruenter Halbbögen  y  deren  Spannweite  bei  abnehmendem  n  successive 
wächst  und  die  sich  mehr  und  mehr  dem  Äquator  anschmiegen.  Die 
Bahnkurve  ist  ganz  innerhalb  zweier  Parallelkreise  enthalten,  welche  sie 
überall,  wo  sie  sie  trifft,  berührt,  nämlich  des  Äquators  einerseits  und 
eines  mit  abnehmendem  n  sich  stetig  vergröfsernden  Parallelkreises 
andrerseits. 

Wir  gehen  nun  abermals  zu  Figur  25  zarück  und  lassen  jetzt  n 
unter  Festhaltung  von  N  im  positiven  Sinne  wachsen;  wir  erteilen  also 
der  Kreiselspitze  im  Änfangszustande  einen  seitlichen  Anstofs  im  Sinne 
des  Uhrzeigers.  Der  Erfolg  wird  dabei  gewissermafsen  der  umgekehrte 
sein,  wie  vorher.  Während  sich  der  zweite  begrenzende  Parallelkreis 
bei  von  Null  aus  abnehmendem  n,  wie  wir  sahen,  erweiterte,  wird  er 
sich  bei  wachsendem  n  zunächst  verengern;  während  die  Spannweite 
des  einzelnen  Teilbogens  früher  zunahm,  nimmt  sie  jetzt  zunächst  ab. 
Im  übrigen  bleibt  der  Gesamtcharakter  der  Bewegung  ein  ähnlicher 
wie  in  Figur  25 ;  insbesondere  mufs  die  Bahnkurve  bei  genügend  kleinem 
positiven  n  gleichfalls  im  Ganzen  betrachtet  entgegen  dem  Sinne  des 
Uhrzeigers  um  die  Vertikale  herumlaufen.  Andrerseits  wird  sich  aber 
die  Kreiselspitze  in  der  Anfangslage  und  ebenso  in  jedem  späteren 
Momente,  wo  sie  den  Äquator  erreicht,  wegen  des  positiven  Vorzeichens 
von  n  in  der  Richtung  des  Äquators  und  zwar  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
bewegen.  Wir  schliefsen  hieraus,  dafs  es  auf  jedem  Teilbogen  Punkte 
geben  mufs,  wo  die  Kreiselspitze,  in  radialer  Richtung  fortschreitend, 
ihren  Umlaufungssinn  der  Vertikalen  ändert  und  erkennen  so  die  Not- 
wendigkeit des  Auftretens  von  Schleifen.  Die  Spitzen  der  Figur  25, 
welche  in  Figur  29  in  abgeflachte  Bögen  übergingen,  lösen  sich  also 
jetzt  in  Schleifen  auf,  wie  dieses  ja  in  der  Geometrie  eine  häufige  Er- 
scheinung ist.  Alle  diese  Bemerkungen  werden  durch  die  folgende 
Figur  32  bestätigt,  welche  einem  sehr  kleinen  positiven  Werte  von  n 
entspricht  (wir  haben  n  =  0,4  N  gewählt). 
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Wenn  wir  n  weiter  wachsen  lassen,  kommen  wir  bald  zu  einem 
Werte,  wo  sich  der  innere  Parallelkreis  auf  den  Nordpol  der  Einheits- 
kugel zusammengezogen  hat  (vgl.  Fig.  33).  Nebenbei  bemerkt  ent- 
spricht dieser  Fall,  wie  wir  später  sehen  werden,  dem  Werte  n  =  N. 
Die  Punkte,  in  denen  sich  bei  der  vorigen  Figur  der  Umlaufungssinn 
der  Vertikalen  änderte,  sind  jetzt  in  den  Nordpol  der  Kugel  zusammen- 
gerückt. 


mg.  32. 


i'ig.  33. 


Um  die  Gestaltung  der  Bahnkurven  bei  fortgesetzt  wachsendem  n  zu 
überblicken,  ziehen  wir  endlich  den  Grrenzfall  ^  ==  oo  heran,  bei  welchem 
nach  pag.  202  die  Bewegung  wieder  eine  reguläre  Präcession  wird. 
Während  sich  also  im  Falle  n  =  N  der  innere  Parallelkreis  auf  einen 
Punkt  reduzierte,  fällt  er  im  Falle  n  =  oo  mit  dem  äufsern  Be- 
grenzungskreise zusammen.  Wir  werden 
abermals  auf  Grund  unseres  Kontinuitäts- 
prinzipes  vermuten,  dafs  der  fragliche 
Parallelkreis  bei  wachsenden  Werten  von  n 
(JV  <in  <,  ^  sich  stetig  erweitern  wird. 
Während  er  aber  vorher  von  der  Bahn- 
kurve von  aufsen  berührt  wurde,  wird  er 
jetzt  von  dieser  umfafst.  Die  Kurve  läuft 
jetzt  durchweg  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
und  zwar  bei  wachsendem  n  mit  wachsen- 
der Geschwindigkeit  um  die  Vertikale;  sie 
wird  durch  den   sich  erweiternden  inneren 

Parallelkreis  immer  mehr  an  den  Äquator  herangedrängt;  die  Spann- 
weite der  kongruenten  Bögen,  aus  denen  sie  sich  zusammensetzt, 
wird  gröfser  und  gröfser.  Ein  Beispiel  für  diese  Gestaltung  der  Bahn- 
kurve liefert  Figur  34,  in  welcher  nebenbei  bemerkt  n  ^=  5  N  ge- 
nommen ist.  Der  Grenzfall  n  =  oo^  die  schnelle  reguläre  Präcession, 
möge  schematisch  durch  die  Figur  35  angedeutet  werden.  Dem  doppelten 


Fig.  34. 
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Fig.  35. 


Sinne  des  Durchlaufungspfeiles  entsprechend  können  wir  die  letzte  Figur 
ebensowohl  auffassen  als  Grenzfall  der  Bahnkurve  bei  unendlich  wachsen- 
dem positiven^  wie  bei  unendlich  abnehmendem  negativen  n. 

Wollen  wir  das  Verhalten  der  Bahnkurven  bei  wachsendem  posi- 
tiven n  zusammenfassend  schildern^  so 
können  wir  etwa  folgendermafsen  sagen : 
Bei  positivem  n  verläuft  die  Bahn- 
hurve  in  der  Nähe  des  Äquators  allemal 
im  Sinne  des  Uhr  mg  er  s,  kehrt  aber  hei 
nicht  m  grofsen  Werten  von  n  innerhalb 
jedes  der  kongruenten  Teilbögen,  aus  denen 
sie   sich  zusammensetzt,   zweimal  ihren 
Umlaufungssinn    um.      Charakteristisch 
für  diese  Bahnkurven  ist  das  Auftreten 
von  Schleifen.    Der  innere  Begremungs- 
kreis  wird  anfangs  von  der  Bahnkurve 
ausgeschlossen,  nachdem  aber  der  höchste 
Punkt  der  Kugel  einmal  überschritten  ist,  von  aufsen  umfafst.    Die  Spann- 
weite der  einzelnen  TeiTbögen  nimmt  gleichzeitig  von  da  ab  immer  mehr 
zu  und  wird  im  Grenzfalle  n  =  oo  unendlich  grofs. 

Es  erübrigt  nur  noch  den  Übergang  zu  suchen  von  der  langsamen 

AIP 

Präcession  n  ==  -j^  in  Figur  31  zu  der  schnellen  ^  =  +  00  in  Figur  35. 

Wir  sahen  ^    dafs   sich   der  bewegliche  Parallelkreis  mit  abnehmendem 

n  <  -^  dem  Äquator  successive  nähert^    um    im  Falle    der  regulären 

Präcession  mit  diesem  zusammenzufallen.  Bei  weiter  abnehmendem  n 
wird  er  zunächst  seine  Bewegungsrichtung  beibehalten^  also  sich  von 
dem  Äquator  wieder  entfernen  und  auf  die  südliche  Hälfte  der  Ein- 
heitskugel bez.  im  stereographischen  Bilde  in  das  Äufsere  des  Einheits- 
kreises übergehen.  Dementsprechend  würde  im  Bilde  fortan  der  Äquator 
der  innere,  der  bewegliche  Parallelkreis  der  äufsere  Begrenzungskreis 
werden.  Indessen  hält  die  genannte  Bewegungstendenz  nicht  lange  vor; 
es  giebt  nämlich  für  unseren  beweglichen  Parallelkreis  eine  tiefste 
(bez.  im  Bilde  eine  äufserste)  Lage.  Nachdem  diese  für  ein  gewisses  n 
erreicht  ist,  strebt  der  Parallelkreis  bei  weiter  abnehmendem  n  wieder 
dem  Äquator  zu,  mit  dem  er  ja  im  Falle  n  =  —  00  zusammenfallen 
mufs.  Aber  selbst  in  der  genannten  extremen  Lage  liegt  unser  Parallel- 
kreis unter  den  in  unseren  Figuren  vorausgesetzten  Verhältnissen  dem 
Äquator  so  nahe,  dafs  er  mit  dem  Auge  überhaupt  nicht  von  jenem 
zu  unterscheiden  sein  würde.     Dementsprechend  wird  auch   die  Bahn- 
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kurve  der  Kreiselspitze  dem  Äquator  dauernd  aufserordentlicli  nahe 
bleiben^  so  dafs  wir  auf  ihre  graphische  Wiedergabe  verzichten  müssen. 
Im  stereographischen  Bilde  würde  sie  den  Äquator  in  nahezu  kreis- 
förmigen Windungen  umschliefsen^  welche  den  grofsen  negativen  Werten 
von  n  entsprechend  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  mit  grofser 
Geschwindigkeit  durchlaufen  werden. 

Der  Kreis  der  Möglichkeiten^  welche  sich  bei  festgehaltenem  N 
und  variabelm  n  darbieten^  hat  sich  hiermit  geschlossen. 

Wir  könnten  nun,  ähnlich  wie  wir  bisher  an  die  Figur  25  an- 
knüpften,  aus  den  Figuren  26  und  27  durch  Hinzufügung  eines  seit- 
lichen Anstofses  entsprechende  Figurenserien  entwickeln.  Indessen  müssen 
wir  uns  damit  begnügen ,  später  (vgl.  §  7)  auf  die  hierbei  auftretenden 
Abweichungen  von  der  vorhergehenden  Serie  hinzuweisen. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  in  einem  Schema^  in  welchem  n  als 
Abscisse,  N  als  Ordinate  aufgetragen  wird^  die  vorstehend  verzeichneten 
Figuren  durch  Eintragung  ihrer  Nummer  lokalisieren. 


Pseudore^ivlciri 


J-'^rcLcessiotr- 


Fe  n  de  l 


n  -Aj:e 


Mg.  36. 


Die  Ordinatenaxe  unseres  Schemas  enthält  die  Figuren  24  bis  28; 
die  Abscissenaxe  entspricht  den  sämtlichen  Fällen  der  gewöhnlichen 
oder  sphärischen  Pendelbewegung.  Die  Figuren  29  bis  35  liegen  auf 
einer  der  Abscissenaxe  parallelen  und  wenig  von  ihr  entfernten  Geraden. 
Gehen  wir  parallel   der  Ordinatenaxe  ins  Unendliche^  so  kommen  wir 
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allemal  in  das  Gebiet  der  psendoregulären  Präcession;  schreiten  wir  in 
der  Richtung  der  Abscissenaxe  ins  Unendliche  fort,  so  finden  wir  den 
Fall  der  schnellen  regulären  Präcession  vor.  Die  langsame  reguläre 
Präcession  bestimmt,  wie  aus  der  Formel  nN  =  PÄ  hervorgeht,  eine 
gleichseitige  Hyperbel  von  der  eingezeichneten  Lage.  Die  zweifach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  welche  durch  die  Gesamtheit  aller  Bahn- 
kurven bei  horizontaler  Anfangslage  der  Figurenaxe  und  bei  positivem 
Betrage  des  Eigenimpulses  gebildet  wird,  findet  so  in  unserem  Schema 
eine  anschauliche  Darstellung. 


§  3.    Quantitative  Behandlung  der  allgemeinen  Bewegung  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels.     Ausführung  der   erforderlichen 

sechs  Integrationen. 

Wir  gehen  nun  von  der  angenäherten  qualitativen  Diskussion  zu  einer 
genauen  quantitativen  Behandlung  über,  wobei  wir  die  Beschränkung 
auf  den  Kugelkreisel  zunächst  fallen  lassen  und  einen  beliebigen  sym- 
metrischen Kreisel  von  den  Trägheitsmomenten  Ä  und  C  betrachten. 
Es  handelt  sich  hierbei  in  letzter  Linie  darum,  das  System  von 
Differentialgleichungen,  welches  die  Bewegung  des  Kreisels  reguliert, 
zu  integrieren. 

Zunächst  stellen  wir  einige  Impulsbetrachtungen  von  geometrischem 
Charakter  an,  welche  die  Ausführung  der  gedachten  Integrationen  teil- 
weise zu  ersetzen  vermögen.  Dabei  stützen  wir  uns  wesentlich  auf  den 
Fundamentalsatz  IIa  von  pag.  115,  nach  welchem  die  Änderungsge- 
schwindigkeit  des  Impulses  im  Räume  gleich  der  von  den  äufseren 
Kräften  herrührenden  Drehkraft,  d.  h.  in  unserem  Falle  gleich  dem 
Drehmoment  der  Schwerkraft  ist.  Wir  suchen  vor  allem,  ähnlich  wie 
pag.  123  beim  kräftefreien  Kreisel,  Näheres  über  die  Gestalt  der  beiden 
„Impulskurven^^  auszusagen,  d.  h.  derjenigen  Kurven,  welche  der  End- 
punkt des  Impulsvektors  relativ  gegen  den  Raum  bez.  relativ  gegen 
den  Körper  beschreibt. 

Erstens  bemerken  wir,  dafs  das  Drehmoment  der  Schwere,  welches 
ja  seiner  Axe  nach  in  die  Knotenlinie  fällt,  beständig  senkrecht  auf 
der  Vertikalen  steht.  Nach  unserem  Impulssatze  schreitet  also  auch 
der  Endpunkt  des  Impulses  im  Räume  beständig  senkrecht  gegen  die 
Vertikale  vorwärts.     Wir  sehen  hieraus: 

Der  EndpunM  des  Impulses  bewegt  sieh  relativ  gegen  den  Raum  in 
einer  horizontalen  Ebene;  unsere  erste  ImpulsJmrve  ist  also  eine  ebene 
Kurve;  die  ProjeMion  des  Impidses  auf  die  Vertikale,  d.  h.  die  früher 
als  „seitlicher  Änstofs"  bezeichnete  Gröfse,  hat  eine  unveränderliche  Länge. 
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Nennen  wir  die  Komponenten  des  Impulses  im  ^^^- System  (die 
Koordinaten  seines  Endpunktes),  wie  pag.  200  verabredet,  l,  m,  n,  so 
haben  wir  hiernach: 

(1)  n  =  const. 

Dieses  Resultat  wurde  schon  im  vorigen  Paragraphen  erwähnt  und  in 
einem  speziellen  Falle,  ähnlich  wie  soeben  geschehen,  begründet. 

Zweitens  fassen  wir  die  Kurve  ins  Auge,  welche  der  Endpunkt 
des  Impulses  relativ  gegen  den  Kreisel  beschreibt.  Dabei  werden  wir 
statt  von  dem  Impulssatze  IIa,  welcher  die  Anderungsgeschwindigkeit 
des  Impulses  im  ßaume  bestimmt,  von  dem  Impulssatze  IIb  von  pag.  145 
ausgehen,  durch  welchen  die  relativen  Änderungen  des  Impulses  gegen 
den  Kreisel  festgelegt  wurden.  Nach  diesem  letzten  Satze  ist  die  Änderungs- 
geschwindigkeit des  Impulses  relativ  gegen  den  Kreisel  nach  Richtung 
und  Grröfse  gleich  der  von  den  äufseren  Kräften  herrührenden  Drehkraft 
vermehrt  um  die  sogenannte  centrifugale  Drehkraft.  Letztere  wurde  1.  c. 
gleich  gefunden  dem  vektoriellen  Produkt  aus  Impuls-  und  Rotations- 
vektor; ihre  Axe  steht  mithin  senkrecht  auf  diesen  beiden  Vektoren 
und  also,  da  beim  symmetrischen  Kreisel  diese  beiden  Vektoren  mit 
der  Pigurenaxe  in  einer  Ebene  liegen,  auch  senkrecht  auf  der  Pigurenaxe. 
Da  überdies  auch  die  Drehkraft  der  Schwere  auf  der  Pigurenaxe  senkrecht 
steht,  so  sehen  wir,  dafs  der  Impuls-Endpunkt  im  Kreisel  beständig  senk- 
recht gegen  die  Pigurenaxe  fortschreiten  mufs.    Wir  haben  also  den  Satz : 

Der  EndpunU  des  Impulses  bewegt  sich  relativ  gegen  den  Kreisel  in 
einer  der  Aquatorebene  parallelen  Ebene;  auch  unsere  zweite  Impulslmrve 
ist  eine  ebene  Kurve;  die  ProjeMion  des  Impulses  auf  die  Pigurenaxe,  d.  h. 
die  oben  als  Eigenimpals  eingeführte  Gröfse,  hat  eine  unveränderliche  Länge. 

Bezeichnen  wir  die  Impulskomponenten  im  XYZ- System,  wie 
früher,  mit  L,  M,  N,  so  gilt  hiernach  die  Gleichung: 

(2)  N  =  consto 

Wir  haben  damit  ein  ebenfalls  schon  im  vorigen  Paragraphen  erwähntes 
Resultat  allgemein  abgeleitet. 

Neben  den  Impulskurven  können  wir  diejenigen  Kurven  betrachten, 
welche  der  Endpunkt  des  Rotationsvektors  relativ  gegen  den  Raum 
und  gegen  den  Kreisel  beschreibt,  d.  h.  die  Herpolhodie-  und  die  Fol- 
hodiekurve.  Von  diesen  zeigt  aber  nur  die  Polhodiekurve  ein  ent- 
sprechend einfaches  Verhalten,  wie  die  Impulskurven.  In  der  That 
liegt  die  Polhodiehurve  in  einer  0ur  Figur  enaxe  senior  echten  Ebene;  ihre 
Punkte  haben  von  der  Aquatorebene  den  festen  Abstand. 

N 
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Versuchen  wir  dagegen  den  entsprechenden  Übergang  von  unserer 
ersten  Impulskurve  zur  Herpolhodiekurve  zu  machen^  welcher^  wie  wir 
wissen^  in  einer  Deformation  nach  den  Axen  X,  Y,  Z  besteht^  so 
kommen  wir  wegen  der  veränderlichen  räumlichen  Lage  dieser  Axen 
zu  keinem  so  einfachen  Resultat;  die  HerpoThodiekurve  ist  (von  dem  Falle 
des  Kugelkreisels  abgesehen)  Tieine  ebene,  sondern,  wie  wir  demnächst 
zeigen  werden  ^  im  allgemeinen  eine  sphärische  Kurve. 

Diese  Bemerkung  kann  abermals  dazu  dienen^  die  Vorzüge^  welche 
in  kinetischer  Hinsicht  der  Impulsvektor  vor  dem  Rotationsvektor  dar- 
bietet, ins  rechte  Licht  zu  stellen.  Es  führt  offenbar  zu  Unzuträglich- 
keiten,  wenn  man  den  kinematisch  definierten  Rotationsvektor  auch  in 

kinetischen  Fragen  voran- 
stellen will.  Vielmehr  ist 
hier  der  Impulsvektor  das 
einfachste ,  die  Bewegung 
regulierende  Element. 

Während  wir  unsere  bis- 
herigen Schlüsse  aus  der 
Richtung  der  Impulsände- 
rung gezogen  haben,  wollen 
wir  nun  auch  ihre  Gröfse 
betrachten.  Wir  werden  so 
zu  einer  weiteren  Eigenschaft 
der  allgemeinen  Kreiselbe- 
wegung geführt  werden. 

Es  handle  sich  um  zwei 
benachbarte  Lagen  %  und  i^ 
des  Impulsvektors,  welche  dieser  am  Anfang  und  am  Ende  des  Zeit- 
intervalles  Ai^  inne  hat.  Die  Endpunkte  von  i^  und  i^  geben  eine 
Verbindungslinie  A^*,  welche  nach  unserem  Impulssatze  der  Knoten- 
linie K  parallel  ist  und  bei  hinreichend  kleinem  Ai^  die  Länge  hat 

(a)  I  Ai;  I  =  Psin'O'Af. 

Gleichzeitig  wird  nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsatz  (vgl.  die  Figur) 


'Fig.  37. 


(b) 


I  A^'l 


I  Ai|  cos  {i-^y  Li) 


=  I  A^l^-f-  2|iJ  I  Ai|  cos  {i^,  E), 

Nun  bedeutet  |i^  |  cos  (%;  J^T)  die  Projektion  des  Impulsvektors 
auf  die  Knotenlinie,  welche  bis  auf  den  Faktor  Ä  mit  der  Projektion 
des  Drehungsvektors  auf  diese  Gerade  übereinstimmt.  Eine  Drehung 
um    die   Knotenlinie   bringt   aber   in   der  Zeit  A^  eine  Änderung   des 
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Winkels  d^  hervor  von  solcliem  Betrage,  dafs  Ad" :  At  gleich  der 
Grröfse  der  genannten  Drehung  wird.     Wir  haben  also 

\h\  cos(^i,  K)  =  Ä-^ 
und  wegen  (a) 

(c)  \Ai\  \i^\  cos  (i^,  K)  =  AP  sin  %-  I\d^. 

Gehen  wir  in  Gleichung  (b)  zur  Grenze  At  =  0  über,  so  fällt  das 
Glied  zweiter  Ordnung  |  A^  |  ^  fort  und  wir  erhalten  mit  Rücksicht  auf  (c) 

d(\i\^)  ^  2ÄP ^in  d^ dd^  =  —  d{2AP  cos  d^). 

Mithin  hehält  der  Ausdruck 

\i\^  +  2APq,o^^ 

lei  der  Bewegung  seine  ursprüngliche  Größe  hei.  Bezeichnen  wir  diese 
feste  Grölse  mit  h,  so  haben  wir: 

(3)  |i|^  +  2J.P  cos  #  =  /<;. 

Diese  Beziehung  hätten  wir  ohne  weiteres  hinschreiben  können, 
wenn  wir  uns  aufser  auf  unsern  allgemeinen  Impulssatz  auch  auf  den 
Satz  der  lebendigen  Kraft  berufen  hätten,  welcher  ja  im  zweiten  Kapitel 
seinerseits  aus  unserem  Impulssatze  gefolgert  wurde.  In  der  That 
sehen  wir  sofort,  dafs  die  Gleichung  (3)  mit  Rücksicht  auf  (2)  in  den 
Satz  der  lebendigen  Kraft  übergeht.  Statt  (3)  können  wir  nämlich 
schreiben:  ^2  _|_  jyr2  _|^  jVj^2  _^  2  AP  cos  ^  =  Ä. 

Dividieren  wir  nun  mit  2A  und  führen  wir  rechts  eine  neue  Konstante 
h  ein,  welche  mit  der  früheren  durch  die  Formel: 

(^^)  ^  =  2ä  +  -T\^-ä) 

zusammenhängt,  so  entsteht 

(3b)  y  ( ^ j-  -^j    +  P  cos  ^  =  /^. 

Hier  bedeutet  der  erste  Term  der  linken  Seite  die  kinetische  Energie 
T  des  Kreisels 

T  =  1  (^^1+^  +  ^  =  I  (Äip^  +  a^  +  Cr^); 

der  zweite  Term  stellt  die  potentielle  Energie  U  im  Falle  der  Schwere- 
wirkung dar.  Es  ist  nämlich  nach  der  Definition  von  pag.  117,  118 
du  =  —  dA ,  wo  dA  die  von  den  äufseren  Kräften  an  unserem  System 
bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung  geleistete  Arbeit  ist,   d.  h.   in 

unserem  Falle 

dA  =  P^md^dd^, 
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Mithin  folgt  in  der  Tliat 

so  dafs  wir  statt  (3  b)  wieder  schreiben  können 
(3')  T+U=h. 

Die  vorstehende  geometrische  Überlegung  müssen  wir  also  auf- 
fassen als  einen  neuen,  auf  den  schweren  symmetrischen  Kreisel  m- 
geschnittenen  Beweis  vom  Sat^e  der  lebendigen  Kraft 

Wir  wollen  uns  nun  die  analytische  Bedeutung  unserer  bisherigen 
Resultate  klar  machen.  Wir  werden  sehen  ^  dafs  wir  in  den  Glei- 
chungen (1),  (2)  und  (3)  drei  erste  Integrale  der  Differentialgleichungen 
des  schweren  symmetrischen  Kreisels  gefunden  haben. 

Zu  diesem  Zwecke  werden  wir  diese  Gleichungen  neuerdings  aus 
den  Differentialgleichungen  durch  Integration  ableiten.  Am  bequemsten 
legen  wir  die  letzteren  in  der  Form  der  allgemeinen  Lagrangeschen 
Gleichungen^  wie  sie  auf  pag.  154  angegeben  sind^  zu  Grunde.  Hier 
haben  wir  für  T  den  Ausdruck  (6)  von  pag.  156  einzutragen 

T = ^  (sin'^  ^ .  1^'^  +  #'2)  +  ^  ((p'  +  cos  ^ .  ry, 

aus  welchem  folgt:  ^^       ^m 

dcp         dip 

Andrerseits  ist  die  Arbeit,  welche  die  Schwerkraft  bei  der  unendlich 
kleinen  Verrückung  dcp,  dip,  d%'  leistet,  wie  eben  benutzt  wurde: 

dA  =  (i>dcp  +  ^dilj  +  0fZO'  =  Psin^^^. 

Die  Komponenten  0^  y^  0  der  äufseren  Kraft  in  Richtung  der  Koordi- 
naten (p^  ^j  %"  sind  also 

0  =  v(/  =  O,      0  =  Psin'^. 

Daraufhin  gehen  die  beiden  ersten  Lagrangeschen  Gleichungen 
über  in  -,r .-,         ,r,ifr 

dt  dt  ' 

wir  haben  also  für  die  ganze  Dauer  der  Bewegung 
[0]  =  const,       [¥]  =  const. 

Nun  sind  aber  nach  pag.  109  die  Impulskomponenten  [O]  und  [Y] 
nichts  anderes  als  die  senkrechten  Projektionen  des  Impulsvektors  auf 
die  Figurenaxe  und  die  Vertikale,  also  bez.  gleich  N  und  n.  Unsere 
vorstehenden  Gleichungen  sind  also  mit  (1)  und  (2)  identisch.  Die 
festen  Werte  unserer  beiden  Impulskomponenten  werden  wir  daraufhin 
als  zwei  erste  Integrationskonstanten  bezeichnen  können. 
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Natürlicli  können  wir  dieselben  Integrale  auch  aus  den  Eulerschen 
Grleichungen  von  pag.  141^  142  ableiten.  Hier  haben  wir  Ä  =  B  zu 
setzen  und  für  A^  M;  N  bez.  die  Werte  einzutragen: 

A  =  Psin^cos(jBr,  X),   M  =  Psin^cos  (^,  7),  N  =  Psin'^cos(Z;^. 

Dabei  ist  zunächst 

cos  (E,  Z)  ==  0, 

weil  die  Knotenlinie  auf  der  Figurenaxe  senkrecht  steht;  da  wir  ferner 
(vgl.  Fig.  3  auf  pap.  18)  den  von  der  Knotenlinie  aus  gezählten  Winkel^ 
welchen  dieser  Halbstrahl  mit  der  positiven  X-Axe  bildet^  mit  cp  be- 
zeichnen^ so  wird 

cos  (K,  X)  =  cos  (p,       cos  (K,  Y")  =  —  sin  g?. 

Es  ergiebt  sich  also 

A  =  P  sin  •O'  cos  9?^     M  =  —  P  sin  '^  sin  9?,     N  =  0. 

Die  dritte  der  Gleichungen  (3'')  von  pag.  142  lautet  daher  einfach 

0^  =  0     oder    ^=0, 
dt  dt  ^ 

SO  dafs  sich  wieder  die  Gleichung  (2)  ergiebt. 

Die  Ableitung  von  (1)  aus  den  Euler  sehen  Gleichungen  würde 
eine  etwas  längere  Umrechnung  erfordern^  welche  wir  hier  unterdrücken 
wollen. 

Unsere  Gleichung  (3)  schliefslich  können  wir  nach  der  gewöhn- 
lichen analytischen  Beweismethode  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft 
aus  den  Lagrangeschen  oder  Eulerschen  Gleichungen  finden^  indem  wir 
diese  mit  geeigneten  Faktoren  multiplizieren  und  addieren;  hierbei 
tritt  als  dritte  Integrationskonstante  unsere  obige  Gröfse  /^^  die  Kon- 
stante der  lebendigen  Kraft  ^  auf^  welche  unserer  obigen  Konstanten  h 
äquivalent  ist. 

Aufser  den  drei  Integralgleichungen  (1)  bis  (3)  verlangt  die  voll- 
ständige Integration  unseres  Problems  die  Aufstellung  von  drei  weiteren 
Beziehungen  zwischen  den  Lagenkoordinaten  des  Kreisels  und  der  Zeit 
mit  je  einer  willkürlichen  Integrationskonstanten.  Diese  Beziehungen 
lassen  sich  nicht,  wie  unsere  drei  ersten  Integrale,  in  elementarer 
Form  angeben;  dementsprechend  dürfte  es  kaum  gelingen,  sie  durch 
direkte  geometrische  Betrachtungen  abzuleiten.  Immerhin  ist  ihr  ana- 
lytischer Charakter  sehr  einfach;  sie  lassen  sich  nämlich  durch  blofse 
Quadraturen  herstellen. 

Wir  müssen  jetzt  neben  den  Eulerschen  die  sog.  kinematischen 
Gleichungen  (9)  von  pag.  45  bez.,    was   bequemer  ist,   neben   den  La- 
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grangeschen  Gleichungen  (1)  von  pag.  154  die  Gleichungen  (2)  (s.  eben- 

berücksichtigen.  In  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  tragen  wir 
links  die  konstanten  Werte  N  und  n  ein  5  die  rechten  Seiten  berechnen 
wir  nach  dem  oben  angegebenen  Ausdrucke  von  T,     Wir  finden  so 

C((p' +  cos -0"  1/^0  =  -^; 
C  cos  d"q)'  +  (Ä  sin^  ^  +  0  cos^  d^Jt'  =  n. 

Durch  Kombination  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  zunächst 
.  .x  ,  f        n  —  JV  cos  -O" 

sodann  folgt  aus  der  ersten  Gleichung: 


(5)  ^'=2^(^_^)  + 


N  —  n  cos  -0" 


A  sin^  ^ 

Die  Integration  nach  t  läfst  sich  in  dieser  Form  natürlich  noch 
nicht  ausführen.  Gehen  wir  aber  mit  den  gefundenen  Werten  von  9' 
und  t/;'  in  die  Gleichung  (3')  der  lebendigen  Kraft  hinein^  so  er- 
giebt sich: 

¥1^     +(     ^sin^     )}+Yi-ö^l  +  Peos#  =  /.. 

Hier  führen  wir  die  wichtige  Hülfsvariable 

U  =  cos  d" 

ein-,    die  vorstehende   Gleichung  schreibt   sich   dann^    nachdem  wir  sie 
mit  2  Ä  sin^  d"  multipliziert  haben : 

Somit  wird 

wo    U  eine   Abkürzung   für   den  folgenden   etwas    komplizierten   Aus- 
druck bedeutet: 

(7)     U=^[2Ä}i(l~-u^)-(Nu-ny-^N\l~~u')~2APu{l-u')], 

In   U  führen  wir  statt  der  Konstanten  h  unsere  frühere  Gröfse  k  ein; 
da  nach  Gleichung  (3  a) 

2Äh  —  ^m  =  h  —  N^ 
wird^  so  ergiebt  sich: 

(7')  U=  ^,\—{Nu  —  nf+(l  —  N^  —  2AFu){l—u^)] 
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oder^  nach  Potenzen  von  u  geordnet: 

(7'')     U=  jj[2ÄPu'  —  hu^  +  2{nN—ÄP)u-i-(h  —  N'  —  n% 

Da   U  lediglich  von  unserer  Hülfsvariabeln  u  abhängt^  läfst  sich 
die    Integration    in    (6)    unmittelbar    ausführen.      Wir    haben    nur    zu 
schreiben : 
(60  dt  =  ^- 

Tragen  wir  diesen  Wert  von  dt  in  (4)  und  (5)  ein^   so   gehen  letztere 

Gleichungen  über  in 

/  4  ,N  T  ,  n  —  Nu     du 

(4  )  df  =  ■ — 

und 

/K/\  7  tit/I  1\    -,,    ,      N  —  nu     du 

Nunmehr  führen  wir    die  Quadraturen  in  (4');  (50  nnd  (60   aus 
und  bekommen: 


(8) 


^ 


^ 

Nu     du 


___  rdu 

A{i-u^)  yü' 

/*  N — nu     du      .     T^r  / 1  1\^ 


wobei   U  durch  (7)^  (70  oder  (7'0  definiert  ist. 

Die  drei  additiv  hinzutretenden  Integrationskonstanten  haben  wir 
nicht  hinzugeschrieben  ^  weil  sie  für  den  geometrischen  Charakter  der 
zugehörigen  Bewegung  belanglos  sind.  Diese  Integrationskonstanten 
sind  etwa  die  Werte  ^^^  ijJqj  g)Q^  welche  wir  dem  Werte  von  u  an  der 
unteren  Grenze  der  Integrale  zuordnen  mögen.  Sie  können  durch  passende 
Wahl  des  Zeitpunktes,  von  dem  aus  wir  t^  sowie  durch  passende 
Bestimmung  der  Axen  x  und  X,  von  denen  aus  wir  -^  und  (p  messen, 
herausgeschafi't  werden.  Immerhin  konstatieren  wir,  dafs  wir  in  den 
drei  wesentlichen  Konstanten  n^  N  und  h  (oder  h)^  sowie  in  den  drei 
unwesentlichen  Konstanten  t^^  ijJq  und  (pQ  die  erforderliche  Anzahl  von 
sechs  wilTkürlichen  Gröfsen  bekommen  haben,  welche  zu  der  allge- 
meinen Bewegung  eines  Systems  von  drei  Freiheitsgraden  gehören. 

Dafs  wir  in  solcher  Weise  durch  blofse  Quadraturen  zum  Ziel 
gelangten,  werden  wir  an  dieser  Stelle  als  einen  Glücksfall  ansehen, 
der  übrigens  nicht  vereinzelt  dasteht.  In  der  That  werden  wir  im 
letzten  Kapitel  eine  umfassende  Klasse  wichtiger  mechanischer  Probleme, 
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die  Bewegungen  der  sogenannten  cy Mischen  Systeme ,  kennen  lernen^ 
welche  sich  genau  so  wie  unser  Kreiselproblem  durch  blofse  Quadra- 
turen teilweise  oder  vollständig  behandeln  lassen.  Der  Kreisel  wird 
dort  als  ein  instruktives  Beispiel  zur  Theorie  der  cyklischen  Systeme 
erscheinen.  Gleichzeitig  wird  die  hier  befolgte  Integrationsmethode 
durch  Vergleich  mit  den  allgemeineren  Problemen  eine  neue  Beleuchtung 
erfahren. 

In  historischer  Hinsicht  bemerken  wir  schliefslich^  dafs  man  die 
Aufstellung  der  obigen  Integralformeln  Lagrange*)  verdankt,  der  das 
Problem  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  zum  erstenmale  allge- 
mein in  Angriff  genommen  hat. 

§  4.  Allgemeine  Periodicitätseigenscliaften  der  Bewegung.   Vorläufiges 
über  das  Verhalten  der  elliptischen  Ingrale  bei  Umlaufung  des  Inte- 
grationssegmentes.    Integraldarstellung  der  a^  ß^  y,  d. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Integrale  für  t,  ^  und  (p 
bezeichnet  man,  da  sie  die  Quadratwurzel  aus  einem  Ausdrucke  dritten 
Grades  unter  dem  Integralzeichen  führen,  als  elliptische  Integrale.  Be- 
kanntlich lassen  sich  solche  Integrale  im  allgemeinen  nicht  durch 
elementare  Funktionen  ersetzen.  Sie  definieren  vielmehr  eine  Klasse 
transcendenter  Punktionen,  welche  von  den  Mathematikern  seit  100  Jahren 
mit  Vorliebe  untersucht  worden  ist. 

Es  soll  unsere  nächste  Aufgabe  sein,  aus  der  Form  dieser  Punk- 
tionen die  allgemeinsten  und  augenfälligsten  Eigenschaften  der  Be- 
wegung des  schweren  Kreisels  abzulesen.  Insbesondere  wollen  wir  auf 
analytischem  Wege  begründen,  dafs  die  Kreiselspitze  fortgesetzt  zwischen 
zwei  Parallelkreisen  der  Einheitskugel  auf-  und  abschwankt  und  dafs 
ihre  Bahnkurve  aus  lauter  kongruenten  oder  symmetrisch  gleichen 
Stücken  besteht.  Diese  Thatsachen  wurden  bereits  in  den  ersten  Para- 
graphen dieses  Kapitels  auf  mechanisch-geometrischem  Wege  dargethan. 
Abgesehen  von  der  genaueren  Begründung  der  früheren  etwas  unsicheren 
Schlüsse  werden  wir  durch  das  Folgende  die  Möglichkeit  erreichen,  die 
Gestalt  der  Bahnkurven  im  einzelnen  durch  numerische  Rechnung  zu 
kontrollieren. 

Wir  haben  dabei  im  Grunde  dieselben  Betrachtungen  anzustellen, 
die  sonst  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  entwickelt  werden. 
Indem  wir  diese  Betrachtungen  an  unser  konkretes  Beispiel  anknüpfen, 
hoffen  wir  geradezu  eine  bequeme  erste  Einführung  in  diese  Theorie 
zu  geben,  welche  wir  hier  nicht  als  bekannt  voraussetzen  werden. 


*)  In  der  Mecaniqiie  analytique  sec.  partie^  sect.  IX,  Nr.  35.   Ges.  W.  Bd.  XII. 
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Wir  stellen  uns  fürs  Erste  durcliaus  auf  den  Standpunkt  der  älteren 
Autoren^  etwa  auf  den  Legendres,  und  betrachten  nur  reelle  Werte 
der  Integrationsyariabeln  u^  welche  wir  uns  auf  einer  Geraden^  der 
^j^f-Axe",  repräsentieren  werden.  Wegen  der  geometrischen  Bedeutung 
von  u  (u  ==  cos  d")  kommt  von  dieser  Axe  für  die  Mechanik  direkt  nur 
das  Stück  zwischen  —  1  und  -j-  1  in  Betracht. 

Auch  dieses  Stück  wird  bei  den  Kreiselbewegungen  im  allgemeinen 
nur  teilweise  von  ^t  bestrichen.  Da  nämlich  das  Inkrement  von  t  sicher 
eine  reelle  Gröfse  sein  mufs^  so  darf  u  wegen  der  Beziehung 

T, du 

nur  solche  Werte  annehmen^  für  welche  ]/C/^  reell ^  also  U  positiv  ist. 
Nun  wird  aber  U  in  den  Punkten  u  ==  ^1  im  allgemeinen  negativ 
und  niemals  positiv.  Wir  haben  nämlich  nach  Gleichung  (7')  des 
vorigen  Paragraphen 

für     u=  +  l  '  '  '  '    U=  ~  ^  (AT—  n)\ 

für     u  =  —  l''''   U=  —  ^(N-\-  n)\ 

d.  h.  U  <0j  sofern  nicht  gerade  iV=  +  ^^  ^^^  ^^^^  ü  ==  0  ist.  Daher 
erscheint  die  Variable  it  auf  ein  gewisses  Intervall  zwischen  —  1  und 
-j-  1  eingeschränkt^  in  welchem  U  positiv  ist.  Ein  solches  Intervall 
mufs  stets  vorhanden  sein;  wäre  es  nämlich  nicht  vorhanden^  so  müfsten 
wir  sagen,  dafs  die  in  U  eingehenden  Integrationskonstanten  n^  N 
und  h  im  Sinne  der  Mechanik  unzulässig  gewählt  sind,  weil  ihnen 
keine  reelle  Bewegung  entspricht.  Die  Grenzen  unseres  Intervalles 
werden  durch  zwei  Punkte  gebildet,  in  denen  U  verschwindet.  Es 
seien  dieses  die  Punkte  u  ==  e  und  li  =  e\ 

Aufser  diesen  beiden  Wurzeln  besitzt  die  Gleichung  U  ==  0  noch 
eine  dritte  Wurzel,  welche  notwendig  reell  ist  und  aufserhalb  des 
Intervalles  —  1  bis  -f-  1  liegt.  Wir  bezeichnen  sie  mit  e''*)  und  zeigen 
leicht,  dafs  je  nachdem  P  >  oder  <  0  ist,  e''  >  -|-  1  oder  <  —  1 
wird.  In  der  That  nimmt  U  bei  unendlich  grofsem  ii  das  Vorzeichen 
des  in  u  höchsten  Gliedes,  also  nach  Gleichung  (7')  des  vorigen  Para- 
graphen das  Vorzeichen  von  Pu^  an.  Dieses  Vorzeichen  ist  im  Falle 
P>0  positiv  für  u==  +  oo,  im  Falle  P<0  für  ^(  =  — cx);  Z7  wechselt 
also   im   ersteren  Falle  sein  Vorzeichen  zwischen  -f-  oo  und  +  1,   im 

*)  Weierstrass  bezeichnet  die  drei  Wurzeln  des  Ausdrucks  dritten  Grades 
unter  dem  Integralzeichen  durchweg  mit  e^ ,  e^,  e^.  Wir  haben  die  obige  ab- 
weichende Bezeichnung  gewählt,  weil  bei  uns  nicht  die  Wei erstrassische  Nor- 
mierung des  Integrales  vorliegt. 

Klein-Sommerfeld,  KTeisolbewegung.  15 
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letzteren  zwischen  •-—  oo  und  —  1.  Die  fragliche  dritte  Wurzel  liegt 
also  sicher  auf  unserer  ii-Axe  und  zwar  im  Falle  P>0  rechterhand 
von  u  =  -\-lj  im  Falle  P  <  0  linkerhand  yon  u  =  —  1. 

Wir  müssen  weiterhin  zwischen  den  beiden  Vorzeichen  von  ]/[/" 
gut  unterscheiden.  Es  ist  deshalb  bequem,  statt  der  einfachen  u-Axe 
eine  Doppelaxe  zu  Grunde  zu  legen,  oder,  wie  wir  auch  sagen  können, 
die  u-Axe  doppelt  überdeckt  zu  denken.  Je  zwei  übereinanderliegende 
Punkte  dieser  Doppelaxe  (vgl.  Fig.  38)  repräsentieren  uns  dann  den- 
selben Wert  von  u  und  [/",  aber  entgegengesetzte  Werte  von  ]/[/".  In 
den  Verschwindungspunkten  von  U  sind  diese  beiden  entgegengesetzten 
Werte  nicht  verschieden.  Dasselbe  gilt  von  der  Stelle  ^  =  4:^^;  ^^ 
yil  die  beiden  funktionentheoretisch  nicht  verschiedenen  Werte  +  c» 
annimmt.  Wir  bringen  dieses  in  der  Figur  dadurch  zum  Ausdruck, 
dafs  wir  an  diesen  Stellen  die  beiden  Überdeckungen  der  Axe  in  einen 
Punkt  zusammenlaufen  lassen.  Die  vier  Punkte  e,  e',  e",  oo  bezeichnen 
wir  auch,  indem  wir  die  übliche  Terminologie  der  BiemannscJien  Fläche 
vorbereiten,  als  Verzweigungspunkte.  Überhaupt  entspricht  die  Mafs- 
nahme  der  doppelten  Überdeckung  unserer  u-Axe  bereits  dem  von 
Riemann  in  die  Funktionentheorie  eingeführten  Ideenkreise,  dem  wir 
aber  erst  im  sechsten  Kapitel  näher  treten  können. 


Fy  o 


-i\  Vv\ 


■\^\ 


\VlJ\ 


r  <  o   { 


Wie  wir  im  übrigen  die  positiven  und  negativen  Werte  der  Quadrat- 
wurzel auf  die  beiden  Überdeckungen  verteilen,  ist  von  dem  hier  ein- 
genommenen Standpunkte  der  reellen  Integrationsvariabein  aus  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  in  unser  Belieben  gestellt.  Natürlich  werden 
wir  die  Wertefolge  von  l/?7  in  den  beiden  Überdeckungen  so  ein- 
richten, dafs  sie  eine  stetige  Folge  wird,  dafs  also  ein  Yorzeichen- 
wechsel  nur  in  den  Verzweigungspunkten  ([/"==  0  oder  TJ  =  oo)  ein- 
tritt. Dabei  bleibt  in  jedem  der  Intervalle  ee,  e  e"  u.  s.  w.  noch  je 
eine  Vorzeichenwahl  willkürlich.    Erst  später,  wenn  wir  von  komplexen 
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Werten  der  Gröfse  u  sprechen  werden^  wird  sich  auch  hierfür  eine 
bestimmte  Regel  ergeben.  Vorläufig  haben  wir  die  in  den  vorstehen- 
den Figuren  enthaltene  Vorzeichenbestimmung  als  eine  willkürliche 
Pestsetzung  anzusehen. 

Wir  untersuchen  jetzt  das  für  t  aufgestellte  elliptische  Integral  in 
seiner  Abhängigkeit  von  u  etwas  näher.  Dabei  benutzen  wir  die  evidente 
Thatsache^  dafs  in  der  Mechanik  die  Zeit  nicht  nur  eine  reelle^  sondern 
auch  eine  beständig  wachsende  Gröfse  bedeutet^  dafs  also  dt  notwendiger- 
weise positiv  sein  mufs. 

Als  untere  Grenze  des  Integrales  nehmen  wir  den  kleineren  der 
beiden  zwischen  —  1  und  -|-  1  enthaltenen  Wurzelwerte  von  U=  0^ 
welchen  wir  (wie  in  den  Figuren)  mit  e  bezeichnen.  Von  hier  aus  müssen 
wir  u  in  das  mechanisch  allein  brauchbare  Intervall  zwischen  e  und  e' 
eintreten  lassen  und  zwar^  nach  dem  vorangestellten  Prinzipe^  in  die 
obere  Üb  er  d  eckung  dieses  Intervalles^  damit  wir  für 

dt  =  —prz. 

Yü 

einen  positiven  Wert  erhalten.  Darauf  haben  wir  Uj  beständig  in  der 
oberen  Überdeckung  bleibend,  wachsen  zu  lassen  bis  zum  Punkte  u  =  e. 
In  diesem  angekommen,  müssen  wir  umkehren,  damit  dt  reell,  und 
wir  müssen  in  die  untere  Überdeckung  übergehen,  damit  dt  positiv 
bleibt.  Sind  wir  zu  e  zurückgelangt,  so  müssen  wir  aus  demselben 
Grunde  in  die  obere  Überdeckung  übergehen.  Es  wiederholt  sich  dann 
fortgesetzt  dasselbe  Spiel. 

Der  Weg,  den  wir  der  Variahein  u  bei  der  Integration  mweisen 
müssen,  besteht  also  aus  der  hontinuierlichen  Umlaufung  des  Segmentes 
ee'  in  bestimmtem  Sinne..    (Vgl.  die  Pfeile  in  den  vorstehenden  Figuren.) 

Dieser  Satz  liefert  sofort  eine  erste  wichtige  Eigenschaft  der  all- 
gemeinen Kreiselbewegung.     Er  besagt  nämlich: 

Die  Bahnkurve  der  Kreiselspit^e  oseilliert  beständig  zwischen  0wei 
Parallelkreisen  cos  ^  =  e  und  cos  d'==e'  auf  der  Einheitskugel  hin  und  her. 

Zugleich  lernen  wir  hierdurch  die  Lage  der  beiden  Parallelkreise 
berechnen.  Wir  haben  zu  dem.  Zwecke  die  kabische  Gleichung  ?7=  0 
zu  lösen;  ihre  beiden  zwischen  —  1  und  -\-  1  gelegenen  Wurzeln  liefern 
uns  die  fragliehen  Werte  von  cos'^. 

Ferner  können  wir  nunmehr  die  Zeit  angeben,  welche  verstreicht, 
während  die  Kreiselspitze  von  ihrer  tiefsten  zu  der  nächstfolgenden 
höchsten  Lage  übergeht.     Wir  bezeichnen  sie  mit  co  und  haben 

(1)  »=/t^ 

e 

15* 
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Ebenso  grofs  ist  die  Zeitdauer,  in  welcher  die  Kreiselspitze  zu 
ihrer  tiefsten  Lage  zurückgelangt;  sie  ist  nämlich  wegen  des  für  die 
untere  Überdeckung  festgesetzten  negativen  Vorzeichens  von  Yll: 


/: 


\rü\ 


(0. 


Während  also  u  einen  vollen  Umlauf  um  das  Integrationssegment  ee' 
ausführt,  vergeht  jedesmal  die  Zeit  2g3.  Hierauf  beruht  es,  dafs  man 
2(0  als  die  Periode  des  ellijotischen  Integrals  bezeichnet  (jtsQiodog  = 
Umlauf). 

Auf  dasselbe  Zeitintervall  2  co  kommen  wir,  wenn  wir  u,  von  irgend 
einem  Werte  des  Integrationsintervalles  beginnend,  das  Segment  ee' 
umlaufen  und  zu  dem  Ausgangspunkt  zurückkehren  lassen.  Umgekehrt 
wird  also  auch  zu  je  zwei  Zeitpunkten,  welche  sich  um  203  oder  um 
ein  Vielfaches  dieser  Gröfse  unterscheiden,  derselbe  Wert  von  Uj  d.  h. 
dieselbe  Vertikal-Erhebung  der  Kreiselspitze  über  die  Äquatorebene 
der  Einheitskugel  gehören.  Die  Bewegung  der  Kreiselspit^e  stellt  daher, 
was  ihre  VertiMlkomponente  betrifft,  einen  in  der  Zeit  periodischen  Vor- 
gang da/r. 

Dasselbe  gilt  aber  aijCh  von  der  Horizontal -Komponente  dieser 
Bewegung.  Letztere  wird  uns  durch  die  wechselnden  Werte  des  Winkels  i^ 
bestimmt.  Ursprünglich  bedeutete  ja  ^  den  von  der  x-kxQ  aus  ge- 
messenen Winkel  nach  der  Knotenlinie.  Die  Knotenlinie  aber  steht 
auf  der  Pigurenaxe  und  auch  auf  ihrer  (orthographischen  oder  stereo- 
graphischen)  Projektion  in  der  Äquatorebene  beständig  senkrecht.  Da 
nun  die  Gröfse  von  ^  in  unserer  Integraldarstellung  von  pag.  223 
sowieso  nur  bis  auf  eine  additive  Integrationskonstante  definiert  ist, 
so  können  wir,  indem  wir  diese  Konstante  speziell  wählen,  i\)  auch 
direkt  auffassen  als  den  Winkel,  den  die  Projektion  der  Pigurenaxe 
mit  der  ^-Axe  bildet.     Die  Gleichung 

in  welcher  die  Punktion  tf»  das  oben  angegebene  elliptische  Integral  be- 
deutet, liefert  uns  darauf  direkt  die  Gleichung  der  Bahnkurve  in  Polar- 
koordinaten. Wir  haben  nur  noch  nötig,  u  durch  den  von  0  aus  ge- 
zählten Radius -Vektor  q  des  Bildes  der  Kreiselspitze  auszudrücken, 
indem  wir,  je  nachdem  es  sich  um  das  orthographische  oder  das 
stereographische  Bild  handelt,  setzen: 


u 


=  "j/l  —  Q^      oder      u  = 


1-^^ 


Es  ist  nun  klar,  dafs  das  Integral  if;  =  f(u)  ganz  ähnliche  Perio- 
dicitätseigenschaften  zeigen  wird,  wie  das  Integral  für  t^  welches  wir 


§  4.     Periodicitätseigenschaften  der  Bewegung.  229 

soeben  untersuchten.  Zunächst  haben  wir  den  Weg  der  Variabein  it 
in  unserem  Integrale  wegen  des  Faktors  — =  und  wegen  seiner  Be- 
deutung als  Inkrement  der  Zeit  ebenso  zu  bestimmen^  wie  oben  ge- 
schehen. Gehen  wir  dementsprechend  von  der  unteren  Grenze  e  aus^  so 
liefert  die  Integration^  einmal  bis  zum  Punkte  e'  ausgedehnt^  denjenigen 
charakteristischen  Zuwachs^  welchen  ijj  während  der  Zeit  co  erfährt. 
Wir  bezeichnen  denselben  mit  ifjüi  und  haben 


e 

(2)  t.,  =J 


Nu     dl 


e 

Das  Doppelte  dieses  Zuwachses  erhalten  wir^  wenn  wir  über  den 
Punkt  e'  hinaus  in  der  unteren  Überdeckung  weiter  integrieren  und 
zum  Ausgangspunkte  zurückkehren.  In  der  That  wird^  wegen  des  für 
die  untere  Überdeckung  festgesetzten  Vorzeichens  von  YÜ,  wieder 


/: 


Nu  du 


A{i-u^)  —lyui 

e' 

Derselbe  Wert  2ilJa)  ergiebt  sich  natu:  dch,  wenn  wir^  in  irgend 
einem  Punkte  unseres  Segmentes  beginnend  ^  die  Integrationsvariable 
dieses  einmal  vollständig  umlaufen  lassen.  Die  Gröfse  2  ^^  stellt  daher 
denjenigen  Zuwachs  dar,  welchen  das  Azimuth  der  Kreiselspitze  erfährt^ 
während  diese  von  irgend  einem  Punkte  aus  nach  Überschreitung  einer 
höchsten  und  einer  tiefsten  Lage  zu  einem  in  gleicher  Höhe  über  der 
Aquatorebene  gelegenen  Punkte  zurückkehrt.  Dieser  Zuwachs  ist  mithin 
derselbe  für  alle  Punkte  der  Bahnkurve.     Mit  anderen  Worten: 

Die  Bahnkurve  der  Kreiselspit^e  hommt  mit  sieh  mr  Deckung^  wenn 
wir  sie  um  die  Vertikale  du/rch  den  Winkel  2^0)  herumdrehen.  Sie  ie- 
steht  daher  aus  einer  (im  allgemeinen  unendlichen)  Serie  unter  sich  kon- 
gruenter Bögen,  deren  jeder  in  der  Zeit  2  03  durchlaufen  wird.  Die  Be- 
wegung der  Kreiselspit^e  stellt,  räumlich  wie  zeitlich  hetrachtet,  einen 
periodischen  Vorgang  dar. 

Die  soeben  ausgesprochene  Kongruenz  der  einzelnen  Kurvenbögen 
haben  wir  schon  früher  geometrisch  erkannt;  unsere  jetzige  analytische 
Ergänzung  lehrt  nun  darüber  hinaus^  die  Spannweite  der  Bögen  mittelst 
der  Gleichung  (2)  wirklich  zu  berechnen. 

Wir  wollen  sodann  analytisch  verifizieren^  was  wir  gleichfalls 
schon  früher  erkannt  haben,  dafs  nämlich  jeder  Bogen  der  Bahnkurve 
in  zwei  symmetrisch  gleiche  Halbbögen  zerfällt.  Wir  konstatieren  zu 
dem  Zwecke,  dafs,  unter  tt  irgend  einen  Wert  zwischen  e  und  e'  ver- 
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standen^  die  beiden  Integrale 


e  u 

j  d'^     und      f  6?i^j 


von  denen  wir  uns  das  erste  in  der  oberen^  das  zweite  in  der  unteren 
Überdeckung  ausgefübrt  denken^  denselben  Wert  (etwa  '^^  haben.  Nun 
geboren  auf  einem  bestimmten  unserer  kongruenten  Bögen  zu  dem 
Werte  u  je  zwei  Punkte^  welche  bez.  die  Azimuthe  i^^  und  ^g  haben 
mögen  ^  wobei 

^1  =  ^cü  —  ^0?  ^2  =  ^co  +  ^0- 

Wir  sehen  hieraus^  dafs  je  zwei  zu  demselben  u  gehörige  auf- 
einanderfolgende Punkte  unseres  Bahnkurvenbildes  hinsichtlich  der 
Geraden  ijj  =  ij;^  spiegelbildlich  liegen.  Jeder  einzelne  unserer  kon- 
gruenten Bögen  verfällt  daher ^  wie  behauptet  wurde ^  in  zwei  spiegel- 
hildlieJi  gleiche  Halbbögen. 

Schliefslich  gelten  genau  dieselben  Schlüsse  auch  hinsichtlich  des 
Integrales^  durch  welches  wir  g?  dargestellt  haben.  Wir  können  direkt 
sagen:  Auch  die  9 -Koordinate  nimmt  bei  einem  vollen  Umlauf  der 
Yariabeln  u  um  das  Integrations Segment  je  um  eine  bestimmte  additive 
Gröfse  2(pay  zu.  Infolgedessen  besiM  auch  die  Bewegung  des  Kreisels 
um  die  Figurenaxe  einen  periodischen  GharaMer.  Biese  Bewegung  wieder- 
holt sich  in  demselben  Tempo,  in  dem  sich  die  Bahnkurve  periodisch 
reprodimert.  Die  9p -Koordinate  ist  allerdings  für  den  geometrischen 
Charakter  der  Bewegung  weniger  wichtig^  wie  die  -i/;- Koordinate;  speziell 
kommt  sie  in  unserer  früheren  graphischen  Darstellung  der  Kreiselbe- 
wegung überhaupt  nicht  zum  Ausdruck. 

Wir  haben  unsere  bisherige  Diskussion  an  die  Ausdrücke  für  die 
Eulerschen  Winkel  ifj  und  (p  angeschlossen^  welche  auch  in  der  That^ 
wegen  ihrer  anschaulichen  Bedeutung^  bei  geometrischen  Fragen  am 
bequemsten  sind.  Wir  bemerken  aber^  dafs  zum  Zwecke  einer  ein- 
gehenden analytischen  Behandlung  unsere  Parameter  a^  ß^  y,  8  ent- 
schieden den  Vorzug  verdienen.  Dies  wird  im  sechsten  Kapitel  klar 
hervortreten.  Hier  begnügen  wir  uns  damit ^  aus  den  obigen  Aus- 
drücken der  t,  ijj  und  cp  entsprechende  Integraldarstellungen  für  die 
Logarithmen  unserer  Parameter  abzuleiten. 

Wir  knüpfen  dabei  an  die  ursprüngliche  Definition  der  a,  ß,  y,  d 
in  den  Gleichungen  (8)  von  pag.  21  an^  wonach  beispielsweise 

^•(y-^t//) 
^       — 5 — 
a  ==  cos  -^  '  e     ^ 


(3) 
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war.    Wir  bereclinen  nun  lg  cc^  indem  wir  für  cos  —  seinen  Wert  in  u, 
d.  h..  1/ — ~^~~  eintragen  und  erhalten  so: 

lg«  =  |lg(i*  +  l)  +  4(9  +  ^)-i-lg2. 

Jetzt  setzen  wir  für  (p  und  ip  die  Integrale  Ton  pag.  223  ein^ 
schreiben  auch  lg  {u  -\-  1)  in  ein  Integral  um  und  gestatten  uns,  die 
rechts  stehende  additive  Konstante  wegzuwerfen,  indem  wir  sie  mit 
der  nicht  hingeschriebenen  willkürlichen  Integrationskonstanten  ver- 
einigt denken.  Nach  gehöriger  Zusammenziehung  ergiebt  sich  für 
lg  a  der  folgende  Ausdruck,  dem  wir  sogleich  die  in  entsprechender 
Weise  gewonnenen  Darstellungen  für  lg  ß,  lg  7,  lg  8  hinzufügen: 

1^._    f\AYü+i{n  +  N)         JN  (1  1\\    du 

^  J    1         2J.(^+1)  "^     2     \G         AI]   -fü' 

1     R—    r  \AyiI  —  i{n  —  N)         JN  (1  1\\    du 

IgP— J    I        ^Aiu-'l)  2    \c        aJ]  yij' 

1        _    r  \AyU+i(n--  N)  ji_iN/l__   1\\    du_ 
^gr~J    \        ^A{u  —  l)         "+"    2     1(7         Al]  yu^ 

]     A—    r  U]/ü"— ^(i^  +  J^^)         JN  (1  1\\    du 

^g^— J    1        2^(1.  +  1)  2    \C        All  yü' 

Zunächst  möchte  es  scheinen,  als  ob  diese  Ausdrücke  komplizierter 
sind,  wie  die  Integraldarstellungen  für  9  und  iIj.  In  Wirklichkeit 
zeigen  sie  aber  ein  viel  einfacheres  funktionentheoretisches  Verhalten. 
Wir  werden  später  sehen,  dafs  die  Gröfsen  lg  ß^;  lg  /3,  lg  ;/,  lg  (J  so- 
genannte Normalintegrale  dritter  Gattung  sind,  während  sich  die  ^  und  cp 
nur  additiv  aus   solchen  einfachsten  Elementen  zusammensetzen  lassen. 

§  5.    Über  den  Zusammenhang  zwisclien  den  Bewegungen  verscliie- 

dener  Kreisel,   welche  dieselbe  Impnlskurve  liefern,   und  über  die 

Bewegung  des  Kugelkreisels. 

Wir  werden  in  diesem  Paragraphen  zeigen,  dafs  wir  uns,  wie 
früher  schon  gelegentlich  erwähnt  wurde,  fernerhin  nur  noch  mit  der 
Bewegung  des  Kugelkreisels  zu  befassen  brauchen.  Zu  dem  Zwecke 
stellen  wir  zunächst  eine  etwas  allgemeinere  Überlegung  an. 

Wir  betrachten  einen  bestimmten  „  ersten  ^^  symmetrischen  Kreisel 
und  fassen  die  Kurve  ins  Auge,  welche  der  Impuls -Endpunkt  bei 
irgendeiner  natürlichen  Bewegung  im  Räume  beschreibt.  Darauf  fragen 
wir  uns:  Können  wir  diese  Kurve  in  mehrfacher  Weise  als  Impulslcurve 
auffassen,    d.  h.    entsteht  dieselbe   Kurve   als   Ort  der  Endpunkte  des 
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Impulsvektors  im  Räume  etwa  noch  bei  einer  passend  gewählten  Be- 
wegung eines  ^^ zweiten"  symmetrischen  Kreisels?  Wir  werden  sehen^ 
dafs  diese  Frage  zu  bejahen  ist. 

Die  auf  die  Massenverteilung  und  die  Bewegung  unseres  ersten 
und  zweiten  Kreisels  bezüglichen  Konstanten  mögen  durch  den  Index 
1  und  2  unterschieden  werden,  so  dafs  also  Ä^^  C-^,  P^  bez.  Ä^,  C^,  Pg  die 
Trägheits-  und  Schweremomente  des  ersten  bez.  zweiten  Kreisels  be- 
deuten. Dabei  wollen  wir  den  zweiten  Kreisel  speziell  so  annehmen, 
dafs  er  dasselbe  äquatoriale  Hauptträgheitsmoment  und  dasselbe  Dreh- 
moment der  Schwere  aufweist,  wie  der  erste  Kreisel,  dafs  also 

das  Trägheitsmoment  um  die  Figurenaxe  bann  dagegen  verschieden 
sein.  Ferner  wollen  wir  die  Anfangslage  unseres  zweiten  Kreisels  so 
bestimmen,  dafs  seine  Figurenaxe  mit  der  des  ersten  Kreisels  zusammen- 
fällt, dafs  also  zu  Beginn  der  Bewegung 

'^1  ==  '^2  • 
Endlich  werden  wir  auch    die   Anfangslage  und  Grröfse    des   Impulses 
in  beiden  Fällen  gleich  bestimmen  müssen,  da  wir  ja  erreichen  wollen, 
dafs  beide  Kreisel  zu  derselben  Impulskurve  Anlafs  geben.    Wir  werden 
also  setzen 

und  werden  übrigens  bei  den  hiernach  als  gleich  vorausgesetzten  Kon- 
stanten Ä,  P,  n,  N,  h  die  Indices  fortlassen  können. 

Die  oben  gestellte  Frage  läfst  sich  nun,  wenn  wir  uns  auf  unsere 
expliciten  Integralformeln  berufen  wollen,  äufserst  leicht  entscheiden. 
Wir  brauchen  nur  zu  bemerken,  dafs  der  Ausdruck  von  U  in  Gleichung  (7 ') 
von  pag.  222,  ebenso  wie  die  Formeln  für  t  und  ip  in  den  Gleichungen  (8) 
von  pag.  223,  lediglich  von  den  für  beide  Kreisel  als  gleich  vorausge- 
setzten Impulsgröfsen  ^,  N  und  it,  sowie  von  Ä  und  P  abhängen,  da- 
gegen von  dem  als  verschieden  vorausgesetzten  Hauptträgheitsmomente  C 
unabhängig  sind.  Infolgedessen  werden  t  und  ip  für  beide  Kreisel  dieselben 
Funktionen  von  ii^  d.  h.  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  wird  nach 
ihrer  räumlichen  Gestalt  und  ihrer  zeitlichen  Durchlauf ung  bei  beiden 
Kreiseln  identisch.  Dafs  alsdann  auch  die  Impulskurven  identisch  werden, 
ergiebt  sich  direkt  aus  der  Gleichheit  der  Impulskomponenten  n  und  JV, 
sowie  aus  der  Gleichheit  der  Länge  des  Impulses,  welche  bei  ent- 
sprechend gleichen  Werten  von  cos  d"  durch  den  Satz  der  lebendigen 
Kraft  in  der  Form  der  Gleichung  (3)  von  pag.  219  ausgesprochen  wird. 

Unsere  obige  Frage  ist  daher  in  folgendem  Sinne  zu  beantworten: 
Ztt  einer  'bestimmten  möglichen  Impulskurve  gehören  unendlich  viele  mit 


§  5,     Zusammenhang  zwischen  den  Bewegungen  verschiedener  Kreisel.     233 

demselben  Anfangsimpuls  und  derselben  Anfangslage  der  Figurenaxe  vor 
sich  gehenden  Bewegungen  aller  derjenigen  symmetrischen  Kreisel  hinm, 
tvelche  dasselbe  Drehmoment  der  ScMvere  und  dasselbe  äquatoriale  Haupt- 
trägheitsmoment  besitzen.  Zugleich  mit  der  ImpulsJcurve  ivird  auch  die 
Bahnlmrve  der  Kreiselspit^e  bei  allen  solchen  Beivegimgen  identisch. 

Wir  können  uns  aber  auch  unmittelbar  geometriscb  von  diesem 
eigentümlicben  Zusammenhang  zwischen  den  Bewegungen  verschiedener 
Kreisel  Rechenschaft  geben 

Wir  vergleichen  zu  dem  Zwecke  den  Verlauf  der  Impulskurve  bei 
unserem  ersten  und  zweiten  Kreisel^  indem  wir  den  Anfangsimpuls 
successive  mit  dem  unendlich  kleinen  Drehstofse  der  Schwere  zusammen- 
setzen. Dabei  ergiebt  sich  wegen  der  Gleichheit  von  P  und  wegen 
der  Grleichheit  des  Anfangsimpulses  und  der  Anfangslage  der  Figurenaxe 
im  ersten  Momente  für  beide  Kreisel  dieselbe  Änderung  des  Impulses. 
Insbesondere^  können  wir  sagen,  behält  die  Differenz  \ii\^ — \hV  ^^" 
nächst  ihren  Anfangswert  Null  bei  oder,  genauer  gesagt,  der  DifPeren- 
tialquotient  dieser  Differenz  nach  der  Zeit  ist  in  der  Anfangslage 
gleich  Null. 

Wir  berücksichtigen  ferner,  dafs  zwischen  der  Länge  des  Impulses 
und  der  Neigung  der  Figurenaxe  für  die  Bewegung  beider  Kreisel  die 
unveränderliche  Relation  (3)  von  pag.  219  besteht: 

I  ^V  |2  +  2^P  cos  ^1  =  y^,     I  ^2 1 2  +  2  J-P  cos  %^^  =  h. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  schliefsen  wir,  dafs  die  Neigung 
der  Figurenaxe  gegen  die  Vertikale  sich  anfangs  in  beiden  Fällen  in 
gleicher  Weise  ändert.  Bilden  wir  nämlich  die  Differenz  der  vor- 
stehenden Gleichungen,  so  folgt  durch  Differentiation  nach  t\ 

2^P^  (cos^,- cos  ^,)=-^(i^J^- 14  |^)  =  0. 

Nehmen  wir  zu  der  Gleichheit  des  Neigungswinkels  ^  im  ersten 
Moment  noch  die  Gleichheit  der  Projektion  N  des  Impulsvektors  auf 
die  Figurenaxe  hinzu,  so  ergiebt  sich  mit  Notwendigkeit,  dafs  die 
anfangs  vereinigt  gelegenen  Figurenaxen  zunächst  vereinigt  bleiben. 

Wir  sind  damit  auf  dieselben  Bedingungen,  die  zu  Anfang  der 
beiden  Bewegungen  galten,  zurückgeführt.  Durch  Wiederholung  unseres 
Schlusses  sehen  wir  daher,  dafs  je  zwei  symmetrische  Kreisel,  welche 
dieselbe  Anfangslage  der  Figurenaxe  und  denselben  Anfangsimpuls  be- 
sitzen, bei  gleichen  Werten  von  A  und  P  dauernd  denselben  Impuls 
und  dieselbe  Lage  der  Figurenaxe  aufweisen  müssen.  Dies  ist  aber 
wieder  der  oben  ausgesprochene  Satz. 
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Je  zwei  der  liier  yergliclienen  Bewegungen  sind  natürlicli  nicht 
völlig  identisch.  Sie  unterscheiden  sich  beispielsweise  durch  die  Ge- 
stalt der  Herpolhodiekurve^  wie  wir  unten  noch  näher  ausführen 
werden.  Offenbar  fällt  nämlich  bei  gleicher  Impulskurve  und  gleicher 
Bahnkurve  der  Kreiselspitze,  aber  ungleichen  Werten  des  Hauptträg- 
heitsmomentes  C  Lage  und  Grröfse  des  Eotationsvektors  verschieden 
aus.  Diese  Verschiedenheit  der  instantanen  Drehung  kann  aber  nur  in 
der  bez.  Bewegung  der  beiden  Kreisel  um  die  Figurenaxe,  d.  h.  in  den 
Werten  des  Winkels  cp^  zum  Ausdrucke  kommen,  da  ja  die  Bewegung 
der  Figurenaxe  selbst,  wie  wir  sahen,  dieselbe  sein  mufs.  In  der  That 
kommt  denn  auch  G  in  der  Integralformel  für  (p  (s.  Gl.  (8)  von  pag.  223) 
explicite  vor. 

Nach  derselben  Gleichung  können  wir  aber  sagen,  dafs 

(1)  ^_j^(^_i.), 

für  je  zwei  Kreisel  unserer  Serie  dauernd  denselben  Wert  besitzt.  Es 
differieren  also  die  Rotationskomponenten  cp'  bei  zwei  solchen  Kreiseln 
nur  je  um  einen  konstanten  Betrag,  dessen  Gröfse  von  der  Verschieden- 
heit der  Trägheitsmomente  G  abhängt. 

Insbesondere  findet  sich  unter  der  Serie  unserer  mit  gleicher 
Impuls-  und  Bahnkurve  ausgestatteten  Kreisel  ein  Kugellcreisel.  Diesen 
werden  wir  mit  Vorliebe,  wenn  irgend  ein  „  erster ^^  symmetrischer 
Kreisel  gegeben  ist,  zum  Vergleich  heranziehen.  Sein  Trägheitsmoment, 
welches  wir  mit  Ä  bezeichnen,  haben  wir  nach  dem  Vorstehenden  so 
zu  bestimmen,  dafs  Ä==Ä^. 

Nehmen  wir  ferner  die  Gröfsen  P,  n,  N,  h,  sowie  die  Anfangs- 
lage der  Figurenaxe  den  entsprechenden  Gröfsen  des  vorgelegten  sym- 
metrischen Kreisels  bez.  gleich,  so  sind  wir  sicher,  dafs  die  Bahnkurve  des 
Kugelkreisels  mit  der  des  symmetrischen  Kreisels  identisch  wird,  während 
sich  gleichzeitig  die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  cp'  nur  um  eine 
konstante  Gröfse  unterscheiden.  KugeTkreisel  und  symmetrischer  Kreisel 
sind  also  für  unsere  Zwecke  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden. 
Hat  man  die  Bewegung  des  ersteren  allgemein  behandelt,  so  läfst  sich 
die  Bewegung  des  letzteren  sofort  angeben. 

Die  Möglichkeit  der  Reduktion  des  allgemeinen  Kreiselproblems 
auf  den  Kugelkreisel  ist  zuerst  von  Herrn  Darboux*)  bemerkt  worden. 

Eine  erste  Anwendung,  welche  wir  von  dieser  Reduktion  machen, 
soll  darin  bestehen,  dafs  wir  über  die  Herpolhodiekurve  des  symmetrischen 
Kreisels  einen  schon  pag.  218   erwähnten   Satz  beweisen.     Wir  wollen 

*)  Mouvement  d'un  corps  pesant  de  revolution ,  Journ.  de  Liouville,  ser.  IV, 
t.  1,  1885. 


§  5.     Zusammenliang  zwischen  den  Bewegungen  verscliiedener  Kreisel.     235 

zeigen:  JDie  Herpolhodiekurve  des  symmetrischen  Kreisels  ist  eine  sphä- 
rische Kurve. 

Wir  gehen  dabei  Yon  der  Thatsaclie  aus^  dafs  die  Herpolhodie- 
kurve des  zugehörigen  Kugelkreisels  eien  ist.  In  der  That  wird  ja 
beim  Kugelkreisel  die  Herpolhodiekurve  der  Impulskurve  ^  d.  h.  der- 
jenigen Kurve ^  welche  der  Endpunkt  des  Impulsvektors  im  Räume  be- 
schreibt, ähnlich.  Dafs  aber  letztere  eine  ebene  Kurve  ist,  wurde 
pag.  216  ausführlich  dargethan. 

Die  Koordinaten  der  Herpolhodiekurve,  welche  wir  wie  früher 
mit  7t,  K,  Q  bezeichnen,  haben  wir  pag.  45  durch  die  Werte  von  <p, 
1^,  O'  und  ihre  Differentialquotienten  dargestellt;  insbesondere  ergab 
sich  für  die  dritte  Koordinate: 

^  =  ^'-|-  cos  d"  '  cp\ 

Nun  hat  Q  beim  Kugelkreisel  vom  Trägheitsmomente  A  den  kon- 
stanten Wert  -j  •  Ferner  sind  die  Werte  von  t^  und  0-  beim  symme- 
trischen Kreisel,  wie  wir  eben  sahen,  den  entsprechenden  Werten  bei 
dem  zugehörigen  Kugelkreisel  bez.  gleich,  während  sich  nach  (1)  die 
Winkelgeschwindigkeit  cp'  beim  symmetrischen  Kreisel  aus  der  ent- 
sprechenden Gröfse  beim  Kugelkreisel  durch  Hinzufügung  von  ^ (77  —  -j ) 

berechnet.  Wir  haben  daher,  unter  ^'  den  Wert  dieser  Winkelgeschwindig- 
keit beim  Kugelkreisel,  unter  q  den  Wert  der  dritten  Herpolhodie- 
koordinate  beim  symmetrischen  Kreisel  verstanden: 


n 


=  il)' -\-  COS  '0'  •  9', 

^  ==  t/^'-(-  cos  O"  •  g)'+  -^Vc  —  z)  ^^^  ^ 
oder 

(2)  ^=-+Jvr(^_i.)cos^. 

Wir  drücken  ferner  die  Länge  des  Drehungsvektors  bei  der  Be- 
wegung des  symmetrischen  Kreisels  einmal  durch  seine  Koordinaten 
Tt,  %y  Qj  das  andere  Mal  durch  die  Koordinaten  j9,  ^,  r  aus,  wobei  wir 

N 
statt  r  auch  schreiben  können  -^-     So  erhalten  wir: 

(3)  ^2_,_^2_|.^2__p._^^2^|!. 

Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  in  der  Form  der  Gleichung  (3) 
von  pag.  219  gestattet  uns  sodann  p^  +  ^^  i^ook  in  anderer  Weise  zu 
berechnen.     Setzen  wir  nämlich  in  der  genannten  Gleichung 
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SO  ergiebt  sicli: 

Ä'  (i)2  +  q^)  +  J\r2  +  2  J.P  cos  '^  =  h 

oder 

„       ■  9        7c  —  N^—  2ÄPC0S& 

p'+r= 2^ — ' 

Gleicliung  (3)  gelit  mitliin  über  in 

(4)  .^+  .^+  ,^=  l^il^J^l  +  ^^  (^  -  i)  • 

Schliefslicli  eliminieren  wir  cos  d'  aus  (2)  und  (4)  und  finden  eine 
Gleichung,  in  der  aufser  7ty  n,  q  nurmebr  konstante  Gröfsen  Yor- 
kommen,  nämlicb: 

[O)  %  -^%  ^  Q   —  ^^  AN{A  —  G)    ^  -^^    \C^        AV 

oder 

(^ö  j    7t'' -\-  K  -\-  \Q -\r  jy-(j_  __c))    ~~  A'  ~^  AN{A  —  C)~^N'{A-  Cf 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  QÜier  Kugel.  Ihr  Mittelpunkt  liegt  auf 
der  Vertikalen  im  Abstände  wr^^zTcS  ^^"^  Unterstützungspunkte;  ibr 
Radius  ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  rechten  Seite  in  (5'). 
Die  Herpolhodiekurve  ist  also  in  der  That  eine  sphärische  Kurve, 

Die  Verschiedenheit  der  Herpolhodiekurve  für  yerschiedene  Kreisel 
unserer  Serie  folgt  auch  unmittelbar  daraus,  dafs  Lage  und  Gröfse  der 
Kugel  Yon  dem  Trägheitsmomente  C  abhängen.  Speziell  wird  für  den  in 
unserer  Serie  enthaltenen  Kugelkreisel  wegen  des  Nenners  A  —  G  der 
Radius  unendlich  grofs;  gleichzeitig  rückt  sein  Mittelpunkt  ins  Unend- 
liche. Die  sphärische  Kurve  geht  also  für  diesen  Spezialfall  in  eine 
ebene  Kurve  über,  wie  es  sein  mufs. 

Die  Einführung  des  Kugelkreisels  empfiehlt  sich  namentlich  auch 
wegen  eines  eigentümlichen  JReciprocitätsgesetzes y  welches  für  die  Be- 
wegung des  Kugelkreisels  Platz  greift.     Wir  behaupten: 

Die  umgekehrte  Bewegung,  d.  h.  die  relative  Drehung  des  Baumes 
gegen  den  als  fest  gedachten  Kreisel,  ist  leim  KugeTkreisel  wieder  eine 
KreiseTbewegung. 

Geometrisch  sehen  wir  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ein,  wenn  wir 
uns  im  Einzelnen  überlegen,  dafs  bei  der  direkten  Bewegung  des  Kugel- 
kreisels Figurenaxe  und  Vertikale  dieselbe  Rolle  spielen,  wie  bei 
der  umgekehrten  Bewegung  Vertikale  und  Figurenaxe  oder,  genauer 
gesagt,  wie  die  zur  Vertikalen  und  zur  Figurenaxe  diametralen  Halb- 
strahlen. 
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Der  analytische  Beweis  besteht  in  Folgendem:  Wir  setzen  in  den 
Gleichungen  (7 ')  und  (8)  von  pag.  222^  223  C  ==  J.  und  vertauschen  n  mit 
—  N  und  N  mit  —  n^  was  einer  Vertauschung  der  Vertikalen  mit  dem 
zur  Pigurenaxe  diametralen  Halbstrahle  u.  s.  w  entspricht^  während  wir 
unsere  dritte  Integrationskonstante  h  ungeändert  lassen.  Alsdann  bleibt 
der  Ausdruck  U  und  mithin  auch  die  Funktion  t  von  u  ungeändert. 
Gleichzeitig  geht  t^  in  —  cp  und  ^  in  —  '^  über.  Wir  wissen  aber 
aus  dem  ersten  Kapitel  (s.  pag.  30^  31)^  dafs  die  Umänderung  von 
d'j  il)j  cp  in  ^y  — (Pj  — il)  dem  Übergange  von  der  direkten  zu  der 
umgekehrten  Drehung  entspricht.  Die  umgekehrte  Bewegung  ist  also 
in  der  That  wieder  eine  Kreiselbewegung;  sie  ist  durch  die  wesent- 
lichen Konstanten  —  N,  —  n,  h  charakterisiert^  wenn  die  entsprechen- 
den Konstanten  der  direkten  Bewegung  n^  N^  h  lauten. 

Dieses  Reciprocitätsgesetz  ist  natürlich  nur  durch  die  besonderen 
Symmetrieverhältnisse  des  Kugelkreisels  bedingt.  Bei  allgemeineren 
Systemen  hat  die  umgekehrte  Bewegung  einen  ganz  anderen  kinetischen 
Charakter  wie  die  direkte^  worauf  bereits  pag.  12  hingewiesen.  Schon 
bei  dem  symmetrischen  Kreisel  verliert  u.nser  Reciprocitätsgesetz  seine 
Gültigkeit,  weil  in  diesem  Falle  bei  der  Konstruktion  des  Drehungs- 
vektors aus  dem  Impulsvektor  die  Figurenaxe  und  die  Vertikale  nicht 
gleichberechtigt  auftreten.  Analytisch  kommt  dieses  darin  zum  Ausdrucke, 
dafs  in  dem  Ausdrucke  von  9?  in  Gleichung  (8)  von  pag.  223  das  Glied 

auftritt,  welches  bei  der  Vertauschung  von  n,  N  mit  —  iV,  —  n  nicht 
ungeändert  bleibt. 

Wir  werden  später  aus  dem  somit  festgestellten  Reciprocitätsgesetze 
des  Kugelkreisels  einen  namhaften  Vorteil  bei  der  Berechnung  unserer 
Impulskurven  bez.  unserer  Polhodie-  und  Herpolhodiekurven  ziehen. 
Wenn  wir  nämlich  etwa  die  Polhodiekurve  oder,  was  beim  Kugelkreisel 
auf  dasselbe  herauskommt,  die  „zweite  Impulskurve"  irgendwie  ge- 
funden haben,  so  können  wir  die  Gleichungen  der  Herpolhodiekurve 
oder  die  der  „ersten  Impulskurve"  unmittelbar  herstellen.  Es  liegt 
nämlich,  wie  pag.  14  bemerkt,  die  Polhodiekurve  der  direkten  Be- 
wegung hinsichtlich  des  Unterstützungspunktes  diametral  zur  Herpol- 
hodiekurve der  umgekehrten  Bewegung.  Aus  der  Herpolhodiekurve 
der  umgekehrten  Bewegung  entsteht  aber  die  Herpolhodiekurve  der 
direkten  auf  Grund  unseres  Reciprocitätsgesetzes  durch  Vertauschung 
von  fij  N  mit  — N^  —  n.  Mithin  können  wir  folgende  Regel  zur  Ab- 
leitung der  Herpolhodiekurve  aus  der  als  bekannt  vorausgesetzten  Pol- 
hodiekurve aussprechen: 
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Man  hehre  die  Koordinaten  p,  q^  r  der  Folhodiekurve^  welche  als 
FunMionen  der  Zeit  und  der  Integrationslwnstanten  n^  N  und  fc  gefunden 
sein  mögen,  im  Vorzeichen  um  und  schreibe  —  N,  —  n  an  Stelle  von 
nj  N.  Dann  gehen  die  Koordinaten  Pj  c[,  r  der  Polhodiehurve  in  die 
Koordinaten  7t,  k,  q  der  HerpoThodielmrve  über.  In  derselben  Weise  er- 
geben sich  aus  den  Koordinaten  L,  M,  N  der  zweiten  ImpulsJcurve  die 
Koordinaten  l,  m,  n  der  ersten. 

Wir  stellen  hierunter  die  wichtigsten  der  bisher  gewonnenen  Formeln 
für  den  Spezialfall  des  Kugelkreisels  zum  leichteren  Gebrauch  zusammen. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  von  pag.  222  folgt  für  einen 
Kugelkreisel  vom  Trägheitsmomente  A\ 

/^N  ,,         n  —  Nu  ,         N  ~  nu 

die  Gleichungen  (8)  von  pag.  223  gehen  über  in 


cos  '0' ; 


(7) 


t 


^ 


-\/U' 


J  ^ 


Nu     du 


cp 


A{x--u^)  yu^ 

/'  N —  nu     du 

(7')  A^ü^  -  (Nu  —  nf  +  (1  —  ^-  2ÄPu)  (1  —  u')-, 

die  Integraldarstellungen  der  a,  ß,  y,  d  endlich  lauten  jetzt  nach  pag.  231: 

,                 rAyü+i(n  +  N) 
ig  a  ==  f  -  ^ —       — 


(8) 


2Ä(u  +  1) 
rAyU  —  i(n  —  N) 


2A{u  —  1) 

l^y^   fAVÜ+i{n-Nl 
^  ^        J  2  J.  (^  —  1) 

lg  d  =  ßVÜ-i{n±N) 


du 
du 

yW' 


u 


yw 

du 

yW 


2A{u+  1) 

Der  Übergang  zu  einem  symmetrischen  Kreisel  vom  Trägheits- 
momente C^Ä  wird  hinterher  einfach  dadurch  bewerkstelligt^  dafs 
wir  den  vorstehenden  Werten  von  (p  bez.  lg  a,  lg  ß,  lg  y,  lg  d  den  Term 


(9) 
hinzufügen. 


^&-t)^^-  ±Y^{i-i)* 
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§  6.  Kontrolle  der  in  den  ersten  Paragraphen  entwickelten  Bewegungs- 
formen des  Kugelkreisels ;  die  ch-arakteristisclien  Kurven  dritter  Ord- 
nung im  Falle  e  =  0. 

Nachdem  wir  im  vierten  Paragraphen  die  allgemeinen  Periodicitäts- 
eigenschaften  der  Bewegung  festgestellt  und  damit  eine  erste  Kontrolle 
für  die  anschaulichen  Entwickelungen  der  ersten  Paragraphen  erhalten 
haben  ^  wollen  wir  nun  eine  detailliertere  Einsicht  in  die  Gestalt  der 
Bahnkurven  zu  gewinnen  suchen^  soweit  dieses  auf  analytisch-algebraischem 
Wege  ohne  ein  näheres  Eingehen  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Inte- 
grale möglich  ist.  Wir  werden  zu  dem  Zwecke  untersuchen^  wie  die 
Gestalt  der  Bahnkurven  von  den  Konstanten  n^  N  und  Tc  abhängt. 
Dabei  können  wir  uns  nach  dem  vorigen  Paragraphen  auf  den  Fall 
eines  Kugelkreisels  ^  dessen  Trägheitsmoment  wir  mit  A  bezeichnen^ 
beschränken. 

Zunächst  wollen  wir  in  der  Wahl  der  Integrationskonstanten  eine 
Änderung  vornehmen.  Wir  wollen  nämlich  statt  der  Konstanten  h, 
welche  keine  hinreichend  einfache  geometrische  Bedeutung  hat  und  welche 
überdies,  damit  die  zugehörige  Bewegung  reell  ausfällt,  gewissen  ziem- 
lich komplizierten  Ungleichungen  zu  unterwerfen  ist,  eine  neue  Kon- 
stante einführen,  welche  uns  die  Anfangslage  der  Figurenaxe  gegen  die 
Vertikale  angiebt.  Und  zwar  wählen  wir  die  Anfangszeit,  von  der  aus 
wir  die  Bewegung  verfolgen,  wie  bereits  pag.  199  verabredet,  so  dafs 
in  ihr  die  Kreiselspitze  einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt  ihrer  Bahn- 
kurve auf  der  Einheitskugel  einnimmt.  Die  Anfangsneigung  (d'o)  der 
Figurenaxe  ist  alsdann  nach  pag.  227  bestimmt  durch  eine  der  zwischen 
—  1  und  +  1  gelegenen  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  U=  0. 
Bezeichnen  wir  diese  Wurzel  mit  e,  so  haben  wir  cos  '9'^  =  e. 

Wir  können  nun  die  Konstante  h  aus  U  eliminieren  und  statt 
ihrer  e  einführen.  Dies  geschieht  folgendermafsen.  Nach  der  Glei- 
chung (7')  des  vorigen  Paragraphen  haben  wir: 

1   —  U^  1   —  U^  ' 

Setzen  wir  u  =i  e,    so  soll   die    linke  Seite  verschwinden;    es   besteht 
also  die  weitere  Gleichung: 

1  —  e^       ' 

Nehmen  wir  die  Differenz  der  beiden  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  als 
Resultat  der  Elimination  von  Je: 

A'U^  -  {Nu—nf  +  {Ne~ny{l~u^)  _  2 ÄP{u -e)(l —u'). 
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Da  die  rechte  Seite  für  u  =  e  verschwinden  mufs^  so  können  wir 
u  —  e  als  Faktor  herausziehen.  Wir  setzen  dementsprechend,  indem 
wir  auf  gleichen  Nenner  bringen: 

wo   Vi,  wie  man  leicht  nachrechnet,  folgenden  Wert  hat: 

(2)  U^=—(u+e) {n^  +  N^)  +  2 JV^(1  +  eu)  —  2ÄP{l—e') {l—u% 

Indem  wir  so  eine  der  Wurzeln  unserer  kubischen  Gleichung  U=  0 
als  vorgegeben  ansehen  (indem  wir,  wie  man  sich  ausdrückt,  diese 
Wurzel  adjungieren) ,  hängt  die  Bestimmung  der  übrigen  nur  noch  von 
einer  quadratischen  Grleichung  U-^  =  0  ab.  Von  ihren  beiden  Wurzeln 
bestimmt  uns  diejenige,  welche  zwischen  —  1  und  -(-  1  gelegen  ist, 
den  anderen  Parallelkreis  u  =  e\  welcher  zusammen  mit  dem  bekannten 
Parallelkreise  ^^  ==  e  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  auf  der  Einheits- 
kugel eingrenzt. 

Die  Einführung  der  Konstanten  e  bringt  also  einen  doppelten 
Vorteil  mit  sich:  1)  wird  die  wenig  anschauliche  Konstante  Ä  durch 
eine  Gröfse  ersetzt,  welche  in  der  Anfangslage  der  Pigurenaxe  und  in 
der  Gestalt  der  Bahnkurve  unmittelbar  zum  Ausdruck  kommt,  2)  wird 
die  kubische  Gleichung  U  ==  0  durch  eine  leicht  lösbare  quadratische 
Gleichung  f7^  =  0  ersetzt.  Wir  werden  daher  im  Folgenden  n^  N  und  e 
als  die  wesentlichen  Elemente  der  Kreiselbewegung  ansehen  und  ge- 
legentlich als  Integrationskonstanten  bezeichnen. 

Indem  wir  nun  zu  einer  genaueren  Untersuchung  der  Bahnkurven- 
gestalten übergehen,  werden  wir  vor  allem  zu  wissen  wünschen,  wie 
die  Lage  des  zweiten  Begrenzungskreises  u  =  e  von  der  Wahl  der 
Integrationskonstanten  abhängt.  Da  es  unsere  nächste  Absicht  ist,  die 
Serie  der  Figuren  24  bis  35  einer  näheren  Kontrolle  zu  unterziehen, 
nehmen  wir,  wie  im  ersten  Paragraphen,  durchweg  an,  dafs  die  Piguren- 
axe anfangs  horizontal  steht,  und  setzen  dementsprechend  für's  erste 
e  =  0. 

In  den  Figuren  24  bis  28  hatte  n  den  festen  Wert  null,  während 
N  variirt  wurde.  Setzen  wir  also  e  =  n  =  0  und  etwa  N=v,  so 
stellt  uns  die  Gleichung  U^  =  0  die  fragliche  Abhängigkeit  zwischen 
u  und  v^  d.  h.  zwischen  der  Lage  des  Begrenzungskreises  tt  =  e'  und 
der  Gröfse  des  Eigenimpulses  v  =  N  dar.  Diese  Gleichung  lautet 
jetzt  folgendermafsen : 

(3)  uv'  =  —  2ÄP(l—u'). 

Während  sie  in  ii  vom  zweiten  Grade  ist,  erhöht  sich  ihr  Grad  wieder 
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auf  3^  sobald  wir^  wie  es  jetzt  geschehen  mufs^  li  und  v  gleichzeitig 
als  Variabele  ansehen.  Um  die  Abhängigkeit  zwischen  diesen  Grröfsen 
bequem  übersehen  zu  können^  deuten  wir  sie  als  rechtwinklige  Ko- 
ordinaten in  einer  iw-Woqmq^  u  als  Abscisse^  v  als  Ordinate  und  er- 
halten so  als  Bild  der  Gleichung  U^  =  0  eine  Kurve  dritter  Ordnung 
(„eine   C^^'). 

Die  Gestalt  dieser  C^  ist  leicht  zu  übersehen.  Zu  jeder  Abscisse  u 
gehört  ein  Paar  entgegengesetzt  gleicher  (nicht  notwendig  reeller)  Werte 
+  ^;  die  Gerade  ^^  =  const.  schneidet  also  die  Kurve  in  zwei  zur 
Abscissenaxe  spiegelbildlich  gelegenen  Punkten;  die  Kurve  selbst  liegt 
zu  dieser  Axe  symmetrisch.  Zusammenrücken  können  zwei  solche  Pimkte 
nur^  wenn  +  ^  =  0  oder  =  cx)  wird,  in  welchem  Falle  die  betr.  Ge- 
rade u  =  const.  unsere  Cg  berührt.  Nun  haben  wir  nach  Gleichung  (3) 
^  ==:  0,  wenn  '^^  =  +  1?  ^^^  i;  ==  oo,  wenn  ii  =  0  oder  =  oo  wird. 
Unsere  Kurve  besitzt  hiernach  in  den  Punkten  ^f  =  4-  1^  v  =  0  je 
eine  vertikale  Tangente  und  hat  die  Ordinatenaxe  zur  Asymptote. 

Bemerken  wir  ferner^  dafs  rechts  von  der  Ordinatenaxe  die  linke 
Seite  unserer  Gleichung  (3)  positiv  ist.  Die  rechte  Seite  ist  aber^  da 
wir  wie  in  §  1  P<0  voraus- 
setzen wollen  j  nur  solange 
positiv^  als  ^*  <  1  ist.  In- 
folgedessen giebt  es  rechts 
von  der  Geraden  u  =  -\-  1 
keine  reellen  Kurvenpunkte. 
In  entsprechender  Weise 
sieht  man^  dafs  innerhalb 
des  Streifens  links  von  der 
Ordinatenaxe  und  rechts  von 
Geraden  u  ==  —  1  keine 
Kurvenpunkte  liegen  können. 
Die  Kurve  mufs  daher  (vgl. 
Fig.  39)  an  der  Stelle 
u  =  -{-l^  v  =  0  nach  links 
hin  geöffnet  sein  und  wird 
sich  von  hier  aus  der  Ge- 
raden ^^  =;  0  asymptotisch 
nähern.  Desgleichen  wird 
die    Kurve    an    der    Stelle 

u  =  — 1^  V  ==0  nach  links  hin  geöffnet  sein^  von  wo  aus  sie  parabeh 
ähnlich  ins  Unendliche  verläuft.  Unsere  Cg  besteht  also  aus  zwei  ge- 
trennten Zügen,  welche  wir   als  ^^paaren^^  und  ^^unpaaren^^  Zug  unter- 


Fig.  39. 


Klein-S  oramerf  elcl,  KreisellDewegung. 
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scheiden.  Der  unpaare  Zug  ist  der  in  dem  Streifen  0  <  ^e  <  1  ent- 
haltene^ der  paare  Zug  ist  unser  parabelähnlicher  Ast. 

Auf  Grund  dieser  Figur  können  wir  unsere  früheren  Schlüsse  über 
die  Abänderung  des  Parallelkreises  u  =  e'  bei  wachsendem  N  voll- 
kommen bestätigen.  Natürlich  kommen  für  die  Mechanik  nur  solche 
Abscissenwerte  v  in  Betracht^  welche  zwischen  — 1  und  -|-  1  enthalten 
sind.  Sehen  wir  also  von  dem  isolierten  Punkte  u  =  —  1  ab^  welchem^ 
wie  wir  im  folgenden  Kapitel  sehen  werden^  eine  ganz  besondere  Art 
der  Bewegung  entspricht^  so  haben  wir  uns  mit  dem  unpaaren  Zuge  zu 
beschäftigen.  Wir  ziehen  die  Parallele  zur  u-Axe  v  =  N  und  lassen  N 
von  Null  aus  wachsen.  Die  Abscisse  des  Schnittpunktes  dieser  Geraden 
mit  dem  unpaaren  Zuge  giebt  uns  den  zu  N  gehörigen  Wert  von  e\ 
Dem  Falle  JV  =  0  entspricht  die  gewöhnliche  Pendelbewegung^  bei 
der  e  =  1  ist^  bei  der  sich  also  der  Parallelkreis  e  auf  den  Nordpol 
der  Einheitskugel  reduziert.  Bei  wachsendem  N  nimmt  e,  wie  die 
Figur  zeigt ^  successive  ab^  unser  Parallelkreis  erweitert  sich  also  und 
nähert  sich  für  N  =  oo  asymptotisch  dem  Äquator.  Die  Bewegung 
geht  dabei^  in  Übereinstimmung  mit  Fig.  28^  in  unsere  pseudoreguläre 
Präcession  über. 

Wir  verifizieren  auch  leicht  das  Auftreten  von  Spitzen  in  den  Fi- 
guren 25  bis  28.  Nach  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  haben 
wir  im  Falle   n  =  0: 

dip  — Nu  1 

Jü        A^  (1  —  u^)  Y^' 

Auf  dem  Äquator  u  =  0  wird  die  rechte  Seite  nuU^  weil  ]/[/■  von 
niederer  Ordnung  verschwindet  wie  u.  Hier  mufs  also  die  Bahnkurve 
im  stereographischen  Bilde  radial  verlaufen;  da  sie  aber  den  Äquator 
nicht  überschreiten  kann^  mufs  sie  auch  in  radialer  Richtung  zurück- 
laufen, so  dafs  sie  in  der  That  eine  Spitze  bildet. 

Hieran  mögen  sich  einige  Angaben  über  die  den  Figuren  25  bis  28 
zu  Grunde  liegenden  numerischen  Werte  schlief sen,  soweit  sie  sich 
auf  die  Lage  der  begrenzenden  Parallelkreise  beziehen.  Wir  haben  bei 
der  Herstellung  dieser  Figuren  A  =  l,  P  =  —  1  angenommen,  Werte; 
welche  sich  übrigens  durch  Wahl  geeigneter  Einheiten  für  die  Messung 
von  Länge  und  Zeit  stets  erreichen  lassen.  Die  numerischen  Werte 
von  N  und  die  zugehörigen  Werte  von  e'  werden  durch  die  folgende 
Tabelle  geliefert  bez.  durch  unsere  obige  Kurve,  in  welcher  die  Num- 
mern der  betr.  Figuren  an  den  repräsentierenden  Stellen  (u^  v)  des  un- 
paaren Zuges  eingetragen  sind. 
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„    25 

99 
100 

1/S  =  0,20 

„    26 

9 
10 

-)/g  =  0,65 

.    27 

1 

ys  =  1,73 

„    28 

0 

oo 

Bei  einem  negativen  Werte  von  iV  ergiebt  sich,  wegen  der  sym- 
metrischen Lage  unserer  C^  gegen  die  Abscissenaxe,  genau  dieselbe 
Gröfse  des  Parallelkreises  und  dieselbe  Bahnkurve  wie  bei  positivem  N^ 
was  übrigens  auch  mechanisch  evident  ist.  Insoweit  war  also  die  im 
ersten  Paragraphen  festgehaltene  Beschränkung  auf  positive  Werte  von 
N  wohlbegründet. 

Unsere  bisherigen  Betrachtungen  geben  uns  gleichzeitig  Aufschlufs 
über  die  Bewegung  des  Kugelkreisels  im  Falle  N  =  0  bei  variablem  n. 
In  der  That  bestimmt  sich  nach  Gleichung  (2)  —  in  Übereinstimmung 
mit  dem  Reciprocitätsgesetz  des  vorigen  Paragraphen  —  die  Lage  des 
Parallelkreises  in  diesem  Falle  wiederum  durch  die  Gleichung  (3)  bez. 
durch  imsere  Fig.  39,  in  welcher  alsdann  v  die  Impulskomponente  n 
bedeuten  wird.  Wir  haben  diese  durch  JV  =  0  charakterisierten  Bahn- 
kurven des  Kugelkreisels  als  Bahnkurven  des  sphärischen  Pendels  be- 
zeichnet. Wir  können  diese  Bezeichnung  nachträglich  auf  Grund  des 
vorigen  Paragraphen  rechtfertigen. 

Ein  Pendel  ist  allerdings  kein  Kugelkreisel,  sondern  ein  symme- 
trischer Kreisel  von  spezieller  Beschaffenheit.  Es  ist  nämlich  bei 
diesem  das  Trägheitsmoment  um  die  Figurenaxe,  d.  h.  um  die  Axe  des 
Stabes,  an  dessen  Ende  der  Massenpunkt  befestigt  ist,  gleich  null, 
während  das  Trägheitsmoment  um  eine  dazu  senkrechte  Axe  gleich  mP 
ist,  wo  m  die  Masse  des  Punktes,  Z  die  Länge  des  Stabes  bedeutet. 
Gleichzeitig  mit  dem  Trägheitsmoment  um  die  Figurenaxe  ist  natürlich 
auch  der  Eigenimpuls  des  Pendels  notwendig  gleich  null.  Nun  sahen 
wir  aber,  dafs  ein  symmetrischer  Kreisel  dieselbe  Bahnkurve  beschreibt, 
wie  ein  Kugelkreisel  von  gleichem  Schwere-  und  äquatorialem  Träg- 
heitsmoment und  gleichen  Impulskonstanten  N,  n,  h  Infolgedessen 
sind  wirklich  im  Falle  N  ==  0  die  Bahnkurven  unseres  Kugelkreisels 
zugleich  Bahnkurven  eines  gewissen  sphärischen  Pendels. 

Wir  wollen  hiermit  die  in  dem  Schema  36  auf  den  Axen  n  =  0 
bezw.  iV^  ==  0  gelegenen  Figuren  als  erledigt  ansehen  und  wenden  uns 
nun  zu  den  Fällen,  wo  keine  unserer  beiden  Impulskomponenten  ^,  N 
verschwindet,  insbesondere  also  zu  den  Figuren  29  bis  35. 
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In   diesen  Figuren  haben  wir   den  Wert  von  N  festgehalten  und 
den    Yon  n   variiert.     Wir   wollen    dementsprechend    in   Gleichung  (2) 
n  ==  V  und  übrigens  wie  früher  e  =  0  setzen.    Alsdann  wird  die  gegen- 
seitige Abhängigkeit  zwischen  der  Lage  des  Begrenzungskreises  u  ==  e 
und  dem  seitlichen  Anstofse  v  =  n  durch  die  Gleichung  gegeben: 
(4)  u  {v^  +  N')  —  2Nv  -(-  2AF  (1  —  u"^)  =  0, 

welche  uns  wieder  eine  Kurve  dritter  Ordnung  repräsentiert. 

Um  ihre  Gestalt  zu  bestimmen^  suchen  wir  wie  oben  die  vertikalen 
Tangenten  auf.  Zwei  derselben  haben  die  Gleichung  ^^  =  +  15  i^  ^^^ 
That  schneiden  diese  Geraden  unsere  Cg  in  zwei  zusammenfallenden 
Punkten^  da  sich  für  u  =  +  1  die  Gleichung  (4)  auf 

(^if:j\r)2=o 
reduziert.  Die  Berührungspunkte  liegen  hiernach  an  den  Stellen 
^f  =  +  l;  v  =  +JV!  Aufser  diesen  zwei  (zusammenfallenden)  Schnitt- 
punkten müssen  aber  die  Geraden  ^f  =  4-  1  mit  unserer  C^  noch  einen 
dritten  Schnittpunkt  haben^  welcher  nur  im  Unendlichen  liegen  kann. 
Die  Kurve  erstreckt  sich  also  in  vertikaler  Richtung  ins  Unendliche. 
Asymptote  wird  die  Gerade  ^^  =  0.  Tragen  wir  nämlich  diesen  Wert 
in  (4)  ein^  so  ergiebt  sich  nur  ein  zugehöriger  Ordinatenwert 

AP 

Die  Gerade  u  =  0  mufs  daher  die  Cg  im  Unendlichen  berühren. 

Wir  fragen  sodann^  ob  es  aufser  den  gefundenen  drei  noch  weitere 
vertikale  Tangenten  giebt.  Das  allgemeine  Kriterium  für  das  Auftreten 
vertikaler  Tangenten  wird  dieses  sein^  dafs  die  Gleichung  üi=  0,  als 
Gleichung  in  v  aufgefafst^  eine  Doppelwurzel  ergiebt^  wenn  für  u  der  betr. 
Abscissenwert  einer  vertikalen  Tangente  eingetragen  wird.  In  v  ist  die 
Gleichung  U^==  0  quadratisch.  Die  Bedingung  für  das  Auftreten  einer 
Doppelwurzel  bei  der  quadratischen  Gleichung  av^  -\-  2bv  -^  c  ==  0 
wird  aber  durch  Nullsetzen  der  Discriminante  ae  —  h^  geliefert.  Die 
Ausrechnung  dieser  Bedingung  giebt  in  unserem  Falle: 

(1  —  u^)  (N'  —  2ÄPu)  =  0. 

Wir  sehen  also^  dafs  aufser  den  Geraden  ^f  =  -f-  1   auch 

_    N^ 
^2  —  2AP 

eine  vertikale  Tangente  ist.     Ihr  Berührungspunkt  hat  die  Ordinate 


2  a         u^  N 

Es  kommt  nun  wesentlich  auf  die  Lage  dieser  Tangente  gegen  die 
vorher  gefundenen  an.    Jedenfalls  liegt  sie^  da  wir  P  <  0  voraussetzen^ 
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linkerliand  von  der  Asymptote  ^^  =  0.  Es  fragt  sich  aber  ferner^  ob 
sie  auch  links  oder  rechts  von  der  Tangente  u^=  —  1  verläuft.  Da  es 
uns  hier  nur  auf  eine  Kontrolle  der  Figuren  des  ersten  Paragraphen  an- 
kommtj  legen  wir  die  pag.  242, 243  genannten  Zahlenwerte  Ä=  — P  =  lj 
J\r=0^20  zugrunde  und  behalten  uns  vor,  im  folgenden  Paragraphen 
die  Gestalt  der  Cg  unter  allgemeineren  Annahmen  zu  untersuchen.  Der 
numerische  Wert  der  Abscisse  unserer  vierten  Tangente  wird  daraufhin 

u^  =  ~  0,02  >  —  1. 

Wir  können  jetzt  in  das  von  unseren  vier  vertikalen  Tangenten  ge- 
bildete Gerüst  die  Kurve  dritter  Ordnung  eintragen.  Beginnen  wir  die 
Zeichnung  im  Punkte  ^^  =  1 ,  v  =  N.  Die  Kurve  verläuft  hier  vertikal 
und  nähert  sich  nach  oben  hin  asymptotisch  der  Ordinatenaxe.  Setzen 
wir  sie  nach  unten  hin  fort,  so  überschreitet  sie  die  Ordinatenaxe  im 
Punkte  tf  ==  0,  v  =  v^^  berührt  die  Gerade  ^*  =  tf ^  i^  Punkte  v  =  v^ 
und  nähert  sich  dann  asymptotisch  der  negativen  Ordinatenaxe. 
Auiserdem  setzt  sich  im  Punkte  u  =  —  1 ,  v  =  —  iV.  ein  zweiter 
parabelähnlicher  Kurvenast  an. 
Die  Kurve  besteht  also  wieder 
aus  einem  „paaren^^  und  einem 
„unpaaren^^  Zuge  von  vertikaler 
Erstreckung,  welcher  letzterer 
mechanisch  allein  wichtig  ist. 
Übrigens  haben  wir  in  der 
Zeichnung  (vgl.  Fig.  40)  wegen 
des  ziemlich  kleinen  Wertes 
von  N{N=0,20)  die  Mafs- 
einheit  auf  der  Vertikalen  fünf- 
m.al  so  klein  wählen  müssen, 
wie  auf  der  Horizontalen. 

Wir   haben    nun   in  dieser 
Cg    ein    vollständiges    Bild    der 
Veränderungen  vor  uns,  welche 
die   Lage  des    zweiten   Begren- 
zungskreises   bei    Veränderung 
des  seitlichen  Anstofses  erfährt. 
Ziehen    wir    nämlich    die    Pa- 
rallele  V  =  n  zur  i^-Axe,   so  trifft  diese  den  unpaaren  Zug  in  einem 
Punkte,  dessen  Abscisse  die  Gröfse  des  Kreises  u  ==  e'  angiebt.     Geben 
wir  jener   Geraden    alle    möglichen    Lagen    zwischen    v  =  —  oq    und 
t;  =  -|-  oo,   so  durchläuft  der  Schnittpunkt  den  ganzen  unpaaren  Zug, 


Mg.  40. 


246     IV.   Die  allgemeine  Bewegung  des  schweren  symmetrisclien  Kreisels. 

Wir  wollen  diesen  Vorgang   in  derselben  Reihenfolge    betrachten^    in 

welcher  die  Figuren  29  bis  35  auf  einander  folgen. 

Wir  lassen  also  n  von  dem   in  Fig.  25  dargestellten  Falle  ^  =  0 

aus  zunächst  abnehmen,  verschieben  also  unsere  Parallele  zur  ^^-Axe 

nach  unten  hin.     Der  Wert  von  e'  verkleinert  sich  dabei,    d.  h.   der 

zweite  Begrenzungskreis   erweitert  sich,  bis   er    (für   e' =  e  =-0)    mit 

dem  Äquator  zusammengefallen  ist.     Die  Bewegung  geht  dann  in  den 

Fall  der  langsamen  Präcession  über;   der  entsprechende  Punkt  unserer 

C3  ist  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Ordinatenaxe,  welchem,  wie  wir  oben 

sahen,  die  Ordinate 

AP 

^1=^  =  1^ 

zukömmt;  derselbe  Wert  von  n  wurde  bereits  pag.  202  für  die  lang- 
same Präcession  abgeleitet. 

Wir  gehen  jetzt  wieder  zu  der  Lage  v  =  0  unserer  Geraden  zu- 
rück imd  verschieben  sie  nach  oben,  indem  wir  7^  wachsen  lassen. 
Dabei  wächst  der  Wert  von  e'  eine  Zeit  lang,  d.  h.  unser  Begrenzungs- 
kreis verengert  sich,  bis  er  sich  (für  e'  =  1)  auf  den  Nordpol  der  Ein- 
heit skugel  zusammengezogen  hat.  Der  zugehörige  Wert  von  n  ist,  wie 
wir  unserer  C^  entnehmen, 

n  =  K 

Von  da  ab  nimmt  bei  weiter  wachsendem  n  der  Wert  von  e'  ab;  der 
Begrenzungskreis  erweitert  sich  und  geht  für  n  ==  00  asymptotisch  in 
den  Äquator  über;  die  Bahnkurve  nähert  sich  mehr  und  mehr  der  in 
Fig.  35  dargestellten  schnellen  regulären  Präcession. 

Es  bleiben  nur  noch  diejenigen  Fälle  übrig,  welche  bei  negativem  n 
den  Übergang  bilden  zwischen  der  langsamen  und  der  schnellen  Prä- 
cession. Der  zweite  Begrenzungskreis  e'  bleibt  bei  allen  diesen  Fällen 
dem  Äquator  sehr  nahe  und  liegt,  wie  unsere  Cg  zeigt,  auf  der  süd- 
lichen Hemisphäre  der  Einheitskugel  (e'  <  0).  Zunächst  verengert  er 
sich  ein  wenig  bis  zu  dem  extremen  Werte  U2f  welcher  unter  den 
unseren  Figuren  zu  Grunde  liegenden  Verhältnissen  gleich  —  0,02  ist 
und  dem  Werte  V2  =  n  =  —  10  entspricht.  Von  da  ab  nimmt  er 
wieder  zu  und  geht  für  v  =  ^  00  in  den  Äquator  über.  In  dem 
Umstände,  dafs  dieser  ganze  Teil  der  C3  der  Ordinatenaxe  aufserordent- 
lich  nahe  liegt,  erkennen  wir  den  Grund,  warum  wir  früher  (vgl. 
pag.  214)  für  die  entsprechenden  Fälle  der  Kreiselbewegung  keine  deut- 
liche Bahnkurve  zeichnen  konnten. 

Die  numerischen  Daten,  welche  den  Figuren  29  bis  35  zu  Grunde 
liegen,  stellen  wir  in  der  folgenden  Tabelle  zusammen;  sie  sind  auch 
aus  der  Stellung  der  bez.  Nummern  in  unserer  C3  zu  ersehen. 
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Wohlgemerkt  entspricht  unsere  Cg,  sowie  unsere  Figurenserie  29—35 
nur  einem  ganz  bestimmten  und  zwar  einem  kleinen  Werte  von  N. 
Wenn  man  diesen  Wert  wachsen  läfst^  wird  sich  auch  die  Gestalt  der 
C3,  sowie  die  Serie  unserer  Bahnkurven  verändern.  Der  Erfolg  wird 
nämlich  der  sein:  Es  wird  sich  bei  wachsendem  N  der  oberhalb 
der  Abscissenaxe  gelegene  Teil  der  C^  in  die  Länge  strecken;  der 
untere   Teil  wird  gedrungener  werden,    indem   die  vertikale  Tangente 

nach  links    wandert  und  gleichzeitig  ihr  Berührungspunkt 

der  Abscissenaxe  näher  rückt.  Eine  wesentliche  qualitative 
Änderung  in  dem  Verlauf  der  Bahnkurven  wird  sich  aber  erst  ergeben, 
wenn  die  genannte  vertikale  Tangente  über  die  Gerade  u  ==  —  1  nach 
links  hinausrückt,  worauf  wir  im  folgenden  Paragraphen  ausführlich 
eingehen  werden. 

Wir  bemerken  hier  nur  noch,  dafs  bei  einer  Vorzeichenumkehr 
von  N  die  C^  eine  Spiegelung  an  der  Abscissenaxe  erleidet.  In  der 
That  bleibt  die  Gleichung  U^  ==  0  ungeändert,  wenn  wir  gleichzeitig 
N  mit  —  iV  und  n  mit  —  n  vertauschen.  Infolgedessen  ergiebt  sich 
bei  einem  negativen  Werte  von  N  dieselbe  Serie  der  Bahnkurven  wie 
bei  dem  entsprechenden  positiven  Werte,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge. 

Wir  erwähnen  schliefslich,  dafs  auch  in  dem  früher  citierten  Werke 
von  Routh*)  ein  Ansatz  zur  geometrischen  Diskussion  der  Gleichung 
dritten  Grades   U=0  gegeben  wird. 

§  7.    Die  eharakteristiselien  Kurven,   dritter  Ordnung   bei   besliebiger 
Lage  des  Ausgangskreises  e;   Unterscheidung  zwischen  starken  und 

schwachen  Kreiseln. 

Wir  haben  jetzt  die  Überlegungen  des  vorigen  Paragraphen  noch 
einmal  in  gröfserer  Allgemeinheit  anzustellen  und  namentlich  zuzusehen, 
inwiefern   die  im   zweiten  Paragraphen  entwickelte  Pigurenserie  wegen 


*)  Rigid  dynamics,  advanced  part,  pag.  114,  art.  204. 
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der  dort  getroffenen  besonderen  Voraussetzungen  (z.  B.  e  =  0)  zu  spe- 
ziell ausfiel.  Wir  lassen  also  jetzt  die  Lage  des  Ausgangskreises  e 
beliebig  und  legen  dementsprechend  die  Grleichung  ZJ^  =  0  in  der 
Form  von  pag.  240  zu  Grunde.  Da  diese  Grleichung  ungeändert  bleibt^ 
wenn  wir  n  und  JV  gegeneinander  vertauschen^  können  wir  uns  darauf 
beschränken^  die  Abhängigkeit  der  Bahnkurven  von  einer  dieser  Gröfsen^ 
z.  B.  von  n  zu  betrachten  und  JV  als  einen  festen  Parameter  anzusehen^ 
dessen  Gröfse  allerdings  nicht  unwesentlich  ist.  Wir  setzen  wieder 
^^  =  -y  •  die  Abhängigkeit  zwischen  u  und  v  wird  dann  durch  die  Kurve 
dritter  Ordnung  dargestellt: 

(1)    —  (%i  +  e)  {f  +  iV^)  +  2iV^  (1  +  e%i)  —  2^P  (1  —  e")  (1  -  ii")  =  0. 

Indem  wir  auch  hier  nach  den  vertikalen  Tangenten  der  Kurve 
fragen,  haben  wir  die  Überlegungen  von  pag.  244  von  Neuem  anzustellen. 
Zwei  dieser  Tangenten  (I  und  II)  sind  wie  früher  durch  t^  ==  +  1  ge- 
geben; ihr  Berührungspunkt  ist  -?;  =  ■+■  JV!  Ferner  giebt  es  auch  hier 
eine  vertikale  Gerade  (III),  welche  die  Kurve  im  Unendlichen  berührt, 
Sie  hat  die  Gleichung  u  =  —  e  und  schneidet  die  Kurve  noch  in  dem 
Punkte 

Eine  vierte  vertikale  Tangente  (IV)  folgt  wie  pag.  244  durch  Nullsetzen 
der  ,,Discriminante^^,  welcher  man  hier  durch  eine  kleine  Rechnung  die 
Form  giebt: 

{ß^  —  2ÄP(u  +  e))  (1  —  e')  (1  —  u')  . 

Unsere  vierte  vertikale  Tangente  ist  also  die  Gerade 

(2a)  u  =  —  e  +  ^j^ 

mit  dem  Berührungspunkte 

(2b)  v^Ne^'^^Ci-e^). 

"Diese  Gerade  liegt,  bei  negativem  P,  wegen  (2  a)  jedenfalls  links, 
bei  positivepi  P  rechts  von  der  Asymptote  ^  =  —  e.  Wir  müssen 
aber  weiter  zwei  Unterfälle  unterscheiden,  je  nachdem  diese  Gerade  bei 
negativem  (positivem)  P  auch  links  (rechts)  von  der  Geraden  u  =  ' —  1 
(ii  =  -|~  1)  liegt  oder  rechts  (links)  von  derselben.  Die  Bedingungen 
hierfür  lauten  beziehungsweise: 
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Ob  die  eine  oder  andere  dieser  Ungleichungen  erfüllt  ist^  hängt  bei 
gegebener  Massen  Verteilung  und  gegebener  Anfangslage  des  Kreisels 
von  der  Stärke  seines  Eigenimpulses  ab.  Wir  unterscheiden  danach 
^tvei  Kreiselarten,  welche  wir  als  starlce  und  schtvache  Kreisel  he^eich- 
nen;  dieselben  sollen  im  Falle  P  <  0  bez.  P  >  0  durch  die  mit  den 
vorstehenden  identischen  Ungleichungen  definiert  sein: 

iN^>  —  2AF(l--e)  "'  starker  Kreisel, 

(3)           ^  <  0  j  jy^2  ^  __  2 AP  (1  —  e)  ...  schwacher  Kreisel; 

(N^>-\-  2ÄP{1  +  e)  .  •  .  starker  Kreisel, 

(3')         ^  >  0  j  jy2  ^  ^  2  AP  (1  +  6)  .  .  .  schwacher  Kreisel. 

Man  kann  bemerken,  dafs  unsere  Unterscheidung  keine  absolute  ist, 
sondern  von  der  Anfangslage  e  des  Kreisels  abhängt.  Beispielsweise 
ist  bei  positivem  P  im  Fall  e  =  —  1 ,  wo  die  Bahnkurve  im  Südpole 
der  Kugel  beginnt,  jeder  Kreisel  ein  starker  Kreisel. 

Die  Gestalt  der  Cg  fällt  nun,  je  nachdem  ein  starker  oder  ein 
schwacher  Kreisel  vorliegt,  verschieden  aus.  Beidemal  besteht  die 
Kurve  aus  einem  paaren  und  einem  unpaaren  Zuge.  Bei  dem  starken 
Kreisel  durchquert  aber  der  unpaare  Zug  den  ganzen  Vertikalstreifen 
zwischen  u  ^=  —  1  und  u  =  -{-  1^  bei  dem  schwachen  Kreisel  ist  er 
auf   einen   Teil    desselben    eingeschränkt,    welcher    durch    die    Geraden 

u  ==  —  1  und  u  =  —  e  -{-  yät>  (^  '^  ^)  ^^^-  ^^^^^^  clie  Geraden 
tt  =  -[-  1     und    it  ==  —  e  +  9~Tp  (^  ^  ^)    l^^g^^iizt  wird. 

(Nur  in  dem  Grenzfalle  zwischen  dem  starken  und  schwachen  Krei- 
sel, wo  in  (3)  und  (3')  statt  der  Zeichen  ^  das  Zeichen  ==  eintritt, 
verschmelzen  die  beiden  Bestandteile  unserer  C^  mittels  eines  bei 
^^  =  ipi^  ^  =  IjIJ\r  gelegenen  Doppelpunktes  zu  einem  einzigen 
Kurvenzuge.  Es  wird  nicht  nötig  sein,  diesen  Grenzfall  im  Folgenden 
ausdrücklich  zu  besprechen.  Er  vermittelt  natürlich  den  stetigen  Über- 
gang zwischen  den  Bewegungen  des  starken  und  des  schwachen  Krei- 
sels. Im  nächsten  Kapitel  (vgl.  namentlich  §  8)  werden  wir  nur  noch 
auf  diejenige  spezielle  Bewegung  dieses  Grenzfalles  zurückzukommen 
haben,  welche  in  der  C^  durch  den  Doppelpunkt  selbst  charakterisiert 
wird  und  welche  im  Hinblick  auf  die  Theorie  der  kleinen  Schwingungen 
ein  besonderes  Interesse  beanspruchen  darf.) 

Um  nicht  zu  viele  Pallunterscheidungen  zu  haben,  werden  wir,  wie 
in  den  ersten  Paragraphen,  annehmen,  dafs  P  <  0  sei.  Dieser  Annahme 
entsprechen  die  Figuren  41  und  42.  Der  Fall  P  >  0  läfst  sich  nach 
pag.  198  dadurch  auf  P  <  0   zurückführen,   dafs   wir  die  Bezeichnung 
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^^Figurenaxe^^  von  dem  einen  der  beiden  Halb  strahlen^  in  welche  die 
Symmetrieaxe  der  Massenverteilung  durch  den  Unterstützungspunkt 
zerlegt  wird^  auf  den  anderen  übertragen.  Dabei  ändert  sich  ersicht- 
lich neben  dem  Vorzeichen  von  P  auch  das  von  N^  während  die 
Impulskomponente  n  ungeändert  bleibt.    Gleichzeitig  geht  der  Winkel  d" 


starker  Kreisel 
Fig.  41. 


Schwaclier  Kreisel 
Mg.  42. 


über  in  ti:  —  d'.  Es  werden  also  auch  die  Grröfsen  u^  e,  e\  e'  im 
Vorzeichen  umzukehren  sein.  Hiernach  ist  klar^  dafs  wir  die  charak- 
teristischen Kurven  dritter  Ordnung  im  Falle  P  >  0  aus  den  ange- 
zeichneten einfach  dadurch  erhalten^  dafs  wir  die  letzteren  an  der 
Ordinatenaxe  spiegeln.  Auf  ihre  Wiedergabe  können  wir  füglich  ver- 
zichten. 

Wir  machen  jetzt  unsere  Konstruktion  zur  Auffindung  des  Be- 
grenzungskreises u  ■=  e\  verschieben  also  die  Gerade  v  =  n  parallel 
der  ^(-Axe  von  v  =  —  oo  hi^  v  ==  -]-  oo  und  suchen  den  Abscissenwert 
ihres  Schnittpunktes  mit  dem  unpaaren  Zuge  der  C^  auf.  Hierbei  tritt 
folgender  charakteristischer  Unterschied  zwischen  dem  starken  und  schwa- 
chen Kreisel  hervor:  Bei  dem  starken  Kreisel  bestreicht  die  Projektion 
des  Schnittpunktes  auf  die  Abscissenaxe  das  ganze  Intervall  zwischen  —  1 
und   -f-  1 5    l^^i  <i^^  schwachen   Kreisel   durchläuft    sie   nur  ein   Stück 

+  1    und    u  =  —  e-{-  ^j-^ 


dieses   Intervalles,   welches    von    u 


be- 


grenzt wird.  Beidemal  wird  übrigens  jeder  Wert,  der  überhaupt  er- 
reicht wird,  zweimal  erreicht.  Dies  hat  zur  Folge,  dafs  heim  starlcen 
Kreisel  der  Parallelkreis  e  jede  Lage  auf  der  Kugel  annehmen  kann 
und  zwar  jede  noch  hei  zwei  verschiedenen  Werten  des  n,  dafs  er  da- 


§  7.    Die  charakteristischen  Kurven  3.  Ordnung,  starker  u.  schwacher  Kreisel.     251 

gegen   heim   scJiivachen   Kreisel    von   einer  gewissen   KugeTkaloUe   ausge- 
schlossen ist,  welche  den  Südpol  der  JEinheitshugel  umgieht  und  durch  den 

Kreis   u  =  —  e  +  «Tp  ^W^'^'^^'^  wird. 

Wir  sehen  hieraus^  dafs  den  Figuren  29  bis  35  die  Annahme  eines 
schwachen  Kreisels  zu  Grunde  lag^  weil  bei  diesen  der  gröfste  Teil 
der  südlichen  Halbkugel  von  Bahnkurven  überhaupt  freiblieb.  In  der 
That  ist  denn  auch  für  die  früher  vorausgesetzten  Werte 

i\r=o,20,      ^  =  1;     P  =  — 1;     e  =  o 

von  den  beiden  Kriterien  (3)  das  zweite  erfüllt. 

An  der  Hand  unserer  Figuren  lassen  sich  jetzt  weiter  die  ver- 
schiedenen ausgezeichneten  Fälle^  welche  bei  der  Kreiselbewegung 
vorkommen  können,  das  Auftreten  der  regulären  Präcession,  die  Spitzen- 
bildung u.  s.  w.  bequem  untersuchen.  Dies  soll  im  Folgenden  unter 
einer  Anzahl  verschiedener  Nummern  geschehen. 

1)  Wir  sehen  zunächst  zu,  was  unsere  Kurven  über  die  Möglich- 
keit der  regulären  Präcession  aussagen.  Reguläre  Präcession  tritt  ein, 
wenn  e'  =  e  wird.  Wir  ziehen  daher  die  Gerade  ^*  ==  e;  ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Kurve  dritter  Ordnung  geben,  wenn  solche  vorhanden 
sind,  diejenigen  Werte  von  n^  welche  für  die  reguläre  Präcession 
erforderlich  sind.  Dabei  unterscheiden  sich  wieder  der  starke  und  der 
schwache  Kreisel: 

Beim  starken  Kreisel  giebt  es  immer  zwei  reelle  Schnittpunkte  auf 
der  Geraden  ti  ==  e  und  daher  zwei  (im  allgemeinen  verschiedene)  Fälle 
möglicher  Präcessionshewegung. 

Beim  schwachen  Kreisel  dagegen  sind  die  Schnittpunkte,  nur  dann 
reell,  wenn  die  Gerade  u  =  e  rechts  von  der  Tangente  u=  —  e-\-  >  p 
liegt,  wenn  also  die  Ungleichung  besteht 

4.AFe<N\ 

Beim  schwachen  Kreisel  giebt  es  also  zwei  Fälle  oder  keinen  Fall 
regulärer  Präcession,  je  nachdem  gilt 

(4)  4ÄPe<N'     oder     4ÄPe>  N\ 

Wir  bemerken  noch,  dafs  bei  horizontaler  Anfangslage  der  Figuren- 
axe  (e  ==  0)  die  erste  unserer  Ungleichungen  von  selbst  erfüllt  ist, 
falls  nicht  gerade  N  =  0  wird.  Dementsprechend  hatten  wir  im  zweiten 
Paragraphen  dieses  Kapitels,  trotzdem  ein  schwacher  Kreisel  vorlag,  bei 
JV  >  0  stets  zwei  reelle  Präcessionsf  alle. 

Die  Werte  von  n,   welche   den  beiden  Fällen  der  regulären  Prä- 
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cession  entsprechen^  ergeben  sicli  natürlich  aus  (1)^  wenn  wir  u  ==  e 
setzen  und  die  so  entstehende  quadratische  Gleichung 

(5)  (v  —  Ne)(N—ve)  =  ÄP(1  —  e^f 

auflösen;  wir  finden 

(^)  ^-_^  l^il  __^{l  +  e')  N  ±{\  ~~  e')-\/N'  ~~  ^APe 

(Es  wird  gut  sein^  dieses  Resultat  mit  den  Entwickelungen  von 
pag.  178^  179  in  Beziehung  zu  setzen.  Wir  sahen  dort^  dafs  es  bei 
gegebener  Massen  Verteilung^  gegebenem  Werte  von  cos  %"  ^=  e  und  ge- 
gebener Geschwindig'keits'komponente  ^  zwei  Werte  der  Geschwindigkeits- 
komponente V  giebt,  welche  im  Falle  des  Kugelkreisels  eine  reguläre 
Präcession  bedingen^  nämlich 

(a)    i;  =  -^  ^  (b)    V  =  +  oo. 

Unser  jetziges  Resultat  lautet^  von  dem  früheren  scheinbar  abweichend, 
folgendermafsen:  Bei  gegebener  Massenverteilung,  gegebener  Gröfse  des 
Parallelkreises  e  und  gegebener  Impulskomponente  N  entsteht  eine  regu- 
läre Präcession  des  Kugelkreisels  bei  zwei  Werten  der  Impulskompo- 
nente n^  welche  in  (6)  angegeben  sind.  Die  Abweichung  beruht  ofi'enbar 
darauf,  dafs  wir  das  eine  Mal  die  Geschwindigkeitskomponente  ^,  das 
andere  Mal  die  Impulskoordinate  N  festhalten;  wir  können  uns  daher 
nicht  wundern,  dafs  wir  für  die  zugehörigen  Werte  der  Präcessionskon- 
stanten  v  bez.  n  beidemal  verschiedene  Werte  erhalten. 

Um  die  Beziehung  zwischen  den  Wurzeln  >^^,  n^  und  den  früher 
unterschiedenen  Fällen  (a)  und  (b)  noch  genauer  zu  verfolgen,  bemerken 
wir,  dafs  beide  Wurzeln  ^^,  n^  dem  Falle  (a)  entsprechen.  In  der  That 
zeigen  wir  leicht,  dafs  unsere  Gleichung  (5)  mit  der  aus  der  Theorie 
des  Deviationswiderstandes  gewonnenen  Gleichung  P  =  J  ^tti/,  welche 
uns  die  Wurzel  (a)  lieferte,  identisch  ist.  Benutzen  wir  nämlich  die 
pag.  238  in  Gleichung  (6)  angegebenen  Werte  von  t/^'  und  cp'  und  be- 
rücksichtigen wir,  dafs  diese  bei  der  regulären  Präcession  bez.  den 
Konstanten  v  und  ft  gleich  werden,  so  haben  wir 

^„\  n — Ne  N — ne 

^  ^^  ^  ""  X(l  —  e') '      ^  ~~  Ä(l—e')  * 

Infolgedessen  geht  die  Gleichung  (5)  wirklich  in  die  Beziehung  P  =  J.^i^ 
über,  welche  aussagt,  dafs  die  Drehkraft  der  Schwere  mit  dem  Träg- 
heitswiderstand des  Kugelkreisels  im  Gleichgewichte  steht. 

Wir  überzeugen  uns  ferner,  dafs  der  Fall  (b)  der  Präcession,  bei 
welcher  ^  einen  gegebenen  endlichen  Wert  hat  und  v  unendlich  grofs 
ist,  von  einer  Ausnahme  abgesehen  einem  unendlich  grofsen  Werte  von 
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N  entspricht.     Hierzu  diene   die  nebenstehende  Figur ^   in  welcher  der 
Endpunkt  des  Rotationsvektors  auf  der  durch  den  Endpunkt  der  Kom- 
ponente [i  gezogenen  Parallelen  zur  Vertikalen  in  unendlicher  Entfer- 
nung zu  denken  ist.    Projizieren  wir  diesen  Vektor 
senkrecht    auf   die   Pigurenaxe^    so    ergiebt    sich^ 
unter  Sl  die  Länge  des  Rotationsvektors  verstanden^ 
als  Länge    der    Orthogonalprojektion    auf  die  Pi- 
gurenaxe    r  =  S2/  cos  0*  ==  oo  ^    so    dafs    auch    die 
Impulskomponente  N  unendlich  grofs  wird. 

Der  angedeutete  Ausnahmefall  ist  der  Pall 
e  =  0  ^  in  welchem  die  Wurzeln  (a)^  (b)  bez.  den 
(durch  Ä  dividierten)  Wurzeln  n^  ^  n^  gleich  werden. 
In  der  That  sind  unter  der  Annahme  e  =  0  die 
Parallelkomponenten  v  und  ^  des  Rotations vektors 
zugleich     Orthogonalkomponenten    bezüglich     der 

Vertikalen  und  der  Pigurenaxe.  Dementsprechend  finden  wir  dann  aus 
(6)  durch  den  Grenzübergang  e  =  0  direkt  die  Wurzeln  (a)  und  (b) 
wieder,  nämlich 


Fig.  43. 


(a)     -A  =  ^  =  __,       (b)    ^  =  ^,_  +  oo. 

Trotz  des  somit  gekennzeichneten  Unterschiedes  möge  es  gestattet 
sein^  auch  die  beiden  Palle  regulärer  Präcession^  welche  bei  gegebenem  N 
möglich  sind^  ebenso  wie  die  beiden  Pälle^  welche  zu  einem  gegebenen  ^ 
gehören^  je  nach  der  Grröfse  von  n  als  langsame  und  schnelle  Präcession 
zu  bezeichnen.  Da  wir  in  Zukunft  nicht  mehr  wesentlich  auf  die  Prä- 
cessionskonstanten  ^  und  v  rekurrieren  werden^  so  wird  durch  diese 
Zweideutigkeit  der  Benennung  kein  Mifsverständnis  entstehen.) 

2)  Sodann  wollen  wir  den  Gremfall  der  Kreiselbewegung  bei  un- 
endlich wachsendem  n  untersuchen.  Während  dieser  Grenzfall^  wie  wir 
wissen^  unter  der  Annahme  e  =  0  mit  der  schnellen  regulären  Prä- 
cession zusammenfällt^  welche  alsdann  ihrerseits  in  eine  unendlich 
schnelle  Präcession  ausartet^  ist  er  bei  allgemeiner  Anfangslage  wesent- 
lich davon  verschieden. 

Zunächst  können  wir  aus  unsern  Kurven  dritter  Ordnung  über 
diesen  Grrenzfall  Folgendes  schliefsen:  Der  zweite  Begrenzungskreis  e' 
fällt  sowohl  beim  starken  wie  beim  schwachen  Kreisel  für  ^  =  oo 
mit  dem  Parallelkreise  — e  zusammen;  in  der  That  ist  — e  die  Abscisse 
des  auf  dem  unpaaren  Zuge  gelegenen  unendlich  fernen  Punktes  der  O3. 

Im  Gremfall  n  =  00  oscilliert  also  die  Kreiselspitze  um  den  Äqua- 
tor als  Mittellage  herum,  indem  die  BahnTcurve  zwischen  den  Kreisen 
4*-e  und  —  e  auf  und  ab  schwanM. 
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Die  Gestalt  der  Baknkurve  wird  dabei  äufserst  einfach.  Zur 
Orientierung  betrachten  wir  yorab  einen  Kreisel,  für  welchen  P=  N=0 
ist,  also  einen  schwerelosen  Kreisel  ohne  Eigenimpuls.  Die  betr.  Be- 
wegung gehört  (wegen  N  =  0)  unter  die  Bewegungen  des  sphärischen 
Pendels;  dabei  liegt  (wegen  P  =  0)  der  spezielle  Fall  vor,  dafs  die 
Wirkung  der  Schwere  aufgehoben  ist.  Die  Bahnkurve  mufs  daher  die- 
selbe sein,  wie  die  eines  einzelnen  Massenpunktes,  welcher  keinen 
äufseren  Kräften  ausgesetzt  ist  und  gezwungen  wird,  auf  einer  Kugel- 
fläche zu  bleiben.  Dieser  beschreibt  aber  auf  der  Kugel  ersichtlich 
einen  gröfsten  Kreis  mit  konstanter  Geschwindigkeit. 

Wird  nun  P  und  N  nicht  gleich  Null  gesetzt,  dafür  aber  der 
seitliche  Anstofs  n  unendlich  grofs  genommen,  so  wird  die  Bahn  der 
Kreiselspitze  dieselbe  bleiben  wie  vorher.  Es  wird  nämlich  der  Ein- 
flufs  des  Anfangsstofses  den  der  Schwere  und  des  Eigenimpulses  völlig 
überwinden. 

Mit  dieser  Überlegung  stimmt  das  Resultat  der  Rechnung  überein. 
Lassen  wir  nämlich  n  unendlich  grofs  werden,  so  folgt  aus  den  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  von  pag.  240  in  erster  Annäherung: 

n^  u^  - 
Das  Integral  für  t  von  pag.  238   vereinfacht  sich  folgendermafsen: 


(8)  *  =  ^.=^'/, 


,    .  —  ==  -~-^ arc  sm  — 

l/e2__^2  n  e 

hieraus  folgt 

nt 


A-\/l  —  e^ 

Es  wird    also    die   Anderungsgeschwindigkeit    von   u   unendlich    grofs. 
Gleichzeitig  geht  das  Integral  für  i/;  von  pag.  238  näherungsweise  über  in 


^: 


'''-"/; 


(1  ~  %i^)  Ye^  —  u^ ' 
der  Wert  desselben  wird,  wie  man  leicht  verifiziert: 

^o,x                                     ,                   .     /l/l  —  e^         u       \ 
(8  )  1^  =  arc  sm  I  ~ ,  I  • 

^  ^  \    ^     yi  —  uv 

Diese  Gleichung  können  wir,  wenn  wir  u  =  cosO-,  e  =  cos  %'q  machen, 
einfacher  so  schreiben: 

(9)  sin^tg^  =  tg^o; 

richtig  interpretiert,  sagt  sie  aus,  dafs  die  Kreiselspit0e  einen  gröfsten 
Kreis  beschreibt 
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Die  Kreiselspitze  hat  nämlich  im  X  YZ-  System  die  Koordinaten 

x=r==o,    Z  =  l; 

ihre  Koordinaten  im  xy^Sjsteia  werden  daher  nach  den  Substitutions- 
formeln (5)  von  pag.  19 

iT  =  sin  '^  sin  i^ ,     y  =  —  sin  d"  cos  ^j  ^     0  =  cos  d" . 

Mithin  können  wir  die  Gleichung  (9)  unserer  Bahnkurve  auch  so 
schreiben: 

^  =  tg  ^0^. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ebene  durch  0^  welche  aus  der  Ein- 
heitskugel den  vorgenannten  gröfsten  Kreis  ausschneidet. 

Stellen  wir  insbesondere  die  Figurenaxe  in  der  Anfangslage  hori- 
zontal^ so  geht  unser  gröfster  Kreis  in  den  Äquator  über  und  wir 
haben  wieder  die  unendlich  schnelle  reguläre  Präcession  des  ersten 
Paragraphen^  welche  sich  jetzt  mit  unserem  Grenzfalle  confundiert. 

Die  Verhältnisse  der  ersten  Paragraphen  waren  also  insofern  zu 
partikulär  gewählt.  JBei  allgemeiner  Anfangslage  der  Figurenaxe  giebt 
es  zwischen  der  schnellen  Präcession  und  unserem  Gremfalle  eine  Folge 
von  Übergängen,  welche  uns  in  den  ersten  Paragraphen  entschlüpft  ist. 
Die  hier  erforderliche  Ergänzung  kann  aber  leicht  angebracht  werden. 

Wir  stellen  hierunter  die  Bahnkurven  der  schnellen  Präcession  und 
des   Grenzfalles  in   den  Figuren  44  und  45   stereographisch    dar.     Bei 
ersterer    ist    die   Bahnkurve    der   Kreis 
u  =  e^    bei    letzterem    der    die    Kreise  "  "^ 

u  ==  '-\-  e  und  u  =  ~  e  berührende  stär- 
ker ausgezeichnete  Kreis. 

Die  Übergangskurven  zwischen  bei- 
den haben  folgenden  Charakter.  Der 
Begren^ungskreis  e'  eweitert  sich  bei 
wachsendem  n  allmählich^  indem  er^  von 
seiner  Lage  in  Fig.  44  ausgehend^  den 
Äquator  überschreitet  und  sich  asymp- 
totisch dem  Kreise  u  ==  —  e  nähert. 
Die   Bahnkurve^    welche    zwischen    den 

Kreisen  e  und  e'  hin  und  her  laufen  mufs^  umschliefst  in  der  stereo" 
graphischen  Projektion  den  ersteren  Kreis,  während  sie  von  dem 
letzteren  umschlossen  wird.  Als  Typus  dieser  Bahnkurven  können 
wir  etwa  die  Fig.  30  ansehen^  wobei  jetzt  der  innere  Kreis  den  fest- 
gehaltenen Ausgangskreis  e,  der  äufsere  den  Begrenzungskreis  e'  be- 
deuten  würde.     Die   Spannweite    der    einzelnen    Teilbögen    nimmt   mit 


IL^O^ 


Fig.  44. 
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wachsendem  n  ab,    bis    sie   für   ^==00    sieb  auf  Null   reduziert  bat, 
so  dafs  die  Babnkurye  einfacb  in  sieb  zurückläuft. 

Neben  den  Grenzfall  n  =  00  bei  endlicbem  N  stellt  sieb  der 
Grenzfall  JV"  =  00  bei  festgebaltenem  n^  welcber  sieb  äbnlicb  wie  jener 
bebandeln  läfst.  Wie  erwähnt  bleibt  die  Gleichung  C/^  ==  0  bei  Ver- 
tauschung von  n  und  N  ungeändert,  so  dafs  wir  in  den  Figuren  41 
und  42   der  Ordinate  v  ebensowohl  die  Bedeutung  N  wie  n  beilegen 


Fig.  45. 


können.  Hieraus  folgt,  dals  auch  bei  wachsendem  N  und  festgehal- 
tenem n  der  Begrenzungskreis  e  asymptotisch  in  die  Lage  —  e  über- 
geht. Die  Kreiselspitze  oscilliert  also  auch  in  diesem  Grenzfalle  mit 
unendlicher  Geschwindigkeit  zwischen  den  beiden  Kreisen  e  und  —  e 
auf  und  ab.  Nur  bei  horizontaler  Anfangslage  der  Figurenaxe  fallen 
die  beiden  Begrenzungskreise  zusammen,  die  Amplitude  der  Oscillation 
wird  in  der  Grenze  verschwindend  klein  und  wir  haben  den  in 
Fig.  28  dargestellten  Typus  der  pseudoregulären  Präcession.  In  allen 
anderen  Fällen  dagegen  wird  die  Bahnkurve  in  der  Grenze  N  =  00 
ein  wesentlich  davon  verschiedenes  Bild  darbieten. 

Unter  welchen  Umständen  bei  allgemeiner  Anfangslage  der  Figuren- 
axe der  besonders  interessante  Fall  der  pseudoregulären  Präcession  zu- 
stande kommt,  wird  im  nächsten  Kapitel  ausführlich  darzustellen  sein. 

3)  Wir  wollen  schlief  such  noch  die  Möglichkeit  von  Spitzen-  und 
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SchleifenUldung  untersuclien.  Die  Bahnkurve  kann  nur  dann  auf  den 
Parallelkreisen  e  oder  e'  mit  Spitzen  aufsitzen^  wenn  für  u  =  e  oder  e' 

-^  =  0    wird.     Wir  scUiefsen  daraus^   ebenso  wie  pag.  242^  dafs   die 

Bedingung  für  das  Auftreten  von  Spitzen  an  den  Kreisen  e  und  e' 
bez.  lautet: 

Was  den  Ausgangskreis  e  betrifft,  so  zeigt  sieb  also,  dafs  für  ein 
bestimmtes  Verhältnis  von  n :  N  allemal  Spitzenbildung  eintreten  wird. 
Im  §  2  lag  nur  der  besondere  Fall  vor,  dafs  dieses  Verhältnis  gleich 
Null  war,  dafs  also,  unabhängig  von  dem  Werte  des  Eigenimpulses, 
Spitzenbildung  immer  dann  auftrat,  wenn  der  seitliche  Anstofs  gleich 
Null  genommen  wurde. 

Um  auch  das  Auftreten  von  Spitzen  an  dem  Begrenzungskreise  e' 
bequem  übersehen  zu  können,  greifen  wir  wieder  auf  unsere  Kurven 
dritter  Ordnung  zurück.  Denken  wir  uns  N  festgehalten  und  n  va- 
riabel (n  =  v)  ^  so  wird  unsere  obige  Bedingung  in  der  et^- Ebene 
durch  die  Gerade 

V  —  Nu  =  0 

dargestellt,  welche  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  ti  =  ■-\~1  ver- 
bindet und  in  den  Figuren  41,  42  strichpunktiert  gezeichnet  ist.  Die 
Frage  ist,  ob  diese  Gerade  die  Cg  innerhalb  des  mechanisch  gültigen 
Intervalles  schneidet  oder  nicht. 

Zwei  Schnittpunkte  fallen  in  die  Punkte  ^=  +  1;  i' =  +  JV. 
Ihnen  entspricht  aber  keine  eigentliche  Spitzenbildung,  weil  sich  in 
diesem  Falle  der  Begrenzungskreis  e  auf  einen  einzelnen  Punkt,  den 
Nord-  oder  Südpol  zusammengezogen  hat.  Was  den  dritten  Schnitt- 
punkt betrifft,  so  zeigt  der  Anblick  unserer  Kurven  unmittelbar,  dafs 
er  auf  dem  unpaaren  Zuge  liegt  im  Falle  des  starken,  auf  dem  paaren 
Zuge  im  Falle  des  schwachen  Kreisels. 

Bei  dem  starken  Kreisel  giebt  es  daher  einen  bestimmten  Parallel" 
Icreis  e',  aiif  iveleJien  sich  —  lei  festgehaltenem  N  und  geeignet  gewähltem 
n  —  die  Bahnkurve  mit  Spitzen  aufsetzt,  hei  dem  schwachen  Kreisel 
giebt  es  keinen  solchen  Kreis. 

Wie  wir  sahen,  entspricht  die  im  ersten  Paragraphen  entwickelte 
Figurenserie  29 — 35  dem  Falle  eines  schwachen  Kreisels,  so  dafs  in 
diesen  Figuren  eine  Spitzenbildung  auf  dem  Kreise  e  nicht  vorkommen 
konnte.  Es  zeigt  sich  jetzt  überdies,  dafs  das  gleiche  Vorkommnis  im 
Falle  des  schwachen  Kreisels  auch  bei  beliebiger  Lage  des  Anfangs- 
kreises e  ausgeschlossen  ist.  Die  frühere  Figurenserie  bietet  insofern  für 
den    schwachen   Kreisel   ein   hinreichend    allgemeines   Bild    der   Bahn- 
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kurvenfolge.  Es  bleibt  aber  nocb  die  Aufgabe  besteben^  beim  starken 
Kreisel  die  kontinuierliche  Einordnung  der  soeben  gefundenen  Spitzen- 
kurve in  die  Bahnkurvenserie  klarzustellen.  Dies  soll  am  Ende  dieses 
Paragraphen  geschehen.  Vorher  wollen  wir  noch  unseren  Kurven 
dritter  Ordnung  ein  Kriterium  über  das  Auftreten  von  Schleifen  ent- 
nehmen. 

Wenn  die  Grleichung  n  —  Nu  =  0  für  ti  =  e  oder  e'  erfüllt  ist^ 
ergiebt  sich  ^  wie  wir  eben  sahen ,  Spitzenbildung.  Ist  aber  diese 
Gleichung  für  einen  zwischen  e  und  e'  gelegenen  Wert  von  u  erfüllt^ 
so  läuft  die  Bahnkurve  im  stereographischen  Bilde  jedesmal^  wo  sie 
den  so  bestimmten  Parallelkreis  it  überschreitet^  in  radialer  Richtung. 
Alsdann  folgt ^  wie  pag.  242^  das  Vorhandensein  von  Schleifen.  Geo- 
metrisch erkennen  wir  daher  das  Auftreten  von  Schleifen  so:  Wir 
ziehen  unsere  Parallele  v  =  n  zur  Abscissenaxe  und  schneiden  diese 
mit  der  Geraden  v  —  Nit  =  0.  Liegt  die  Abscisse  des  Schnittpunktes 
zwischen  e  und  e\  so  treten  Schleifen  auf,  liegt  sie  aufserhalb  jenes 
Intervalles^  so  sind  Schleifen  unmöglich. 

Wendet  man  diese  Regel  auf  die  C^  des  schwachen  Kreisels  an^ 
so  sieht  man  sofort^  dafs  Schleifenbildung  nur  in  dem  Intervalle 
zwischen  der  auf  dem  Ausgangskreise  e  mit  Spitzen  aufsitzenden 
Kurve  und  derjenigen  Bahnkurve  auftreten  kann^  welche  durch  den 
höchsten  Punkt  der  Kugel  hindurchzieht.  Ein  Beispiel  hierfür  bietet 
die  Figur  32  von  pag.  213. 

Dasselbe  Intervall  ist  auch  beim  starken  Kreisel  durch  Schleifen- 
bildung ausgezeichnet.  Hier  findet  sich  aber  noch  ein  zweites  Intervall, 
welches  von  dem  Schnittpunkte  der  Cg  mit  der  Geraden  v  —  Nu  =  0 
bis  zu  ihrem  Berührungspunkt  mit  der  Geraden  ^t  =  —  1  reicht.  Als- 
dann befindet  sich  nämlich  (vgl.  Fig.  41)  der  Schnittpunkt  von  v  ==  n 
mit  der  Geraden  v  —  Nu  =  0  rechts  von  der  Og  und  fällt  bei  der 
Projektion  auf  die  Abscisseng-ioe  in  das  Gebiet  ee\  Die  betreffenden 
Schleifenkurven  schliefsen  sich  nach  der  einen  Seite  an  diejenige  Bahn- 
kurve,  welche  sich  auf  den  Kreis  e'  mit  Spitzen  aufsetzt,  nach  der 
anderen  Seite  an  die  Kurve,  welche  durch  den  Südpol  der  Einheits- 
kugel hindurchzieht,  kontinuierlich  an. 

Bei  dem  scMvachen  Kreisel  haben  ^vir  also  ein,  hei  dem  starben 
zwei  Intervalle  mit  Schleifenbildung.  — 

Wir  wollen  zum  Schlüsse,  wie  bereits  in  Aussicht  genommen,  die 
Bahnkurvenserie  des  ersten  Paragraphen  für  den  Fall  des  starken 
Kreisels  dahin  ergänzen,  dafs  wir  den  Übergang  von  der  langsamen 
regulären  Präcession  bis  zu  dem  Grenzfalle  n  =  cio  durch  die  Fälle 
der  Schleifen-  und  Spitzenbildung  hindurch  verfolgen. 
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Wir  gehen  von  der  langsamen  regulären  Präcession  aus^  geben  N 
einen  festen^  positiven  Wert  und  lassen  n  abnehmen.  Grleichzeitig  mit 
n  nimmt  auch  der  Wert  e'  zunächst  gleichförmig  ab^  wie  aus  Fig.  41 
ersichtlich. 

Die  Bahnkurve  berührt  dabei  im  stereographischen  Bilde  den  Aus- 
gangskreis von  aufsen^  indem  sie  ihn  umschliefst^  den  zweiten  Begrenzungs- 
kreis  von  innen.  Für  einen  gewissen  oben  konstruierten  Wert  von  n 
tritt  an  Stelle  der  Berührung  des  Kreises  e'  die  Spitzenbildung  an 
diesem  Kreise.  Bei  weiter  abnehmendem  n  lösen  sich  die  Spitzen  in 
Schleifen  auf  Dieser  Charakter  der  Bahnkurve  bleibt  bestehen^  bis 
n  den  Wert  —  N  erreicht  hat^  wo  sich  der  Kreis  e'  auf  den  Südpol 
zusammenzieht  und  dementsprechend  sein  stereographisches  Bild  unend- 
lich grofs  geworden  ist.  Von  jetzt  ab  erweitert  sich  der  Kreis  e' 
wieder  (d.  h.  er  verengert  sich  im  stereographischen  Bilde)  und  strebt 
asymptotisch  dem  Parallelkreise  u  =  —  e  zu.  Die  Bahnkurve  nimmt 
dabei  mehr  und  mehr  die  in  Fig.  45  verzeichnete  einfache  Gestalt  an. 

§  8.    Über  die  numerische  Berechnung  der  elliptischen  Integrale 

für  t  und  t/;. 

Bei  einem  Probleme  der  Anwendungen^  wie  es  hier  vorliegt,  dürfen 
wir  uns  nicht  damit  begnügen,  die  Möglichkeit  der  Rechnung  in  einem 
allgemeinen  Schema  darzuthun.  Wir  müssen  vielmehr  bis  zur  wirk- 
lichen numerischen  Durchführung  vorzudringen  suchen.  Während  die 
älteren  Mathematiker  bis  Gaufs  und  Jacobi  incl.  stets  bemüht  waren, 
ihre  Resultate  nicht  nur  durch  konvergente,  sondern  auch  durch  gut 
konvergente,  praktikable  Prozesse  darzustellen,  geht  die  augenblickliche 
Entwickelung  der  Mathematik  vielfach  dahin,  die  numerische  Exekutive 
über  Gebühr  zu  vernachlässigen.  Demgegenüber  möchten  wir  in  der 
numerischen  Durchführung  einer  Theorie  geradezu  den  Schlufsstein  des 
Gebäudes  erblicken,  dem  wir  keine  geringere  Wichtigkeit  und  kein 
geringeres  Interesse  beimessen,  wie  jedem  anderen  Bestandteile  des 
Ganzen.  Speziell  sind  wir  bei  Aufgaben,  welche  auf  elliptische  Funktionen 
führen,  dank  der  hohen  Entwickelung  dieser  Theorie,  in  der  angenehmen 
Lage,  die  numerische  Auswertung  ohne  alle  Schwierigkeit  bewerkstelligen 
zu  können,  wie  sich  in  diesem  Paragraphen  zeigen  wird. 

Es  handle  sich  zunächst  um  ein  Integral  von  der  Form  unseres  t: 


(1)  .=/- 


in  welchem  U  irgend   ein  Polynom  dritten  oder   vierten  Grades   in  u 
bedeutet.    Wir  setzen  von  U  nur  voraus,  dafs  die  Wurzeln   U=  0  reell 

17* 
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sind.  Man  bezeichnet  ein  solches  Integral  als  ein  elliptisches  Integral 
erster  Gattung ^  weil  es  sich,  stets  auf  diejenige  Normalform  bringen 
läfstj  die  Legendr e  als  „fonction  de  premiere  espece^^  eingeführt  hat. 
Die  Bezeichnung  überall  endliches  Integral,  welche  an  das  Verhalten 
von  t  in  der  komplexen  Ebene  anknüpft  und  somit  die  Integrale  erster 
Gattung  in  funktionentheoretischer  Hinsicht  charakterisiert^  kann  erst 
im  sechsten  Kapitel  erläutert  werden. 

Die  Legendresclie  Normalform  des  Integrals  erster   Gattung  ist  in 
der  Legendreschen  Bemchnung  die  folgende: 


(2)  F(h,<p)==J 


dcp 


]/!  —  ]c^  sin^  9  ' 


hier  heifst  (p  die  Amplitude ,  Ic  der  Modul  des  Integrals;  man  setzt 
voraus  0  ^  g)  ^  7t/ 2  y  0  <  Ä;  <  1.  Wird  sin^  ^  =  ^  gesetzt,  so  können 
wir  auch  schreiben: 


(2')  F{h,Cp)^\J; 


dx 


']/x{l—  x)  (1  —  h^x) 

0 

Fast  alle  Methoden,  welche  zur  Auswertung  der  elliptischen  Inte- 
grale erster  Gattung  angegeben  werden,  stimmen  darin  überein,  dafs 
sie  zunächst  die  Transformation  des  vorgelegten  Integrales  auf  die 
Legendresche  Normalform  erfordern.  Hiervon  machen  auch  diejenigen 
Autoren  keine  Ausnahme,  welche  wie  Schwarz*)  und  Halphen*)  von 
der  Weierstrassischen  Theorie  ausgehen  und  die  Formeln  der  älteren 
Theorie  in  die  Weierstrassischen  Bezeichnungen  übersetzen.  So  wichtig 
aber  diese  Theorie  in  theoretischer  Hinsicht  ist,  so  scheint  sie  doch 
nach  der  numerischen  Seite  über  die  ältere  Theorie  keinen  eigentlichen 
Fortschritt  gemacht  zu  haben.  Wir  möchten  daher  vorschlagen,  bei 
numerischen  Fragen  direkt  auf  die  Legendreschen  Bezeichnungen  und 
Begriffe  zurückzugreifen,  anstatt  ^ie  jedesmal  durch  die  Weierstrassischen 
zu  umschreiben. 

Um  die  Transformation  des  Integrales  (1)  auf  die  Legendresche 
Normalform  ausführen  zu  können,  mufs  man  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung Z7  =  0  aufsuchen.  Wir  beschränken  uns  auf  den  beim  Kreisel 
vorliegenden  Fall,  dafs  TJ  ein  Polynom  dritten  Grades  ist,  so  dafs  wir 
nur  eine  kubische  Gleichung  zu  lösen  haben.  Diese  Gleichung  reduziert 
sich  sogar,  da  wir  die  Wurzel  e  als  bekannt  ansehen  (vgl.  pag.  239), 
auf  die   quadratische   Gleichung    [/^  =  0  mit  den  Wurzeln  e    und  e\ 

'^)  Vgl.  H.  A.  Schwarz:  Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauch  der  ellipti- 
schen Funktionen,  und  Halphen:  Theorie  des  fonctions  elliptiqueSj  Bd.  I.  Kap.  8. 
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Zu  den  so  bestimmten  Wurzeln  e,  e\  e"  müssen  wir  noch  nach  pag.  '22^ 
den  ^jvierten  Verzweigungspunkt  ^^  oo  als  gleichberechtigt  hinzunehmen. 
Wir  wollen  etwa  P  >  0  voraussetzen  und  dann  die  Bezeichnung 
der  Wurzeln  e^  e  ^  e"  so  wählen^  dafs  ihre  Reihenfolge^  wie  in  dem 
Schema  P>0  von  pag.  226,  diese  wird; 

—  1<  e  <  e' <  +  1<  e"  <  cx) . 

Die  Überführung  des  Integrales  (1)  in  die  Form  (2')  läfst  sich 
nun  allemal  durch  lineare  Transformation  bewirken,  d.  h.  so,  dafs  wir 
die  neue  Integrationsvariable  x  gleich  einer  linearen  Funktion  der  ur- 
sprünglichen u  setzen.  Gleichzeitig  läfst  sich  stets  erreichen,  dafs  die 
in  (2')  vorkommenden  Gröfsen  x  und  Iz  reelle  Zahlen  zwischen  0  und  1 
werden.  Die  Transformationsformeln  lauten  dabei  verschieden,  je 
nachdem  das  ursprüngliche  Integrationsintervall  in  dem  Gebiete  ee, 
ee%  .  .  .  liegt. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  ein  Integral  in  dem  Intervalle  ee'  mit 
der  unteren  Grenze  e  und  der  oberen  Grenze  ^^,  so  können  wir  unsere 
Transformation  so  einrichten,  dafs  die  Werte  e,  e',  oo  bez.  in  die  Werte 
0,  1,  oo  übergehen.  Alsdann  verwandelt  sich  der  zwischen  e'  und  oo 
gelegene  Punkt  e''  der  u-Axe  in  einen  zwischen  1  und  oo  gelegenen 
Punkt  der  ^-Axe,  welchen  wir  Iß^  nennen,  wobei  also  h^  einen  posi- 
tiven echten  Bruch  bedeutet.  Gleichzeitig  geht  die  zwischen  e  und  e' 
gelegene  obere  Grenze  u  des  ursprünglichen  Integrales  in  die  zwischen 
0  und  1  gelegene  obere  Grenze  des  neuen  über. 

Die  hierzu  erforderliche  lineare  Transformation  lautet  nun  ersicht- 
lich folgendermafsen : 


woraus  sich  ergiebt 


Unser  Polynom   U,  welchem  wir  die  Form  geben  können 
U  =.  c^  (u  —  e)  ie'  —  %i)  {e"  —  u), 

2  P 

unter  c^  den  Koeffizienten  von  ^^^,  d.  h.  ~j-  verstanden,  geht  bei  Ein- 
führung von  X  in  den  folgenden  Ausdruck  über 

U^  c^ie'-efxil-x)  (^  -x)  =  'l^=^x(l-x)  (1  -  Jc'x). 
Das  ursprüngliche  Integral 


u 

— 

6 

== 

X, 

e' 

— 

e 

e" 

— 

-  e 

1 

e' 

— 

■  e 

'  Jc^ 

^    „    __  ,    

•  u)  (e  '  —  u) 
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Himmt  daher  die  Gestalt  an: 


0 

wo  die  Amplitude  cp  und  der  Modul  Je  die  folgende  Bedeutung  habend 
(3')  cp  =  arc  sin  ]/ J^ ,       h  =  j/^ , 

und  wo  F(kj  cp)  das  in  (2)  definierte  Legendresche  Integral  ist.  Das 
Vorzeichen  von  t  hängt  davon  ab^  in  welcher  der  in  Fig.  38  von  pag.  226 
schematisch  dargestellten  Überdeckungen  wir  die  Integration  ausführen 
wollen. 

Handelt  es  sich  andrerseits  um  ein  Integral^  dessen  obere  und 
untere  Grenze  in  dem  Gebiete  ( —  oo  e)  gelegen  ist^  so  wollen  wir  die 
Transformationsgleichung  zwischen  ii  und  x  so  einrichten^  dafs  die 
Punkte  —  oo,  e,  e'  bez.  in  die  Punkte  0^  1^  cx)  übergeführt  werden. 
Wiederum  entspricht  dann  dem  zwischen  e  und  e'  gelegenen  Punkte  e 
ein  zwischen  1  und  oo  gelegener  Wert  von  x^  welchen  wir  l//c'^  nennen^ 
so  dafs  auch  it'^  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

Die  lineare  Transformation^  welche  die  gewünschte  Überführung 
leistet,  wird  jetzt  offenbar: 


e    —  e 

e" — %i           ^ 

dafs 

wir 

für  ¥' 

^  folgenden  Wert  erhalten 
e"  —  e          1 

e"  —  e'        ¥  "^ 

Ersetzen  wir  jetzt  u  in  dem  Ausdrucke   TJ  durch  x,  so  wird 

U=—c\e--u)  {e'  —  u)  {e"^u)  =  —c\e'—ef''^^'~''^^^~^''''^' 

Infolgedessen  ergiebt  sich,  wenn  etwa  —  (X)  die  untere,  ii<ie  die  obere 
Grenze  des  ursprünglichen  Integrals  ist: 


die  Amplitude  tp  und  der  Modul  it'  sind  dabei  nach  dem  Vorstehenden 
folgendermafsön  bestimmt: 

Beide  Gröfsen  genügen  wieder  den  oben  gestellten  Bedingungen: 
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Der  Modul  ¥,  welcher  mit  dem  in  (3')  definierten  Modul  h  durch 
die  Gleichung  ^^  j_  ^'2  _  j 

zusammenhängt^  heifst  übrigens  ^^der  zu  fc  komplementäre  Modul ^^ 

In  ähnlicher  Weise  gelangt  man  immer  zum  Ziele,  wie  auch  das 
ursprüngliche  Integrationsintervall  zwischen  den  Punkten  e,  e\  e\  <x> 
gelegen  sei,  wobei  wir  nur  voraussetzen,  dafs  es  keinen  dieser  Punkte 
in  seinem  Innern  enthalte,  in  welchem  Falle  wir  das  Intervall  in  Teil- 
intervalle zerlegen  müfsten.  Die  allgemeine  Regel  zur  Herstellung  der 
jedesmal  geeigneten  Transformationsformeln  ist  folgende: 

Man  set0e  auf  der  u-Axe  einen  'bestimmten  DurcMaußmgssinn  fest 
und  ordne  die  beiden  Ver^weigungspunMe,  innerhalb  deren  das  ursprüng- 
liche Integrationsintervall  liegt,  in  der  Reihenfolge,  welche  dem  Durch- 
laufungssinn  entspricht,  den  Punkten  0  und  -\-  1  m.  Sodann  gehe  man 
längs  der  u-Äxe,  die  man  sich  im  Unendlichen  geschlossen  m  denken  hat, 
im  festgesetzten  Sinne  über  das  Integrationsgebiet  hinaus  und  ordne  den 
übernächsten  VerzweigtmgspunMy  auf  den  man  dieser  Verabredimg  zufolge 
stöfst,  dem  Punkte  oo  m.  Es  läfst  sich  dann  immer  eine  lineare  Trans- 
formation zwischen  u  itnd  x  angeben,  welche  die  genannte  Zuordnung  leistet 
Dieselbe  venvandelt  den  vierten  Verzweigungspunkt,  über  dessen  Zuordnung 
wir  noch  nicht  disponiert  haben,  nottvendig  in  einen  Punkt,  welcher  auf 
der  X'Axe  zwischen  +  1  ^^^  +  '^  liegt;  alle  Pimkte  des  iirsprünglichen 
Integrationsgebietes  entsprechen  gleichzeitig  Werten  von  x,  welche  zivischen 
0  und  1  enthalten  sind. 

Übrigens  läfst  sich  die  Zuordnung  der  u~  und  ^-Axe  in  dieser 
Weise  immer  noch  auf  zwei  Arten  herstellen,  indem  ja  in  unserer 
Regel  der  Durchlaufungssinn  der  t*-Axe  willkürlich  blieb. 

Wir  wollen  noch  für  vier  spezielle  Integrale  t,  welche  im  sechsten 
Kapitel  eine  wesentliche  Rolle  spielen,  die  betreffende  Transformation 
auf  die   Legendresche   Normalform   hinschreiben.     Es  sind  dieses   die 


4-1 


folgenden  Integrale: 

e'  — CO  e 

/du  .    ,  f*  du  .  f*  du  .7  P  du 

-—=,  t(x)    =     1—7=,  ta=    /-7=,  ib  =    I  -— =: 


—1 


Das  erste  derselben  haben  wir  schon  im  dritten  Paragraphen  be- 
trachtet, es  giebt  die  Zeit  an,  welche  die  Kreiselspitze  braucht,  um 
einen  Halbbogen  ihrer  Bahnkurve  zu  durchlaufen.  Die  übrigen  haben 
keine  mechanische  Bedeutung  im  elementaren  Sinne. 

Es  ergeben  sich  nun  aus  den  Grleichungen  (3)  und  (4)  bez.  aus 
unserer  allgemeinen  Regel  die  folgenden  Ausdrücke  für  unsere  vier 
Integrale: 
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(5)       co  =  Mf(jc,^),     co'=^MF(r,^),    a  =  MF{¥,(p,), 

h  =  MF(¥,  f,), 
wo  die  Zeichen  M,  h,  ¥,  (pa,  <Pb  die  folgende  Bedeutung  haben: 

V  P(e    —e)^  r    e    ~  e^  r    e    —e  ^ 


(5') 


yl  A-  e  •    T  /e"  —  e     1  —  e' 


Die  Aufgabe^  ein  beliebiges  elliptiscbes  Integral  erster  Gattung 
numeriscb  auszuwerten^  ist  somit  reduziert  auf  die  einfachere  Aufgabe^ 
den  Wert  des  Legendrescben  Integrales  FQi,  (p)  zu  finden.  Die  ver- 
scbiedenen  Wege^  welche  hierzu  führen^  sollen  in  Kürze  namhaft  ge- 
macht werden. 

1.  Der  nächstliegende  Weg  wäre  der,  die  Quadratwurzel  unter 
dem  Integralzeichen  nach  dem  binomischen  Lehrsatz  in  eine  Ueihe  zu 
verwandeln  und  die  Integration  gliedweise  auszuführen.  Die  Reihen^ 
zu  denen  man  so  gelangt^  sind  aber  bei  einem  von  Null  einigermafsen 
verschiedenen  Ä;^  nicht  hinreichend  bequem.  Um  ihre  Konvergenz  zu 
verbessern^  müfste  man  diese  Methode  mit  der  sogleich  zu  nennenden 
zweiten  kombinieren^  wie  solches  in  der  That  bei  Schwarz*)  durch- 
gehends  geschieht. 

2.  Eine  theoretisch  und  praktisch  gleich  schöne  Methode  besteht 
darin  ^  die  Integrationsvariable  einer  quadratischen  Transformation  von 
solcher  Beschaffenheit  zu  unterwerfen,  dafs  das  Integral  erster  Gattung 
in  ein  ebensolches^  nur  mit  verändertem  Modul  und  transformierter 
Amplitude j  übergeht.  In  erster  Linie  ist  hier  die  sog.  Landensche 
Transformation  zu  nennen.  Der  transformierte  Modul  \  wird  dabei  ein- 
fach gleich  dem  Verhältnis  des  geometrischen  zum  arithmetischen  Mittel 
aus  dem  Modul  h  und  der  Zahl  1;  man  hat  also:  \  =  2]/ä/(1  +  Ti). 
Durch  fortgesetzte,  geeignete  Anwendung  dieser  Transformation  wird 
man  auf  eine  Serie  von  Moduln  \y  \j  /%,  ...  (eine  „Modulleiter")  ge- 
führt, deren  einzelne  Terme  unaufhörlich  zunehmen  und  sich  dem 
Werte  1  nähern.  Im  umgekehrten  Sinne  ausgeführt,  liefert  also  die 
Landensche  Transformation  eine  nach  0  abnehmende  Modulleiter.  Ist 
aber  auf  solche  Weise  der  Modul  des  elliptischen  Integrales  genügend 
klein  gemacht,  so  wird  die  Integration  in  einfachster  Weise  ausführbar. 
In  der  That  haben  wir,  unter  'kn  einen  genügend  kleinen  Modul,  unter 
(Pn  den  zugehörigen   transformierten  Wert  der   Amplitude  verstanden, 

*)  Vgl.  z.  B.  Art.  48  der  Formelsammlung. 
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direkt:  F{kny  (fn)  ==  (fn-  Diese  Methode  ist  von  Legendre  mit  grofsem 
Erfolge  zur  Bereclinung  seiner  Tafeln  gehandhabt  worden. 

Die  sogenannte  Methode  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  von 
Oaufs^)  ist  von  der  vorgenannten  nicht  wesentlich,  verschieden;  sie 
zeichnet  sich  vor  jener  nur  durch  formal  gröfsere  Eleganz  aus. 

Statt  der  giiadratischen  kann  man  auch  Transformationen  höherer 
Ordnung  zur  numerischen  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  ver- 
werten^ wie  solches  zum  erstenmale  von  Jacobi**)  durchgeführt 
worden  ist. 

3.  Eine  dritte  Methode  beruht  auf  der  Umlcehr  der  elliptischen 
Integrale  und  auf  der  Einführung  der  d'-FunMionen.  Sie  führt^  ebenso 
wie  die  vorige  Methode^  sehr  schnell  zum  Ziele ^  kann  aber  an  dieser 
Stelle  noch  nicht  besprochen  werden.***) 

4.  Man  könnte  ferner  daran  denken^  die  elliptischen  Integrale 
direkt  durch  mechanische  Quadratur,  eventuell  mit  Zuhülfenahme  eines 
Integrationsapparates  auszuwerten.  Dieses  Verfahren  bietet  den  Vorteil^ 
auf  beliebige  elliptische  Integrale  direkt  anwendbar  zu  sein  und 
macht  die  Transformation  auf  die  Normalform  überflüssig.  Andrerseits 
verlangt    dasselbe    aber    die   Berechnung    oder   Zeichnung    der    Gröfse 

bez.  — =r  für  eine   gröfsere  Reihe  von  Punkten  des  In- 


yr— /b^sin^g?       '  yF 

tegrationsintervalles.  Hierdurch  wird  der  genannte  Vorteil  reichlich 
aufgewogen^  so  dafs  diese  Methode  mit  den  übrigen  kaum  wird  kon- 
kurrieren können. 

5.  Eine  letzte  Methode^  welche  wir  ganz  besonders  empfehlen 
möchten^  besteht  darin ^  überhaupt  nicht  zu  rechnen^  sondern  die 
Legendreschen  Tafeln^;)  nachzusehen.  In  der  That  werden  wir  uns 
dieses  schönen  Hülfsmittels  ebensowenig  ent schlagen  wollen^  als  wir 
den  Logarithmus  einer  Zahl  anders  wie  aus  den  Logarithmentafeln  zu 
finden  gewohnt  sind.  Der  Gebrauch  der  Legendreschen  Tafeln  ist  sehr 
bequem.  Man  hat  nur  nötige  von  dem  Modul  'k  zu  einem  Winkel  0 
mittels  der  trigonometrischen  Tafeln  überzugehen^  welcher  sich  aus 
der  Gleichung  yfc  =  sin  0  bestimmt.     Dann  findet  man  für  alle  vollen 

*)  Gaufs:  Ges.  Werke,  Bd.  III,  pag.  361  u.ff. 

**)  Jacobi:  Ges.  Werke,  Bd.  I,  pag.  31;  man  vergl.  auch  Klein-Fricke, 
Modulfunktionen,  II  pag.  111. 

***)  Ausführlich  dargestellt  von  Schellbach:  Die  Lehre  von  den  elliptischen 
Integralen  und  den  Thetafunktionen ,  Berlin  1864,  namentlich  zu  vgl.  I.Abteilung, 
4.  Abschnitt. 

f)  Bd.  II  des  traite  des  fonctions  elliptiques,  Paris  1826,  pag.  284—363  u. 
pag.  222 — 246.  Es  wäre  sehr  zu  wünschen,  dafs  diese  heutzutage  ziemlich  seltenen 
Tafeln  durch  Neuabdruck  leichter  zugänglich  gemacht  würden, 
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Grade  von  0  und  cp  zwischen  0  und  90  den  Wert  von  i^(sin  0,  cp) 
auf  9  Decimalen  genau  in  den  Tabellen.    Die  sogenannten  vollständigen 

Integrale  erster  Gattung^    d.  h.   die  Werte  von  JFfsin0^— )   sind  von 

Legendre  sogar  noch  genauer  berechnet.  Neben  den  Integralen  erster 
Gattung  geben  die  Tafeln  auch  die  sogenannten  Integrale  zweiter  Gattung 
EQc^  g))  an^  auf  deren  Definition  wir  hier  nicht  einzugehen  brauchen. 
Hiernach  wird  man  auf  eine  der  vorgenannten  Methoden  nur  dann 
zurückzugreifen  gezwungen  sein^  wenn  es  sich  um  die  Auswertung 
eines  Integrales  erster  Gattung  mit  komplexen  Grenzen  oder  mit  kom- 
plexem Modul  handelt. 

Als  Beispiel  berechnen  wir  in  diesem  Sinne  etwa  die  Zeit,  welche 
die  Kreiselspitze  in  den  Figuren  24  bis  28  gebraucht,  um  von  einem 
tiefsten  Punkte  ihrer  Bahn  bis  zu  dem  nächstfolgenden  höchsten  Punkte 
zu  gelangen,  d.  h.  den  Wert  der  halben  Periode  co. 

Während  wir  in  jenen  Figuren  früher  P  =  —  1  voraussetzten, 
nehmen  wir,  um  unsere  letzten  Formeln  direkt  anwenden  zu  können, 
P=  -f"l;  müssen  dafür  aber  (nach  pag.  250)  die  auf  pag.  243  ange- 
gebenen Werte  der  Gröfse  e'  im  Vorzeichen  umkehren.  Überdies  wür- 
den diese  Werte  jetzt,  da  sie  die  kleinste  der  in  Betracht  kommenden 
Wurzeln  von  U  ==  0  darstellen,  mit  e  zu  bezeichnen  sein.  Die  zweite 
Wurzel  entspricht  dem  in  allen  jenen  Figuren  als  Grenzkreis  auftreten- 
den Äquator,  so  dafs  wir  haben:  e'  =  0,  Die  noch  fehlende  Wurzel  e'' 
ergiebt  sich  darauf  aus  der  quadratischen  Gleichung  [7^  =  0,  welche 
in  unserem  Falle  (vgl.  pag.  240)  die  einfache  Gestalt  annimmt 

Setzen  wir  hier  P  =  1  und  wie  früher  auch  J.  =  1 ,  so  ergiebt  sich 

u^—^uN'— 1  =  0. 

2 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  e''  einfach  das  Reciproke  der  auf 
pag.  243  angegebenen  Wurzel  wird.  Hiernach  sind  die  in  Gleichung  (5) 
vorkommenden  Gröfsen  ilf ,  sowie  h  und  der  zugehörige  Winkel  0  sehr 

leicht  zu  berechnen.  Den  Wert  von  IgjPfft,  yj  entnehmen  wir  als- 
dann der  Tafel  I  von  Legendre  und  berechnen  die  gesuchte  Gröfse  m 
nach  Gleichung  (5).  Das  Resultat  stellen  wir  in  der  folgenden  Tabelle 
zusammen. 


§  8.    Niimerisclie  Berechnung  der  elliptischen  Integrale. 
Ä=l,    P  =  — 1,    n^O,    e'=0. 
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Fig. 
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0 

Wir  sehen  hieraus,  dafs  die  DurcUaufungsdauer  des  einzelnen 
Halbbogens  bei  waclisendeni  N  fortgesetzt  abnimmt,  bis  sie  in  Fig.  28 
den  Wert  0  erreicht.  Wenn  wir  an  der  Verabredung  festhalten,  dafs 
die  Werte  von  Ä,  P,  n  und  N  im  absoluten  Mafssystem  aufzufassen 
sind,  so  bedeutet  der  angegebene  Wert  von  m  Sekunden. 

Wichtiger  noch  als  die  Beziehung  zwischen  t  und  a  ist  für  uns 
die  Abhängigkeit  zwischen  if;  und  tt^  weil  uns  diese  direkt  die  Gestalt 
der  Bahnkurve  liefert.  Wir  haben  uns  daher  weiter  über  die  Be- 
rechnung des  elliptischen  Integrales  ijj  zu  orientieren. 

Um  auch  hier  an  Legendre  anknüpfen  zu  können,  wollen  wir  ijj 
durch  die  sogenannten  Normalintegrale  dritter  Gattung  von  Legendre 
ausdrücken.  Sein  Normalintegral  dritter  Gattung  definiert  Legendre 
folgendermafsen 

1  clcp 


T\{l,(p,p) 


=/r 


■  p  sm^  cp 


]/l- P 


sm^  cp 


Die  Grölse  _p,  welche  bei  Legendre  als  reell  vorausgesetzt  wird  und 
welche  übrigens ,  damit  das  auf  reellem  Wege  genommene  Integral  einen 
Sinn  hat,  nicht  zwischen  +  1  und  +  cx)  liegen  darf,  heifst  der  Fara- 
meter  des  Integrales. 

Wir  wollen  zeigen,  dafs  sich  i/;  als  lineare  Kombination  zweier 
Normalintegrale  dritter  Gattung  darstellen  läfst. 

Zu  dem  Zwecke  zerlegen  wir   zunächst  den    unter   dem  Integral- 

— ST  in  Partialbrüche,  d.  h.  wir  setzen 


zeichen  vorkommenden  Faktor 

n  —  Nu  

^  (1  —  u^)  ~~ 

so  dafs  wir  erhalten: 


^(1  - 
1    /n  +  N 
2  J.  Vi  +  ^t 


/n  +  N    ,    n  —  N\ 
\1  A-  10  ~^   1  —  uJ^ 
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■  -\-N  p    1        du     .    n—N  f*     1        du 


^■. 


2Ä 


yu 


Ferner  werden  wir  die  Gröfse  --=:  dnrcli  eine  der  oben  angegebenen 
Transformationen  auf  die  Form     ,  bringen.   Wir  können 

yx{i~x){i  —  jc^x)      ^ 

uns  dabei  auf  den  Fall  beschränken^  dafs  die  ursprüngliche  Integrations- 
variable in  dem  Gebiete  ee'  verläuft.  Alsdann  haben  wir  diejenige 
Transformation  anzuwenden ^  welche  oben  zu  der  Gleichung  (3)  führte^ 
wir  haben  also  die  neue  Integrationsvariable  x  durch  die  Gleichung  zu 

definieren: 

^t  —  e 

— =  X. 

e  —  e 

Hieraus  ergiebt  sich 

l  ^u  =^  (^l-\-_e)  ±{e  —  e)  X, 

während  sich  gleichzeitig  die  Gröfse  —=:  ebenso  transformiert^  wie  in  (3). 
Der  Ausdruck  von  ij)  wird  daher: 


_  n+N-i/         A  r 

^  A       V  2F{e''—e)  J  i 


dx 


+      A       V  2P{e--e)J  t_e-i 


-\-  e  -\-  {e'  —  e)  X  yx  (1  —  ^)  (1  —  li^  £) 
dx 


{e'  —  e)x  yx  (1  —  £c)  (1  —  W  x) 

Um  von  hier  aus  die  Legendresche  Normalform  herzustellen^  haben 
wir  nur  x  =  sin^  ^)  zu  setzen  und  bezw.  1  +  e  oder  1  —  e  aus  dem 
ersten  oder  zweiten  Integrale  herauszuziehen.  Dann  ergiebt  sich  direM 
ip  als  lineare  Kombination  0^veier  Normalintegrale  in  der  Form 

^  =  Ol  n  (h,  (p,  p^)  +  c^n  {i,  cp,  p^), 

wo  die  Gröfsen  h,  cp  durch  die  früheren  Gleichungen  (3')  definiert  sind 
und  wo  die  C^ ,  G^,  Pi,  P2  die  folgende  Bedeutung  haben : 


__n  +  N-i/         2  _^-^l/ 

^1—  1  +  e    V  AP{e"-e)'       ^^~  1-e    V  . 

Vi 


1  +  e    Y  AP{e"—e)^  2         i_ß    y  AF{e"—e)^ 

e' —  e  e  —  e 


Es  würde  also  des  Weiteren  nur  noch  nötig  sein^  die  numerischen 
Werte  der  Legendreschen  Normalintegrale  dritter  Gattung  auf  mög- 
lichst einfachem  Wege  zu  finden.  Leider  giebt  es  und  kann  es  zu 
diesem  Zwecke  keine  Tafeln  geben.  Da  nämlich  der  Wert  des  Inte- 
grales T\(k,q),p)  von  drei  veränderlichen  Gröfsen  abhängt^  müfsten 
die  in  Rede  stehenden  Tafeln  Tafeln  mit  dreifachem  Eingange  sein. 
Solche  Tafeln  lassen  sich  aber  nur  mit  unverhältnismäfsiger  Mühe  be- 
rechnen und  überhaupt  nicht  drucken. 
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Immerhin  können  wir  aucli  liier  aus  den  Legendr  eschen  Tabellen 
Nutzen  ziehen^  wenn  wir  uns  auf  die  Berechnung  der  sog.  ^^YoUständigen 

Integrale   dritter  Gattung"  T\{JCjYjp)  beschränken,   was   für  unsere 

Bahnkurven  bedeuten  würde,  dafs  wir  nur  nach  der  Spannweite  2^a> 
der  einzelnen  Teilbögen  fragen  und  auf  die  Konstruktion  der  einzelnen 
Kurvenpunkte  verzichten.  Wie  nämlich  Legendre*)  gezeigt  hat,  lassen 
sich  seine  vollständigen  Integrale  dritter  Gattung  allemal  auf  Integrale 
der  ersten  und  zweiten  Gattung  reduzieren,  welche  in  ihren  oberen 
Grenzen  den  Parameter  p  enthalten  und  welche  zum  Modul  teils  den 
Modul  h  des  Integrales  TT,  teils  den  komplementären  Modul  haben.  Da 
wir  nun  die  Werte  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  in  den 
Tafeln  direkt  nachsehen  können,  so  gestatten  diese  Reduktionsformeln 
die  vollständigen  Integrale  dritter  Gattung  und  mithin  auch  die  Gröfse 
von  ^ty  verhältnismäfsig  schnell  zu  finden,  von  deren  Wert  die  Gestalt 
der  Bahnkurve  in  erster  Linie  abhängt. 

Auf  diesem  Wege  sind  die  Spannweiten  der  Teilbögen  in  den 
Figuren  des  ersten  Paragraphen  berechnet  worden.**)  Auf  die  Aus- 
führung dieser  Rechnungen,  sowie  auf  die  eigentliche  Bedeutung  der 
Reduktionsformeln  wollen  wir  indessen  an  dieser  Stelle  nicht  eingehen, 
da  wir  im  sechsten  Kapitel  die  oben  unter  (3)  genannte  Methode  aus- 
führlich behandeln  werden,  welche  jedesmal  beliebig  viele  Punkte  der 
Bahnkurve  auf  kürzestem  Wege  zu  finden  lehrt. 

§  9.    Über  angenälierte  Bereclinung  der  Kreiselbahnen. 

Der  Gegensatz  zwischen  angenäherter  und  genauer  Rechnung  ist 
im  allgemeinen  kein  scharfer.  Jede  numerische  Rechnung  wird,  sofern 
es  sich  nicht  zufällig  um  rationale  Zahlen  handelt,  immer  nur  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  der  Genauigkeit  durchgeführt.  Der  Gegensatz  sollte 
eigentlich  nicht  heifsen:  ^^Genaue  und  angenäherte  Berechnung^',  sondern 
vielmehr  „Bechnung  mit  heliehiger  und  mit  begrenzter  Annäherung ''. 
Während  die  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  nach  den  Methoden 
des  vorigen  Paragraphen,  (sofern  wir  nicht  gerade  die  Legendreschen 
Tafeln  benutzen),  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  ge- 
trieben  werden   kann,    werden    wir    die    jetzt    auseinanderzusetzenden 

*)  Vgl.  den  ersten  Band  des  Tratte,  Kap.  23,  wo  je  nach  dem  Werte  des 
Parameters  drei  verschiedene  Reduktionsformeln  aufgestellt  werden,  sowie  auch 
das  oben  genannte  Buch  von  Schellbach,  Abt.  1,  Abschn.  10. 

**)  Ich  habe  mit  Dank  zu  erwähnen,  dafs  ich  bei  dieser  Berechnung  durch 
Hrn.  stud.  math.  Blumenthal  in  ausgiebiger  Weise  unterstützt  worden  bin. 

A.  Sommerfeld. 
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Methoden  nicht  soweit  führen,  dafs  sie  eine  beliebige  Verschärfung 
ohne  Weiteres  zulassen  —  ein  Verfahren,  welches  sehr  häufig  in  prakti- 
schen Anwendungen  Platz  greift. 

Sollen  derartige  Methoden  von  begrenzter  Genauigkeit  einen  wirk- 
lichen Wert  haben,  so  müssen  wir  vor  allem  fordern,  dafs  wir  den 
begangenen  Fehler  abschätzen  können.  Dieser  Forderung  werden  wir 
im  Folgenden  genüge  leisten.  Zeigt  es  sich  nun,  dafs  der  Fehler  unter- 
halb der  für  den  vorliegenden  Zweck  zulässigen  Fehlergrenze  liegt,  so 
wird  uns  unsere  angenäherte  Berechnung  dieselben  Dienste  leisten,  wie 
eine  beliebig  genau  zu  gestaltende.  In  der  That  werden  wir  später 
die  interessantesten  Fälle  der  Kreiselbewegung  gerade  mit  den  jetzt  zu 
betrachtenden  Methoden  von  begrenzter  Genauigkeit  behandeln. 

Wir  betrachten  zunächst  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 


'=/ 


du 

yW 


welchem  wir  (vgl.  pag.  261)  die  Form  geben  können 

du 

'\/{u  —  e)  {e'  —  u)  (e "  ~  ^ 


^¥'=/ 


Dabei  setzen  wir,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  voraus 
P  >  0     und     —  1<  e  <  e'  <  +  1  <  e" . 

Die  Variable  u  ist  während  der  Integration  zwischen  die  Grenzen 
e  und  e    eingeschränkt.     Jedenfalls  wird  daher 

e' — e  <Ce" — u<.e" — e. 

Der  Integrand  ist  positiv,  solange  sich  u  in  der  oberen  Überdeckung 
der  ^^-Axe  befindet.  Indem  wir  nun  für  e' —  u  den  zu  kleinen  Wert 
e" —  e'  oder  den  zu  grofsen  e" —  e  einsetzen,  vergröfsern  oder  ver- 
kleinern wir  den  Wert  des  Integrales.  Wir  haben  daher,  solange  wir 
die  Integrationsvariable  den  Verzweigungspunkt  e  nicht  überschreiten 
lassen: 

u  u 

.^.     1_ /'  du  -1/2  P  1  r  du 

^     ]/e"—  ej   y{u  —  e)  {e'  —  u)        ^    ^  ']/ e''  —  e'  J   -\/{u  —  e)  {e—u) 

e  e 

Die  zuletzt  hingeschriebenen  Integrale  lassen  sich  leicht  trigono- 
metrisch ausführen.     Wir  setzen  etwa  zu  dem  Zwecke: 

(2)  e' -{-  e-=  2%,       e  —  e  =  2 £,       u  —  ii^^  =  d. 
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Hier  bedeutet  s  den  halben  Vertikalabstand  der  beiden  Begrenzungs- 
kreise^  innerhalb  deren  die  Balinkurve  yerlänft;  ii^  bestimmt  denjenigen 
Parallelkreis  j  dessen  Ebene  in  der  Mitte  liegt  zwischen  den  Ebenen 
der  Begrenzungskreise^  oder^  wie  wir  kurz  sagen  wollen^  den  „mittleren 
Parallelkreis  der  Balinkurve".  d  mifst  den  Abstand  der  Kreiselspitze 
von  der  Ebene  dieses  mittleren  Parallelkreises.   Wir  erhalten  daraufhin 

(3)  u  —  e  =  s  -\-  d,       e  ■■ — u  ^=  s  —  8 

und  ^  ^ 

r         du  r     dd  ,    (8\   ,   7t 

I  _____^^  ,^    i  =  arc  sm  1  —  1  +  —  • 

J  ■y(u  —  e){e—u)        J    ^  a^  —  8^  ^^  ^         2 


8 


Mithin  wird  nach  (1) 

./-TT—  ^^ß  sm  —  <  1/  ^-j-  (^  —  g  <  -7===y  arc  sm      , 

WO  ^0  "^  "ö"  1/  9~p  gesetzt  ist.     Zählen  wir  im  Folgenden  die  Zeit  von 

demjenigen  Momente  an^  wo  die  Kreiselspitze  durch  den  mittleren 
Parallelkreis  iIq  hindurchgeht^  so  können  wir  statt  t  —  t^  einfacher  t 
schreiben. 

Wir  haben  also  zwei  Grenzen  gefunden^    zwischen   denen   die  (so 
gezählte)  Zeit  t  liegen  mufs,  nämlich  die  untere  Grenze 


n 


A  .      8 

«  -D/-^^ ^  arcsm  — 

und  die  obere 

"  8 


V 


arc  sm 


Die  fraglichen  Näherungsformeln  erhalten  wir  nun  einfach^  indem 
wir  für  t  einen  zwischen  diesen  beiden  Grenzen  gelegenen  mittleren 
Wert  substituieren. 


Wir  ersetzen  etwa  in  den  vorigen  Formeln  ]/e'' —  e  und  Ye 
durch  den  mittleren  Wert  Ye''  —  Uq  und  schreiben: 

8 


(4)  ^  =  l/; 


2P{e''-u,) 


arc  sm 


Wir  wollen  vor  allem  den  Fehler  abschätzen^  den  wir  hierbei  be- 
gehen. Derselbe  heifse  t  und  werde  in  Bruchteilen  des  ganzen  Wertes 
von  t  berechnet.  Sicher  wird  r^  vom  Vorzeichen  abgesehen^  kleiner 
als  die  Differenz  unserer  beiden  Grenzwerte^  dividiert  durch  den  kleineren 
von  ihnen.    Wir  haben  also 
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Y   e    —  e 
oder 

(5)  m<-)/i:hj_i. 

Die  so  gefundene  obere  Grenze  für  den  ^^ relativen ^^  Fehler  \t\ 
hängt  enge  mit  dem  Legendreschen  Modul  T^  des  elliptischen  Integrales  t 
zusammen.     Nach  Gleichung  (5')  des  vorigen  Paragraphen  ist  nämlich 


mithin  gilt 

(6)  \^\<-F-- 

Beispielsweise  können  wir  unsere  Näherungsformel  dazu  benutzen^ 
um  die  Zeitdauer  co  zu  berechnen^  welche  die  Kreiselspitze  braucht 
um  von  dem  unteren  Parallelkreise  li  =  e  bez.  8  =  -  f  bis  zu  dem  oberen 
li  =  e   bez.  ^  =  f  zu  gelangen.    Aus  (4)  ergiebt  sich  der  Näherungswert 


w  «=y^ 


•  71. 


WoUen  wir  gleichzeitig  den  Genauigkeitsgrad  dieser  Formel  zum 
Ausdruck  bringen^  so  können  wir  schreiben^  unter  ^  einen  unbekannten 
echten  Bruch  verstanden: 

Wir  wollen  uns  schon  hier  mit  einem  Gedanken  vertraut  machen^ 
der  erst  im  sechsten  Kapitel  zur  vollen  Geltung  kommen  wird.  Offenbar 
ist  es  vom  analytischen  Standpunkte  aus  bequem^  in  Gleichung  (4) 
von  der  (unendlich  vieldeutigen)  Arcus -Sinus -Funktion  zu  der  (ein- 
deutigen) Sinus -Funktion  überzugehen.  Dies  entspricht  auch  durchaus 
dem  Sinne  des  mechanischen  Problems^  bei  welchem  man  doch  wün- 
schen wird,  die  Lage  des  Kreisels  als  Funktion  der  Zeit,  statt  um- 
gekehrt die  Zeit  aus  der  Lage  der  Kreiselspitze  zu  berechnen.  Wir 
werden  also  die  Gleichung  (4)  timlcehren,  indem  wir  d  bez.  it  als  ex- 
plicite  Fimktion  von  t  ausdrücken.    Wir  bekommen  so: 


2P{e''-u,) 


(8)  d  =  e,in[y ^ 

oder  nach  (2): 

(8-)  u^u,  +  d^  u,  +  s  sin  Jl/lZi^lzi^  t]  ■ 
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Die  entsprechende  Um'kehrung  der  ursprünglich  gewonnenen  unend- 
lich vieldeutigen  Integrale  werden  wir  später  auch  an  unseren  ellipti- 
schen Formeln  vornehmen. 

Unter  besonderen  Umständen  kann  es  eintreten^  dafs  der  oben  be- 
stimmte Fehler  r  sehr  klein  wird.  Dann  leisten  uns  unsere  Näherungs- 
formeln dieselben  Dienste  wie  die  früheren  exakten  Gleichungen.  Die 
Umstände^  unter  denen  dieses  stattfindet^  lesen  wir  aus  der  Ungleichung  (5) 
ab:  Es  mufs  entweder  nahezu  e  =  e  oder  es  mufs  e'  sehr  grofs  werden. 
Beide  Möglichkeiten  zusammenfassend^  können  wir  sagen:  es  müssen 
von  den  vier  Verzweigungspunkten  e,  e,  e\  oo  entweder  die  beiden 
ersten  j  oder  die  beiden  letzten  einander  sehr  nahe  rücken. 

Die  erste  Möglichkeit  tritt  ein^  wenn  wir  von  der  regulären  Prä- 
cession^  bei  welcher  e!  genau  gleich  e  wird^  durch  eine  kleine  Ab- 
änderung der  Integrationskonstanten  zu  einer  wenig  davon  verschiedenen 
Bewegung  übergehen.  Solche  „c?er  regulären  Präcession  benachharte 
Bewegungen"^  sollen  im  ersten  Paragraphen  des  nächsten  Kapitels  be- 
handelt uiid  durch  Näherungsformeln  im  Sinne  dieses  Paragraphen 
dargestellt  werden.  Ebendahin  gehört  auch  die  Bewegung  des  ^^auf-^ 
rechten  Kreisels^'  im  stabilen  Falle,  bei  genügend  kleiner  äufserer  Störung 
(vgl.  §  4  und  5  des  folgenden  Kapitels). 

Um  zu  entscheiden^  wann  die  zweite  Möglichkeit^  der  Fall  eines 
sehr  grofsen  Wertes  von  e\  eintritt,  wollen  wir  e"  durch  unsere  Inte- 
grationkonstanten n,  N  u.  s.  w.  ausdrücken. 

Da  e'  und  e'^  als  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  17^  =  0 
bestimmt  wurden,  ergiebt  sich  der  Wert  von  e'  +  ^";  wenn  wir  den 
negativ  genommenen  Koeffizienten  von  ^i  in  dieser  Gleichung  durch 
den  von  u^  dividieren.    Wir  finden  also  aus  Gleichung  (2)  von  pag.  240 

Dieser  Wert  wächst  im  allgemeinen  mit  wachsendem  n  und  N^ 
sowie  mit  abnehmendem  P.  Es  möchte  zunächst  so  scheinen,  als  ob 
auch  im  Falle  e  gleich  oder  nahezu  gleich  +  1  ^^^  Wert  von  e'  un- 
endlich bez.  sehr  grofs  würde.  Dem  ist  aber  nicht  so,  weil  alsdann 
gleichzeitig  mit  dem  Nenner  auch  der  Zähler  verschwindet.  Es  be- 
deutet nämlich  der  Zähler  geometrisch  das  Quadrat  der  Verbindungs- 
linie zwischen  dem  Endpunkte  der  Impulskomponente  n  und  der  Impuls- 
komponente 'S  in  der  Anfangslage  u  =  e,  Ist  nun  ß  =  +  1;  so  wird 
diese  Verbindungsstrecke  ersichtlich  gleich  Null. 

Mithin  wird  e'  nur  dann  sehr  grofs,  wenn  eine  der  Impulskom- 
ponenten n,  N  sehr  grofs  wird,  oder,  genauer  gesagt,  wenn  das  Quadrat 
einer  dieser  Gröfsen  im  Verhältnis  zu  der  gleichbenannten  Gröfse  ÄP 

Klein-S  omm  erfeld,  KreiselTbewegung.  18 
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eine  sehr  beträchtliche  Zahl  darstellt.  Dies  war  pag.  253  u.  fif.  bei  Unter- 
suchung der  GremfäUe  n  =  oo^  N==  oo  der  Fall.  Wir  sehen  daher 
jetzt  den  Grund  ein,  weshalb  wir  in  jenen  Grenzfällen  die  Darstellung 
der  Bewegung  dureb  elliptische  Integrale  entbebren  konnten;  es  würde 
nunmebr  aucb  leicht  sein,  den  Febler  r  in  den  früheren  Annäberungs- 
formeln  genauer  abzuschätzen. 

Die  von  uns  sogenannte  „pseudoreg^(Iäre  Präcession^^  können  wir 
ebensowohl  der  ersten  wie  der  zweiten  der  auf  voriger  Seite  unter- 
schiedenen Möglichkeiten  zurechnen.  Bei  dieser  Bewegung,  die  gleich- 
falls im  nächsten  Kapitel  untersucbt  werden  soll,  wird  daher  die  An- 
wendung unserer  Annäherungsformeln  ebenfalls  nur  einen  sehr  geringen 
Fehler  ergeben. 

Alle  diese  Einzelfälle  sind  vom  Standpunkte  der  elliptischen  Inte- 
grale dadurch  charakterisiert,  dafs  nacb  (5)  der  komplementäre  Modul  ¥ 
nahezu  gleich  1,  d.  h.  der  Legen  dresche  Modul  yfc  selbst  nahezu  gleich 
Null  wird.  Dafs  wir  in  einem  solchen  Falle  die  Theorie  der  elliptischen 
Integrale  entbehren  und  die  Bewegung  mit  grofser  Annäherung  durch 
elementare  Funktionen  darstellen  können,  ist  nach  dem  vorigen  Para- 
graphen von  vornherein  klar.  Bei  verschwindendem  Modul  Je  geht 
nämlich  das  Legendresche  Normalintegral  FQc,  cp)  (s.  Gleichung  (2) 
von  pag.  260)  direkt  in  den  Wert  der  Amplitude  (p  über,  wobei  sich 
(p  mittelst  der  ursprünglichen  Variabein  u  bez.  d  als  ein  Arcus-Sinus 
ausdrückt.  Dies  entspricht  genau  der  im  Vorstehenden  gegebenen  an- 
genäherten Darstellung  der  Bewegung.  Der  Fortschritt  der  jetzigen 
Betrachtung  besteht  lediglich  darin,  dafs  wir  nunmehr  bei  nicht  ver- 
schwindendem Je  die  Gröfse  des  Fehlers  in  unsern  Annäherungsformeln 
nach  (6)  durch  die  Gröfse  von  Je  abschätzen  können. 

Wir  mögen  hier  noch  einmal  an  die  oben  geschilderte  Berechnung 
der  elliptischen  Integrale  nacb  der  Methode  von  Legendre  oder  Gaufs 
erinnern.  Wie  erwähnt,  beruht  diese  Methode  auf  der  fortgesetzten 
Anwendung  gewisser  quadratischer  Transformationen,  welche  den  Er- 
folg haben,  den  Modul  des  Integrales  successive  zu  verkleinern.  In 
einem  derjenigen  Fälle  nun,  wo  unsere  Annäherungsformeln  nur  einen 
geringen  Fehler  ergeben,  wird  die  Anwendung  jener  Transformationen 
überflüssig,  indem  der  Modul  von  vornherein  so  klein  ist,  dafs  wir  ohne 
erheblicben  Febler  die  Integrale  direkt  auf  elementarem  Wege  aaswerten 
können. 

Bei  den  oben  genannten  Spedalfällen  der  pseudoregidären  Präcession, 
der  aufrechten  KreiseTbewegung  ii.  s.  w.,  liegt  also  von  seihst  derjenige 
Gremfall  vor,  den  Gaufs  und  Legendre  durch  genügend  häufige  An- 
wendung ihrer  TransformationsmetJioden  m  erreichen  streben. 
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Aufser  den  Näherungsformeln  für  u  werden  wir  solche  für  ^ 
brauchen.  Wir  haben  dabei  von  der  Gleichung  (6)  von  pag.  238  aus- 
zugehen : 

/^  ^v  .  n  —  Nu 

Die  rechte  Seite  zerlegen  wir  praktischer  Weise  in  Partialbrüche^ 
wie  bereits  pag.  267  geschehen  und  erhalten: 

Hier  setzen  wir,  wie  in  Gleichung  (2)  von  pag.  270^  u  =  Uq-\-  8  und 
nehmen  mit  dem  Ausdrucke  (1  +  (%  +  ^))"~^  eine  identische  Umformung 
vor.     Es  gilt,  wie  man  leicht  bestätigt: 


N 


Gleichung  (11)  geht  daher  über  in 

*  ~"  2^(1 +^o)  "^  2^(1  — ^O  ~~       \2^(1  +  u,y         2  J.(l  —  ^o)'>' 

*'"  +(^^+"-^^-)- 

Sodann  führen  wir  für  d  den  Näherungswert  aus  Gleichung  (8) 
ein.  Wir  haben,  wenn  wir  die  Genauigkeitsgrenze  r  in  unserer  Formel 
zum  Ausdruck  bringen: 

Hierfür  schreiben  wir  auf  Grund  des  Mittelwertsatzes  bez.  der  mit 
dem  ersten  Gliede  abgebrochenen  Taylorschen  Entwicklung: 

(13) 


f    : 


.^|/^-^^'';-"°^»■1r•^cos{]/^-"-^l  +  ^'T)^}, 


wobei  d"'  ebenso  wie  vorher  d"  einen  echten  Bruch  bedeutet. 

Die  Gleichung  (12)  nimmt  daraufhin,  wenn  wir  die  Glieder  passend 
zusammenfassen,  folgende  Gestalt  an: 


18* 
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Jetzt  führen  wir  die  Integration  nacli  t  aus;  wir  erhalten^  wenn 
wir  von  einer  unwesentlichen  Integrationskonstanten  absehen ^  welche 
den  Wert  von  ^  für  ^  =  0  bestimmt^  ein  Glied ^  welches  proportional 
mit  t  anwächst^  ein  zweites ,  welches  periodisch  veränderlich  ist^  und 
endlich  ein  Restglied. 

Die  in  Rede  stehende  angenäherte  Darstellung  von  ij)  soll  nun 
einfach  darin  bestehen^  dafs  wir  in  der  so  erhaltenen  Gleichung  das 
Restglied  zunächst  unterdrücken  und  setzen: 

Den  Grad  der  Annäherung  würden  wir  nachträglich  durch  Diskussion 
des  Restgliedes  festzustellen  haben. 

Die  Gleichungen  (8')  imd  (14')  zusammengenommen  liefern  eine 
angenäherte  Darstellung  für  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze,  welche  im 
allgemeinen  zwar  mit  erheblichen  Fehlern  hehaftet  sein  wird,  unter  Um- 
ständen aier  die  exakten  Formeln  mit  Vorteil  zu  ersetzen  vermag. 

Diese  Darstellung  läfst  eine  sehr  anschauliche  Deutung  zu.  Wir 
wollen  zunächst  die  beiden  Teilbewegungen  einzeln  betrachten^  welche 
bez.  durch  die  beiden  ersten  oder  die  beiden  zweiten  Terme  besagter 
Gleichungen  dargestellt  werden.     Die  beiden  ersten  Terme  sind: 

.    n  —  Nuq    , 

Sie  definieren  eine  regidäre  Präcession,  bei  welcher  der  mittlere  Parallel- 
kreis Uq  mit  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  .  .  — ^  durch- 
laufen wird.     Die  beiden  zweiten  Terme: 

^2  =  ^  sm  I  |/  — "^j ^  j^l , 


sind  harmonisch  veränderliche  Gröfsen  von  derselben  Periode  und  un- 
gleicher Amplitude;  sie  stellen,  für  sich  betrachtet^  eine  elliptische 
Schwingung  dar.  Die  letztere  bezeichnen  wir  auch,  indem  wir  einen 
in  der  Astronomie  gebräuchlichen  Ausdruck  aufnehmen,  als  Nutation 
der  Kreiselspitze. 

Die  Gesamtbewegung,  wie  sie  durch  unsere  ISTäherungsformeln  be- 
schrieben wird,  entsteht  aus  der  Überlagerung  der  soeben  beschriebenen 
Teilbewegungen.  Unsere  Formeln  stellen  also  die  Bewegimg  der  Kreisel- 
spitze  dar  als  Überlagerung  einer  regulären  Präcession  mit  einer  periodisch 
sich  wiederholenden  Nutation.   Wir  haben  uns  zu  denken,  dafs  die  Kreisel- 
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spitze  auf  dem  mittleren  Parallelkreise  Uq  mit  konstanter  Winkelge- 
schwindigkeit entlang  geführt  wird  und  gleichzeitig  relativ  zu  diesem 
ihre  Nutationsschwingung  ausführt.  Man  wolle  in  diesem  Sinne  die 
Figuren  des  §  2  einer  nochmaligen  Betrachtung  unterziehen  und  sich 
die  Beschaffenheit  der  in  jedem  Falle  erforderlichen  Präcession  und 
Nutation  vorstellen.  Besonders  naheliegend  und  fruchtbar  wird  diese 
Vorstellung  bei  der  die  pseudoreguläre  Präcession  darstellenden  Fig.  28. 

Die  Hauptfrage,  die  nach  dem  Genauigheitsgrad  unserer  Näherungs- 
formein j  bleibt  nun  zu  besprechen.  Der  Genauigkeitsgrad  unserer  Formel 
für  u  ist  oben  in  durchaus  befriedigender  Weise  bestimmt  worden.  In 
jedem  einzelnen  numerisch  bestimmten  Falle  hat  auch  die  Fehlerbe- 
Stimmung  in  unserer  Formel  für  f  keine  Schwierigkeit.  Unter  allge- 
meinen Voraussetzungen  läfst  sich  aber  dieser  Fehler  nicht  so  glatt 
abschätzen.  Wir  müfsten  sonst  eine  Reihe  von  Spezialfällen  je  nach 
dem  Vorzeichen  der  Gröfsen  n,  N,  %  u.  s.  w.  unterscheiden.  Es  mögen 
daher  hierüber  einige  wenige  Bemerkungen  genügen. 

Bei  der  Fehlerbestimmung  in  (14')  haben  wir  an  den  in  (14)  an- 
gegebenen Wert  des  Restes  B  anzuknüpfen,  durch  welchen  sich  der 
Fehler  f  folgendermafsen  berechnet 

f=JBdt', 

f  bedeutet  dabei  (im  Gegensatz  zu  dem  obigen  Fehler  r)  nicht  den 
relativen,  sondern  den  absoluten  Fehler. 

Wir  werden  wesentlich  den  speziellen  Fall  betrachten,  wo  die 
beiden  Parallelkreise  e  und  e'  hinreichend  nahe  aneinanderliegen,  wo 
also  2s  =  e' —  e  eine  kleine  Gröfse  ist.  In  diesem  Falle  wurde  auch 
der  Fehler  t  bei  unserer  obigen  Fehlerabschätzung  sehr  klein  und  zwar 
verschwindet  er  nach  (5)  bei  verschwindendem  s  von  der  ersten  Ord- 
nung. Von  den  drei  Termen  nun,  aus  denen  sich  B  in  Gleichung  (14) 
zusammensetzt,  enthalten  zwei,  nämlich  die  mit  Bj^  und  i?_  multi- 
plizierten, den  Faktor  a^,  weil  d  den  Faktor  s  enthält;  der  dritte  Term 
(vgl.  den  obigen  Ausdruck  für  r)  besitzt  den  Faktor  st.  Wir  können 
daher  sagen,  dafs  B  bei  verschwindendem  e  von  der  zweiten  Ordnung 
verschwindet,  während  die  in  unseren  Näherungsformeln  beibehaltenen 
Glieder  höchstens  von  der  ersten  Ordnung  in  ^  Null  werden.  Mithin 
stellt  hei  hinreichend  Meinem  s  unser  Fehler  f  einen  heliebig  Meinen  Bruch- 
teil der  rechten  Seite  von  Gleichung  (14')  dar.  In  diesem  Falle  geht 
also  die  hegremte  Annäherung  unserer  Formeln  (8')  und  (14')  in  eine 
'beliebige  Annäherung  über. 

Eine  Ausnahme  ist  dabei  wohl  zu  beachten.  Im  Nenner  von  B 
kommt   der    Term    1  —  u^^    bez.     1  +  ^*   vor.     Nimmt   einer   dieser 
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Faktoren  in  demselben  Mafse  ab,  wie  die  Parallelkreise  e  und  e  zu- 
sammenrücken^ so  kann  die  Kleinheit  des  Zählers  in  H  durch  die  des 
Nenners  aufgewogen  werden.  Die  vorstehende  Aussage  gilt  daher  nur 
dann^  wenn  die  Bahn  der  Kreiselspitze  nicht  in  unmittelbarer  Nähe 
des  Nord-  oder  Südpols  der  Einheitskugel  verläuft.  In  einem  solchen 
Falle  könnten,  selbst  bei  beliebig  kleinem  e,  unsere  Näherungsformeln 
ein  ganz  falsches  Bild  der  Bewegung  liefern.  Wir  werden  daher  im 
folgenden  Kapitel  (vgl.  §  5)  die  in  der  Nähe  der  Pole  stattfindenden 
Bewegungen  einer  besonderen  Betrachtung  unterziehen. 

Zum  Schlüsse  ein  Wort  über  das  Verhältnis  unserer  jetzigen  Be- 
rechnungsweise des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  zu  den  Me- 
thoden des  vorigen  Paragraphen. 

Wenn  wir  den  Faktor  {e" — ii)~''^  bei  der  Aufstellung  von  Formel  (4) 
durch  die  konstante  Gröfse  {e' —  '^0""^'  ersetzen,  so  kommt  dies  auf 
dasselbe  hinaus,  wie  wenn  wir  jenen  Term  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  u  —  Uq  entwickeln  und  die  Entwickelung  mit  dem  konstanten 
Gliede  abbrechen.  Es  liegt  nun  nahe,  statt  des  ersten  mehrere  Glieder 
bez.  die  ganze  Entwickelung  zur  Berechnung  von  t  beizubehalten.  Im 
letzteren  Falle  entsteht  eine  konvergente  unendliche  Reihe  von  Termen, 
welche  sich  sämtlich  durch  cyklometrische  Funktionen  ausdrücken  lassen. 
Berücksichtigen  wir  eine  genügende  Anzahl  von  ihnen,  so  können  wir 
ganz  allgemein  den  Grad  der  Annäherung  nach  Belieben  verbessern. 
Man  sieht  also:  Unser  Nahenmgsverfahren  von  hegr ender  Genauiglmt 
Iwmmt,  in  dieser  Weise  ausgestaltet,  auf  die  pag.  2Q4:  unter  (1)  genannte 
Beihenmethode  von  heliebiger  Genauigkeit  mrüch 


Kapitel  V. 

Über  besondere  Bewegungsformen  des  schweren  symmetrischen 
Kreisels,  namentlich  über  die  psendoregnläre  Präcession  sowie 
über  die  Stabilität  der  Bewegungen. 

§  1.    Die  reguläre  Präcession  und  ihr  benachbarte  Bewegungsformen. 

In  diesem  Kapitel  wollen  wir  einige  spezielle  Bewegungen  des 
Kreisels,  z.  B.  die  reguläre  Präcession  und  namentlich  die  von  uns  als 
pseudoreguläre  Präcession  bezeichnete  Bewegung  genauer  untersuchen. 
Dabei  wird  die  grofse  Frage  nach  der  Stabilität  der  Bewegungen  im 
Vordergrunde  unseres  Interesses  stehen,  eine  Frage,  welche  in  neuerer 
Zeit  yielfach  in  Angriff  genommen  ist,  aber  bisher  nicht  mit  der 
nötigen  Schärfe  und  Klarheit  formuliert  zu  sein  scheint. 

Wir  beginnen  mit  der  Untersuchung  der  regulären  Präcession  des 
Kugelkreisels  vom  Trägheitsmomente  A.  Als  Grenzfall  aus  der  allge- 
meinen Bewegung  des  Kreisels  erhalten  wir  sie,  wenn  wir  die  beiden 
Parallelkreise  i*  =  e  und  u  =  e\  zwischen  welche  die  Bahnkurve  der 
Kreiselspitze  eingeschlossen  ist,  zusammenrücken  lassen.  Berücksich- 
tigen wir  noch,  dafs  e  und  e'  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  U=  0 
sind,  so  können  wir  sagen:  Analytisch  ist  die  reguläre  Präcession  da- 
durch  charaMerisiert,  dafs  die  Gleichung  Z7  =  0  eine  zwischen  —  1  und 
+  1  gelegene  jDoppelwur0el  erhält     Es  mufs  daher  neben    JJ  auch  der 

Differentialquotient  -j—  für   ii  ==  e   verschwinden.      Bilden   wir    diesen 
^  au 

nach  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  von  pag.  240,  so   erhalten   wir  die 

Bedingung: 

..V  j    n  —  Ne      N  —  ne   p 

V^^  ^  A{1  —  e^)  A{l—~?)  ~  ^^ 

welche,  wie  schon  pag.  252  bemerkt  wurde,  mit  der  aus  der  Theorie 
des  Deviationswiderstandes  gefolgerten  Gleichung  A^v  =  P  identisch  ist. 
Eigentümlicherweise  versagt  in  diesem  einfachsten  Falle  der  Kreisel- 
bewegung unsere  allgemeine  Integrationsmethode.  Wenn  nämlich  e=  e' 
wird,  so  zieht  sich  der  Integrationsweg  für  u  in  den  Ausdrücken  von 
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t,  ijj  und  q)  auf  einen  einzelnen  Punkt  zusammen  und  unsere  Integrale 
yerlieren  zunächst  ihren  Sinn.  Wir  gehen  daher  lieber  auf  die  nicht- 
integrierten Gleichungen 

zurück  und  verifizieren  direkt^  dafs  sie  erfüllt  sind^  wenn  wir 
(3)  cos  d"  ==  ti  =  ßy       -^  =  vty       cp  z=  ^t 

machen.  In  der  That  geht  die  erste  Gleichung  für  u  =^  e  =  const 
über  in  0  =  0;  die  beiden  letzten  Gleichungen  werden  ebenfalls  be- 
friedigt^ wenn  wir  die  Gröfsen  v  und  ^  mittelst  der  Integrationskon- 
stanten n,  N  und  e  folgendermafsen  bestimmen: 

n  —  Ne  N  —  ne 


(4) 


A{l  —  e^)^      ^        A{l  —  e') 


Hierbei  haben  wir  auf  einen  merkwürdigen  Widerspruch  mit  dem 
Vorhergehenden  aufmerksam  zu  machen^  der  aber  nur  formaler  Natur 
ist.  Unsere  letzte  Betrachtung  zeigt^  dafs  die  Gleichungen  (2)  bei 
ganz  beliebiger  Wahl  der  Integrationskonstanten  e^  n  und  JV  und 
entsprechender  Bestimmung  der  Konstanten  d^^  ^  und  v  durch  die 
Gleichungen  (3)  erfüllt  werden.  Es  möchte  daher  scheinen,  als  ob  die 
reguläre  Präcession  bei  beliebigen  Anfangsbedingungen  eine  mögliche 
Bewegung  darstellt,  während  doch  oben  behauptet  wurde  und  aus 
unseren  früheren  Entwickelungen  hervorgeht,  dafs  sie  es  nur  dann  ist, 
wenn   zwischen   den  Integrationskonstanten  die  Bedingung  (1)  besteht. 

Um  die  Notwendigkeit  dieser  letzteren  Bedingung  direkt  zu  erhärten, 
gehen  wir  auf  die  ursprünglichen  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
zurück,  welche  wir  etwa  in  der  Lagrangeschen  Form  zu  Grunde  legen. 
Dieselben  lauten  nach  pag.  154,  wenn  wir  für  die  Komponenten  0, 
0,  V  der  äufseren  Kraft  die  pag.  220  angegebenen  Werte  eintragen  und 
für  T  den  Ausdruck  (6)  von  pag.  156  mit  C=Ä  benutzen: 

\   [0]=  J.^;       \y']=A{^'-\-  Cp'  Q,OS%),       \^']=  A{(p' +  ^' 0,0^  %) . 

Setzen  wir  hier  den  Gleichungen  (3)  entsprechend  ^'=0,  ^'=i;, 
q)'  ==  ^^  so  folgt  aus  der  zweiten  Reihe  [0]  =  0,  [M^]  =  const., 
[c|)]  =  const.*,  in  der  ersten  Reihe  werden  alsdann  die  beiden  letzten 
Gleichungen  identisch  befriedigt,  während  die  erste  Gleichung  unsere 
frühere  Bedingung  (1)  liefert: 
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Infolgedessen  Jcann  nach  unseren  tirsprünglichen  Gleichungen  in  der 
That  nur  eine  geivisse  Klasse  von  regulären  Fräcessionsbeivegungen,  welche 
eben  durch  die  Gleichimg  (1)  charakterisiert  wird,  auftreten. 

Wir  werden  aber  weiter  dem  Grunde  nachzugehen  wünschen^  wes- 
halb die  Gleichungen  (2)  Integrale  besitzen,  welche  in  den  allgemeinen 
Differentialgleichungen  (5)  nicht  enthalten  sind.  Zu  dem  Zwecke  müssen 
wir  uns  ein  wenig  über  die  Bedeutung  unserer  Differentialgleichungen 
in  geometrischer  Auffassung  yerbreiten. 

Dabei  möge  es  der  kürzeren  Ausdrucksweise  wegen  gestattet  sein, 
nur  von  den  Differentialgleichungen  für  ^t  und  ^  zu  sprechen. 

Die  Differentialgleichungen  (2)  bestimmen  für  jeden  Punkt  (u,  iji) 
der  Bahnkurve    eine  gewisse  Fortschreitungsrichtung   (-p- )  oder  auch, 

wenn  wir  wollen,  eine  gewisse  Geschwindigkeit  {-tt ,  ~1t)'    ^^^  wollen 

uns  in  jedem  Punkte  des  stereographischen  Bildes  der  Einheitskugel 
die  betreffende  Fortschreitungsrichtung  als  eine  Art  Wegweiser  markiert 
denken.  Den  Inbegriff  des  einzelnen  Punktes  und  des  zugehörigen 
Wegweisers  bezeichnen  wir  im  Anschlufs  an  eine  heute  übliche  Aus- 
drucksweise als  Linienelement. 

Die  Differentialgleichungen  integrieren  heifst  nun,  eine  Kurve  an- 
gehen, welche  aus  lauter  solchen  Linienelementen  msammengeset^t  ist,  oder 
einen  Weg  'beschreiben,  welcher  überall  in  Bichtung  der  Wegweiser  verläuft. 

Auf  Grund  dieser  Definition  sieht  man 
unmittelbar,  dafs  jede  beliebige  reguläre 
Präcession  (n,  iV,  e),  welche  wir  erhalten, 
wenn  wir  N  und  n  irgendwie  und  e  so 
wählen,  dafs  die  Gleichung  U=  0  erfüllt 
ist,  den  Differentialgleichungen  (2)  genügen 
mufs.  Betrachten  wir  nämlich  zunächst  die- 
jenige allgemeine  Bahnkurve  vom  Charakter 
der  im  vorigen  Kapitel  beschriebenen  Kurven, 
welche  den  Integrationskonstanten  n,  N  und 
e  entspricht,  und  konstruieren  wir  uns  die  Eig.  46. 

ganze  Schaar  von  Bahnkurven  hinzu,  welche 

entsteht,  wenn  wir  jene  erste  Kurve  um  den  Mittelpunkt  der  Figur  (um 
das  Bild  des  Nordpols)  drehen  (vgl.  Fig.  46).  AUe  diese  Kurven  sind 
natürlich  Integralkurven  von  (2) ;  sie  berühren  überdies  alle  den  Parallel- 
kreis u  =  e.  Infolgedessen  stellt  jedes  kleinste  Stück  des  Parallel- 
kreises ti  =  e  ein  Linienelement  dar,  welches  unseren  Differential- 
gleichungen entspricht.    Dieser  Parallelkreis  selbst  ist  daher  eine  Inte- 
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gralkurve  der  Gleichungen  (2)^  gleichviel  ob  die  Bedingung  (1)  zwischen 
e,  n  und  N  erfüllt  ist  oder  nicht. 

Unsere  Betrachtung  läfst  sich  sofort  auf  beliebige  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  verallgemeinern:  Wenn  wir  eine  Schaar 
von  Integralkurven  solcher  Gleichungen  kennen  und  die  Enveloppe 
der  Schaar  konstruieren,  so  genügt  diese  gleichfalls  den  Differential- 
gleichungen. Man  bezeichnet  diese  besondere  Art  von  Integralkurven 
als  singulare  Lösungen,  weil  sie  sich  aus  den  allgemeinen  Lösungen 
durch  Spezialisierung  der  Konstanten  nicht  ergeben. 

Mit  Benutzung  dieses  terminus  können  wir  daher  sagen:  Die  re- 
guläre Präcession  ist  allerdings  hei  beliebiger  Wahl  der  Konstanten  e,  n 
und  N  eine  Lösung  der  Differentialgleichungen  (2),  aber  eine  singulare 
Lösung. 

Man  begreift  nun  leicht,  dafs  die  singulären  Lösungen  von  (2) 
nicht  auch  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (5)  zu  sein  brauchen. 
Machen  wir  nämlich  bei  letzteren  eine  der  obigen  ähnliche  Betrachtung, 
so  haben  wir  hier  nicht  von  Linienelementen  schlechtweg,  sondern  etwa 
von  Linienelementen  zweiter  Ordnung  zu  sprechen.  Es  werden  jetzt, 
nachdem  ein  Punkt  und  eine  hindurchgehende  Fortschreitungsrichtung 
irgendwie  ausgewählt  sind,  durch  die  Differentialgleichungen  zugehörige 
Werte  der  zweiten  Differentialquotienten  bestimmt.  Unsere  Wegweiser 
sind  jetzt  sozusagen  bedingungsweise  Wegweiser,  welche  vorschreiben: 
Wenn  wir  von  einem  Punkte  in  einer  gewissen  Richtung  vorwärts 
gehen,  so  sollen  wir  uns  mit  einer  gewissen  Krümmung  der  Bahn 
weiter  bewegen.  Um  die  Gleichungen  (5)  zu  integrieren,  haben  wir 
also  jetzt  diese  Linienelemente  zweiter  Ordnung  zu  einer  Kurve  zu- 
sammenzusetzen bez.  die  Krümmung  der  Bahn  so  einzurichten,  wie  es 
durch  unsere  bedingungsweisen  Wegweiser  vorgeschrieben  wird.  Die 
Integralkurven,  zu  denen  wir  so  gelangen,  müssen  jedenfalls  unter  den 
Integralkurven  von  (2)  enthalten  sein.  Letztere  Gleichungen  können 
aber  möglicherweise  noch  andere  Integrale  zulassen.  Denn  wir  können 
aus  der  Thatsache  allein,  dafs  die  Fortschreitungsrichtungen  einer  Kurve 
den  Gleichungen  (2)  genügen,  nicht  schliefsen,  dafs  ihre  Krümmungen 
mit  den  Gleichungen  (5)  in  Übereinstimmung  sind.  Bei  den  singulären 
Lösungen  ist,  wie  wir  sahen,  dieses  in  der  That  nicht  der  Fall. 

Wir  können  aber  weiter  behaupten,  dafs  die  allgemeinen  Lösungen 
von  (2)  sämtlich  auch  den  Gleichungen  (5)  genügen  müssen.  Denn 
diese  Lösungen  bilden  eine  kontinuierliche  Mannigfaltigkeit  von  Bahn- 
kurven, und  da  einige  von  ihnen  sicherlich  Integralkurven  von  (5)  sein 
müssen,  so  werden  es  alle  sein.  Es  haben  also  die  allgemeinen  Lösungen 
von^J^2)  die  durch  (5)  vorgeschriebene  Krümmung^  nicht  aber  die  singulären. 
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Wir  sehen  an  diesem  Beispiel^  wie  nötig  es  ist,  stets  auf  den 
eigentlichen  Sinn  der  Formeln  (hier  also  auf  die  Betrachtung  der 
Linienelemente)  zurückzugehen  und  niemals  blindlings  auf  die  formale 
Richtigkeit  der  Rechenoperationen  zu  vertrauen.  — 

Wir  gehen  nun  zu  einer  neuen  Bewegungsart  des  Kreisels  über, 
zu  den  schon  pag.  273  erwähnten  ,,der  regidären  Präcession  henachharten 
Bewegungen'^.  Wir  erteilen  dem  Kreisel  zu  dem  Ende,  .während  er 
in  einer  regulären  Präcessionsbewegung  begriffen  ist,  einen  kleinen 
Anstofs.  Die  Richtung  des  Anstofses  soll  beliebig,  die  Grölse  des- 
selben aber  beliebig  klein  gewählt  werden  dürfen.  Unser  Anstofs  setzt 
sich  mit  dem  zur  regulären  Präcession  gehörigen  Impulse  nach  der 
Parallelogrammregel  zusammen.  Die  Komponenten  des  ursprünglichen 
Impulses  werden  also  in  einem  gewissen  Zeitpunkte,  den  wir  als  „An- 
fangszeit^^ bezeichnen  können,  um  beliebig  kleine  Zuwächse,  die  Kom- 
ponenten unseres  Anstofses,  vermehrt.  Die  Frage  ist,  welche  Be- 
wegung dem  so  veränderten  Anfangsimpulse  entspricht. 

Am  bequemsten  zerlegen  wir  den  Impuls  in  seine  Komponenten 
nach  den  drei  durch  unser  Problem  ausgezeichneten  Axen,  der  Figuren- 
axe,  der  Vertikalen  und  der  Knotenlinie,  d.  i.  in  die  senkrechten 
Projektionen  [V],  [0],  [0]  des  Impulsvektors  auf  jene  Axen.  Von 
diesen  sind  die  beiden  ersten  während  jeder  natürlichen  Bewegung  des 
schweren  Kreisels  unveränderlich  und  mit  den  Integrationskonstanten  N 
und  n  identisch.  Die  letzteren  Buchstaben  mögen  speziell  die  für  die 
reguläre  Präcession  charakteristischen  Werte  der  Komponenten  [0]  und 
[M^]  bezeichnen;  die  Zuwächse,  welche  sie  durch  unsern  Anstofs  er- 
fahren, mögen  N'  und  n  heifsen.  Die  dritte  Impulskomponente  [0] 
ist  im  allgemeinen  während  der  Bewegung  variabel.  Nur  bei  der  regu- 
lären Präcession  haben  wir  speziell  [0]  =0,  weil  nach  (5)  [0]  =  Äd^^ 
und  '9''=  0  ist.  Der  Zuwachs,  welcher  durch  den  Anstofs  hinzugefügt 
wird,  bedeutet  daher  den  Gesamtwert  der  [0]-Komponente  zu  Beginn 
der  Bewegung.  Wir  bezeichnen  ihn  mit  [0o]?  ^^  anzudeuten,  dafs 
dieser  Wert  die  [0] -Komponente  nur  zur  Zeit  t  =  0  darstellt. 

Im  Übrigen  werden  wir  den  Effekt  der  Impulszuwächse  n',  N' 
und  [0q]  einzeln  untersuchen.  In  diesem  Sinne  fragen  wir  zunächst 
nach  der  Verschiebung  der  beiden  Parallelkreise  e  und  e'  bei  ausschliefs- 
licher  Vermehrung  der  Impulskomponente  [V]  um  n. 

Zunächst  ist  klar,  dafs  einer  der  Parallelkreise  e,  e'  mit  dem  Prä- 
cessionskreise  e  zusammenfällt.  Da  nämlich  [0q]  =  0  sein  sollte,  so 
wird  zu  Beginn  der  Bewegung,  wo  u=  e  ist,  d''=  0,  also  auch  u=0. 
Eine  Wurzel  der  Gleichung  U=0  ist  also  nach  wie  vor  gleich  e. 
Die   zweite  Wurzel  e,  welche  im  Falle  n=^0  mit   e   zusammenfällt, 
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wird  durch  unsern  Anstofs  einen  Zuwachs  erfahren.  Wir  bezeichnen 
diesen  mit  2s ^  setzen  also,  wie  pag.  270,  e'- —  e  =  26.  Dabei  ist  8 
eine  mit  n'  verschwindende  Zahl,  wie  unmittelbar  aus  der  Stetigkeit 
unserer  Cg  von  pag.  250  folgt.  Nehmen  wir  n'  hinreichend  klein,  so 
können  wir  auch  s  beliebig  klein  machen. 

Die  Gröfse  von  e'  bez.  die  von  28  berechnet  sich  darauf  aus  der 
Gleichung  JJ^  =  0  von  pag.  240  oder,  wie  wir  ausführlicher  schreiben 

wollen, 

U^iit,  v)  =  0. 

Diese  Gleichung  mufs  erfüllt  sein  einerseits  im  Falle  der  regulären 
Präcession,  d.  h.  für  it  =  e,  v  =  n,  andrerseits  im  Falle  unserer  zur 
regulären  Präcession  benachbarten  Bewegung,  also  für  tt  =  e-j-2f, 
V  =  n  -\-  n.  Entwickeln  wir  daher  [7^  (e  +  2£,  n  -\-  n')  nach  dem 
Taylorschen  Lehrsatze  in  der  Nähe  des  Wertepaares  (e,  n)j  so  er- 
giebt  sich  wegen  ü^(e,  n)  =  0: 

hier  verschwindet  die  linke  Seite;  auf  der  rechten  vernachlässigen  wir 
wegen  der  Kleinheit  von  8  und  n'  alle  nicht  hingeschriebenen  höheren 
Potenzen.     Alsdann  ergiebt  sich: 


oder 


du     '  öv 

cv /    du  ^ 


wobei  wir  rechts  v  =  n,  u  ==  e  einzutragen  haben.  Ohne  die  rechte 
Seite  genauer  auszurechnen,  begnügen  wir  uns  gezeigt  zu  haben,  dafs 
8  auf  diese  Weise  als  eine  mit  n'  verschwindende  Gröfse  in  jedem  Falle 
bestimmt  werden  kann. 

Nicht  anders  liegt  die  Sache,  wenn  wir  N  um  N'  vermehren, 
dafür  aber  die  ursprünglichen  Werte  [M^]  =  ^,  [0q]  ==  0  festhalten. 
Der  eine  Parallelkreis  ist  wiederum  e^  die  Verschiebung  2a  des  anderen 
Parallelkreises  berechnet  sich  wie  vorher;  da  nämlich  die  Gleichung 
C4  =  0  in  ^  und  N  symmetrisch  gebaut  ist,  haben  wir  in  der  End- 
formel für  8  nur  n  und  N  zu  vertauschen  und  N'  statt  n   zu  schreiben. 

Im  dritten  Falle,  wo  wir  den  Anstofs  [GJ  hinzufügen  und '>^'=iV'  =  0 
nehmen,  verschieben  sich  beide  Parallelkreise  e  und  e.  Es  ist  nämlich 
jetzt  zu  Beginn  der  Bewegung  nicht  mehr  d'Q  =  0,  sondern  -4'9'o'=[0o]; 
mithin  ist  auch  der  Anfangswert  von  u,  den  wir  mit  Uq  bezeichnen, 
nicht  mehr  Wurzel  von  U  =  0.  Bei  der  Bestimmung  von  e  und  e' 
haben  wir  daher  von  dieser  kubischen  Gleichung  und   nicht  von  der 


§  1.    Die  reguläre  Präcession  und  benaclibarte  Bewegungen.  285 

quadratisclien  [7^  =  0  auszugehen.  Es  soll  gezeigt  werden^  dafs  die 
beiden  Parallelkreise  e  und  e'  von  dem  ursprünglichen  Präcessions- 
kreise  Uq  in  erster  Annäherung  beide  gleichweit  abstehen^  so  dafs  Uq 
wie  im  vorigen  Paragraphen  den  mittleren  Parallelkreis  bedeutet: 

Die  ursprüngliche  Form  des  Ausdruckes   U  war  pag.  238  in  Glei- 
chung (7')  angegeben: 
(6)  A'U=—{Nu  —  nf  +  (¥—  N^—  2APu)  (1  —  u'). 

Zu  Beginn   der  Bewegung  (u  =  it^  =  cos  d^^)   ist   die  linke    Seite 
dieser  Gleichung  bekannt.     Da  nämlich  allgemein 


so  wird  für  u  =  Uq 


^=§)^=-^^■^'^ 


Somit  folgt  die  Gleichung 

(7)  (1  -  V)  [0o]'  =  -  (Nuo-ny+  Qc  -  N'-  2AFu,)  (1  -V)- 

Aus  (6)  und  (7)  wollen  wir  Ä;  eliminieren^  nachdem  wir  in  (6) 
U  =  0  gesetzt  haben.  Wir  finden  so  für  die  gesuchten  Werte  u  =^  e 
und  u  =  e'  die  Gleichung: 

(8)  (1  _  u')  [0,]2  =  (Nu  -  nf  -  (Nu,  -  nf  |^^ 

Das  Polynom  dritten  Grades,  welches  auf  der  rechten  Seite  steht, 
kann  leicht  in  Linearfaktoren  aufgelöst  werden.  Setzen  wir  nämlich 
die  rechte  Seite  gleich  Null,  so  müssen  wir  die  Wurzeln  der  Gleichung 
Z7=  0  im  Falle  der  regulären  Präcession  wiederfinden,  weil  [GJ  =  0 
diese  Bewegung  ergiebt.  Die  Linearfaktoren  der  rechten  Seite  lauten 
daher  u  —  Uq^  u  —  iIq  und  u  —  e'\  Der  hinzutretende  von  ti  unab- 
hängige Faktor  wird  gleich  dem  Koeffizienten  von  #  in  Gleichung  (8) 
und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  gleich 

—  2ÄP(u—  u^yiu  —  e'y 

Mithin  können  wir   statt  (8)  einfacher  schreiben: 

(1  —  u')  [Qof=  2ÄP(u  —  %y(e''—  u). 
Nun  dürfen  wir  [0q]  beliebig  klein  voraussetzen,  so  dafs  auch  die 
rechte  Seite  aufserordentlich  klein  wird.    Die  gesuchten  Wurzeln  e  und 
e    liegen  daher  aufserordentlich  nahe   an  Uq.    Wir  setzen  u  ==  Uq -\- e 
und  erhalten  zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung 
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Die  rechte  Seite  könnten  wir  nach.  Potenzen  von  s  in  eine  kon- 
vergente Reihe  entwickeln.  Da  wir  aber  s  ebenso  wie  [0^]  als  be- 
liebig klein  voraussetzen  können^  brauchen  wir  nur  das  erste  Glied. 
Aus  diesem  ergeben  sich  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte  für  s^ 
nämlich  

Hiernach  werden  die  gesuchten  Werte 

e  =  Uq  —  s    und     e'  =  Uq-\-  s, 
wo  s  mit  [0q]  verschwindet. 

Die  Parallelkreise  e  und  e  stehen  also  in  erster  Annäherung  gleich- 
weit  ab  von  dem  Ausgangskreise  ii^^  dieser  stellt^  wie  behauptet  wurde^ 
den  jj mittleren  Parallelkreis  der  Bewegung"  im  Sinne  des  vorigen 
Paragraphen  dar. 

Wir  kommen  nach  diesen  Vorbereitungen  auf  unsere  pag.  283  ge- 
troffene Unterscheidung  der  drei  Fälle  zurück^  welche  bez.  durch  die 
drei  Werte  des  Zusatzimpulses  n\  N\  [0J  charakterisiert  waren.  Allen 
drei  Fällen  ist^  wie  wir  sahen,  gemeinsam,  dafs  die  Parallelkreise  e 
und  e'  einander  um  so  näher  liegen,  je  kleiner  der  Anstofs  gewählt 
war.  Die  fraglichen  Bahnkurven  sind  also  ihrem  Verlaufe  nach  dem 
ursprünglichen  Präcessionshreise  beliehig  henachharf,  wie  schon  in  ihrer 
Benennung  ausgedrückt  wurde. 

Sodann  erinnern  wir  uns  der  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen. 
Die  dortigen  Näherungsformeln  (8')  und  (14'),  welche  im  allgemeinen 
nur  eine  begrenzte  Annäherung  lieferten,  geben  gerade  in  dem  jetzt 
vorliegenden  Spezialfälle  eine  beliebig  gute  Annäherung;  der  Fehler  wird 
sowohl  in  der  Formel  für  ^t  wie  in  der  für  ijj  bei  hinreichend  kleinem  s 
beliebig  klein.  Wir  werden  daher  jene  Formeln  ohne  Bedenken*)  auf 
die  vorliegenden  drei  Fälle  anwenden  und  schreiben  dürfen: 

=  %  +  8  sm  -- , 


(10) 

die  hierbei  benutzten  Abkürzungen  haben  folgende  Bedeutung: 


jI)  =  yt-\-v^B  cos  — ; 


(11)  -  =  -l/^p7^ 


NU(, 


7tA{l  —  li,^Y  ^^ 


*)  Man  beachte  jedoch  die  Bedingung  von  pag.  277,  wonach  u^  nicht,  und 
auch  nicht  nahezu,  gleich  +  1  sein  darf.  Über  diese  Präcessionsfälle  folgen  im 
§  5  einige  Bemerkungen. 
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wobei  n  und  N  die  Gesamtwerte  der  Impulskomponenten  [¥]  und  [0]^ 
d.  li.  die  eventuell  um  n  und  N'  vermehrten  Werte  dieser  Komponenten 
bei  der  ursprünglichen  regulären  Präcession  bezeichnen. 

Um  eine  klare  Vorstellung  von  unsern  benachbarten  Bahnkurven 
zu  bekommen^  betrachten  wir  die  Teübewegungen  der  regulären  Prä- 
cession und  der  Nutation,  in  welche  die  Bewegung  der  Kreiselspitze 
durch  (10)  zerlegt  erscheint ,  für  sich. 

Die  Bahnkurve  der  ersten  Teilbewegung  ist  der  Präcessionskreis 
u  =  Uq.  Dieser  fällt  mit  dem  ursprünglichen  Präcessionskreise  nur  in 
dem  Falle  zusammen,  wo  der  Änstofs  die  Knotenlinie  zur  Axe  hat 
(n'=jlSf'==0,  [0o]  H=  0)-  In  den  beiden  anderen  Fällen  dagegen  ist 
er  im  Vergleich  zu  dem  ursprünglichen  Präcessionskreise  um  das 
Stückchen  €  im  vertikalen  Sinne  verschoben.  Genauer  könnten  wir  so 
sagen:  Bei  dem  Anstofse  [0J  verschwindet  die  Abweichung  zwischen 
dem  mittleren  Parallelkreise  u^  und  dem  Kreise  der  ursprünglichen 
Präcession  bei  verschwindender  Gröfse  des  Anstofses  von  höherer  als 
der  ersten  Ordnung,  bei  den  Anstöfsen  n  und  N'  dagegen  nur  von 
der  ersten  Ordnung. 

Die  Präcessionsgeschwindigkeit  unserer  ersten  Teilbewegung  ist  in 
allen  Fällen  durch  die  Gröfse  v  aus  Gleichung  (11)  gegeben.  Diese 
Gröfse  stimmt  mit  der  ursprünglichen  Präcessionsgeschwindigkeit  wieder 
nur  im  Falle  des  Anstofses  [GJ  überein,  weil  alsdann  die  Impulskom- 
ponenten n  und  N  ungeändert  bleiben  und  der  Wert  von  Uq  mit  dem 
ursprünglichen  Werte  von  u  bei  der  regulären  Präcession  in  dem  eben 
präcisierten  Sinne  zusammenfällt.  In  den  beiden  anderen  Fällen  weicht 
der  Wert  der  Präcessionsgeschwindigkeit  von  dem  ursprünglichen  Werte 
um  Gröfsen  ab,  welche  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  n'  und 
N'  sind. 

Die  zweite  Teilbewegung,  die  Nutation,  ist  nach  Früherem  eine 
harmonische  Schwingung  mit  ungleichen  Amplituden  in  den  Koordi- 
naten u  und  ijj  oder,  wie  wir  kürzer  sagen,  eine  elliptische  Schwingung 
relativ  zum  Kreise  der  Präcession.  Die  durch  (11)  bestimmte  Gröfse  cj 
giebt  die  halbe  Schwingungsdauer,  d.  h.  diejenige  Zeit  an,  während  der 
die  Kreiselspitze  von  e  zu  e'  gelangt.  Die  vertikale  Schwingungs- 
amplitude wird  durch  f,  die  horizontale  durch  v^s  gemessen.  Man 
sieht  ohne  weiteres,  dafs  bei  verschwindendem  Anstofs  die  Schwingungs- 
periode im  allgemeinen  endlich  bleibt,  während  die  beiden  Schwingungs- 
amplituden ihrerseits  verschwinden.  Drücken  wir  nämlich  co  durch  unsere 
gewöhnlichen  Integrationskonstanten  n,  Nu.  b.w.  aus,  indem  wir  für  e' 
den  Wert  aus  Gleichung  (9)  von  pag.  273  eintragen,  so  folgt  in  der 
Grenze  für  verschwindende  Gröfse  des  Anstofses: 
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«]/ 


n^+N^—  2nNe  —  4J.Pe(l— 6^)' 


hier  bedeuten  7t ^  N  und  e  die  Konstanten  der  ursprüngliclien  regulären 
Präcession.  Der  so  gefundene  Grenzwert  von  w  ist  offenbar  von  Null 
verschieden.  Dasselbe  gilt  von  dem  Grenzwerte  des  Winkels  ^w;  nm 
welchen  das  Azimuth  der  Kreiselspitze  während  einer  Nutation  zunimmt. 
Nach  Gleichung  (11)  wird  nämlich  einfach 

Wir  können  hiernach  mit  leichter  Mühe  die  Figurenserie  des 
vorigen  Kapitels  durch  eine  Figur  vervollständigen^  indem  wir  neben 
Fig.  31  (^^  langsame  Präcession  ^^)  eine  Nachbarfigur  einschalten.  In  31 
war  vorausgesetzt  Ä  =  —  P==l^  e  =  0^  JV"==0^2^  n  =  —  5.  Geben 
wir  beispielsweise  n  einen  von  —  5  etwas  verschiedenen  Wert^  so  über- 
lagert sich  der  regulären  Präcession  eine  Schwingung  von  der  halben 
Periode 


(x)  =  7t  y     ^  ,"  Tix^  =  —  circa; 


7t 


gleichzeitig  wird  der  Azimuthalausschlag  während  der  Zeit  co 
^o)  =  ^  G3  =  —  ^  circa. 
Die  neben  Fig.  31  einzuschaltende  Nachbarfigur  würde  daher  folgender- 
mafsen  schematisch  zu  zeichnen  sein  (vgl.  Fig.  47).     Man   beachte    die 

eigentümliche  Thatsache^  dafs  unsere  Nu- 
tation^  welche^  wie  wir  wissen^  für  sich  ge- 
nommen^ verschwindende  Dimensionen  hat^ 
durch  Überlagerung  mit  der  endlichen  Prä- 
cessionsgeschwindigkeit  zu  einer  nahezu  voll- 
ständigen Umkreisung  der  Vertikalen  aus- 
einander gezogen  wird. 

Ganz  dieselbe  Figur  kann  uns  auch  als 
Darstellung  der  zu  der  unendlich  schnellen 
Präcession  (Fig.  36)  benachbarten  Bahn- 
kurven dienen.  Nur  wird  hier  (wegen  des 
besonderen  Wertes  n  =  oo)  co  gleich  0  und  ijjcj  genau  gleich  +  ^-  — 
Die  wesentliche  Absicht^  welche  wir  bei  der  Heranziehung  der  zur 
regulären  Präcession  benachbarten  Lösungen  verfolgen^  besteht  jedoch 
nicht  sowohl  in  der  Erkenntnis  dieser  Bewegungen  selbst^  als  vielmehr 
darin  ^  dafs  wir  von  hieraus  auf  die  Stabilität  der  regulären  Präcession 
Schlüsse  machen  können.  Wir  behaupten  nämlich  auf  Grund  unserer 
Untersuchung  der  benachbarten  Bewegungen:  Die  reguläre  Präcession  ist 
sicher  eine  stabile  Bewegung  des  Kreisels. 
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Was  wir  unter  dem  Worte  Stabilität  verstehen  wollen^  haben  wir 
bereits  pag.  219^  wenn  auch  noch  nicht  mit  hinlänglicher  Schärfe^  er- 
klärt. Eine  eingehendere  Definition  sparen  wir  bis  zn  dem  sechsten 
Paragraphen  des  gegenwärtigen  Kapitels  anf ;  für  den  vorliegenden  Fall 
genügt  unsere  frühere  Erklärung.  Wir  wiederholen  daher:  Eine  Bewegung 
soll  stabil  heifsen^  wenn  sich  bei  Hinzufügung  eines  hinreichend  kleinen 
Anstofses  von  beliebiger  Richtung  der  Charakter  der  Bewegung  stetig 
ändert. 

Wollen  wir  dieses  Kriterium  auf  unseren  Fall  anwenden ,  so  müssen 
wir  die  vorhergehenden  Betrachtungen  noch  erst  nach  zwei  Richtungen 
vervollständigen. 

Unter  der  ^^  Bewegung  ^^  werden  wir  nämlich  nicht  nur  die  Bewegung 
der  Kreiselspitze  längs  ihrer  Bahnkurve^  sondern  die  Gesamtheit  der 
Lagen  des  Kreisels^  d.  h.  den  Inbegriff  der  Werte  verstehen  müssen^ 
welchen  etwa  die  Koordinaten  (p,  ijj^  d"  während  des  Ablaufs  der  Zeit 
annehmen.  Nun  wissen  wir  aber^  dafs  die  Werte  der  ^d- Koordinate 
aus  denen  der  i^ -Koordinate  durch  Vertauschung  von  n  und  N  mit 
—  N  und  —  n  erhalten  werden  können  (vgl.  das  Reciprocitätsgesetz 
des  Kugelkreisels  in  §  5  des  vorigen  Kapitels).  Wir  haben  daher^ 
um  die  ^^ Bewegung"  vollständig  zu  beherrschen^  nicht  nötige  für  die 
g) -Koordinate  neue  Entwicklungen  zu  machen^  sondern  können  uns 
darauf  berufen^  dafs  diese  sich  qualitativ  ebenso  verhält  wie  die 
^-Koordinate. 

Ferner  spricht  unsere  Stabilitätsdefinition  von  einem  beliebigen 
Anstofse^  d.  h.  von  einer  gleichzeitigen  Vermehrung  der  Impulskom- 
ponenten [0],  [¥]j  [0]  um  kleine  Zuwächse.  Es  ist  aber  klar,  dafs 
der  Effekt  eines  beliebigen  Anstofses  sich  durch  direkte  Superposition 
aus  den  Wirkungen  der  oben  betrachteten  speziellen  Anstöfse  n\  N' , 
[0q]  zusammensetzen  lassen  mufs^  falls  nur  jene  Zuwächse  hinreichend 
klein  sind.  Die  hierbei  entstehenden  Formeln  für  ii^  il^  und  cp  sind 
daher  vom  gleichen  Charakter^  wie  die  obigen  für  ii  und  ^. 

Nun  zeigt  der  Anblick  der  Gleichungen  (10)^  dafs  diese  Formeln 
stetig  in  die  Gleichungen  der  regulären  Präcession  übergehen^  wenn 
wir  die  Gröfse  der  Impulszuwächse  stetig  verkleinern.  Dasselbe  gilt 
daher  für  eine  ganz  beliebige  Störung  hinsichtlich  des  Gesamtcharakters 
der  Bewegung.  Auch  dieser  wird  stetig  in  die  reguläre  Präcession 
übergehen^  wenn  wir  die  Störung  stetig  zu  Null  abnehmen  lassen. 

Hiernach  ist  die  Stabilität  der  regulären  Präcession  sichergestellt. 

Unsere  hier  benutzte  Definition  der  Stabilität  ist  von  der  gewöhnlich 
gegebenen  Definition  (vgl.  hierzu  §6  dieses  Kapitels)  verschieden.  Während 
wir  nur  verlangen^  dafs  die  Abänderung  der  Bewegung  eine  stetige  sei^ 
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d.  h.  um  so  kleiner  ausfalle^  je  kleiner  der  Anstofs  genommen  wird^ 
bezeichnet  man  sonst  vielfach  eine  Bewegung  nur  dann  als  stabil^  wenn 
die  Abweichung  der  gestörten  Bewegung  Yon  der  ursprünglichen  dauernd 
sehr  klein  (oder  beliebig  klein)  bleibt.  Wir  möchten  uns  im  allge- 
meinen diesem  Sprachgebrauch  nicht  anschliefsen^  weil  er^  wie  später 
gezeigt  werden  wird,  eine  ungebührliche  Beschränkung  des  Stabilitäts- 
begriffes mit  sich  bringt.  Wir  bemerken  aber,  dafs  speziell  die  reguläre 
Präcession  auch  nach  diesem  engeren  Stabilitätsbegriffe  als  stabil  zu 
bezeichnen  ist,  sofern  wir  nämlich  unser  Augenmerk  lediglich  auf  die 
geometrische  Gestalt  der  Kreiselspitzenbahn  richten  und  von  ihrer 
zeitlichen  Durc^laufung  absehen.  In  der  That  ist  die  durch  einen 
Zusatzstofs  abgeänderte  Bahnkurve  ganz  in  einer  Kugelzone  von  der 
(in  vertikaler  Richtung  gemessenen)  Breite  2s  eingeschlossen  und  kann 
durch  Verkleinerung  von  s  und  mittelbar  durch  Verkleinerung  der  Störung 
dem  Präcessionskreise  e  ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  beliebig  nahe 
gebracht  werden.  Dals  etwas  Analoges  nicht  bei  jeder  Bewegung  der 
Fall  ist,  zeigt  unter  anderem  das  Beispiel  der  kräftefreien  Bewegung  des 
einzelnen  Massenpunktes  nach  dem  Galileischen  Trägheitsgesetze.  Bei 
Hinzufügung  eines  Anstofses  verwandelt  sich  die  ursprüngliche  gerad- 
linige Bahn  in  eine  andere  gerade  Linie,  welche  sich  von  der  ersteren 
im  Laufe  der  Zeit  beliebig  weit  entfernt,  wie  klein  auch  der  Anstofs 
gewählt  sein  möge.  Wir  werden  also  insofern  der  Bahnkurve  der 
regulären  Präcession  einen  besonders  hohen  Grad  von  Stabilität  zu- 
sprechen müssen. 

Die  Sache  liegt  schon  anders,  wenn  wir  aufser  der  Gestalt  der 
Bahnkurve  auch  ihre  zeitliche  Durchlaufung  oder  den  Gesamtcharakter 
der  Bewegung  mit  Einschlufs  der  g?- Koordinaten  in  Betracht  ziehen. 

Wir  können  nämlich  nicht  behaupten,  dafs  die  Entfernung  der 
Kreiselspitze  bei  der  durch  einen  kleinen  Anstofs  abgeänderten  Be- 
wegung von  ihrer  Lage  in  entsprechenden  Zeiten  bei  der  ursprünglichen 
Bewegung  im  allgemeinen  dauernd  klein  bleibt.  In  der  That  sahen  wir, 
dafs  durch  Hinzufügung  des  Anstofses  n  oder  N'  der  mittlere  Wert 
der  Winkelgeschwindigkeit  ^'  abgeändert  wird,  so  dafs  die  Kreiselspitze 
nach  der  Störung  ihre  Bahn  mit  einer  anderen  Geschwindigkeit  durch- 
läuft wie  vor  derselben.  Im  Laufe  der  Zeit  wird  daher  die  Lage  der 
Kreiselspitze  bei  den  verglichenen  Bewegungen  um  beliebige  endliche 
Stücke  differieren.  Entsprechendes  gilt  nach  unserem  Reciprocitäts- 
gesetz  von  der  Koordinate  9,  sofern  durch  den  Anstofs  die  Werte  von 
n  und  N  abgeändert  werden. 

Lediglich  in  dem  speziellen  Falle,  wo  der  Anstofs  keine  Ver- 
änderung von  [0]  und  [Y]  bewirkt  und  nur  aus  der  einen  Komponente 
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[©o]  besteht^  bleibt,  wie  wir  sahen,  der  iirsprünglicbe  Betrag  der  Prä- 
cessionsgesch windigkeit  ^'  und  daher  auch  der  ursprüngliche  Wert  von 
q)'  erhalten.  Die  abgeänderte  Bahnkurve  oscilliert  dann  mit  gleichem 
Ausschlag  nach  oben  und  unten  um  den  ursprünglichen  Präcessionskreis 
herum.  Also  würde  nur  bei  Beschränkung  auf  so  spezielle  Anstöfse 
die  Abweichung  in  der  Lage  der  Kreiselspitze  und  den  Kreisellagen 
überhaupt  bei  den  verglichenen  Bewegungen  dauernd  klein  bleiben,  und 
die  reguläre  Präcession  im  gewöhnlichen  Sinne  nur  unter  dieser  Ein- 
schränkung stabil  zu  nennen  sein.  Die  letzten  Bemerkungen  fassen 
wir  noch  einmal,  wie  folgt,  zusammen; 

Im  Sinne  der  gewöhnlichen  Stäbilitätsdefinition  müfste  man  konsequenter 
Weise  die  reguläre  Fräcession  als  instabil  lemchnen.  Stabil  Mnnte  man 
sie  nur  nennen,  wenn  man  eine  von  zwei  Einschränlmngen  hinmfügt. 
Entweder:  Man  beachte  mir  die  geometrische  Gestalt  der  BahnJcurve, 
nicht  die  Beivegung  auf  der  Bahnkitrve  bez.  die  Bewegimg  des  Kreisels 
überhaupt;  oder:  Man  richte  die  Störung  so  ein,  dafs  sie  lediglich  eine 
Veränderung  von  %''  bewirM,  dagegen  cp'  und  ip'  ungeändert  läfst  Vom 
Standpunkte  unseres  Stabilitätsbegriffes  hingegen  haben  ^vir  die  reguläre 
Präcession  ohne  Einschränkung  für  stabil  zu  erklären.  Dabei  können 
wir  konstatieren,  dafs  der  geometrischen  Gestalt  der  Bahnkurve,  und  bei 
den  zuletzt  genannten  speziellen  Störungen  der  Bewegung  überhaupt,  ein 
besonders  hoher  Grad  von  Stabilität  zukommt. 

§  2.    Die  pseudoreguläre  Präcession,  Auflösung  des  Paradoxons 
der  Kreiselbewegung. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  wichtigsten  Punkte  der  gesamten  Kreisel- 
theorie, zur  Erklärung  derjenigen  Bewegung,  welche  wegen  ihrer 
paradoxen  Eigenschaften  und  wegen  der  Häufigkeit  ihres  thatsächlichen 
Vorkommens  vor  allen  anderen  das  Interesse  der  erklärenden  und  be- 
obachtenden Naturforscher  auf  sich  gezogen  hat.  Wir  meinen  diejenige 
Bewegung  des  Kreisels,  welche  wir ^ als  pseudoreguläre  Präcession  be- 
zeichnet haben. 

Die  Eigenart  dieser  Bewegung  wollen  wir  zunächst  durch  Ver- 
gleich mit  der  regulären  Präcession  schildern. 

Wie  wir  gesehen  haben,  tritt  die  reguläre  Präcession  nur  unter 
besonderen  Umständen  auf,  welche  im  vorigen  Paragraphen  sowie  im 
sechsten  Paragraphen  des  dritten  Kapitels  ausführlich  angegeben  sind. 
Wenn  man  sich  aber  auf  den  Standpunkt  des  Experimentes  stellt,  könnte 
man  leicht  zu  der  Auffassung  kommen,  dafs  die  reguläre  Präcession  die 
allgemeine  Bewegung  des  schweren  Kreisels  wäre  und  dafs  sie  bei  will- 
kürlicher Wahl  der  Anfangsbedingungen  zustande  käme.     In  der  That, 
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wenn  wir  den  Kreisel^  wie  es  gewölinlich  gescMelit^  mit  einer  Sclinur 
aufziehen  und  ihn  dann^  ohne  Hinzufügung  eines  sonstigen  erheblichen 
Anstofses^  dem  Einflufs  der  Schwere  überlassen^  so  scheint  die  Figuren- 
axe  einen  Kreisbegel  um  die  Vertikale  mit  gleichmäfsiger  Geschwindig- 
keit zu  beschreiben.  Dies  Ergebnis  müfste  natürlich  im  höchsten  Grade 
paradox  erscheinen.  Denn  es  ist  nicht  zu  begreifen^  wie  die  nach  unten 
wirkende  Schwere  im  allgemeinen  eine  Bewegung  hervorrufen  sollte^ 
bei  der  z.  B.  sämtliche  Punkte  der  Pigurenaxe  dauernd  in  horizontaler 
Richtung^  also  genau  senkrecht  gegen  die  Richtung  der  äufseren  Kraft^ 
fortschreiten. 

Hiergegen  ist  nun  zu  bemerken:  Erstens  ist  das  genannte  Beob- 
achtungsergebnis nicht  exakt.  Die  Bewegung  hat  nur  eine  äufserliche 
Ähnlichkeit  mit  der  regulären  Präcession.  Wenn  wir  genauer  hinsehen^ 
bemerken  wir^  dafs  die  Pigurenaxe  kleine  periodische  Schwingungen 
um  den  Kreiskegel  der  regulären  Präcession  ausführt^  welche  allerdings 
bei  sehr  grofser  Rotationsgeschwindigkeit  kaum  merklich  sind  und  sich 
am  ehesten  noch  in  einem  periodischen  Erzittern  der  Unterlage  kund- 
geben. Aus  diesem  Grunde  haben  wir  die  in  Rede  stehende  Bewegung 
mit  dem  Namen  der  pseudoregulären  Präcession  belegt. 

Die  Täuschung  wird  noch  dadurch  verstärkt^  dafs  die  Abweichungen 
von  der  regulären  Präcession  durch  allerlei  IsTebenumstände^  welche  in 
der  abstrakten  Mechanik  gewöhnlich  nicht  berücksichtigt  werden^  wie 
Reibung^  Elasticität  der  Unterlage^  schnell  absorbiert  werden.  Diese 
Nebenumstände  sollen  indessen  vorläufig  aufser  Betracht  bleiben. 

Zweitens  sind  die  Verhältnisse^  wie  sie  im  Experimente  gewöhnlich 
vorliegen^  nicht  die  allgemeinen^  sondern  in  gewisser  Weise  spezialisiert. 
Denn  wir  schaffen  durch  das  Aufziehen  allemal  einen  Impuls vektor^ 
welcher  genau  oder  nahezu  in  die  Richtung  der  Pigurenaxe  fällt  und 
welcher  überdies  stets  eine  sehr  beträchtliche  Länge  hat. 

Wir  werden  so^  zunächst  vom  experimentellen  Standpunkte  aus, 
dazu  geführt,  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  der  pseudoregulären 
Präcession  folgendermafsen  zu  formulieren: 

Die  Bewegung  wird  dann  eine  pseudoreguläre  Präcession  sein,  wenn 
der  ImpulsveMor  anfangs  nahem  in  Bichtung  der  Figurenaxe  fällt  und 
eine  ieträcJitlicJie  Länge  hat. 

Die  Worte  ,, nahezu ^^  und  ,, beträchtlich^^  müssen  dabei  natürlich 
genauer  präcisiert  werden.  Wir  wollen  etwa  sagen,  zwei  Richtungen 
fallen  „nahezu^^  zusammen,  wenn  wir  ihre  Durchstofsungspunkte  auf 
der  Einheitskugel  mit  blofsem  Auge  nicht  mehr  unterscheiden  können. 

Um  sodann  mit  dem  Worte  „beträchtlich^^  eine  genaue  Vorstellung 
zu  verbinden,  müssen  wir  die  Länge  des  Impulsvektors  mit  der  Gröfse 
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der  Schwerkraft  vergleichen.  Eine  direkte  Vergieichung  der  beiden 
Gröfsen  ist  deshalb  mifslich^  weil  sie  verschiedene  Dimensionen  haben^ 
ihr  Quotient   also   keine   absolute  Zahl  ist.     In   der  That  hat  \i\   die 

— -J  y    P  dagegen  die  Dimension  I -rf-J  (vgl.  pag.  88  u.  84). 

Dagegen  sind  \i\^  und  etwa  ÄP  zwei  gleichbenannte  Gröfsen^   indem 

beiden  die  Dimension    — g-    zukommt.    Infolgedessen  können  wir  diese 

beiden  Gröfsen  direkt  numerisch  vergleichen.  Wir  wollen  nun  etwa 
festsetzen:  Die  Länge  des  Impulses  soll  als  beträchtlich  gelten^  wenn 
ihr  Quadrat  mindestens  das  100 -fache  des  (in  gleichen  Einheiten  ge- 
messenen) Produktes  ÄP  beträgt.  Da  der  Hauptbestandteil  von  |^| 
nach  der  vorhergehenden  Pestsetzung  von  dem  Eigenimpulse  N  ge- 
bildet wird  und  da  sicher  |  i  |  ^  iV^  ist^  so  können  wir  unsere  Erklärung 
des  Wortes  ^^beträchtlich"  auch  so  fassen:  Die  Länge  des  Impulsvektors 
soll  als  beträchtlich  gelten^  wenn 

N^>100ÄP. 

Die  obige  Bedingung  für  das  Eintreten  der  pseudoregulären  Prä- 
cession unterscheidet  sich  offenbar  wesentlich  von  der  im  vorigen  Para- 
graphen für  die  reguläre  Präcession  angegebenen.  Während  diese  eine 
quantitative  Bedingung  war  und  ein  ganz  bestimmtes  numerisches  Ver- 
hältnis der  Integrationskonstanten  verlangte^  ist  unsere  jetzige  Be- 
dingung qualitativer  Natur;  sie  legt  den  Konstanten  nur  gewisse  Un- 
gleichungen auf.  Dementsprechend  ist  die  pseudoreguläre  Präcession 
auch  nur  ein  qualitativer  Begriff;  je  nachdem  wir  den  Ton  auf  die 
ersten  oder  letzten  Silben  des  Wortes  legen ^  postulieren  wir  eine  ge- 
ringere oder  gröfsere  Ähnlichkeit  mit  der  regulären  Präcession. 

Übrigens  bemerken  wir^  dafs  im  vorigen  Kapitel^  wo  wir  von  der 
pseudoregulären  Präcession  sprachen  (vgl.  Fig.  28)^  die  soeben  ange- 
gebenen Bedingungen  erfüllt  waren.  Dort  war  nämlich  die  Anfangslage 
des  Impulses  wie  die  der  Figurenaxe  horizontal  (^^  =  0^  e  ==  0)^  aufser- 
dem  war  die  Länge  des  Impulses  als  unendlich  vorausgesetzt  (N  =  oo). 

Wegen  der  Wichtigkeit  unserer  Bewegung  wird  es  gut  sein^  die 
Behandlung  möglichst  elementar  zu  gestalten^  wie  solches  auch  von 
anderer  Seite  vielfach  versucht  worden  ist^  worauf  wir  im  nächsten 
Paragraphen  zurückkommen.  Wir  wollen  also  für  das  Folgende  von 
unserer  Kenntnis  der  allgemeinen  Bewegungsformen  zunächst  absehen 
und  unsere  Resultate  erst  nachträglich  mit  der  Darstellung  der  Kreisel- 
bewegung durch  elliptische  Integrale  in  Beziehung  setzen. 

Eine  rein  elementare  Behandlung  ist  in  unserem  Falle  natürlich  nur 
auf  Grund  von  mehr  oder  minder  plausibeln  Vernachlässigungen  möghch^ 
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welche  sich  streng  nur  aus  der  strengen  Theorie  und  auf  analytischem 
Wege  rechtfertigen  lassen.  Trotzdem  ist  eine  solche  Behandlung  lehr- 
reich^ da  sie  uns  zwingt^  auf  die  einfachsten  Erklärungsgründe  zurück- 
zugehen, welche  in  den  fertigen  Formeln  nur  versteckt  enthalten  sind. 

Nehmen  wir  für  den  Augenblick  an,  dafs  die  Schwere  überhaupt 
nicht  wirksam  wäre.  Dann  rotiert  unser  Kreisel,  den  wir  als  Kugel- 
kreisel Yoraussetzen,  wie  wir  wissen,  um  die  im  Räume  feste  Impuls- 
axe  mit  konstanter  Geschwindigkeit  herum.  Die  Figurenaxe  beschreibt 
einen  Kreiskegel,  welcher  sehr  eng  sein  wird,  da  nach  Voraussetzung 
bei  unserer  Bewegung  der  anfängliche  Richtungsunterschied  zwischen 
Figuren-  und  Impulsaxe  sehr  gering  ist.  Die  Kreiselspitze  durchläuft 
auf  der  Einheitskugel  fortgesetzt  einen  kleinen  Kreis.  Wir  setzen  Hier- 
dies  voraus,  dafs  die  Impulsaxe  nicht  und  auch  nicht  nahem  mit  der 
Vertikalen  zusammenfalle;  alsdann  wird  die  durch  die  Figurenaxe  ge- 
legte Meridianebene  von  der  durch  die  Impulsaxe  gehenden  Meridian- 
ebene bei  unserer  Rotation  dauernd  nur  wenig  abweichen  und  in  erster 
Annäherung  als  mit  jener  zusammenfallend  behandelt  werden  können. 
Ferner  wird  sich  der  Winkel  d"  zwischen  der  Vertikalen  und  der  Figuren- 
axe bei  unserer  Drehung  nur  sehr  wenig  ändern  und  in  erster  An- 
näherung konstant  gesetzt  werden  können. 

Hierauf  berücksichtigen  wir  die  Wirkung  der  Schwere.  Der  Impuls 
bleibt  unter  ihrem  Einflufs  nicht  konstant,  sondern  setzt  sich  mit  dem 
Drehstofse  der  Schwere  P  sin  ^  in  jedem  Momente  zusammen.  Es  mufs 
unsere  nächste  Aufgabe  sein,  uns  von  der  Bahn  des  Impuls-Endpunktes 
ein  Bild  zu  verschaffen. 

Die  Bewegung  des  Kreisels  besteht  natürlich  nach  wie  vor  aus 
einer  Drehung  um  die  (jetzt  nicht  mehr  feste)  Axe  des  Impulses. 
Betrachten  wir  nur  einen  genügend  kurzen  Zeitraum,  etwa  den  einer 
einmaligen  Umdrehung  der  Figurenaxe  um  den  Impuls vektor,  so  können 
wir  bei  unserer  jetzigen  Bewegung  dieselben  Vernachlässigungen  ein- 
treten lassen,  welche  soeben  für  die  Drehung  um  die  im  Räume  feste 
Impulsaxe  vorgeschlagen  wurden.  Wir  können  nämlich  sagen:  Die 
Änderung  des  Impulses  steht  auf  der  durch  die  Impulsaxe  gelegten  Meridian- 
ebene (statt  auf  der  durch  die  Figurenaxe  gelegten)  senkrecht  Und: 
Die  Änderungsgeschwindigkeit  hat  die  konstante  Gröfse  P  sin  #o,  wo  O-^ 
irgend  einen  mittleren  Wert  des  Winkels  #  bedeutet  (anstatt  der  variabeln 
Gröfse  P  sin  d").  Durch  diese  Angaben  ist  aber  die  Bahn  des  Impuls- 
Endpunktes  in  einfachster  Weise  bestimmt.  Sie  ist  einfach  ein  Kreis- 
bogen um  die  Vertikale  und  tvird  mit  konstanter  GescMvindigkeit  durch- 
laufen. Der  Durchstofsungspunkt  des  Impulsvektors  mit  der  Einheits- 
kugel, den  wir  durch  J"  bezeichnen  wollen,  bewegt  sich  daher  aiif  einem 
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Parallelhreise  oder,  wenn  wir  nur  einen  genügend  kleinen  Teil  der 
Einheitskugel  betracliten  und  diese  an  der  betreffenden  Stelle  durch 
ihre  Tangentialebene  ersetzen,  auf  einer  geraden  Linie. 

Wir  können  leicht  die  Fortschreitungsgeschwindigkeit  v  des  Punktes 
J  angeben.  Diese  yerhält  sich  ersichtlich  zu  der  Fortschreitungsge- 
schwindigkeit Psind'Q  des  Impuls-Endpunktes  wie  1  zu  \i\y  unter  |^| 
die  Länge  des  Impulsvektors  verstanden.  In  dieser  Proportion  mögen 
wir  1^*1  einfach  ersetzen  durch  die  Projektion  N  des  Impulsvektors  auf 
die  Figurenaxe,  weil  diese  nach  Voraussetzung  den  Hauptbestandteil  des 
Impulses  ausmacht.    Wir  finden  so  für  die  Geschwindigkeit  v  den  Wert 

(1)  v^'^. 

Die  Bewegung  der  Figurenaxe  und  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze 
sind  jetzt  leicht  zu  bestimmen.  Die  Kreiselspitze  F^  d.  h.  der  Durch- 
stolsungspunkt  der  Figurenaxe  mit  der  Einheitskugel,  mufs  nämlich, 
da  die  instantane  Bewegung  aus  einer  Drehung  um  den  Impulsvektor 
besteht,  ständig  senkrecht  gegen  die  Verbindungslinie  JF  fortschreiten. 
Ferner   ist   die  Winkelgeschwindigkeit    w,   mit  welcher  sich  F  um  J 

\i\ 
dreht,  einfach  gleich  ~  •    Ersetzen  wir,  wie  oben,  j  i  |  durch  den  Haupt- 
bestandteil N  des  Impulses,  so  ergiebt  sich  für  w  der  konstante  Wert 

(2)  w  =  ^. 

Durch  die  leMen  Angaben  ist  aber  die  Bahnkurve  der  KreiselspiUe 
als  Cykloide  charakterisiert. 

r^  (i/jAxe 


Läx. 


Axe 


I^ig.  48. 


In  der  That,  erzeugen  wir  uns  eine  Cykloide  in  gewöhnlicher 
Weise  (vgl.  Fig.  48)  durch  Abrollen  eines  Rades  auf  einer  Geraden, 
so  dreht  sich  jeder  mit  dem  Rade  festverbundene  Punkt  mit  konstanter 
Winkelgeschwindigkeit  um  den  jeweiligen  Berührungspunkt  des  Rades 
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und  schreitet  beständig  senkrecht  gegen  die  Verbindungslinie  mit  diesem 
fort^  während  der  Berührungspunkt  selbst  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
an  seiner  Greraden  hinwandert.  Wir  können  daher  direkt  die  Bahn  der 
Kreiselspitze  F  mit  der  Bahnkurve  eines  Punktes  an  einem  rollenden 
Rade^  d.  h.  mit  einer  Cjkloide,  und  die  Bahn  des  Impulspunktes  J 
mit  der  geradlinigen  Bahn  des  Berührungspunktes  identifizieren. 

Hiernach  läfst  sich  die  Grleichung  der  Bahnkurve  sofort  hinschreiben. 
Wir  benutzen  rechtwinklige  Koordinaten  |,  ^;  indem  wir  die  Gerade^ 
an  der  unser  Rad  abrollt^  zur  |-Axe  nehmen.  Sei  r  der  Radius  des 
Rades  ^  a  der  Abstand  des  die  Cykloide  aufzeichnenden  Punktes  F  vom 
Mittelpunkt  des  Rades  und  cd  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Abrollens, 
wobei  wir  m  der  Gleichung  (2)  entsprechend  zu  wählen  haben.  Wir 
nehmen  noch  an,  dafs  für  ^  =  0  der  Punkt  F  senkrecht  über  dem  Be- 
rührungspunkte J  des  Rades  und  auf  der  -j^-Axe  liegen  möge,  so  dafs 
seine  Entfernung  von  derselben  tJq  ==  r  -{-  a  wird.  Dann  lauten  die 
Gleichungen  der  Cykloide: 

rwt  -|-  a  sin  wt^ 
r  -{-  a  cos  wt. 


i: 


Die  Gröfsen  r  und  a  sind  hierin  durch  die  Konstanten  des  Kreisels 
folgendermafsen  zu  bestimmen.  Dsl  rw  die  Geschwindigkeit  bedeutet, 
mit  welcher  der  Berührungspunkt  J  auf  der  |-Axe  fortschreitet,  so 
müssen  wir  rw  =  v  haben  und  also  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (2): 

(4)  r  =  ^^p^. 

Die  Gröfse  a  bestimmt  sich  dann  aus  der  anfänglichen  Entfernung 
TJQ  der  Punkte  J  und  F  durch  die  Gleichung 

Nun  mifst  rj^  die  Abweichung  des  Impulsvektors  von  der  Piguren- 
axe  in  der  Anfangslage.  Bezeichnen  wir  das  von  dem  Endpunkt  des 
Impuls  Vektors  auf  die  Figur  enaxe  gefällte  Lot  mit  p  und  seine  Pro- 
jektion auf  die  Vertikale  mit  n^  so  haben  wir  (vgl.  die  Fig.  49) 

(5)  71    =  ^  =        ^^        . 
^^  ^^0        ]sr        jsf  sin  ^^ 

Dabei  ist  noch,  wie  aus  der  Figur  hervorgeht: 
(5')  n^n  —  Ncosd-^, 

Aus  (4)  und  (5)  folgt  also  als  Wert  von  a 
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Setzen  wir  die  gefundenen  Werte  von  r  nnd  a  in  die  Grleicliungen  (3) 
ein  und  drücken  wir  auch  w  nacli  (2)  aus^  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
der  Bahnkurve  in  der  definitiven  Form 


0) 


7J  = 


N 


'H+{ 


n 
N  sin  'O'n 


N 
^Psin^, 


N^ 


sm 


t, 


cos  -r  ^  • 
A 


N^  '     \N  sin  Q'^ 

Je  nachdem  der  Abstand  a  gröfser,  gleich  oder  kleiner  als  der 
Radius  r  des  Kreises  ist,  haben  wir  eine  verschlungene,  eme  gemeine  oder 
eine  gestreckte  Cykloide,  welche  drei  Typen  in  der  Fig.  48  angegeben  sind. 

Wir  haben  noch  einen  Punkt  besonders  her- 
vorzuheben. Bei  der  Bestimmung  der  Impuls- 
kurve nahmen  wir  an,  dafs  die  Figur enaxe  sich 
dauernd  nur  wenig  von  der  Impulsaxe  entfernt. 
Die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  ist  unmittelbar 
nur  für  den  Anfang  der  Bewegung  einleuchtend; 
sie  ergiebt  sich  für  diesen  aus  den  Anfangsbe- 
dingungen. Nun  folgt  aber  aus  dem  periodischen 
Verhalten  unserer  Bahnkurven  überhaupt,  dafs 
die  anfangs  vorhandenen  Bedingungen  jedesmal 
nach  Durchlaufung  eines  vollen  Cykloidenbogens 
genau  wieder  vorliegen.  Infolgedessen  gelten 
unsere  Überlegungen  für  alle  folgenden  Phasen 
der  Bewegung  ebenso  wie  für  die  erste. 

Natürlich  erhalten  wir  durch  das  Vorstehende 
nur  eine  angenäherte  Darstellung  der  Bewegung.  Genau  genommen 
müfsten  wir  nicht  sagen:  JDie  Bahnkurve  der  Kreiselspit^e  %mter  den  vor- 
liegenden Änfangsledingimgen  ist  eine  Cykloide,  sondern:  Dieselbe  weicht 
von  einer  Cykloide  um  so  weniger  ab,  je  grÖfser  der  Änfangsimpuls  ist  und 
je  genauer  er  der  Bichtung  nach  mit  der  Figurenaxe  zusammenfällt. 

Von  welcher  Art  die  Abweichung  sein  wird,  ist  leicht  zu  sehen. 
Da  die  Meridianebene  durch  die  Impulsaxe  nicht  genau  mit  der  Meridian- 
ebene durch  die  Figurenaxe  zusammenfällt,  wird  auch  die  Impulskurve 
nicht  genau  ein  Parallelkreis  bez.  eine  Gerade  sein;  sie  wird  vielmehr, 
je  nachdem  sich  bei  der  Rotation  der  Figurenaxe  die  eine  Meridianebene 
von  der  anderen  nach  der  einen  oder  anderen  Seite  hin  entfernt,  eine 
kleine  Ausbiegung  nach  oben  oder  unten  aufweisen,  wie  solches  in  der 
Fig.  48  durch  die  punktierte  Linie  angedeutet  ist.  Dementsprechend 
wird  auch  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze,  welche  zu  dieser  gewellten 
Impulskurve  gehört,  kleine  periodisch  wiederkehrende  Verzerrungen 
gegenüber  der  Cykloidengestalt   aufweisen.     Dieselben   sind  jedoch  in 


Fig.  49. 
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der  Figur  und  auch  in  unseren  Formeln  nicht  enthalten;  sie  würden 
in  letzteren  den  fortgelassenen  Gliedern  höherer  Ordnung   entsprechen. 

Übrigens  könnten  wir  unsere  Cykloidenbewegung  so  erweitern^ 
dafs  sie  auch  diese  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  richtig  wieder- 
giebt.  Wir  müfsten  zu  dem  Zwecke  auf  dem  rollenden  Kreise  abermals 
einen  Kreis  abrollen  lassen^  auf  diesem  eventuell  einen  nächsten  u.  s.  f. 
Durch  freie  Wahl  der  Radien  und  der  Umlaufsgeschwindigkeiten  erhalten 
wir  ein  hinreichend  allgemeines  Schema,  um  beliebige  Bewegungen  mit 
beliebiger  Genauigkeit  wiederzugeben.  Unsere  obige  n'aherungs weise 
Darstellung  der  Bahnkurve  erscheint  unter  diesem  Gesichtspunkte  als 
erstes  Glied  einer  unendlichen  Reihe  von  Approximationen.*) 

Die  Fig.  48  müssen  wir  auffassen  als  eine  aufserordentlich  ver- 
gröfserte  Wiedergabe  der  wirklichen  Verhältnisse  Im  Experiment  wer- 
den die  einzelnen  Cykloidenbögen  so  klein  und  folgen  so  schnell  auf- 
einander^ dafs  das  Auge  sie  nicht  mehr  wahrnimmt  und  den  Eindruck 
einer  gewöhnlichen  Präcession  erhält.  Zum  Belege  dessen  berechnen 
wir  etwa  die  Durchlaufungsdauer  und  die  Spannweite  des  einzelnen 
Cykloidenbogens.  Die  Zeit^  während  welcher  der  einzelne  Teilbogen 
zurückgelegt  wird^  heifse  2(d]  sie  beträgt  nach  unsern  Formeln 

2co  =  —  =  27t  ^: 

sie  wird  also  mit  wachsendem  N  zu  Null.  Die  Spannweite  des  Cykloiden- 
bogens, d.  h.  die  Strecke,  um  welche  die  Figur enaxe  während  einer 
Periode  in  horizontaler  Richtung  fortschreitet,  ist  gleich 

P  sin  -O-o  o  ÄP    .     ^     ^ 


AI 


AP 

diese    Gröfse    enthält   den   Faktor    ^^,   welchen   wir    oben    als   klein 


(<  — —  j  voraussetzten.     Gleichzeitig  mit  der  Spannweite  wird  auch  die 

Höhe  der  Cykloidenbögen  bei  wachsendem  N  verschwindend  klein  ent- 
sprechend der  Formel 


n'  AP  ^m  ^(, 

GL  '• 


iVßin  ^^  ^  N^ 


Die  sämtlichen  Dimensionen  der  CyMoidenkurve  werden  also  sozusagen 
mihroslcopisch  Mein.    Das  Äuge  nimmt  von  dem  ganzen  Spiel  der  Kreisel- 


*)  Das  im  Texte  angedeutete  ,,  Prinzip  der  cyMoidiscJien  Annäherung^''  liefert 
auch  die  mathematische  Grundlage,  auf  welcher  die  Auffassung  der  ; Himmels- 
mechanik im  Ptolemäischen  Weltsysteme  beruht.  Vgl.  hierzu  Möbius,  Elemente 
der  Mechanik  des  Himmels,  1843,  Kap.  Hl,  Theorie  der  epicykloidischen  Be- 
wegung.   Ges.  W.  Bd.  IV. 
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spitze  nur  ein  unbestimmtes  Mittel  wahr,  tvelches  in  einer  scheinbar  regu- 
lären Fräcession  besteht. 

Ein  numerisches  Beispiel  möge  dieses  veranschaulichen.  Wir  be- 
trachten ein  Schwungrad^  dessen  Masse  einen  Wulst  Yon  quadratischem 
Querschnitt  bilden  möge.  Die  Seite  des  Querschnittquadrates  sei  2  cm, 
der  Abstand  seines  Mittelpunktes  von  der  Figurenaxe  5  cm.  Der  Unter- 
stützungspunkt habe  den  Abstand  von  2,5  cm  vom  Schwerpunkt  des 
Rades.  Zur  Berechnung  der  Trägheitsmomente  wollen  wir  uns  ge- 
statten, die  Masse  des  einzelnen  Querschnittes  in  dem  Mittelpunkt  des- 
selben konzentriert  zu  denken.  Dann  findet  man  leicht  für  das  ab- 
solute Mafssjstem: 

unter  q  die  Dichtigkeit  des  Materiales  verstanden. 

Die  Eigenrotation  des  Schwungrades  betrage  etwa  (wie  pag.  135) 
20  Umdrehungen,  in  der  Sekunde.  Dann  ist  seine  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Figurenaxe  40:jr;  mithin  wird 

■AT          ^nnn/A          9             i         -^'            (4.0000  git^V            64000  tt^ 
JV=  40000  OTT^       und         -Tp  =    n^nc^f^r        J       =  ö 

•^  ÄP  16000  {QTty  g  3g 

jj2  .  .  1 

Der  Bruch  —  kann  näheruns^sweise  s^leich  -—  s^esetzt  werden ;  es  wird  also 

g  o  o  iQQ  o  1 

Der  hier  betrachtete  Kreisel  ist  allerdings  kein  Kugelkreisel.  Wir 
wissen  aber,  dafs  ein  Kreisel  von  ungleichen  Trägheitsmomenten  Ä 
und  C  dieselbe  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  in  demselben  Tempo  be- 
schreibt, wie  ein  Kugelkreisel  vom  Trägheitsmomente  Ä  und  denselben 
Impulskonstanten  n,  N  u.  s.w.  Infolgedessen  dürfen  die  obigen  Formeln 
auf  unseren  Fall  übertragen  werden. 

Beträgt  nun  etwa  die  Anfangsneigung  -O'q  der  Figurenaxe  gegen 
die  Vertikale  30^  und  überlassen  wir  unseren  Kreisel,  ohne  einen  er- 
heblichen seitlichen  Anstofs  hinzuzufügen,  dem  Einflufs  der  Schwere, 
so  ergiebt  sich  nach  dem  Vorstehenden  die  Durchlaufungszeit  des 
einzelnen  Cykloidenbogens 

^  1500   Q7t^        ^  f\f\A 

2«'  =  4Öm)öV^<0.04sec. 

Die  Höhe  desselben  wird  gleichzeitig,  wenn  wir  etwa  n    direkt  gleich 
Null  nehmen: 

\2a\  =  2  -^  sin  d^^  =  -^  <  0,05  mm. 

Es  ist  klar,  dafs  sich  diese  kleinen  Gröfsen  der  Beobachtung  so 
gut  wie  vollständig  entziehen. 
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Wie  wir  sehen^  macht  die  Erklärung  der  pseudoregulären  Prä- 
cession  auf  dem  von  uns  eingeschlagenen  Wege  gar  keine  Schwierigkeit. 
Wenn  man  sonst  diese  Bewegung  überraschend  und  paradox  findet^  so 
beruht  das  zum  guten  Teil  darin ^  dafs  man  bei  der  Auffassung  der 
mechanischen  Vorgänge  gewöhnlich  von  der  Punktmechanik  ausgeht 
und  also  in  unserem  Falle  ausschliefslich  an  die  nach  unten  gerichtete 
Wirkung  der  Schwere  auf  den  frei  beweglichen  Massenpunkt  denkt. 
Natürlich  ist  eine  Erklärung  der  pseudoregulären  Präcession  auch  vom 
Boden  der  Punktmechanik  möglich^  wie  wir  im  folgenden  Paragraphen 
noch  ausführlicher  entwickeln  werden.  Der  Weg  aber^  welcher  von 
da  aus  zum  Verständnis  unserer  Kreiselbewegung  führt,  ist  natur- 
gemäfs  ziemlich  lang.  Er  wird  wesentlich  abgekürzt,  wenn  wir  von 
vornherein  mit  den  Begriffen  des  Trägheitsmomentes,  der  instantanen 
Drehung  und  namentlich  mit  dem  Begriffe  des  Impulses  operieren, 
wenn  wir  also,  wie  es  hier  geschah,  von  der  Auffassung  des  starren 
Körpers  als  eines  einheitlichen  mechanischen  Systems  ausgehen.  Natür- 
lich sind  jene  Begriffe  auch  bei  uns  letzten  Endes  aus  der  Punkt- 
mechanik abgeleitet,  aber  diese  Ableitung  ist  eben  vorweg  genommen 
und  braucht  darum  nicht  hinterher  zwischengeschoben  zu  werden. 

Teils  um  die  vorhergehenden  Betrachtungen  zu  kontrollieren,  teils 
um  sie  in  Zusammenhang  zu  bringen  mit  der  allgemeinen  Darstellung 
der  Kreiselbewegung,  wollen  wir  nun  unser  Problem  noch  einmal 
analytisch  anfassen.  Wir  sind  dabei  in  der  angenehmen  Lage,  mit 
den  Näherungsformeln  vom  Schlufs  des  vorigen  Kapitels  auszukommen, 
deren  begrenzte  Genauigkeit  in  dem  vorliegenden  Grenzfalle  in  eine 
beliebige  Genauigkeit  übergeht.  Zunächst  haben  wir  uns  ein  Urteil 
über  die  Gröfse  des  Fehlers  bei  Anwendung  jener  Näherungsformeln 
zu  bilden. 

Unter  der  Annahme,  dafs  der  Impuls vektor  nahezu  in  Richtung 
der  Figurenaxe  fällt,  wird  die  Impulskomponente  n  (vgl.  die  Fig.  49) 
nahezu  gleich  N e.  Die  Differenz  n  —  Ne  bezeichnen  wir,  wie  in 
Gleichung  (5')  mit  n\  wobei  n  :  N  als  eine  kleine  Zahl  vorausgesetzt 
wird.  Daneben  werden  wir  unsere  Annahme,  dafs  AF :  N^  eine  kleine 
Zahl  ist,  zu  benutzen  haben. 

Den  Ausgangsparallelkreis  e  sehen  wir  wie  früher  als  bekannt  an; 
der  zweite  Parallelkreis  e'  läfst  sich  alsdann  leicht  näherungsweise  aus 
der  Gleichung  17^^=0  bestimmen.  Setzen  wir  nämlich  in  dieser 
Gleichung  n  =  Ne  -\-  n  und  vernachlässigen  wir  das  Quadrat  von  n 
gegen  das  von  N,  so  erhalten  wir  nach  Gleichung  (2)  von  pag.  240, 
indem  wir  zusammenziehen: 
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Wir  nehmen  ebenso  wie  bei  der  obigen  geometrischen  Betrachtung 
an^  dafs  die  Anfangslage  der  Pigurenaxe  nicht  und  auch  nicht  nahezu 
mit  der  Vertikalen  zusammenfällt  (6=4=lt:l);  worauf  wir  mit  N^  (1 — e^) 
dividieren  können^  und  erhalten  zur  Bestimmung  von  e'  die  Gleichung: 

(8)  e-u+^-'4?~{l-u^)^0. 

Da  die  beiden  letzten  Terme  dieser  Gleichung  nach  Voraussetzung 
kleine  Zahlen  sind^  sehen  wir  bereits^  dafs  die  eine  Wurzel  (e')  nahezu 
gleich  e^  die  zweite  (e'')  sehr  grofs  werden  mufs.  Einen  genaueren 
Wert  von  e'  erhalten   wir^    wenn  wir  in  dem  an  sich  kleinen  letzten 

Gliede  u  durch  e  oder  lieber  noch  durch  a^  ==  -—. —  ersetzen:  so  er- 
giebt  sich 

(9)  e'=e  +  2£,     £  =  ^  — -^(1  — V)- 

Wir  haben  pag.  273  zwei  Fälle  unterschieden,  in  denen  die  dort 
behandelten  Näherungsformeln  zur  Berechnung  von  u  einen  beliebig 
kleinen  Fehler  ergeben.  Der  erste  Fall  war  der,  dafs  e  und  e  hin- 
reichend wenig  verschieden,  der  zweite  der,  dafs  e''  hinreichend  grofs 
wird.  Der  erste  dieser  Fälle  liegt  bei  der  pseudoregulären  Präcession, 
wie  wir  sehen,  vor.  In  der  That  beträgt  der  Vertikalabstand  der  beiden 
begrenzenden  Parallelkreise  e  und  e'  nur  die  sehr  kleine  Gröfse  2s. 
Zum  Überflufs  triifft  aber  in  unserem  Falle  auch  noch  das  zweite  Kri- 
terium zu:  e'  wird,  wie  bereits  erwähnt,  eine  sehr  grofse  Zahl.  In 
der  That,  berechnen  wir  e''  nach  Gleichung  (9)  von  pag.  273,  indem 
wir  n  =  Ne  -j-  ^^'  setzen  und  n^  gegen  N^  vernachlässigen,  so  folgt 

Dieser  Wert  ist  nach  unserer  Voraussetzung  über  das  Verhältnis 
N^ :  äP  eine  sehr  grofse  Zahl;  wir  werden  sogar  den  echten  Bruch 
e'  im  Verhältnis  zum  ersten  Gliede  fortlassen  können.    Wir  setzen  also: 

7V2 

^         2AP' 
und  mit  demselben  Grade  der  Annäherung: 

_    ^' 

^^^^  1  2P(e"-  u,)  _  N^ 

A  "  Ä^' 

Ein  etwas  genauerer  Wert  für  die  letztere  Gröfse  wäre  dieser: 

V^^  J  A  ~"  A^  ^ 
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wir  begnügen  uns  im  Folgenden  aber  lieber  mit  dem  einfacheren  Werte 
aus  Gleichung  (10). 

Sowohl  wegen  der  Kleinheit  yon  s  wie  wegen  der  Gröfse  yon  e'' 
wird  der  pag.  272  abgeschätzte  Fehler  t  in  unserem  Falle  sehr  klein 
und  zwar  um  so  kleiner^  je  yoUständiger  die  unserer  Bewegung  zu 
Grunde  liegenden  Bedingungen  erfüllt  sind.  Wir  können  daher  u  mit 
beliebiger  Annäherung  durch  die  Gleichung  (8 ')  yon  pag.  272  darstellen. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  der  yorigen  Seite  er- 
giebt  sich  /^^       ^p  ..\    ^    N  ^ 

^  =  ^0  +  ij^  —  j^  (1  —V);  sm  -j-^. 

Die  Kleinheit  yon  s  berechtigt  uns  ferner^  auch  iIj  durch  die 
Näherungsformel  (14')  yon  pag.  276  darzustellen.  Wir  sahen  nämlich^ 
dafs  der  Fehler  in  dieser  Darstellung  mit  yerschwindendem  s  selbst 
yerschwindet. 

Die  Koeffizienten  jener  Gleichung  lassen  sich  dabei  in  unserem 
Falle  yereinfachen.    Es  wird  nämlich^  wenn  wir  n  =  Ne  +  n    setzen: 

n  —  Nuq  =  N{e  —  Uq)  +  n'  ==  N^  ~  ^    -{-  7^  ==  —  Ns  -j-  n, 

also  mit  Rücksicht  auf  (9)  direkt 

n  —  Nuq    P 

Ähnlicher  Weise  yereinfacht  sich  der  zweite  Koeffizient 

Nach  (10)  können  wir  hierfür  schreiben: 

N{1  —  t^o^)  --  2  {n'  —  Ne)  u^  ^ 
Nil  —  ^oT      ^  ' 

da  dieser  Ausdruck  in  Gleichung  (14')  yon  pag.  276  noch  mit  der  kleinen 
Gröfse  £  multipliziert  erscheint^  können  wir  ihn  weiter  yereinfachen ,  in- 
dem wir  (n — Ns)  gegen  N  yernachlässigen;  die  hierdurch  bewirkte  Un- 
genauigkeit  ist  im  Resultate  yon  der  Ordnung  a^,  würde  also  nur  die 
Form  des  Restgliedes  beeinflussen.  Unser  zweiter  Koeffizient  kann  daher 
gleich  gesetzt  werden: 


Daraufhin  erhalten  wir  aus  der  angezogenen  Gleichung  folgenden 
einfachen  Näherungswert  für  ^: 

lh  ==  ~t  -4-  -. 2  cos  ~r  t. 

^        N       ^    1  —  Uq^  A 

Die  Bahnkurye  der  Kreiselspitze  wird  daher  jetzt^  wenn  wir  noch 
11  =  cos  d"^  Uq  =  COS  d-Q  setzen  und  für  s   den  Wert  aus  (9)  eintragen^ 


(11) 
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durch  die  folgenden  beiden  Gleichungen  dargestellt: 

N~~N^  sin2  d^^j  sin  —  ^ , 
P  ^  .    (       n  ÄP\  N  , 

in  genauer  Übereinstimmung  mit  der  Cykloidentheorie^  wie  wir  sogleich 
noch  näher  ausführen  werden. 

Das  Verhältnis  dieser  Formeln  zu  der  allgemeinen  Darstellung  der 
Kreiselbewegung  durch  die  elliptischen  Integrale  ist  nach  den  Aus- 
einandersetzungen Yon  pag.  274  und  277  klar.  Die  Kleinheit  des  Moduls 
ft  bez.^  was  dasselbe  bedeutet^  des  Fehlers  r  erklärt  zur  genüge^  wes- 
halb die  elliptischen  Integrale  in  unserem  Falle  durch  trigonometrische 
Funktionen  mit  guter  Annäherung  ersetzt  werden  können. 

Diese  Bemerkungen  werden  teilweise  hinfällig^  wenn  unsere  ur- 
sprünglichen Voraussetzungen  nur  teilweise  erfüllt  sind.  Wenn  z.  B. 
der  Anfangsimpuls  nahe  mit  der  Figurenaxe  zusammenfällt  und  aufser- 
ordentlich  grols,  aber  nicht  grofs  gegen  die  Schwerewirkung  ist^  d.  h. 
wenn  n  /N,  aber  nicht  AF/N"^  eine  kleine  Zahl  ist^  so  wird  die  Be- 
wegung von  der  pseudoregulären  Präcession  wesentlich  verschieden; 
die  Fehler  in  unseren  Näherungsformeln  können  sehr  beträchtlich  sein. 
In  der  That  wird  sich  ein  Kreisel  mit  grofsem  N  und  P  ebenso  ver- 
halten^ wie  ein  Kreisel  mit  entsprechend  verkleinerten  Werten  von  N 
und  P;  er  kann  daher  die  im  vorigen  Kapitel  geschilderten  allgemeinen 
Bewegungen  beschreiben^  welche  mit  beliebiger  Genauigkeit  nur  durch 
die  elliptischen  Integrale  dargestellt  werden  können.  Wenn  andrerseits 
der  Eigenimpuls  sehr  grofs  ^  das  Schweremoment  nicht  sehr  grofs  ist 
und  die  Impulsaxe  in  der  Anfangslage  wesentlich  von  der  Figurenaxe 
abweicht^  d.  h.  wenn  AF/N^  aber  nicht  n  /N  klein  ist,  so  werden  die 
Parallelkreise  e  und  e  nicht  mehr  benachbart  zu  sein  brauchen.  Immerhin 
ist  dann  noch  der  Wert  von  e'  (s.  Gleichung  (9)  von  pag.  273)  sehr 
grofs  ^  so  dafs  der  Fehler  in  der  trigonometrischen  Darstellung  von  u 
auch  dann  noch  sehr  klein  wird.  In  diesem  Falle ^  können  wir  sagen^ 
liegt  ein  Kreisel  vor^  welcher  einem  kräftefreien  Kreisel  (von  mäfsigem 
N  und  verschwindendem  P)  benachbart  ist.  So  wie  die  Bewegung  des 
letzteren  genau ^  so  kann  die  des  ersteren  angenähert  durch  trigono- 
metrische Terme  beschrieben  werden. 

Dafs  unsere  Gleichungen  (11)  mit  den  früheren  Formeln  (7)  identisch 
sind^  erkennt  man  f olgendermafsen :  Wir  ersetzen  zunächst  die  Kugel- 
oberfläche wieder  durch  ihre  Tangentialebene  an  der  betrachteten  Stelle 
der  Bahnkurve^  was  wegen  der  auf ser ordentlich  kleinen  Dimensionen 
der  ^letzteren  gestattet  sein  wird.    Die  mittlere  Fortschreitungsrichtung 
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u  =  Uq  der  Kreiselspitze  maclien  wir  zur  ^-Axe  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  (^y)^  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Orte  der 
Kreiselspitze  zur  Zeit  ^  =  0  zusammenfallen  möge.  Alsdann  drücken 
sich  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y  der  Kreiselspitze  leicht  durch 
ihre  früheren  Koordinaten  ^^  u  aus.  Da  nämlich  ^  (yon  einer  additiven 
Konstanten  abgesehen)  das  Azimuth  ist^  um  welches  die  Projektion 
der  Figur  enaxe  in  der  Äquator  ebene  von  ihrer  Anfangslage  aus  bis 
zur  Zeit  t  fortgeschritten  ist  und  da  andrerseits  x  die  horizontale 
Verrückung  der  Kreiselspitze  auf  der  Kugeloberfläche  (bez.  in  deren 
Tangentialebene)  während  derselben  Zeit  bedeutet^  so  verhält  sich  ^/^ 
zu  Xy  wie  der  Radius  des  Äquators  zu  dem  Radius  des  durch  die 
Kreiselspitze  hindurchlaufenden  Parallelkreises  ^  d.  h.  angenähert  wie 
1  zu  sin'9'Q.     Es  wird  also 

X  =  ip  siu'^o. 
Ferner  bedeutet   u  —  "^q  =  cos  d'  —  cos  Q'q    die    vertikale   Projektion 
der    meridionalen    Abweichung    der   Kreiselspitze   von    dem    mittleren 
Parallelkreise  Uq.    Diese  meridionale  Abweichung  selbst  ist  aber  unsere 
Koordinate  y.    Wir  haben  daher 

u  —  Ur,         COS  ^  —  cos  &^ 


^  sin  ^Q  sin  d'^ 

Infolgedessen  gehen  die  Gleichungen  (9)  über  in: 

Psin-O*^  ,    ,     /       n  ^Psin^O'^X  N j_ 


(■^^)  I  /      n  AP^ivL^A    .      N  _, 

y  =  -TT-^ — K Tf^ — ^1  sm  ~r  i^- 

v^  KNsmd'Q  N^      /         A 

Diese  Formeln  unterscheiden  sich  nun  von  den  Gleichungen  (7)  nur 
durch  eine  Verschiebung  des  Koordinatensystems.  Während  unsere 
|-Axe  früher  mit  der  Impulskurve  zusammenfiel  und  (vgl.  Fig.  48) 
unsymmetrisch  gegen  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  lag^  haben  wir 
unsere  ;r-Axe  so  gewählt^  dafs  sie  mit  dem  mittleren  Orte  Uq  der  Kreisel- 
spitze identisch  ist.  Wir  bringen  die  Gleichungen  (7)  und  (12)  auch 
zur  formalen  Übereinstimmung,  wenn  wir  setzen: 
__  ^  _      AP  sin  ^^ 

und  wenn   wir   überdies    den  Anfangspunkt   der   Zeitmessung  um    -^^ 
verschieben. 

Unsere  Bahnkurve  (12)  können  wir  daher  wieder  geometrisch  als 
Cyldoide  durch  Abrollung  eines  Kreises  auf  einer  Geraden  erzeugen 
öder  wir  können  auch,  was  im  vorliegenden  Fall  auf  dasselbe  heraus- 
kommt, unsere  Bewegung  als  Überlagerung  einer  regulären  Präeession 
%md  einer  Nutation  im  Sinne  von  pag.  276  auffassen. 
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Die  Gleichungen  der  regulären  Präcession  entnelimen  wir  den 
ersten  Grliedern  der  rechten  Seiten  von  (11);  sie  lauten 

P 

(13)  cos  0^  =  cos 'O'q ^     ^■==-^t. 

Die  Nutation  beschreiben  wir  am  besten  durch  ihre  Gleichung  in 
den  X,  «/-Koordinaten^  welche  wir  den  zweiten  Termen  der  rechten 
Seiten  von  (12)  entnehmen.    Wir  haben 

,.  ..  Nt  .     Nt  n'  AP  sind'. 

(14)  x  =  8C0B^,     y^ssm-^,     ^  =  :^d^ W^-^' 

Unter  den  speziellen  Voraussetzungen^  welche  der  pseudoregulären  Prä- 
cession zu  Grunde  liegen^  wird  also  die  Nutation  eine  kreisförmige 
Schwingung-^  ihre  horizontale  und  ihre  meridionale  Amplitude  sind  beide 
gleich  E.  Dagegen  sahen  wir^  dafs  unter  den  allgemeinen  Voraus- 
setzungen am  Schlüsse  des  vorigen  Kapitels  sowie  bei  den  der  regu- 
lären Präcession  benachbarten  Bahnen  die  Nutation  eine  elliptische 
Schwingung  war.     Ferner  wird  die  Nutationsperiode^  d.  h.  die  Gröfse 

(15)  2(D  =  -^ 

hez.j  wenn  wir  statt  (10)  die  etwas  genauere  Gleichung  (10')  zu  Grunde 
legen  ^  die  Gröfse 

r.  27tA 

bei  der  pseudoregulären  Präcession  mit  wachsendem  N  unendlich  klein^ 
während  sie  beispielsweise  bei  den  Nachbarkurven  der  regulären  Prä- 
cession   endlich   blieb.      Schliefslich   wird  jetzt    auch    die   Präcessions- 

P 

geschwindigheit  -^  unendlich  klein^  während  sie  im  allgemeinen  gleich- 
falls einen  endlichen  Wert  hatte. 

Von  den  beiden  Teilbewegungen^  in  welche  wir  die  pseudoreguläre 
Präcession  zerlegt  haben^  nimmt  nun  das  Auge  bei  der  Beobachtung 
nur  die  erste  deutlich  wahr.  Allerdings  ist  diese  Bewegung ,  wie  wir 
eben  hervorhoben^  bei  genügend  grofsem  N  äufserst  langsam.  Dafür 
geht  in  ihre  Gleichungen  aber  der  Paktor  t  explicite  ein.  Trotz  des 
äufserst  geringen  Wertes  der  WinlcelgeschwindigJceit  werden  wir  daher, 
wenn  wir  die  Beohachtungszeit  nur  lange  genug  ausdehnen,  eine  deutliche 
Präcession  der  Figurenaxe  bemerken  können.  In  den  Gleichungen  unserer 
zweiten  Teilbewegung  dagegen  tritt  t  nur  als  Argument  der  trigono- 
metrischen Funktionen  auf.  Diese  schnell  veränderlichen  Terme  von 
geringer  absoluter  Gröfse  entziehen  sich  daher  dauernd  der  Beobachtung. 
Den   hierdurch   bezeichneten   Unterschied    können   wir   auch    mit   Be- 

Klein-Sommerf eld,  Kreisellbewegung.  20 
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nutzung  einer  in  der  Astronomie  übliclien  Terminologie  folgendermaßen 
formulieren: 

Unsere  erste  Teilbeivegung  stellt  eine  säeulare,  unsere  zweite  eine 
periodische  Störung  der  BuJielage  dar. 

Während  aber  unsere  erste  Teilbewegung  für  die  Beschreibung 
der  Bahnkurve  bez.  für  die  Schilderung  des  Beobachtungsergebnisses 
die  ausschlaggebende  ist^  wird  die  zweite  Teilbewegung  für  die  mecha- 
nische Erklärung  des  Vorganges  die  wichtigere. 

Die  mechanische  Erklärung  hat  nämlich^  nach  den  Grundgesetzen 
der  Dynamik^  nicht  sowohl  an  den  Ort^  als  an  die  Geschwindigkeit 
und  die  Beschleunigung  der  Massenteilchen  anzuknüpfen.  Differentiieren 
wir  nun  aber  die  Gleichungen  unserer  Bahnkurve  nach  t^  so  verschiebt 
sich  das  Gröfsenverhältnis  der  einzelnen  Terme.  Die  periodischen 
Glieder  multiplizieren   sich  nämlich  jedesmal  mit   dem   (sehr  grofsen) 

Faktor  -j^  während  das  säeulare   Glied  den  Faktor  t  verliert  bez.  (bei 

zweimaliger  Differentiation)  überhaupt  verschwindet.  Infolgedessen 
wird  die  Erklärung  des  Bewegungsvorganges  wesentlich  auch  auf  die 
zweite  Teilbewegung  Rücksicht  nehmen  müssen.  Wollten  wir^  ge- 
stützt auf  ein  ungenaues  Beobachtungsergebnis ^  die  Bewegung  als  eine 
wirkliche  reguläre  Präcession  behandeln^  so  müfste  sie  uns  in  der  That 
unverständlich  und  paradox  erscheinen.  Die  mechanische  ErMärung  mufs 
sich  vielmehr  in  unserem  Falle  gerade  auf  diejenigen  Momente  der  Bewegung 
gründen  y  welche  in  der  Beobachtung  so  gut  wie  gändich  verloren  gehen. 

In  diesen  Ausführungen  sehen  wir  die  vollständige  Auflösung  des 
Paradoxons  der  Kreiselbewegung.  Wir  erkennen  insbesondere^  warum 
die  Beschreibung  der  unter  den  üblichen  experimentellen  Bedingungen  vor 
sich  gehenden  Kreiselbewegung  als  einer  regulären  Präcession  ^war  die 
Beobachtungen  sehr  gut  wiedergeben^  aber  dennoch  für  die  mechanische 
Erklärung  unmreichend  sein  kann. 

In  historischer  Hinsicht  bemerken  wir  schliefslich ,  dafs  die  pseudo- 
reguläre Präcession^  wenn  auch  nicht  unter  diesem  Namen^  zum  ersten 
Male  von  Poisson*)  aus  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  abgeleitet  worden  ist.  Nur  ist  bei  Poisson  ebenso  wie  bei 
den  späteren  Analytikern**)  das  in  geometrischer  und  mechanischer 
Hinsicht  Wesentliche  nicht  so  ausführlich  wie  hier  aus  den  Formeln 
herausgeschält.  Der  Leser  läuft  bei  der  Lektüre  dieser  rein  analytischen 
Darstellungen  Gefahr^  gerade  das  Wichtige  zu  übersehen  oder  mangel- 
haft aufzufassen. 


*)  Vgl.  Traite  de  Mecanique,  t.  II,  Nr.  432,  pag.  175   der  zweiten  Ausgabe. 
**)  Z.  B.  Kirchhoif,  Mechanik,  7.  Vorlesung,  §  5. 
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§  3.     Die  in  der  Litteratur  vorkommenden  populären  Erklärungen 
des  Kreis elphänomens. 

Die  elementaren  Darstellungen  der  Kreis eltheorie  befassen  sich 
nahezu  ausschliefslicli  mit  der  pseudoregulären'  Präcession^  weil  diese 
für  das  Experiment  hauptsächlich  in  Betracht  kommt  und  weil  die 
allgemeine  Kreiselbewegung  sich  mit  elementaren  Hülfsmitteln  über- 
haupt nicht  darstellen  läfst.  Wir  geben  daher  an  dieser  Stelle  eine 
Übersicht  der  wichtigeren  populären  Erklärungen^  ohne  dabei  irgend 
auf  Vollständigkeit  Anspruch  zu  machen.  Das  Gresamtbild^  welches 
sich  hier  ergiebt^  ist  kein  sehr  erfreuliches.  Wir  werden  auf  mancherlei 
unhaltbare  oder  unvollständige  Erklärungsversuche  stofsen.  Übrigens 
war  gerade  dieser  Umstand  die  ursprüngliche  Veranlassung  zur  Ab- 
fassung der  vorliegenden  ausführlichen  Monographie. 

1.  Eine  erste  Kategorie  von  Darstellungen  begnügt  sich  mit  einer 
blofsen  Schilderung  der  Vorgänge.  Vor  allen  Dingen  ist  es  folgendes 
Experiment^  welches  betont  wird:  Wenn  man  den  Kreisel  in  starke 
Rotation  versetzt  und  alsdann  auf  die  Pigurenaxe  einen  Zug  wirken 
läfst ^  etwa  dadurch^  dafs  man  die  Kreiselspitze  durch  einen  herumge- 
schlungenen Faden  zur  Seite  zieht,  so  weicht  die  Axe  scheinbar  senk- 
recht gegen  die  Richtung  des  Fadens  aus.  Diese  und  ähnliche  Dinge 
werden  besonders  lebhaft  in  dem  früher  citierten*)  interessanten  Schrift- 
chen von  Perry  vorgetragen^  wo  der  Kreisel  geradezu  mit  einem 
eigensinnigen  Tier  verglichen  wird^  welches  immer  in  anderer  Richtung 
läuft ^  als  es  angetrieben  wird. 

Das  genannte  Experiment  kann  dazu  dienen^  das  Verhalten  der 
Figurenaxe  unter  dem  Einflufs  der  Schwere  zu  erläutern.  In  der  That 
können  wir  die  Schwerkraft  mit  einem  Zuge  vergleichen^  welche  den 
Schwerpunkt  und  also  auch  die  Figurenaxe  in  jedem  Augenblicke  nach 
unten  zu  bewegen  strebt.  Dem  Experiment  entsprechend  werden  wir 
also  erwarten^  dafs  die  Spitze  des  schweren  Kreisels  scheinbar  senk- 
recht gegen  die  Schwerkraft,  d.  h.  in  horizontaler  Richtung  ausweicht. 

Als  blofses  Beobachtungsergebnis  mufs  man  eine  solche  Darstellung 
der  Verhältnisse  gelten  lassen.  Sie  hat  ihre  Richtigkeit  aber  nur  inner- 
halb der  TJngenauigkeitsgrenzen  der  Beobachtung.  Thatsächlich  wissen 
wir,  dafs  die  anfängliche  Bewegungsrichtung  der  Kreiselspitze,  falls  wir 
sie  ohne  Hinzufügung  eines  seitlichen  Anstofses  dem  Zuge  des  Fadens 
bez.  dem  Einflufs  der  Schwere  überlassen,  nicht  senkrecht  gegen  den 
Zug,  sondern  in  die  Richtung  des  Zuges  fällt   (vgl.  die  nebenstehende 

*)  pag.  134:. 

20* 
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Zackenkurve  [gemeine  Cykloide])  und  dafs  nur  die  Kleinheit  der  Bögen^ 
aus  denen  sich  die  Bahnkurve  bei  sehr  grofsem  Eigenimpuls  zusammen- 
setzt, den  genannten  Eindruck  im  Experimente  hervorruft. 

2.  Die  beschriebene  ungenaue  Beobachtung  sucht  man  nun  gelegent- 
lich durch  einen  unrichtigen  Schlufs  aus  den  Prinzipien  der  Mechanik, 
wie  folgt,  zu  erklären:  Der  Kreisel  rotiere  anfänglich  um 
die  Pigurenaxe,  welche  irgendwie  gegen  die  Vertikale 
geneigt  sei.  Die  Pigurenaxe  stellt  dann  gleichzeitig  die 
Rotations-  und  die  Impulsaxe  dar.  Nun  kommt  der  kon- 
tinuierliche Zug  der  Schwerkraft  zur  Wirkung.  Diesem 
entspricht  ein  Drehimpuls,  welcher  senkrecht  gegen  die 
durch  Pigurenaxe  und  Vertikale  gelegte  Meridianebene  ge- 
richtet ist  und  welcher  sich  mit  dem  ursprünglichen  Drehimpulse  nach  dem 
Parallelogramm  der  Kräfte  zusammensetzt.  Man  sagt  nun:  Die  Diagonale 
des  Parallelogramms  giebt  die  veränderte  Lage  der  „  Axe^^.  Das  ist  richtig 
bezüglich  der  Impulsaxe  und  beim  Kugelkreisel  auch  bezüglich  der  Ro- 
tationsaxe.  In  den  Erklärungen,  die  wir  im  Auge  haben,  wird  aber  unter 
„Axe"  fernerhin  stillschweigend  die  Pigurenaxe  verstanden,  für  die  das 
Gesagte  keineswegs  zutrifft;  es  wird  also  geschlossen,  dafs  die  Pigurenaxe 
beständig  senkrecht  gegen  die  genannte  Meridianebene,  d.  h.  auf  einem 
Kreiskegel  um  die  Vertikale  fortschreiten  müsse!  —  In  Wirklichkeit  be- 
wegt sich  die  Pigurenaxe  natürlich  auf  einem  Kreiskegel  um  die  jeweils 
veränderliche  Drehungsaxe,  welche  ihrerseits  durch  die  Lage  des  Impulses 
bestimmt  ist.  Die  Polge  ist,  dafs  die  Pigurenaxe  anfangs  keineswegs 
senkrecht  gegen  die  Richtung  des  Zuges  ausweicht,  sondern  sich  vertikal 
nach  unten  bewegt.  Pällt,  wie  hier  vorausgesetzt  wurde,  die  Impuls- 
und  Pigurenaxe  anfangs  zusammen,  so  ist  eine  wirkliche  reguläre  Prä- 
cession  schlechterdings  unmöglich.  Die  Bedingung  für  die  letztere  be- 
steht vielmehr,  wie  wir  früher  sahen,  darin,  dafs  Impuls-  und  Piguren- 
axe in  gewisser  Weise  auseinanderfallen,  d.  h.  dafs  der  Kreiselspitze 
aufser  dem  Zuge  der  Schwerkraft  ein  ganz  bestimmter  seitlicher  Anstofs 
erteilt  werde. 

Das  ganze  Verfahren,  welches  wir  im  Vorstehenden  besprochen 
haben,  kann  als  ein  vorzügliches  Beispiel  einer  „quaternio  terminorum" 
ö-elten.  Der  Irrtum  rührt  einfach  daher,  dafs  das  Wort  Axe  in  zwei 
verschiedenen  Bedeutungen  gebraucht  wurde;  derselbe  ist  um  so  merk- 
würdiger, als  man  notwendiger  Weise  fragen  mufs:  Was  wird  aus  der 
Bewegung,  wenn  die  Geschwindigkeit  der  Anfangsrotation  nachläfst,  in 
welchem  Palle  auch  die  Beobachtung  eine  Abweichung  von  der  regulären 
Präcession  deutlich  erkennen  läfst? 

Der  genannte  Irrthum  ist  keinem  geringeren,  wie  dem  berühmten 
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französisclien  Experimentator  Foucanlt  und  seinem  Konkurrenten 
Sire  passiert  und  findet  sich  seitdem  häufig  in  der  Litteratur.  Wir 
verweisen  bezüglich  genauerer  Angaben  auf  eine  verdienstvolle  Arbeit 
von  Gilbert*):  Etüde  historiqueet  critique  sur  le  problemedela  rotation. 

3.  Wir  gehen  nun  auf  die  sogenannte  Airysclie  Erklärung  ein^ 
die  gleichfalls  in  einem  wesentlichen  Punkte  bedenklich  ist.  Als 
Astronom  interresiert  sich  Airy**)  namentlich  für  das  Problem  der 
Präcession  und  Nutation  des  Erdkörpers;  diesem  schickt  er  seine 
elementare  Theorie  der  Kreiselbewegung  als  Einleitung  voraus. 

Air  j  leitet  zunächst  den  Satz  von  dem  Parallelogramm  der  Drehungs- 
vektoren ab  j  hebt  aber  nicht  hervor,  dafs  dieser  Satz  lediglich  eine  kine- 
matische Bedeutung  hat.  Den  Begriff  des  Impulsvektors  und  das  Parallelo- 
gramm der  Impulsvektoren,  welches  in  kinetischer  Hinsicht  allein  mafs- 
gebend  ist  und  den  Ablauf  der  Bewegung  reguliert,  hat  Airy  nicht. 
Die  Massenverteilung  des  Körpers  bleibt  angeblich  ganz  allgemein. 

Airy  behandelt  nun  ein  Rotationsproblem,  welches  mit  dem  des 
schweren  Kreisels  nur  eine  entfernte  Ähnlichkeit  hat.  Er  setzt  nämlich 
voraus,  dafs  auf  den  Körper  eine  Kraft  wirkt,  welche  ihn  beständig 
um  eine  zur  Drehimgsaxe  OD  senkrechte  und  in  einer  festen  Ebene 
A  Ol)  gelegenen  Axe  0 A  zu  drehen  strebt.  Die  Grröfse  der  Kraft  soll 
unveränderlich  sein.  (Hiergegen  ist  zu  bemerken,  dafs  bei  dem  wirk- 
lichen Rotationsproblem  des  schweren  Kreisels  die  Axe  der  Zusatz- 
drehung (die  Knotenlinie)  nicht  auf  der  Drehungsaxe  sondern  auf  der 
Pigurenaxe  senkrecht  steht  und  im  allgemeinen  auch  nicht  konstant 
ist,  ein  Umstand,  dessen  sich  Airy  selbstverständlich  vollkommen  bewufst 
ist.  Es  handelt  sich  bei  Airy  zunächst  eben  nur  um  ein  fingiertes 
Problem.)  Durch  successive  Anwendung  des  Satzes  vom  Parallelo- 
gramm der  Drehungs Vektoren  schliefst  Airy,  dafs  der  Drehungsvektor 
der  Gröfse  nach  konstant  bleibt  und  der  Richtung  nach  in  der  Ebene 
AOD  mit  konstanter  Geschwindigkeit  umläuft. 

In  diesem  Schlüsse  liegt  aber,  wenn  wir  zunächst  jenes  fingierte 
Gesetz  über  Richtung  und  Gröfse  der  Zusatzdrehung  einmal  acceptieren, 
ein  prinzipieller  Fehler.  Es  wird  nämlich  dabei  auf  die  Möglichkeit 
der  „ Eigenbewegung ^^  des  Drehungsvektors  keine  Rücksicht  genommen. 
Auch  wenn  die  äufsere  Drehkraft,  welche  bei  Airy  die  Rotation 
um   OA  hervorbringt,  nicht  wirken  würde,  wird  die  Drehungsaxe   OB 


*)  Annales  de  la  societe  scientifique  de  Bmxelles,  1878.  Auf  einen  ähnlichen 
Fehler  macht  gelegentlich  Herr  Franke  aufmerksam:  Ztschr.  f.  d.  mathem.  u. 
naturw.  Unterricht,  Bd.  17,  1886. 

**)  Airy,  Mathematical  Tracts,  Cambridge  1831.  Vgl.  das  Kapitel:  Precession 
of  the  equinoxes  Nr.  1 — 15. 
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im  allgemeinen  im  Körper  und  im  Räume  wechseln.  In  der  That  be- 
schreibt ja  der  kräftefreie  Kreisel  im  allgemeinen  eine  reguläre  Prä- 
cession/bei  welcher  der  Rotationsyektor  auf  einem  Kreiskegel  um  die 
Impulsaxe  herumgeführt  wird.  Airy  dagegen  nimmt  stillschweigend 
an^  dafs^  wenn  die  äufsere  Kraft  plötzlich  zu  wirken  aufhören  würde, 
die  Drehungsaxe  in  der  augenblicklichen  Lage  yerbleiben  würde. 

Die  genannte  Voraussetzung  ist  nur  in  dem  besonderen  Falle  des 
Kugelkreisels  erfüllt,  wo,  wie  wir  betonten,  jede  Axe  als  permanente 
Drehungsaxe  angesprochen  werden  kann.  Infolgedessen  müssen  wir 
sagen:  Die  Airy  sehen  SäUe  gelten  nicht  für  den  allgemeinen  Fall  eines 
rotierenden  Körpers,  sondern  im  Gegenteil  nur  für  den  speziellsten  Fall, 
den  Fall  des  Kugelkreisels. 

Überhaupt  möchten  wir  bei  dieser  Gelegenheit  vor  einer  Über- 
schätzung   der    kinetischen    Bedeutung    des   Drehungsvektors    warnen. 

Der  DrehungsveMor  lehrt  im  Grunde  nur  den  aiigenMicMichen  Mne- 
matischen  Bewegungsmstand  'kennen.  In  kinetischer  Hinsicht  kommt  es 
nicht  auf  den  Drehung s-,  sondern  auf  den  Impulsvektor  an.  Dieser  setzt 
sich  mit  dem  Drehmomente  der  äufseren  Kräfte  in  einfachster  Weise 
(nach  dem  Parallelogrammgesetze)  zusammen  und  bestimmt  so  zu- 
sammen mit  der  Massenverteilung  des  Körpers  den  Verlauf  der  Be- 
wegung. Der  Drehungsvektor  folgt  darauf  der  Lage  des  Impulsvektors 
und  bewegt  sich  gerade  so,  wie  es  ihm  durch  die  Lage  des  Impuls- 
vektors und  die  Massenverteilung  des  Körpers  vorgeschrieben  wird. 
Das  Parallelogramm  der  Drehungsvektoren  ist  zwar  kinematisch  richtig, 
aber  kinetisch  nichtssagend,  weil  der  Drehungsvektor  auch  ohne  Hinzu- 
fügung  einer  ,,  äufseren ^^,  d.  h.  einer  durch  äufsere  Kräfte  hervorge- 
rufenen Drehung,  im  Körper  und  im  Räume  fortwandern  kann. 

(Ein  einfaches  Beispiel,  auf  welches  Herr  Koppe  (vgl.  unten)  auf- 
merksam  gemacht  hat,   möge  zeigen,  wie  man  in  kinetischen  Fragen 
durch  das  Parallelogramm   der  Drehungen  zu  falschen  Resultaten  ge 
führt  werden  kann. 

Wir  fragen  nach  dem  Drehmoment,  welches  bei  einem  (symme- 
trischen) Kreisel  zum  Verdrehen  seiner  Figurenaxe  erforderlich  ist. 
Genauer  wollen  wir  die  Frage  folgendermafsen  formulieren:  Der  Kreisel 
rotiere  anfangs  um  seine  Figurenaxe  OF  und  sei  dem  Einflufs  äufserer 
Kräfte  entzogen.  Seine  Rotationsgeschwindigkeit  sei  r,  sein  Impuls 
Cr  =  N.  Darauf  drehen  wir  die  Figurenaxe  zwangsmäfsig  um  den 
kleinen  Winkel  dd",  so  zwar,  dafs,  wenn  wir  die  Axe  loslassen,  der 
Kreisel  mit  der  ursprünglichen  Geschwindigkeit  r  um  die  abgeänderte 
und  von  jetzt  ab  im  Räume  stillestehende  Axe  OF^  permanent  rotiere 
(vgl.  /Fig.  51).     Gesucht  wird  das  hierzu  erforderliche  Drehmoment. 
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Zur  Herbeiführung  des  genannten  Sachverhaltes  ist  nach  der  Impuls- 
theorie zweierlei  nötig:  (1)  Man  mufs  der  Figurenaxe  eine  Drehge- 
schwindigkeit um  die  auf  OF  und  OF^  senkrechte  Axe  OH  erteilen 
und  mufs  diese  Geschwindigkeit  aufheben^  wenn  die  Lage  OF^  er- 
reicht ist.  Die  zugehörigen  Impulse^  welche  gleichfalls  um  die  ge- 
meinsame Senkrechte  von  OF  und  OF^  erfolgen, 
heben  sich  gegenseitig  auf  {0E=  —  OH^.  (2)  Man 
mufs  aufserdem  für  die  Umlagerung  des  Impuls- 
vektors aus  der  Lage  OjP  in  die  Lage  OF^  sorgen. 
Thäte  man  dieses  nämlich  nicht,  so  würde  die 
Figurenaxe,  nachdem  sie  die  Lage  OF^  erreicht  jj 
hat,  um  die  unveränderte  Lage  OF  des  Impulsvektors 
eine  reguläre  Präcession  beginnen,  anstatt,  wie  wir 
verlangten,  im  Räume  stille  zu  stehen.  Der  zur  Um- 
lagerung erforderliche  Zusatzimpuls  ist  di  =  Ndd"] 
seine  Axe  0  G  liegt  in  der  Ebene  OFF^  senk- 
recht zu  den  unendlich  wenig  verschiedenen  Axen  OF  und  OF^.    Die 

Änderungsgeschwindigkeit  des  Impulses  -.-  giebt  nach  Axe  und  Gröfse 

das  Drehmoment  an^  welches  wir  bei  Verdrehung  der  Figurenaxe  auf- 
wenden müssen.  Die  richtige  Antwort  auf  unsere  Frage,  wie  sie  sich 
aus  dem  Parallelogramm  der  Impulsvektoren  ergiebt,  lautet  also: 

Dieselbe  Frage  möge  nun  nach  dem  Parallelogramm  der  Rotations- 
vektoren beantwortet  werden.  Zur  Umlagerung  und  nachherigen  Fixierung 
der  Figurenaxe  ist  wieder  im  Ganzen  kein,  Drehmoment  erforderlich.  Zur 
Umlagerung  der  Drehungsaxe  mufs  man  nach  dem  Parallelogramm 
der  Rotationen  die  Drehung  rd"'  um  die  Axe  OG  hinzufügen.  Das 
dieser  Drehung  entsprechende  Drehmoment  findet  man  in  bekannter 
Weise  durch  Multiplikation  der  genannten  Winkelgeschwindigkeit  mit 
dem  zu  OG  gehörigen  Trägheitsmomente  Ä,  Das  Drehmoment,  nach 
welchem  gefragt  ist,  wäre  hiernach 

Der  falsche  und  der  richtige  Wert  stimmen  ^  wie  man  sieht,  nur  im 
Falle  des  Kugelhreisels  üherein.  In  jedem  anderen  Falle  hann  die  An- 
wendung des  Parallelogramms  der  Botationen  in  der  Kinetik  irreführend 
werden.) 

Dementsprechend  ist  die  Airysche  Betrachtung  für  den  Fall  des 
allgemeinen  oder  des  symmetrischen  Kreisels  dahin  zu  ergänzen,  dafs 
man   überall   statt  Rotationsvektor   Impulsvektor   sagt.      So  macht   es 
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Poinsot  in  seiner  Theorie  des  equinoxes,^)  Er  betrachtet  übrigens 
einen  etwas  allgemeineren  Fall  wie  Airy^  indem  er  den  Znsatzimpuls 
senkrecbt  zu  dem  vorhandenen  Impulse  und  überdies  in  einer  festen 
Ebene  annimmt,  welche  nicht  durch  den  vorhandenen  Impuls  hindurch- 
zugehen braucht  (während  Airy,  wie  erwähnt,  eine  Zusatzdrehung  in 
einer  durch  die  jeweilige  Drehungsaxe  hindurchgehenden  Ebene  voraus- 
setzt). Führt  man  in  diesem  Falle  die  successiven  Parallelogramm- 
konstruktionen mit  dem  Impulsvektor  aus,  so  sieht  man,  dafs  dieser 
einen  Kreiskegel  um  die  Normale  der  festen  Ebene  beschreibt,  also 
im  Speziellen  einen  vertikal  gestellten  Kreiskegel,  wenn  man  die  feste 
Ebene  als  Horizontalebene  denkt.  Natürlich  deckt  sich  auch  das 
Poinsotsche  Problem  wegen  der  angegebenen  Voraussetzung  über  die 
Eichtung  des  Zusatzimpulses  mit  dem  Problem  des  schweren  Kreisels 
nicht  vollständig,  wie  Poinsot  selbst  ausdrücklich  hervorhebt.  Dem- 
entsprechend ist  auch  das  angegebene  Resultat,  dafs  der  Impulskegel 
ein  Kreiskegel  wird,  für  den  schweren  Kreisel  nur  angenähert  richtig. 

Unsere  eigene  populäre  Erklärung  der  pseudoregulären  Präcession 
im  Anfange  des  vorigen  Kapitels  stellt  geradezu  eine  Weiterführung 
der  Poinsotschen  Darstellung  vor.  Wir  haben  dort  auf  Grund  der 
Poinsotschen  Impulsprinzipien  die  successiven  Lagen  der  Figurenaxe 
im  Raum  ermittelt  und  haben  auch  den  Sinn  der  Abweichungen  fest- 
gestellt, welche  die  wirkliche  Bewegung  gegenüber  unseren  immerhin 
nur  angenäherten  Konstruktionen  aufweisen  wird. 

Nach  einer  anderen  Richtung  wie  Poinsot  (nämlich  durch  Berück- 
sichtigung der  Nutationen)  vervollständigt  Herr  A.  Schmidt  die 
Airysche  Erklärung  in  seiner  anregenden  Arbeit**)  „Die  elementare 
Behandlung  des  Kreiselproblems  ^^  Indessen  müfste  man  auch  hier  die 
Beschränkung  auf  den  Kugelkreisel  hinzufügen,  weil  der  Verfasser 
durchweg  mit  dem  Parallelogramm  der  Rotationen  operiert,  statt,  wie 
es  für  kinetische  Fragen  im  allgemeinen  unerläfslich  ist,  mit  dem 
Parallelogramm  der  Impulsvektoren. 

Wie  hervorgehoben,  werden  weder  die  Airjschen  noch  die  Poinsot- 
schen Voraussetzungen  bei  der  allgemeinen  Bewegung  des  schweren 
Kreisels  realisiert.  Der  Zusatzimpuls  bez.  die  Zusatzdrehung  steht  hier 
weder  senkrecht  auf  der  Drehungsaxe  noch  auf  dem  Impulsvektor, 
sondern  auf  der  Figurenaxe.  Nur  bei  der  genauen  regulären  Präcession 
sind  wegen  der  besonderen  gegenseitigen  Lage  von  Vertikalen,  Rotations- 
Figuren-  und  Impulsaxe  die  Voraussetzungen  der  Airyschen  bez.  der 
Poinsotschen  Betrachtungen  genau  erfüllt. 

*)  Connaissance  des  temps,  Paris  1857,  Einleitung,  Nr.  1 — 10. 
**)  Mathem.-naturw.-Mitteikmgen  von  Böklen,  1886,  Heft  IIL 
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Die  Nutzanwendung  der  Airyschen  BetracMung  auf  den  Fall  des 
schweren  Kreisels  wird  in  der  theoretisclien  Physik  von  Hrn.  v.  Lang*) 
versucht.  Um  ein  den  Airyschen  Voraussetzungen  analoges  Problem 
zu  haben,  nimmt  v.  Lang  als  Anfangszustand  eine  einfache  ;Rotation 
um  die  Figurenaxe  an,  so  dafs  anfangs  die  der  Schwere  entsprechende 
Zusatzdrehung  auf  der  Drehungsaxe  senkrecht  steht.  Dieser  Sachverhalt 
mufs  sich  aber  eben  wegen  der  Schwerewirkung  sofort  ändern.  Wenn 
trotzdem  vorausgesetzt  wird,  dafs  die  hinzukommende  Drehung  (besser 
der  Drehungsimpuls)  auf  der  instantanen  Drehungsaxe  (besser  Impuls- 
axe)  dauernd  senkrecht  steht,  so  scheint  eine  abermalige  Zweideutigkeit 
in  der  Verwendung  des  Wortes  „Axe^^  vorzuliegen.  Dementsprechend 
ist  auch  das  Resultat,  zu  welchem  v.  Lang  kommt,  nicht  richtig.  Nach 
seiner  Ableitung  müfste  die  Drehungsaxe  genau  einen  Kreiskegel  um 
die  Vertikale  beschreiben,  was,  wie  wir  wissen,  bei  dem  vorausgesetzten 
Anfangszustande  nur  angenähert  und  auch  dies  nur  hei  sehr  grofsen 
Botationsgeschtvindiglceiten  richtig  ist.  Überdies  müfste  man,  wenn  man 
die  V.  Langsche  Benutzung  des  Drehungsvektors  aufrecht  halten  will,  die 
ausdrückliche  Beschränkung  auf  den  Kugelkreisel  hinzufügen. 

Eine  korrekte  Darstellung  giebt  im  Anschlüsse  an  Poinsot 
De  Jonquieres**),   welcher  das  Auftreten  der  Spitzenkurve  ableitet. 

4.  Auf  wesentlich  anderen  Prinzipien  wie  die  zuletzt  genannte 
oder  wie  unsere  eigene  elementare  Betrachtung  am  Anfange  des  vorigen 
Paragraphen  beruht  die  bekannte  Poggendorffsche  ErMärung.^^^)  Während 
wir  den  Kreisel  als  ein  einheitliches  mechanisches  System  behandelten, 
geht  Poggendorff  auf  die  Bewegung  der  einzelnen  Massenpunkte  zurück. 
Bei  der  Kürze  und  dem  ganz  elementaren  Charakter  der  Darlegungen 
ist  die  Poggendorffsche  Erklärung  keine  vollständige  und  giebt  leicht 
zu  Irrtümern  Anlafs.  Wir  reproduzieren  dieselbe  in  etwas  freier  Weise, 
ohne  mit  Sicherheit  behaupten  zu  können,  dafs  wir  im  Folgenden  die 
Meinung  des  Verfassers,  die  aus  seinen  Worten  nicht  ganz  eindeutig 
festzustellen  ist,  genau  wiedergeben. 

Wir  betrachten  mit  Poggendorff  ein  Schwungrad  von  horizontal 
gestellter  Figurenaxe,  welches  um  einen  Punkt  0  der  Axe  frei  drehbar 
ist  und  welchem  eine  bestimmte  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  Axe 
erteilt  worden  ist.  Wir  denken  uns  das  freie  Ende  der  Axe  in  der 
Vertikalebene  ein  Stückchen  nach  unten   bewegt,  was   dem  Anscheine 


*)  §  55. 

**)  Theorie  elementaire  du  mouvement  de  la  toupie,  Revue  maritime  et  co- 
loniale,  1886. 

***)    „Noch  ein  Wort  über  die  Fesseische  Rotationsmaschine."     Poggendorffs 
Annalen,  Bd.  90,  pag,  348. 
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nach  der  Einwirkung  der  Schwere  auf  das  Schwungrad  entspricht. 
Diese  Bewegung  bezeichnen  wir  kurz  als  Bewegung  I.  Offenbar  wer- 
den durch  diese  Bewegung  die  Geschwindigkeit s Vektoren  der  einzelnen 
Massenpunkte  teils  parallel  mit  sich  verschoben^  teils  aus  ihrer  Richtung 
abgelenkt.  Letzteres  erfordert  für  jeden  Punkt  eine  Kraft,  deren  Grröfse 
und  Richtung  gleich  ist  der  Änderungsgeschwindigkeit  des  Impulses 
in  dem  betreffenden  Massenpunkte.  Setzt  man  alle  diese  Kräfte  zu 
einer  Drehkraft  zusammen,  so  findet  man  leicht  eine  Drehkraft  von 
vertikaler  Axe.  Letztere  müfsten  wir  ausüben,  wenn  wir  die  Bewegung  I 
erzwingen  wollen.  Üben  wir  sie  nicht  aus,  denken  uns  aber  trotzdem 
dem  Schwungrade  die  Bewegung  I  erteilt,  so  bleibt  eine  der  genannten 
entgegengesetzt  gleiche  Drehkraft  übrig,  welche,  wenn  sie  allein  wirk- 
sam wäre,  eine  Bewegung  der  Figurenaxe  in  horizontaler  Richtung  be- 
wirken würde.  Letztere  werde  als  Bewegung  II  bezeichnet.  Die  Be- 
wegung II  würde  nun  ihrerseits  eine  Richtungsänderung  in  den  Einzel- 
impulsen der  Massenpunkte  bewirken.  Die  hierzu  erforderlichen  Kräfte 
setzen  sich  zu  einer  Drehkraft  von  horizontaler  Axe  zusammen.  Diese 
müfste  wiederum  von  aufsen  hinzugefügt  werden,  wenn  die  Bewegung  II 
für  sich  möglich  sein  soll.  Im  anderen  Falle  bleibt  eine  entgegen- 
gesetzt gleiche  Drehkraft  von  horizontaler  Axe  übrig,  welche  eine  Be- 
wegung III  bewirkt,  der  zufolge  die  Figurenaxe  vertikal  nach  oben, 
also  der  Bewegung  I  entgegen  gedreht  wird.  Das  Auftreten  der  Be- 
wegung III  erklärt  nun,  warum  die  durch  die  Schwerkraft  gegebene 
Bewegungstendenz  I  auf  die  Dauer  nicht  anhält,  sondern  durch  die 
allmählich  wachsende  Bewegungstendenz  III  überwunden  werden  kann. 
Das  Auftreten  von  II  zeigt  gleichzeitig,  dafs  die  Punkte  der  Figurenaxe 
unterdessen  eine  horizontale  Geschwindigkeitskomponente  erhalten  können. 
Die  wirkliche  Bewegung,  müssen  wir  uns  vorstellen,  besteht  in  einer  Kom- 
bination der  Bewegungen  I,  II  und  III  (und  zwar,  wie  wir  nach  Früherem 
hinzufügen  können,  in  einer  derartigen  Kombination,  dafs  sich  die  zur 
Hervorbringung  dieser  Bewegungen  erforderlichen  Drehkräfte  jederzeit  zu 
einer  dem  Schweremoment  genau  gleichen  Drehkraft  zusammensetzen). 

Wie  man  sieht,  wird  durch  die  vorstehende  ziemlich  rohe  Be- 
trachtung nur  ein  sehr  ungefähres  Bild  der  resultierenden  Bewegung 
gewonnen.  In  welcher  Stärke  die  unterschiedenen  Bestandteile  I,  II,  III 
der  Bewegung  jeweils  auftreten,  bleibt  völlig  unentschieden.  Über  die 
Gestalt  der  Bahnkurve,  welche  die  Kreiselspitze  auf  der  Kugelober- 
fläche beschreibt,  kann  daher  lediglich  auf  Grund  der  obigen  Über- 
legung nichts  Näheres  angegeben  werden. 

Die  Poggendorffsche  Ausdrucksweise  ist,  wie  gesagt,  von  der  vor- 
stehenden   etwas  verschieden.     Sie  legt  den  Irrtum  nahe,    als    ob    die 
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Bewegungen  I  und  III  sich  gegenseitig  kompensieren  könnten^  so  dals 
eine  rein  horizontale  Bewegung  der  Kreiselspitze  übrig  bleiben  würde. 
Dies  ist  natürlich  gänzlich  unmöglich^  sofern  das  Schwungrad  in  der 
Anfangslage  keine  horizontale  Port  sehr  eitungskomponente  besitzt. 

In  den  Lehrbüchern*),  welche  die  Poggendorffsche  Erklärung 
wiedergeben,  wird  besagter  Irrtum  vielfach  explicite  begangen. 

Die  Poggendorffsche  Erklärung  ist  von  Hrn.  M.  Koppe**)  ver- 
vollständigt und  bis  zur  quantitativen  Bestimmung  der  Bewegung  durch- 
geführt. Koppe  führt  den  durch  Poggendorff  ersichtlich  umschriebenen 
Begriff  der  Coriolisschen  Kraft  beim  einzelnen  Massenpunkte  (vgl. 
Kap.  III,  §  7)  ein  und  beschreibt  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  in 
durchaus  korrekter  Weise  als  Cykloide.  Wir  heben  insbesondere  die 
wertvollen  kritischen  Bemerkungen  zu  Beginn  seiner  Arbeit  hervor, 
welche  uns  bei  der  Abfassung  des  Vorstehenden  vielfach  nützlich  waren, 
ohne  übrigens  die  von  Hrn.  Koppe  gegen  die  analytische  Behandlung 
im  allgemeinen  erhobenen  Ausstellungen  unterschreiben  zu  wollen. 
Letztere  dürften  durch  die  Bemerkungen  am  Schlüsse  des  vorigen  Para- 
graphen präcisiert  sein. 

Grleichfalls  mit  der  Coriolisschen  Kraft  operiert  die  oben***)  citierte, 
im  Wesentlichen  richtige  Arbeit  von  Jouffret. 

An  Poggendorff  knüpft  auch  F.  H einen  in  der  Beschreibung 
seines  Rotationsapparates  an.t)  Die  Heinensche  Darstellung  ist  aber 
viel  umständlicher  wie  die  Poggendorffsche  und  giebt  auch  nicht  mehr 
als  eine  allgemeine  qualitative  Vorstellung  der  zu  erwartenden  Bewegung. 

Alles  in  allem  möchten  wir  das  Zurückgehen  auf  die  Punkt- 
mechanik, welches  der  zuletzt  betrachteten  Gruppe  von  Erklärungen 
gemeinsam  ist,  aus  den  pag.  300  genannten  Gründen  nicht  empfehlen. 
(Man  vergleiche  in  dieser  Hinsicht  etwa  die  allerdings  richtige  aber 
äufserst  umständliche  Ableitung  des  oben  (pag.  311)  besprochenen  Dreh- 
momentes CrO-',  wie  sie  in  einer  Note  von  Hrn.  Koppett)  gegeben 
wird,  mit  unserer  obigen  Bestimmung  desselben,  welche  jedenfalls  an 
Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig  läfst.) 

5.  Als  besonders  verfehlt  müssen  solche  Erklärungen  ttt)  gelten, 
welche  das  im  Experiment  zu  beobachtende  Aufrichten  der  Kreiselaxe 


*)  Z.  B.  Müller-Pouillet,  Bd.  I,  §  74. 

**)  Über  die  Bewegung  des  Kreisels.     Ztschr.  f.  d.  pbys.  u.  ehem.  Unterriolit, 
Jahrg.,  1890. 
***)  pag.  190. 
f)  Braunschweig  1857. 

ff)  Zur  Kreiselbewegung,  Ztschr.  f.  d.  phys.  u.  cbem.  Unterricht,  9.  Jahrg.,  1896. 
ttt)  ^gl-  z.  B.  Munter,  Ztschr.  f.  d.  mathem.  u.  phys.  Unterricht,  Bd.  26,  pag.  565, 
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aus  den  Prinzipien  der  abstrakten  Dynamik  herleiten  wollen.  Wir 
wissen^  dafs  der  bisher  betrachtete  ideale,  reibungslose  Kreisel  sich 
keineswegs  aufrichtet,  sondern  dauernd  dieselbe  mittlere  Neigung  gegen 
die  Vertikale  behauptet.  Das  Aufrichten  der  Kreiselaxe  erfolgt,  wenn 
überhaupt,  nur  durch  die  Reibung  im  XJnterstützungspunkte,  worüber 
wir  uns  später  yerbreiten  werden. 

§  4.    Über  die  Stabilität  des  atifreehten  Kreisels.     Geometrische 

Diskussion. 

Ein  besonderer  Fall  der  regulären  Präcession  ist  derjenige ,  wo 
sich  die  Bahnkurve  auf  einen  Punkt,  den  höchsten  oder  tiefsten  Punkt 
der  Einheitskugel  zusammenzieht.  Der  Kreisel  rotiert  dann  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  um  die  vertikal  gestellte  Figurenaxe.  Wir 
wollen  diese  interessante  Bewegung  ausführlich  behandeln,  um  daran 
unsere  Begriffe  über  die  Stabilität  der  Bewegungen  zu  bilden  und  so 
die  allgemeineren  Untersuchungen  des  sechsten  Paragraphen  vorbereiten. 

Die  Figurenaxe  kann  bei  dieser  Bewegung  sowohl  vertikal  nach 
oben  wie  vertikal  nach  unten  gerichtet  sein.  Wir  werden  uns  auf  die 
erstere  Annahme  beschränken,  was  ohne  Beeinträchtigung  der  Allge- 
meinheit geschehen  kann,  wenn  wir  nur  nötigenfalls  den  als  Figuren- 
axe bezeichneten  Halbstrahl  mit  dem  entgegengesetzten  vertauschen. 

Wir  werden  also  d"  =  0  rechnen  und  haben  dabei  zwei  Unterfälle 
zu  unterscheiden,  je  nachdem  P<0  oder  P>0  ist.  Auch  hier  sprechen 
wir  vom  Kugelkreisel  mit  dem  Trägheitsmomente  Ä, 

Die  zu  besprechende  Bewegung  bezeichnen  wir  kurz  als  die  Be- 
wegung des  aufrechten  Kreisels. 

Zunächst  bemerken  wir,  dafs  unsere  Koordinaten  9,  ^,  O-  zur  Be- 
handlung des  vorliegenden  Falles  ungeeignet  sind.  Offenbar  wird 
nämlich  bei  aufrechter  Figurenaxe  die  Knotenlinie  in  der  Äquator- 
ebene  unbestimmt.  Mithin  haben  auch  die  Winkel  9}  und  ^Ij  (die  Winkel 
der  X-  bez.  der  x-Axe  gegen  die  Knotenlinie)  keine  selbständige  Be- 
deutung. Wohl  aber  kommt  eine  solche  dem  Winkel  g?  +  t/^  =  %  zu, 
welcher  direkt  den  Winkel  zwischen  X-  und  ;^-Axe  darstellt,  also  die 
Drehung  des  Kreisels  gegen  den  Raum  mifst.  Mit  Benutzung  dieser 
Koordinate  ist  unsere  Bewegung  einfach  durch  die  folgenden  beiden 
Gleichungen  charakterisiert 
(1)  #  =  0,     %'==const. 

Wir  überzeugen  uns  nun  leicht,  dafs  die  Bewegung  des  aufrechten 
Kreisels  hei  helieiigen  Werten  der  Botationsgeschwindiglceit  %  eine  mögliche, 
mit  den  fundamentalen  Impulsgeset^en   verträgliche   Bewegung  ist     Bei 
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der  durch  (1)  dargestellten  Bewegung  fällt  nämlich  der  Impuls  dauernd 
mit  der  Vertikalen  zusammen  und  hat  eine  konstante  Länge.  Die 
Änderung  des  Impulsvektors  ist  also  jederzeit  gleich  Null.  Aufserdem 
ist  bei  vertikaler  Stellung  der  Figurenaxe  die  Schwerewirkung  P  sin  d' 
fortgesetzt  gleich  Null.  Es  besteht  mithin  die  durch  unsern  Impulssatz 
geforderte  Gleichheit  zwischen  den  Änderungen  des  Impulses  und  den 
Zusatzimpulsen  der  äufseren  Kraft.  Durch  die  Gleichungen  (1)  wird 
also  in  der  That  eine  mögliche  Bewegung  des  schweren  Kreisels  dar- 
gestellt^ welchen  Wert  auch  immer  die  Rotationsgeschwindigkeit  %' 
haben  möge. 

Offenbar  gilt  für  die  aufrechte  Bewegung  die  Beziehung 
(2)    ^  n  =  N. 

Da  nämlich  Impuls^  Figurenaxe  und  Vertikale  beständig  zusammen- 
fallen^ so  ist  die  Vertikalprojektion  des  Impulses  mit  der  Projektion 
auf  die  Figurenaxe  sowie  direkt  mit  der  Länge  des  Impulsvektors 
identisch. 

Die  Bedingung  (2)  ist  übrigens  nicht  nur  für  die  gleichmäfsige 
Rotation  des  aufrechten  Kreisels  charakteristisch^  sondern  überhaupt  für 
jede  Bahnkurve^  welche  durch  den  höchsten  Punkt  der  Kugel  hindurch- 
zieht. In  der  That  wird  allemal  beim  Passieren  des  Nordpols  die  Pro- 
jektion des  Impulses  auf  die  Figurenaxe  identisch  mit  der  Projektion 
auf  die  Vertikale ^  weil  ja  beide  Richtungen  in  einem  solchen  Momente 
zusammenfallen.  Da  überdies  die  Impulskomponenten  n  und  N^  wie 
wir  wissen,  konstant  sind,  so  besteht  die  angegebene  Relation  für  solche 
Bewegungen  allgemein. 

Wir  gehen  nun  zu  den  Stabilitätsfragen  über  und  erteilen  zu  dem 
Zwecke  dem  Kreisel  während  seiner  Rotation  um  die  Vertikale  einen 
Anstofs.  Diesen  charakterisieren  wir  durch  den  zugehörigen  Drehstofs 
hinsichtlich  des  Unterstützungspunktes  und  repräsentieren  ihn  durch 
einen  Vektor.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dafs  die  Länge  des  so  er- 
haltenen Vektors  eine  beliebig  vorgegebene  Gröfse  nicht  übersteigt. 
Über  die  Richtung  des  Drehstolsvektors  dürfen  wir  der  Allgemeinheit 
wegen  zunächst  nichts  voraussetzen.  Indessen  zeigt  es  sich,  dafs  wir 
diese  Richtung  als  horizontal  annehmen  dürfen.  Wenn  nämlich  ein 
schiefgerichteter  Drehst ofsvektor  vorliegt,  so  zerlegen  wir  diesen  in  eine 
vertikale  und  eine  horizontale  Komponente.  Die  vertikale  Komponente 
bewirkt  lediglich  eine  Änderung  der  Rotationsgeschwindigkeit  des  Kreisels 
und  läfst  den  Charakter  der  Bewegung  ungeändert.  Wir  können  daher 
von  der  vertikalen  Komponente  absehen  und  einen  Drehstofs  von  hori- 
zontaler Axe  voraussetzen. 
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Der  ursprünglich  yorhandene  Impuls  setzt  sich  natürlich  mit  diesem 
Drehstofs  nach  dem  Parallelogrammsatze  zusammen.  Wir  bezeichnen 
den  Zusatzimpuls  mit  [0^]^  da  er  uns  die  gleichzeitig  zur  Figurenaxe 
und  zur  Vertikalen  senkrechte  Komponente  des  Gesamtimpulses  zur  Zeit 
i^  =  0  angiebt.  Die  Beziehung  zwischen  unserer  Impulskomponente  [OJ 
und  der  durch  sie  hervorgerufenen  Rotationskomponente  wird  dabei  nach 
dem  allgemeinen  Zusammenhange  zwischen  Impuls-  und  Drehungsyektor: 

(3)  [Oo]  =  A\', 

WO  d'Q  den  Anfangswert  der  Winkelgeschwindigkeit  ^'  bedeutet.  Die 
Länge  |  i  \  des  Gresamtimpulses^  welche  bei  der  ungestörten  Bewegung 
konstant  und  gleich  N  war^  wird  jetzt  variabel.  Speziell  ergiebt  sich 
für  den  Anfangswert  |  ^q  |  nach  dem  Pythagoras  die  Gleichung: 

Schliefslich  berechnen  wir  noch  die  Impulskonstante  h  mittels  der 
Gleichung  (3)  von  pag.  219.  Da  für  i^  =  0  auch  ^^  =  0  ist^  so  ergiebt  sich 

(4)  h  =  \i^\^-^2ÄP  =  N'-{-  [Oof  +  2ÄP. 

Um  den  Charakter  der  durch  unseren  Anstofs  ausgelösten  Be- 
wegung zu  überblicken^  fragen  wir  vor  allem ^  wie  tief  die  Kreiselspitze 
auf  der  Einheitskugel  heruntersinkt.  Wir  sehen  deshalb  zu^  in  welcher 
Weise  die  Wurzel  e  der  Gleichung  ü  =  0  von  [0^]  abhängt.  Dabei 
müssen  wir  auf  die  ursprüngliche  Form  dieser  Gleichung  auf  pag.  238 
zurückgehen^  weil  die  hieraus  abgeleitete  Gleichung  Z7^  =  0  wegen  des 
vorgezogenen  Faktors  1 :  (1  —  e^)^  welcher  in  unserem  Falle  (e  =  1) 
unendlich  grofs  wird^  für  das  Folgende  unbrauchbar  ist.  Wir  haben 
nach  der  angezogenen  Stelle  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  n  =  N: 

(5)  A' U  =  —  N\l  —uf  +  (Je  —  N'  —  2 ÄPu)  (1  —  u'), 

oder^  wenn  wir  Je  der  Gleichung  (4)  entsprechend  ausdrücken: 

(5')      A'U=  —  N'{l~.uy+  [lQ,f-i-2ÄP(l—u)){l—u'). 

Auf  der  rechten  Seite  steht  ^  wie  es  sein  mufs^  der  Faktor  1  —  tt^ 
welcher  der  bekannten  Wurzel  e  =  1  entspricht.  Wir  sondern  diesen 
ab  und  bekommen  für  die  beiden  übrigen  Wurzeln  die  quadratische 
Gleichung: 

—  i^^(l— ^)+  ([0oP+  2^P(1  — ^^))  (1  +  ^)  =  0. 

Hier  mögen  wir  [GJ  ==  v  setzen  und  die  so  entstehende  Gleichung 

(6)  v\l-{-u)  —  (l—u)  [N'  —  2ÄP(l-i-u))  =  0 
in  einer  u,  'y-Ebene  geometrisch  deuten. 
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Die  entstehende  Kurve  wird  wieder  von  der  dritten  Ordnung.  Sie 
liegt  symmetriscli  gegen  die  Abscissenaxe  (u-Axe)  und  bestellt  aus 
einem  paaren  und  einem  unpaaren  Zuge.  Die  Gestalt  der  Kurve  unter- 
suchen wir  auf  Grund  ihrer  vertikalen  Tangenten^  welche  hier  besonders 
leicht  zu  bestimmen  sind. 

Die  Gleichungen  der  vertikalen  Tangenten  ^  sowie  die  Lage  ihrer 
Berührungspunkte  stellen  wir  wie  folgt  zusammen: 

Gleichung :  u  =  -{-  1  Berührungspunkt :  v  =  0 


u  ==  —  1 


2  AP 


^  =  0. 


N' 


Die  an  zweiter  Stelle  genannte  Tangente  ist  hiernach  Asymptote.  Für 
uns  kommt  es  wesentlich  darauf  an^  wie  die  dritte  Tangente  gegen  die 
übrigen  liegt.  Wir  unterscheiden  in  der  Hinsicht  vor  allem  zwei  Pälle^ 
je  nachdem  P  <  0  oder  P  >  0 . 

Erster  Fall:  P<0. 

Die  dritte  Tangente  liegt  links  von  der  Asymptote.  Reelle  Werte 
von  V  ergeben  sich  für  die  Gebiete 

—  1<'^<+1  und  — ^<^<— l  +  2^p 
Der  unpaare  Zug  verläuft  in  dem  Streifen  zwischen  u  =  —  1  und  u=-^l , 
der  paare  Zug  erstreckt  sich  von  der  Tangente  u  =  —  1  +  ^j^  ^^^^ 
links  ins  Unendliche  (vgl.  Fig.  52).  Wir  ziehen  in  beliebiger  Nähe 
der  Abscissenaxe  die  Parallele  t:  lo,  .,  _  //07 

V  ==  [0J  und  bringen  sie 
zum  Schnitt  mit  dem  unpaaren 
Zuge.  Die  Abscisse  dieses 
Schnittpunktes  liefert  uns  den 
Parallelkreis  u=e\  Wie  man 
sieht^  kommt  die  Gröfse  e  der 
Einheit  um  so  näher^  je  kleiner 
wir  [0 J  nehmen.  (Dabei  wird^ 
wie  wir  des  Folgenden  wegen 
bemerken^  die  Differenz  1  —  e' 
von  der  Ordnung  [Qq]^,  sie 
stellt  also  ^^eine  unendlich 
kleine  Gröfse  zweiter  Ord- 
nung" dar^  wenn  wir  den  Mg.  52. 
Anstofs  [0q]  ^^ unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung"  werden  lassen.) 
Infolgedessen  können  wir  durch  Wahl  von  [0^]  erreichen^  dafs  die 
Bahnkurve    des    ursprünglich   aufrechten    Kreisels    nach    Hinzufügung 


P<  o 
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unseres  Anstofses  in  einer  beliebig  engen  Nacbbarscliaft  zur  ursprüng- 
lichen Bahnkurve^  dem  Nordpole^  verläuft.  Hinsichtlich  der  Bahnkurve 
findet  also  im  Falle  P  <  0  sicher  ein  stetiger  Übergang  von  der  ur- 
sprünglichen m  der  abgeänderten  Bewegung  statt. 

Die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  bringt  indessen^  wie  wir  wissen^ 
die  Bewegung  nicht  vollständig  zum  Ausdruck^  indem  sie  über  die 
Rotation  des  Kreisels  um  die  Figurenaxe  keinen  Aufschlufs  giebt. 

Bei  der  ungestörten  Bewegung  wird  diese  gemessen  durch  den 
Winkel  ;^;  da  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  %'  durch  den  Impuls  iV" 
bei  der  aufrechten  Bewegung  folgendermafsen  ausdrückt: 

%  —  A^ 
SO  haben  wir  einfach  (bei  spezieller  Wahl  der  Anfangszeit) 

Nach  Hinzufügung  des  Anstofses  [G^]  wollen  wir^  um  vergleich- 
bare Gröfsen  zu  haben  ^  die  Rotation  um  die  Figurenaxe  durch  den  ent- 
sprechenden Winkel  %  messen.    Wir  haben  dann  mit  Rücksicht  auf  (2): 

Da  nun  u  in  beliebiger  Nähe  von  1  bleibt^  entwickeln  wir  nach 
Potenzen  von  u  —  1  und  vernachlässigen  alle  höheren  Potenzen.  So 
ergiebt  sich  ,_j^       Nu-l 

^         A         A        2      ' 

Hier  ist  der  zweite  Term  der  rechten  Seite,  wie  aus  einer  obigen 
Bemerkung  hervorgeht^  im  Verhältnis  zu  dem  Anstofse  [0^]  von  der 
zweiten  Ordnung  unendlich  klein.  Solche  Grröfsen  pflegt  man  aber  bei 
der  in  der  Litteratur  üblichen  Handhabung  der  Stabilitätsbetrachtungen 
nicht  mitzunehmen.  Auch  bei  den  Nachbarbewegungen  der  regulären 
Präcession  im  ersten  Paragraphen  dieses  Kapitels  haben  wir^  indem 
wir  den  Rest  B  in  dem  Ausdrucke  von  ^  vernachlässigten^  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  (mit  dem  Faktor  e^)  unterdrückt.  Beschränken  wir 
uns  also  auch  jetzt  auf  die  Glieder  erster  Ordnung^  so  werden  wir^ 
indem  wir  die  Integration  nach  t  ausführen^  wieder  auf  die  ursprüng- 
liche Formel  zurückgeführt: 

(Man  bemerke  übrigens^  dafs  die  jedenfalls  nicht  unbedenkliche 
Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  nur  eine  vorläufige  ist 
und  dafs  sie  für  die  in  §  6  zu  entwickelnde  definitive  Auffassung  der 
Stabilitätskriterien  gar  nicht  in  Frage  kommt.) 
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Unsere  Betrachtung  zeigt ^  dafs  der  Winkel  %  der  abgeänderten  Be- 
wegung dem  Winkel  i  der  ursprüngliclien  bis  auf  Grlieder  zweiter  Ordnung 
dauernd  benachbart  bleibt.  Diese  Aussage  bezieht  sich  jedoch  nur  auf 
den  Fall^  wo  der  hinzugefügte  Drehstofs  eine  rein  horizontale  Axe  hat. 
Bei  allgemeinerem  Anstofs,  durchweichen  nicht  nur  ein  gewisser  Wert 
von  [GJ  hinzugefügt^  sondern  auch  die  ursprüngliche  Impulskomponente 
iV^  abgeändert  wird^  liegt  die  Sache  natürlich  anders. 

Betrachten  wir  z.  B.  den  einfachsten  Pall^  wo  [0q]  ==  0  genommen 
und  iV  um  die  kleine  Gröfse  W  vermehrt  wird.  Die  Bewegung  bleibt 
dann  nach  wie  vor  die  des  aufrechten  Kreisels.  Der  Winkel  %  bei  der 
abgeänderten  Bewegung  bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 

Wie  man  sieht,  weicht  derselbe  von  dem  Winkel  i  der  ungestörten 
Bewegung  um  ein  Glied  ab,  welches  der  ersten  Potenz  des  Anstofses  IS' 
proportional  ist.  Nichtsdestoweniger  können  wir  zwischen  die  ursprüng- 
liche und  die  abgeänderte  Bewegung  durch  Verkleinerung  von  W  solche 
Bewegungen  einschalten,  welche  einen  stetigen  Übergang  von  dem  % 
der  einen  zu  dem  der  anderen  Bewegung  vermitteln. 

Nach  alledem  werden  wir  zweifellos  und  zwar  unabhängig  davon^ 
ob  wir  die  soeben  gemachte  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
zulassen  wollen  oder  nicht,  sagen  können: 

Die  Bewegung  des  aufrechten  Kreisels  im  Falle  P  <  0  ist  sicher 
eine  stabile  Beivegung. 

Dieses  Resultat  stimmt  natürlich  vollkommen  mit  der  bekannten 
Thatsache  über  ein,  dafs  die  Gleichgewichtslage  des  nicht  aufgezogenen 
Kreisels  (N  ===  0)  eine  stabile  ist^  wenn  der  Schwerpunkt  unter  dem 
Unterstützungspunkte  liegt  (P  <  0). 

Zweiter  Fall:  P>0. 

Sehr  viel  interessanter  ist  der  zweite  Fall  P>0.  Die  dritte  der 
pag.  319  genannten  vertikalen  Tangenten  liegt  alsdann  rechts  von  der 
Asymptote  if  ==  —  1 .  Je  nachdem  sich  dieselbe  auch  rechts  von  der 
Tangente  ^*  ==  + 1  oder  links  von  derselben  befindet,  ergeben  sich 
zwei  Unterfälle  a)  und  b). 

Der  erste  Unter  fall  tritt  ein,  wenn 

(a)  +l<-l  +  2fi'    •^•^-    ^'>4^P, 

der  zweite,  wenn 

(h)  +l>"-l  +  25i^    ^•^-    ^'<4^P. 

Wir  vergleichen  hiermit  unsere  frühere  Unterscheidung  zwischen 

Klein-Sommerf eld,  Kreiselbewegung.  21 
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dem  starken  und  dem  scliwaclien  Kreisel.  Da  wir  P  >  0  vorausgesetzt 
haben ^  müssen  wir  das  Kriterium  .(3')  von  pag.  249  heranzielien. 

Tragen  wir  hier^  der  aufrecliten  Anfangslage  der  Figurenaxe  ent- 
sprechend^ für  e  den  Wert  +1  ein^  so  gehen  die  Ungleichungen  jenes 
Kriteriums  gerade  in  die  Ungleichungen  (a)  und  (b)  über.  Der  Unter- 
fall (a)  entspricht  also  einem  starken^  der  Unter  fall  (b)  einem  schwachen 
Kreisel.  (Nebenbei  bemerkt,  ist  der  Fall  eines  negativen  P  stets  den 
starken  Kreiseln  zuzurechnen,  weil  hier  die  Ungleichung  (a)  selbst- 
verständlicher Weise  befriedigt  wird.) 

Wir  setzen  zunächst  wieder  unsere  Kurven  dritter  Ordnung  für 
unsere  beiden  Fälle  P  >  0  her,  wie  sie  der  Gleichung  (5)  entsprechen. 
Bei  dem  starken  Kreisel,  Fall  (a),  zieht  sich  der  unpaare  Zug  durch  den 
Streifen  —  1  bis  -|-  1  hindurch,  indem  er  u  =  —  1  im  Unendlichen 
und  u  =  -\-l  auf  der  Abscissenaxe  berührt.  Bei  dem  schwachen  Kreisel 
dagegen  ist  der  unpaare  Zug  in  den  Streifen  —  1  bis  —  1  +  ^AP  ^^^" 
geschlossen.  Der  paare  Zug  liegt  beidemal  rechts  von  dem  unpaaren 
und  berührt  entweder  die  Tangente  —  1  +  2Ä~P  ^^^^  ^^^  Tangente  -f-  1 
in  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Abscissenaxe. 


v-iq,? 


^LÖl 


-oll 


!Fig.  63.    Starker  Kreisel. 


T  >o 
Fig.  54.    Schwacher  Kreisel. 


Es  kommt  nun  darauf  an,  aus  der  Gestalt  dieser  Kurven  den 
Charakter  der  Bahn  bei  einer  Störung  [GJ  zu  erschliefsen.*)  Wir  ziehen 
zu  dem  Zweck  wieder  die  Parallele  v  =  [0q]  zu  der  Abscissenaxe,  deren 
Schnittpunkt  mit  dem  unpaaren  Zuge  durch  seine  Abscisse  die  Gröfse 

*)  Vgl.  hierzu:  F.  Klein,  On  the  stability  of  tlie  sleeping  top.  American 
Bulletin,  1896. 
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des  zweiten  Parallelkreises  bestimmt.  Hierbei  ergiebt  sieb  nun  ein  sebr 
interessanter  Gegensatz  zwischen   dem  starken  nnd  schwachen  Kreisel. 

In  Fig.  53  liegt  nämlich  der  genannte  Schnittpunkt  in  unmittelbarer 
Nähe  des  Punktes  u  =1,  v  =  0. 

Bei  dem  starken  Kreisel  fällt  also  der  Parallelkreis  e  um  so  Meiner 
aus j  je  Meiner  wir  den  Änstofs  [Qq]  wäMen,  und  geht  bei  verschwindendem 
[Qq]  in  den  Nordpol  e  =  1  stetig  über.  Die  Bahnkurve  der  Kreiselspit^e 
verharrt  in  unmittelbarer  Nähe  der  ursprünglichen  punktförmigen  Bahn- 
kurve;  ihre  Dimensionen  können  durch  Verkleinerung  des  Anstofses  be- 
liebig verkleinert  werden. 

In  Fig.  54  dagegen  unterscheidet  sich  die  Abscisse  des  soeben 
konstruierten  Schnittpunktes  von   der   Einheit   stets  um  eine  endliche 

Gröfse,  welche  nicht  unter  1  +  1  —  '2ÄP  ^^^^^l^g^drückt  werden  kann. 
Bei  dem  schwachen  Kreisel  ändert  sich  also  die  Lage  des  zweiten 
Parallelkreises  in  unstetiger  Weise.  Bei  der  geringsten  Störung  springt 
dieser  Parallelkreis,  ^velcher  sich  bei  der  ungestörten  Bewegung  auf  den 
Nordpol  redmiert,  sogleich  in  einen  Kreis  über,  dessen  e'  kleiner  ist  als 

—  1  ~f"  o  ^  T)  *  ^^^  Dimensionen  der  Bahnkurve  können  daher  durch  Ver~ 
kleinerung  von  [G^]  nicht  beliebig  verkleinert  iverden.  Die  aufrechte  Bo- 
tation  des  schwachen  Kreisels  nimmt  also  im  System  der  Bahnkurven  eine 
isolierte  Stellung  ein. 

Die  letzten  Bemerkungen  zeigen  bereits^  dafs  der  schwache  Kreisel 
in  aufrechter  Stellung  instabil  ist.  Was  den  starken  Kreisel  im  Falle 
P>0  betrifft^  so  können  wir  bei  ihm  dieselben  Überlegungen  anstellen^ 
wie  oben  im  Falle  P<0.  Wir  sprechen  daraufhin  den  allgemeinen  Satz  aus : 

Der  starke  Kreisel  ist  in  aufrechter  Stellung  stabil,  der  schwache 
Kreisel  labil. 

Den  Grenzfall  zwischen  dem  starken  und  schwachen  Kreisel^  d.  h. 
den  Kreisel  mit  N^  =  4ÄP  haben  wir  ersichtlich  den  stabilen  Fällen 
zuzurechnen.  Alsdann  können  wir  nämlich  den  Anstofs  [0q]  noch 
gerade  so  klein  bemessen^  dafs  sich  e'  beliebig  wenig  von 

Unterscheidet.    Wir  fügen  daher  hinzu: 

Der  Kreisel,  welcher  auf  der  Grenze  zwischen  dem  starken  und 
dem  schwachen  Kreisel  steht,  ist  in  aufrechter  Lage  gleichfalls  stabil. 

Übrigens  wird  die  Bahnkurve  im  stabilen  wie  im  labilen  Falle  die 
Gestalt  einer  Eosette  haben,  welche  sich  (wegen  der  allgemeinen  Perio- 
dicitätseigenschaften  der  Bewegung)  in  regelmäfsigen  Zeitintervallen 
fortgesetzt  durch  den  Nordpol  der  Kugel  hindurchzieht  und  aus  lauter 

21* 
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kongruenten  Schleifen  besteht.  Der  Unterschied  zwischen  beiden  Fällen 
offenbart  sich  nur  in  der  Gröfse  dieser  Bosette,  oder^  genauer  gesagt^ 
in  der  Veränderung  ihrer  Gröfse  bei  Verkleinerung  des  Änstofses.  Die 
Rosette  im  labilen  Falle  ist  eine  nicht  minder  reguläre^  periodisch  sich 
reproduzierende  Kurve ,  wie  im  stabilen  Falle,  welche  sogar,  unter  be- 
sonderen sogleich  näher  anzugebenden  Umständen,  von  der  Rosette  des 
stabilen  Falles  für  das  Auge  durch  nichts  verschieden  ist.  Wir  be- 
tonen diesen  Punkt  besonders,  weil  hierüber  vielfach  irrige  Vorstellungen 
verbreitet  sein  dürften. 

Die  Engländer  bezeichnen  in  höchst  anschaulicher  Weise  die  auf- 
rechte Kreiselbewegung  als  Bewegung  des  „sleeping  top^^  Wenn  näm- 
lich, wie  wir  annehmen  wollen,  nicht  nur  mechanische,  sondern  auch 
geometrische  Rotationssymmetrie  um  die  Figurenaxe  vorhanden  ist,  so 
scheint  der  Kreisel  bei  aufrechter  Stellung  dem  Auge  zu  ruhen.  Dafs 
diese  Ruhe  aber  nur  eine  scheinbare  ist,  zeigt  sich,  wenn  wir  ihn  durch 
einen  Anstofs  gewissermafsen  aufwecken.  Alsdann  wird  seine  ursprüng- 
lich verborgene  Bewegung  auch  äufserlich  sichtbar.  Nach  seinem  Ver- 
halten beim  Aufwachen  beurteilen  wir  die  Stabilität  oder  Labilität. 
Wenn  sein  Aufwachen  ein  sanftes  ist,  nennen  wir  die  aufrechte  Be- 
wegung stabil;  wenn  dagegen  die  leiseste  Störung  hinreicht,  um  un- 
verhältnismäfsig  gröfse  Elongationen  hervorzurufen,  heifst  die  Be- 
wegung labil. 

Dafs  überhaupt  im  Falle  P  >  0  bei  aufrechter  Stellung  Stabilität 
möglich  ist,  stellt  eine  Thatsache  von  ganz  eigenartigem  Interesse  dar, 
welche  zunächst  wieder  paradox  erscheinen  möchte.  Während  der  nicht 
aufgezogene  Kreisel  im  Falle  P  >  0  in  aufrechter  Stellung  natürlich 
gänzlich  instabil  ist  und  auf  jeden  kleinsten  Anstofs  mit  einer  vollen 
Pendelschwingung  reagiert,  wird  er,  in  genügend  starke  Rotation  ver- 
setzt (iV^  >  4c  AP),  befähigt,  dem  Einflufs  der  Schwere  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  Widerstand  zu  leisten.  Der  schwache  Kreisel  ver- 
mittelt dabei  den  Übergang  zwischen  dem  Kreisel  von  der  Eigenrotation 
Null  und  dem  starken  Kreisel. 

Die  Lage  des  Parallelkreises  e',  bis  zu  welchem  die  Figurenaxe 
bei  irgend  einem  Anstofs  mindestens  herabsinkt,  kann  als  ein  Mafs  für 
die  gröfsere  oder  geringere  Schwäche  des  Kreisels  angesehen  werden. 
Die  Lage  dieses  dem  Anstofse  [0q]  ==  0  entsprechenden  Parallelkreises 
ist,  wie  wir  sahen,  gegeben  durch 


e'=— 1  + 


2^P 


Für    den   Kreisel   von   der   Eigenrotation  Null  wird  dieser  Wert 
gleich  — 1;   die  Figurenaxe  beschreibt  alsdann,   wie   soeben   erwähnt. 
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im  Nordpole  angestofsen  einen  gröfsten  Ereis^  welcher  durch  den  Süd- 
pol hindurchgeht.  Die  im  allgemeinen  eintretende  Rosette  ist  hier  aus- 
geartet. Bei  wachsendem  N  wächst  der  Wert  von  e'  kontinuierlich 
und  nähert  sich  für  N^=  AAF  dem  Werte  e  =  +  1. 

Der  Übergang  zwischen  dem  labilen  und  dem  stabilen  Falle  der 
aufrechten  Kreiselbewegung  ist  auf  diese  Weise  gewissermafsen  selbst 
ein  stetiger.  Wenn  nämlich  N^  zwar  kleiner  als  4:  AP  aber  doch  von 
4:  AP  sehr  wenig  verschieden  ist^  wird  die  Elongation  der  Bahnkurve 
bei  beliebig  kleinem  Anstofse  zwar  von  Null  verschieden  aber  doch 
unbeträchtlich;  sie  kann  sogar  durch  geeignete  Annahme  von  N  unter 
jeden  gegebenen  Wert  herabgedrückt  werden.  Immerhin  bleibt  auch 
dann  die  charakteristische  Eigenschaft  des  labilen  Falles  bestehen^  dafs^ 
nachdem  wir  einmal  über  iV^  verfügt  haben  ^  die  Dimensionen  der  Bahn- 
kurve durch  Abänderung  von  [OJ  nicht  beliebig  verkleinert  werden  können, 

4:ÄP 

Theoretisch  ist  also  in  diesem  Falle  (wo  -™ 1    eine   absolut 

genommen  kleine  negative  Zahl  ist)  die  Bewegung  jedenfalls  labil; 
im  Experiment  dagegen  würde  sich  eine  derartige  Bewegung  von  einer 
theoretisch  stabilen  nicht  merklich  unterscheiden.  Beidemal  haben  wir 
eine  Rosette  von  qualitativ  ähnlichem  Verlauf  und  aufs  er  ordentlich 
kleinen  Dimensionen.  Wir  mögen  daher  etwa  von  einer  theoretischen 
und  praktischen  Labilität  und  Stabilität  sprechen  und  sagen:  Im  Falle, 
wo  N^  nur  sehr  wenig  Meiner  ist  als  4  AP,  ist  die  Bewegung  theoretisch, 
labil,  praktisch  aber  immer  noch  stabil. 

Im  sechsten  Paragraphen  dieses  Kapitels  werden  wir  noch  andere 
einfachere  Beispiele  von  theoretischer  Labilität  und  praktischer  Stabilität^ 
sowiie  von  theoretischer  Stabilität  und  praktischer  Labilität  kennen 
lernen.  — 

Wir  mögen  schliefslich  allgemein  nach  solchen  Bewegungen  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels  fragen^  welche  aus  einer  blofsen  Ro- 
tation um  eine  im  Raum  feste  Axe  bestehen. 

Aus  Symmetriegründen  geht  hervor,  dafs  eine  solche  Axe  keine 
andere,  als  die  Vertikale  sein  kann  und  dafs  die  Drehung  um  diese 
Axe  gleichförmig  erfolgen  mufs.  Die  Bewegung  gehört  alsdann  zur 
Klasse  der  regulären  Präcessionen,  und  zwar  handelt  es  sich  hier  speziell 
um  eine  solche  Präcession,  bei  welcher  der  Herpolhodiekegel  unendlich 
dünn  ist,  bei  welcher  also  ^  den  Wert  Null  hat.  Die  andere  Präcessions- 
konstante  v,  welche  uns  hier  direkt  die  Gröfse  der  Winkelgeschwindig- 
keit angiebt,  ist  daraufhin  bestimmt.  Die  Theorie  des  Deviationswider- 
standes liefert  nämlich  (s.  Gl.  (3)  von  pag.  77)  für  v  die  Gleichung: 

(15)  P  =  ((7— JL)i;2cos^, 
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Nur  in  dem  Falle  d"  =  0  verliert  diese  Grleicliung  ilire  Gültigkeit^  weil 
wir  an  der  angezogenen  Stelle  aus  der  zunächst  in  Betracht  kommenden 
Grleicliung  den  Faktor  sin  d"  herausgehoben  haben,  yermöge  dessen 
diese  Grleicliung  im  Falle  d"  ==  0  identiscb  erfüllt  ist.  Mithin  ist  die 
aufrechte  Figur enaxe  die  einsige  Gerade,  um  welche  sich  der  Körper  mit 
jeder  heliehigen  Geschwi\idigheit  permanent  drehen  kann.  Jede  andere  Äxe 
erfordert y  falls  sie  als  permanente  Äxe  auftreten  soll,  einen  (Ms  auf  das 
Vormchen)  bestimmten  Wert  der  Winkelgeschwindigkeit. 

Je  nachdem  dieser  Wert  reell  oder  imaginär  ausfällt,  werden  wir 
die  betreffende  Axe  als  ^^zulässige"  oder  ^^unzulässige  Drebungsaxe^^ 
bezeichnen.  Um  die  Entscheidung  hierüber  zu  treffen,  wollen  wir  das 
Gresamtbündel  der  von  0  auslaufenden  Halbstrahlen  durch  die  Äquator- 
ebene  des  Kreisels  in  zwei  Halbbündel  zerlegen.  Indem  wir  uns  die 
Figurenaxe  so  gewählt  denken,  dafs  der  Schwerpunkt  bei  vertikal  auf- 
gerichteter Figurenaxe  über  den  Unterstützungspunkt  zu  liegen  kommt 
(P  >  0),  wollen  wir  dasjenige  Halbbündel,  welches  den  Schwerpunkt 
enthält,  als  oberes,  das  andere  als  unteres  bezeichnen.  Alsdann  zeigt 
die  Gleichung  (15): 

Bei  dem  verlängerten  Kreisel  (G  <CÄ)  sind  alle  HaTbstrahlen  des 
unteren,  hei  dem  abgeplatteten  alle  des  oberen  Halbbündels  zulässige  per- 
manente Drehungsaxen.  Jeder  dieser  Äxen  kommen  zivei  entgegengesetzt 
gleiche  Werte  der  WinkelgescMvindigkeit  m.  Speziell  bei  dem  Kugel- 
kreisel sind  die  betreffenden  Winkelgeschwindigkeiten  allemal  +  oo . 

§  5.    Fortsetzung.    Analsrtisclie  Behandlung  der  durcli  einen  Anstofs 
abgeänderten  aufrechten  Kreiselbewegung.  —  Formeln  für  die  pseudo- 
regulären Präcessionen  von  kleinem  Präeessionskreise. 

Wir  werden  jetzt  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebene  qualitative 
Diskussion  der  aufrechten  Kreiselbewegung  durch  eine  angenäherte 
quantitative  Darstellung  ergänzen,  unter  dem  Gresichtspunkte,  von  hieraus 
eine  exakte  Grundlage  für  unsere  spätere  Kritik  der  Methode  der  kleinen 
Schwingungen  zu  gewinnen,  einer  Methode,  welche  in  der  modernen 
Dynamik  eine  bekannte  wichtige  Rolle  spielt.  Dabei  haben  wir  an  die 
Näherungsformeln  vom  neunten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels  an- 
zuknüpfen. Die  dortigen  Näherungsformeln  für  u  können  auf  den  vor- 
liegenden Fall  direkt  übertragen  werden.  Dagegen  bedürfen  die  Formeln 
für  tl^  einer  Modifikation,  weil  in  diesen  der  Term  1  —  ti^^  im  Nenner 
vorkam,  welcher  jetzt  wenigstens  in  den  stabilen  Fällen  bei  verschwinden- 
dem Anstofs  verschwindet. 

Wir  schreiben  zunächst  die  Näherungsformel  für  u  im  vorliegenden 
Falle  hin.     Um  mit  den  Bezeichnungen  des  genannten  §  9  in  Einklang 
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zu  bleiben^  verstehen  wir  unter  e  den  unteren ,  unter  e  den  oberen  der 
beiden  begrenzenden  Parallelkreise,  so  dafs  e'  ==  1  wird.  Die  in  unserer 
Näberungsformel  auftretende  Grröfse  s  bedeutete  den  halben  Vertikal- 
abstand der  Kreise  e    und  e,  so  dafs  jetzt 

(1)  ^=-2~' 

die  Gröfse  %  war  der  ,,  mittlere  Parallelkreis  ^^,  dessen  Ebene  von  den 
Ebenen  der  Parallelkreise  e  und  e  den  gleichen  Vertikalabstand  e  be- 
sitzt,  woraus  im  vorliegenden  Falle  folgt: 

(2)  Uq=1  —  E. 

Die  Gleichung  (8')  von  pag.  272  können  wir  daher  mit  Benutzung 
der  in  (7)  pag.  272  eingeführten  Abkürzung  folgendermafsen  schreiben: 


(3)  i_^=L_^(l_cos^);     «^-]/,j(/_^^)^- 

Hierbei  haben  wir  gleichzeitig  eine  für  das  Folgende  bequeme  Ver- 
schiebung des  Anfangspunktes  der  Zeit  vorgenommen,  indem  wir  statt 
des  Sinus  den  Cosinus  gesetzt  haben,  was  zur  Folge  hat,  dafs  zu  Be- 
ginn der  Bewegung  die  Figurenaxe  vertikal  steht  (u=l  für  i^  =  0). 
In  (3)  führen  wir  statt  u  und  e  die '  entsprechenden  Winkel  ein, 

indem  wir  setzen: 

^  =  cos  O-,     e  =  cos  Y] 

und  gehen  von  den  ganzen  zu  den  halben  Winkeln  über.     Dann  folgt, 
wenn  wir  rechts  und  links  die  Quadratwurzel  ziehen: 

(4)  siny  =  sin-|-sin|^. 

Die  Unsicherheit  in  dieser  Formel  bestimmt  sich  aus  der  Gröfse  x 
des  relativen  Fehlers  von  t.     Nach  Gleichung  (5)  von  pag.  272  ist 


(6)  1-1  <1^^ 


1 


worin  nach  (1)  e  ==  1  —  2^,  e  =  1  zu  setzen  und  e"  aus  Gleichung  (9) 
von  pag.  273  zu  berechnen  ist.  Da  bei  der  aufrechten  Bewegung  n  =  N 
ist,  so  können  wir  in  der  letztgenannten  Gleichung  den  Faktor  2(1  — e) 
in  Zähler  und  Nenner  heben  und  erhalten 

^^)                       ^   ^  AP{l  +  e)         ^              2AP{l-~£) 
Infolgedessen  wird 

(5)  l^l<|/^_4^P(l  _.)-!• 
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Diese  Abscliätzung  liefert  in  jedem  Falle  einen  Anhalt  für  die  Be- 
urteilung des  Genauigkeitsgrades  der  Gleichung  (4). 

Wir  fragen  insbesondere  nach  denjenigen  Fällen,  wo  die  begrenzte 
Genauigkeit  von  Gleichung  (4)  in  eine  beliebige  Genauigkeit  übergeht, 
wo  also  1 1 1  beliebig  klein  gemacht  werden  kann.  Dies  tritt  offenbar, 
allgemein  zu  reden,  in  den  stabilen  Fällen  ein,  wo  wir  durch  Wahl 
des  Anstofses  erreichen  können,  dafs  s  beliebig  klein  wird.  Alsdann 
weicht  nämlich  der  Wert  der  Quadratwurzel  in  (5')  von  1  beliebig 
wenig  ab. 

In  den  labilen  Fällen  dagegen  haben  wir  die  Gröfse  von  e  nicht 
in  unserer  Gewalt.  Die  rechte  Seite  von  (5')  wird  dann,  selbst  bei 
beliebig  kleinem  Anstofse,  eine  von  Null  verschiedene  Gröfse;  es  liegt 
kein  Grund  zu  der  Annahme  vor,  dafs  unsere  Darstellung  (4)  auch  in 
diesem  Falle  eine  beliebig  genaue  wäre. 

Dabei  haben  wir  den  Gremfall  zwischen  den  stahilen  und  den  la- 
bilen Fällen  (jV^=4JLP)  besonders  zu  berücksichtigen.  Wir  sahen, 
dafs  wir  diesen  Fall  bezüglich  des  Verhaltens  der  Bahnkurve  durchaus 
den  stabilen  Fällen  zuzuordnen  haben,  weil  die  Bewegung  der  Kreisel- 
spitze bei  hinreichend  kleinem  Anstofse  in  unmittelbarer  Nähe  des 
Nordpoles  verläuft.  Dagegen  zeigt  sich  jetzt,  dafs  bezüglich  des  Ge- 
nauigkeitsgrades unserer  Annäherungsformeln  dieser  Grenzfall  auf  Seite 
der  labilen  Fälle  steht.  Setzen  wir  nämlich  in  (5')  J\^^==4J.P,  so 
wird  die  rechte  Seite 


V- 


2£—   £2  ^ 


d.  h.,  wenn  wir  £  hinreichend  klein  machen,  gleich 

1/2-  1. 

Hier  haben  wir  also  trotz  des  stabilen  Charakters  und  trotz  der 
Möglichkeit  einer  beliebigen  Verkleinerung  der  Bahnkurve  einen  Fall 
vor  uns,  in  dem  wir  von  unserer  KTäherungsformel  nur  eine  begrenzte 
Genauigkeit  erwarten  können. 

Ahnlich  liegen  die  Verhältnisse  in  den  theoreüseh  labilen,  praMiseh 
aber  stabilen  Fällen,  wo  N^ — 4oÄP  zwar  kleiner  als  Null,  aber  nur 
äufserst  wenig  von  Null  verschieden  ist  und  wo  gleichzeitig  bei  hin- 
reichend kleinem  Anstofse  auch  s  äufserst  klein  ausfällt.  Auch  in 
diesen  Fällen  genügt  die  Kleinheit  von  e  nicht,  um  die  Gröfse  des 
Fehlers  beliebig  herabzudrücken. 

Zu  Letzterem  wäre  erforderlich,  dafs  s  nicht  nur  klein  schlechtweg, 
sondern  auch  klein  gegen  (4  J.P — N^)/4^ÄP  wäre,  was  nicht  der  Fall  ist, 
da,  wie  wir  pag,  323  sahen,  die  Differenz  2  s  der  Werte  von  e  und  e 
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mindestens  gleicli  —    ~         ist.     Mithin  haben    wir    auch  in   diesem 

ebenso  wie  in  den  theoretisch  und  praktisch  labilen  Fällen  nur  be- 
grenzte Annäherung  zu  erwarten. 

Im  Zusammenhange  damit  möge  noch  eine  Bemerkung  über  die- 
jenigen stabilen  Fälle  Platz  finden,  wo  N^—4:ÄP  zwar  gröfser  als 
Null,  aber  nur  äufserst  wenig  von  Null  verschieden  ist.  In  diesen  Fällen 
ist  es  allerdings  möglich,  durch  Wahl  des  Anstofses  die  Dimensionen 
der  Bahnkurve  und  insbesondere  den  Wert  von  s  beliebig  zu  verkleinern, 
es  ist  also  möglich,  s  nicht  nur  klein,  sondern  auch  klein  gegen 
(JV^  —  4:ÄP)/4:AP  zu  machen;  unsere  Näherungsformel  würde  für  so 
klein  bemessene  Anstöfse  als  beliebig  genau  gelten  können.  Sobald 
wir  aber  den  Anstofs  nur  ein  wenig  gröfser  nehmen,  so  zwar,  dafs  s 
nicht  mehr  klein  gegen  (N^  —  4:ÄP)/4:ÄP  wird,  kann  der  Fehler 
sogleich  beträchtlich  wachsen.  Infolgedessen  würde  die  Genauigkeit 
unserer  Formel  für  alle  nicht  gar  zu  kleinen  Anstöfse  doch  nur  eine 
begrenzte  sein.  Wir  werden  in  diesem  Falle  von  einer  theoretisch  he~ 
liebigen,  praktisch  aber  begrenzten  Annäherung  sprechen. 

Die  letzten  etwas  subtilen  Unterscheidungen  wollen  wir  noch  ein- 
mal zusammenfassend  so  formulieren: 

Unsere  Näherungsformel  besitzt  eine  theoretisch  und  praktisch  be- 
grenzte Genauigkeit  in  allen  instabilen  Fällen  und  in  demjenigen  stabilen 
Falle,  tvelcher  sich  auf  der  Grenze  von  Stabilität  und  Labilität  befindet. 
Sie  besitzt  eine  in  theoretischer  und  praktischer  Hinsicht  beliebige  Ge- 
nauigkeit in  denjenigen  stabilen  Fällen ,  welche  genügend  weit  von  den 
labilen  Fällen  entfernt  sind.  Dagegen  haben  wir  theoretisch  beliebige^ 
praktisch  aber  begrenzte  Genauigkeit  in  denjenigen  Fällen,  welche  zwar 
stabil  sind,  aber  der  Grenze  der  Labilität  sehr  nahe  liegen. 

Sodann  wollen  wir  die  Näherungsformel  für  ip  ableiten.  Dabei 
werden  wir,  anstatt  uns  auf  die  allgemeinen  Formeln  von  pag.  275  ff. 
zu  stützen,  die  Untersuchung  lieber  von  vorne  beginnen,  weil  sie  sich 
in  dem  vorliegenden  Falle  weiter  führen  läfst  und  einfacher  gestaltet, 
wie  es  im  allgemeinen  möglich  war. 

Wir  gehen  also  aus  von  der  Grleichung 

, n  —  Nu 

Da  bei  der  aufrechten  Bewegung  n  =  JV^  ist,  so  können  wir  rechterhand 
den  Faktor  1  —  u  fortheben.  Nehmen  wir  noch  mit  der  rechten  Seite 
eine  identische  Umformung  vor,  so  erhalten  wir: 

^         Ä   l-\-u~~  2Ä  [^  '^  1+J" 
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Indem  wir^  nun  zu  einer  angenäherten  Darstellung  übergehen,  be- 
schränken wir  uns  in  der  Klammer  auf  das  erste  Glied.  Das  zweite 
liefert  dann  die  erforderliche  Fehlerabschätzung.  Unsere  angenäherte 
Darstellung  soll  also  lauten,  wenn  wir  sogleich  die  Integration  nach  t 
ausführen  und  die  unwesentliche  Integrationskonstante  gleich  Null  setzen : 

(3)  ^  =  ^i- 

Der  Fehler  ist  dabei  genau  gegeben  durch 


r=ß. 


2A  1+u^^' 


Wir  können  JV^  >  0  voraussetzen,  in  welchem  Falle  der  Integrand 
dauernd  positiv  ist.  Setzen  wir  für  u  seinen  kleinsten  Wert  e=  1  —  26 
ein,  so  verkleinern  wir  den  Nenner  und  vergröfsern  gleichzeitig  den 
Zähler  des  Integranden.     Infolgedessen  ist  sicher 


d.   h. 

Somit  haben  wir  eine  obere  Grenze  für  den  absoluten  Fehler  der 

f 
Näherungsformel    (7)   bestimmt.      Der    relative    Fehler   ^   wird   dem- 
entsprechend kleiner  als 

Ebenso  einfach  wie  die  Fehlerabschätzung  ist  die  Diskussion  des 
Genauigkeitsgrades  von  Gleichung  (7).  Die  Genauigkeit  wird  offenbar 
eine  beliebige,  wenn  wir,  gleichviel  wie,  erreichen  können,  dafs  £  be- 
liebig klein  wird;  sie  wird  voraussichtlich  eine  begrenzte  sein,  wenn 
wir  s  oder  was  dasselbe  bedeutet,  die  Dimensionen  der  Bahnkurve 
nicht  nach  Belieben  verkleinern  können.    Wir  werden  also  sagen  müssen: 

Die  Gleichung  (7)  giebt  eine  heliehig  gute  Annäherung  in  allen  stabilen 
Fällen  (mit  Einsehlufs  des  Grenzfalles  zwischen  Stabilität  und  Labilität), 
soivie  in  den  praMisch  stabilen  und  theoretisch  labilen  Fällen;  sie  giebt 
dagegen  nur  eine  begrenzte  Annäherung  in  den  Fällen  thatsächlicher 
(jpraMischer)  Labilität. 

Man  bemerke,  dafs  hier  die  Diskussion  wesentlich  anders  ausfällt, 
wie  oben  die  Untersuchung  des  Genauigkeitsgrades  von  Gleichung  (4).  — 

Nach  dieser  vorbereitenden  Diskussion  der  Näherungsformeln  unter- 
suchen wir  den  Charakter  der  verschiedenen  Bewegungen,  wie  er  sich 
auf  Grund  unserer  Näherungsformeln  ergiebt.    Zunächst  fassen  wir  jetzt 
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diejenigen  Fälle  näher  ins  Auge^  welche  gleichzeitig  durch  (4)  und  (7) 
beliebig  gut  dargestellt  werden^  d.  h.  die  stabilen  Fälle,  welche  hin- 
reichend weit  von  der  Grenze  der  Labilität  entfernt  sind,  bei  hin- 
reichender Kleinheit  des  Anstofses  [0q]. 

Offenbar  können  wir  in  diesen  Fällen,  da  ja  die  Dimensionen  der 

Bahnkurve    verschwindend  klein   sein   sollen,   in  (4)  sin  -|-  und  sin  ~ 

durch  ~r  und  —  ersetzen.     Gleichzeitig  wollen  wir  den  Wert  von  et) 

in  Gleichung  (3)  vereinfachen,  indem  wir  näkerungsweise  £  =  0,  m,,  =  1 
setzen.    Dann  ergiebt  sich  aus  (6)  und  (3) 

(9)  e  =       o.p      ;     ^ 


Die  Gleichungen  der  Bahnkurve  nehmen  daher  folgende  Gestalt  an: 
#  =  -,;sm(|/ — ^j-, —  ^|, 


(10) 


Für  die  Vorstellung  und  Zeichnung  ist  es  bequem,  die  Bahnkurve 
auf  die  Aquatorebene  zu  projizieren.  Wir  können  hierzu  eine  Ortho- 
gonalprojektion benutzen  (bei  der  stereographischen  Projektion  würde 
sich  dasselbe  Bild,  nur  im  halben  Mafsstabe,  ergeben).  Bezeichnen  x 
und  y  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Projektionspunktes  bezüglich 
eines  im  Mittelpunkt  der  Einheitskugel  gelegenen  Koordinatenkreuzes, 
so  haben  wir  etwa: 

{          •    ex        ,            •     fi/JV^-4J.P  .1  i\r 

h^  =  sm  '^  cos  ^  =  7^  sm  j  1/ j-^-g —  i\  -cos  ^  ^, 

an  . 

(^  =  sm  -^  sm  ^  =  ')^  sm  |  1/ — y^ m  •  sm  ^  i . 

Die  hierdurch  dargestellte  Bewegung  können  wir  folgendermafsen 
mit  Worten  beschreiben: 

Die  Bewegung  der  Horizontal- Fr ojeMion  der  Kreiselspitze  hesteht  aus 
einer  gewöhnlichen  harmonischen  Schwingung  (dargestellt  durch  den  ersten 
FaMor  in  x  und  y)  von  der  Amplitude  tj  und  der  viertel  Schwingungs- 
dauer 03;  verbunden  mit  einer  Drehung  der  Schwingung srichtung  (dar- 
gestellt durch  den  zweiten  FaMor)  von  der  WinJcelgeschwindigkeit  N:2A. 

Die  Gestalt  der  Bahnkurve  wird  wesentlich  durch  den  Winkel  be- 
dingt, um  welchen  das  Azimuth  il)  etwa  während  der  Zeit  o?  zunimmt. 
Wir  bezeichnen  denselben  wie  früher  durch  ^ty  und  haben  nach  (7)  und  (9) 

it  N 


(12)  ^.  = 


2    y]Sf^~4:ÄF 
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Ersichtlich  ist 

to,>Y    ™  FaUe     P>0, 

to,<^    im  Falle     P  <  0 . 

In  dem  Grenzfalle  P  ==  0  wird  ^o)  gerade  gleich  7t /2.  Die  Bahn- 
kurve der  Kreiselspitze  wird  dann  einfach  ein  Kreis  ^  der  Präcessions- 
kreis  der  kräftefreien  Bewegung;  Axe  der  Präcession  ist  der  um  den 
Anstofs  [0(j]  abgeänderte  Anfangsimpuls  N.  Letztere  Bahnkurven- 
bestimmung gilt  übrigens  aufser  für  den  Grrenzfall  P  =  0  auch  für 
den  Fall  N  =  oo  ^  wie  aus  dem  schon  mehrfach  benutzten  Prinzipe 
folgt^  wonach  ein  Kreisel  von  unendlich  grofsem  Eigenimpuls  und  end- 
lichem Schweremomente  P  sich  ebenso  verhält^  wie  ein  schwereloser 
Kreisel  von  endlichem  N. 

Die  Gestalt  der  Bahnkurven  ist  hiernach  in  allen  stabilen  Fällen^ 
wo  unsere  beiden  Näherungsformeln  beliebig  genau  werden^  leicht  zu 
übersehen.  Die  nachfolgenden  charakteristischen  Figuren,  welche  man 
bei  allen  analogen  Schwingungsvorgängen  wiederfinden  wird,  erläutern 
drei  Typen  derselben,  P  >  0,  P=0  bez.  N  =  oo  und  P<0.  Die 
Bahnkurve  in  Fig.  55  schliefst  sich  zufällig  fast  genau,  Fig.  56  stellt 
den  Übergang  zwischen  55  und  57  dar. 


Mg.  55.  Fig.  56.  Fig.  57. 

Wie  wir  sehen,  sind  unsere  Schwingungen  im  stabilen  Falle 
tautochron,  d.  h.  in  erster  Annäherung  ihrer  Zeitdauer  nach  unab- 
hängig von  der  Gröfse  des  Anstofses  [©J  und  der  damit  zusammen- 
hängenden Gröfse  der  Amplitude  rj^  vorausgesetzt,  dafs  beide  Gröfsen 
hinreichend  klein  genommen  werden.  Unsere  Schwingungen  zeigen 
also  dasselbe  Verhalten,  welches  von  den  sogenannten  kleinen  Pendel- 
schwingungen her  bekannt  ist  und  welches  für  die  sogenannten  „kleinen 
Schwingungen^^  überhaupt  charakteristisch  ist. 

Die  kleinen  Pendelschwingungen  müssen  sich  natürlich  als  Spezial- 
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fall  unter  die  Schwingungen  des  aufrechten  Kreisels  und  zwar  speziell 
eines  Kreisels  Yon  verschwindendem  Trägheitsmomente  C  einordnen.  Da 
das  Pendel  in  vertikaler  Lage  nur  stabil  ist^  wenn  der  Massenpunkt 
unter  dem  Auf  hängepunkt  liegt ^  müssen  wir  im  Vorhergehenden  P  <  0 
voraussetzen.  Und  zwar  haben  wir  unter  m  die  schwingende  Masse^ 
unter  l  die  Pendellänge  verstanden: 

P  =  _  mglj    A  =  m?l 

Die  Formel  (9)  liefert  daher,  wegen  N  =  Cr  =  0: 


4c  =  2^]/^=2;r]/l 


d.  h.  die  bekannte  Gleichung  für  die  Periode  der  vollen  Pendelschwingung. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  instabilen  Fällen,  sowie  zu  den  theoretisch 
stabilen,  praktisch  aber  instabilen  Fällen.  Auch  zur  Beurteilung  dieser 
Fälle  können  die  obigen  Näherungsformeln  von  Nutzen  sein ;  wir  müssen 
uns  dabei  nur  gegenwärtig  halten,  dafs  die  Genauigkeit  dieser  Darstellung 
keine  beliebige  mehr  ist,  und  müssen  die  Gröfse  der  möglichen  Fehler 
nach  den  Ungleichungen  (5')  und  (8')  in  jedem  Falle  abschätzen.  Jeden- 
falls werden  wir  aus  dieser  (wenngleich  mit  endlichen  Fehlern  behafteten) 
Darstellung  schliefsen  dürfen,  dafs  der  qualitative  Charakter  der  Bahn- 
kurve im  allgemeinen  ein  ähnlicher  sein  wird,  wie  in  den  stabilen  Fällen, 
nur  dafs  die  Dimensionen  je  nach  dem  Grade  der  Labilität  sich  ver- 
gröfsern  und  dafs  im  einzelnen  quantitative  Abweichungen  von  dem 
einfachen  Sinusgesetz  Platz  greifen.  Im  grofsen  und  ganzen  werden 
daher  die  Bahnkurven  auch  im  labilen  Falle,  wie  bereits  pag.  324  her- 
vorgehoben, Rosetten  von  ähnlicher  Gestalt  wie  die  vorhergehenden 
Figuren  sein.  Wollen  wir  die  Bahnkurven  in  den  labilen  Fällen  da- 
gegen beliebig  genau  berechnen,  so  werden  wir  offenbar  zu  den  ellipti- 
schen Integralen  zurückgreifen  müssen. 

Natürlich  müssen  wir  dabei  nicht  die  für  die  Verhältnisse  des 
stabilen  Kreisels  vereinfachte  Näherungsformel  (10),  sondern  die  all- 
gemeine Formel  (4)  zu  Grunde  legen.  Insbesondere  würde  es  ein  grober 
Fehler  sein,  wenn  wir  die  Schwingungsperiode  cj  aus  der  Gleichung  (9) 
statt  aus  (3)  entnehmen  wollten.  Die  letztere  Gleichung  wird  auch  in 
den  labilen  Fällen  ein  vernünftiges  Resultat  liefern,  welches  um  so 
brauchbarer  ist,  je  kleiner  sich  der  Fehler  r  stellt.  Die  Gleichung  (9) 
dagegen  liefert  ein  ganz  unsinniges  Ergebnis.  Es  würde  sich  nämlich 
bei  einem  labilen  Kreisel  wegen  N^  —  4^P  <  0  ein  imaginärer  Wert 
für  CO  berechnen.  Es  wäre  offenbar  eine  handgreifliche  Verdrehung 
des  wahren  Sachverhaltes,  wenn  man  aus  dieser  Berechnung  von  cj 
schliefsen  wollte,  dafs  die  Bewegung  des  instabilen  Kreisels  unperiodisch 
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verlaufe  und  die  Kreiselspitze  sich  dementsprecliend  je  länger  je  mehr 
von  dem  Nordpole  entferne.  Trotzdem  findet  man  oft  diesen  gänzlich 
falschen  Schlufs  gemacht.  Was  aber  noch  viel  merkwürdiger  ist,  es 
liefert  diese  Verdrehung,  zum  Prinzip  erhoben,  ein,  wie  wir  später  sehen 
werden,  sehr  fruchtbares  Instrument,  um  über  die  Stabilität  der  Be- 
wegungen ein  vorläufiges  Urteil  zu  gewinnen;  man  nennt  dieses  Ver- 
fahren die  Methode  der  kleinen  Schwingungen! 

Ein  ganz  besonderes  Interesse  darf  die  Bewegung  des  aufrechten 
schwachen  Kreisels  im  Grem falle  [0q]  =  0  beanspruchen.  Wir  wollen 
uns  vorstellen,  dafs  wir  der  Figurenaxe  in  der  aufrechten  Anfangs- 
lage eine  Reihe  allmählich  abnehmender  Anstöfse  erteilen,  und  wollen 
den  Limes  untersuchen,  dem  sich  die  Bahnkurve  für  [G^]  =  0  nähert. 
Bei  den  allgemeinen  Untersuchungen  des  folgenden  Paragraphen  wird 
diese  Bewegung,  wie  wir  schon  jetzt  bemerken,  eine  prinzipielle  Rolle 
spielen. 

Wir  wollen  uns  zunächst  fragen,  inwieweit  wir  diese  Bewegung 
durch  unsere  Ännäherungsformeln  beherrschen  können.  Wir  bestimmen 
also  den  Fehler  t  für  den  vorliegenden  Fall  und  haben  uns  zu  dem 
Zwecke  ein  Urteil  über  die  Lage  der  Wurzeln  e,  e'  und  e''  zu  bilden. 
Die  kleinste  Wurzel  e  wird  durch  denjenigen  Parallelkreis  gegeben,  bis 
zu  welchem  die  Kreiselspitze  bei  Hinzufügung  eines  in  der  Grenze  ver- 
schwindenden Anstofses  mindestens  heruntersinkt.     Dies  ist  nach  der 

Fig.  54  von  pag.  322  der  Kreis  u  =  e  =  —  1  +  öXp  '  ^^^  nächst- 
gröfsere  Wurzel  wird  wegen  der  aufrechten  Anfangslage  e'  ==  1.  Um 
die  dritte  Wurzel  e''  zu  finden,  gehen  wir  auf  den  Ausdruck  von  U 
in  Gleichung  (5')  (vgl.  pag.  318)  zurück.  Setzen  wir  hier  [GJ  =  0, 
so  ergiebt  sich 


(13)  {^^^  = 


A'U=—N\l-uy-\-2ÄP{l  —u)  (1  —  u'), 
2ÄP(u  —  e)(l—uy. 


Die    dritte   Wurzel   wird    also    in   diesem    besonderen    Falle    mit    der 
zweiten  Wurzel  identisch;  wir  haben 

e''=e'=l. 

Dann  aber  liefert  die  Ungleichung  (5)  wegen  des  verschwindenden 
Nenners  als  obere  Grenze  für  den  Fehler  r  den  Wert  oo!  In  diesem 
Spe0ialfalle  der  instabilen  KreiseTbewegung  (aber  auch  nur  in  diesem) 
^üird  unsere  angenäherte  Barstellung,  soweit  sich  dieses  aus  der  Fehler- 
abschätmng  beurteilen  läfst,  gändich  unbrauchbar^  indem  die  angegebene 
obere  Greme  des  Fehlers  jeden  beliebigen  Betrag  erreichen  hann. 

Zum  Glück  wird  aber  auch  gerade  in  diesem  Spezialfälle  die  genaue 
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Darstellung  so  einfach^  dafs  wir  unsere  Näherungsformeln  leicht  ent- 
behren können.  Es  zeigt  sich  nämlich,  dafs  die  elliptischen  Integrale 
in  elementar  ausführbare  ausarten,  entsprechend  dem  Umstände,  dafs 
zwei  unserer  Verzweigungspunkte  e  und  e'  zusammenrücken.  Nach 
Gleichung  (13)  wird  nämlich 


Yu —  e 


das  Integral  rechts  drückt  sich  durch  einen  Logarithmus  in  folgender 
Weise  aus: 

/l           du                1       T     l/l  —  e  +  yü^^e 
— =  =  ig  ^  ' — '•^       —  • 
1  —  u   yu  —  e        1  —  e        yl  —  e  —  yu  —  e 

Infolgedessen  wird  mit  Rücksicht  auf  den  oben  angegebenen  Wert  von  e: 


(14)  t  =  -         ^  lg  V^-e+Vu-^^ 

Die  Unterdrückung  der  Integrationskonstanten  in  dieser  Formel 
kommt  einer  speziellen  Festlegung  der  Anfangszeit  gleich.  Da  die 
rechte  Seite  für  u  =  e  verschwindet,  so  bedeutet  die  Anfangszeit  ^  =  0 
denjenigen  Moment,  wo  die  Kreiselspitze  den  tiefsten  Punkt  passiert. 
Die  Zeit  wird  also  in  Gleichung  (14)  (und  zwar  mit  gutem  Grunde) 
nicht  wie  bisher  von  dem  Eintritt  der  Störung  in  der  aufrechten  Lage, 
sondern  von  der  tiefsten  Lage  an  gerechnet. 

Dem  Anstofse  [0^]  =  0  entsprechend  wird  die  Ausgangsgeschwindig- 
keit der  Kreiselspitze  im  Nordpole  d^Q  =  0  (wir  haben  ja  allgemein 
.[©]  =  Ad"').  In  Übereinstimmung  hiermit  wird  die  Zeit^  während  welcher 
die  Kreiselspitze  von  dem  Nordpole  Ms  m  dem  ParallelJcreis  e  herabsinM, 
und  welche  wir  nach  Früherem  mit  co  zu  bezeichnen  haben,  geradem 
unendlich  grofs.  In  der  That  liefert  Gleichung  (14)  für  diese  Zeit, 
bez.  für  die  in  umgekehrtem  Sinne  gemessene  Zeit,  während  welcher 
u  von  e  bis  1  wächst,  den  Wert 

03  =    OO. 

Die  explicite  Darstellung  der  Bahnkurve  verlangt  ferner  die  Be- 
rechnung des  Integrales  für  iIj.  Wir  setzen  zu  dem  Zwecke  in  die 
allgemeine  Formel 


♦=/: 


n  —  Nu     du 


J.(l— tt^^j  yu 


n  ==  N  und  tragen  den  Wert  von   U  aus   Gleichung  (13)  ein.     So  er- 

du 

Yu  —  e 


giebt  sich 

du 


^     Y^ÄPj  1-1 
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Wiederum  läfst  sich  das  Integral  auf  elementarem  Wege  ausführen. 
Wir  haben  nämlich 

/l  du      1    p    1  du        j    _1_    r    1  du 

1  —  u^  yi  —  u  ~   "^  J  1  —  u  yu  —  e         '^  J  1  +  u  yu  —  e 

Das   erste  Integral  rechts  wurde  bereits   oben  angegeben;    das   zweite 

liefert  - 

1          du                 2              ,      yu  —  e 
.      Q  rcTiP*    • 

1+u  yu  —  e        yi  +  e  yi+  e 

Mithin  ergiebt  sich 


A 


(15)        ^  = -  lg  ^  '    ^  +  arctg  -^ 


e 


2  y4:ÄP  —  N^  "^  yi  —  e  —  yu—e  "^yi+e 

Da  die  ganze  rechte  Seite  für  u  =  e  verschwindet^  so  giebt  unsere 
Formel  direkt  an^  um  wieviel  der  Winkel  iIj  wächst^  während  die  Kreisel- 
spitze von  dem  unteren  Parallelkreise  e  ausgehend  in  die  allgemeine 
Lage  u  übergeht. 

Die  Grleichung  (15)  liefert  uns  die  gesuchte  Darstellung  der  Bahn- 
kurve. Wir  haben  unsere  Aufmerksamkeit  namentlich  auf  den  ersten 
Term  der  rechten  Seite  zu  richten.  Dieser  wächst  unaufhörlich^  wenn 
u  sich  der  1  nähert  und  wird  für  u  =  1  logarithmisch  unendlich.  Der 
zweite  Term  kommt  im  Verhältnis  zum  ersten  nicht  wesentlich  in  Frage, 
weil  er  für  u  ==  1  endlich  bleibt.  Die  Gestalt  der  Bahnkurve  ist 
daraufhin  klar:  Unsere  Kurve  ivindet  sich  um  den  Nordpol  unaufhörlich 
herum,  indem  sie  sich  ihm  beständig  nähert,  ohne  ihn  jemals  m  erreichen. 
Wir  haben  im  Wesentlichen  eine  logarithmische  Spirale  vor  uns. 

Die  ungestörte  aufrechte  Bewegung  stellt  hiernach  im  Falle  des 
schwachen  Kreisels,  wie  man  im  Anschlüsse  an  Poincares  Unter- 
suchungen zur  Himmelsmechanik  sagt,  eine  asymptotische  Lösung  des 
KreiselproUems  dar,  weil  es  eine  Schaar  von  Bewegungen  giebt,  welche 
sich  ihr  asymptotisch  nähern. 

Verfolgen  wir  die  Bahnkurve  von  dem  Parallelkreise  e  aus  nach 
der  anderen  Seite,  so  erhalten  wir  einen  dem  soeben  beschriebenen 
spiegelbildlich  gleichen  Ast,  welcher  gleichfalls  dem  Nordpole  asympto- 
tisch zustrebt.  Die  gesamte  Bahnkurve  besteht  also  in  unserem  Falle 
nicht,  wie  im  allgemeinen,  aus  unendlich  vielen,  sondern  nur  aus  zwei 
spiegelbildlich  gleichen  Teilbögen. 

Trotzdem  schliefst  sich  unsere  aperiodische  SpiralJcurve  in  gewissem 
Sinne  stetig  an  die  periodischen  Bahnlctirven  hei  von  Null  verschiedenem 
Änstofse  an.  Wir  haben  ims  vorzustellen,  dafs  bei  abnehmendem  [OJ 
die  Durchlaufungsdauer  und  die  Spannweite  jedes  einzelnen  der  unend- 
lich vielen  Teilbögen  gröfser  und  gröfser  wird,  und  dafs  gleichzeitig  auch 
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die  Anzahl  von  Malen^  mit  der  sich  der  Teilbogen  um  den  Nordpol 
herumschlingt,  unbegrenzt  zunimmt.  Nach  der  anderen  Seite  hin^  d.  h. 
nach  der  Seite  der  aufrechten  KreiseTbewegimg  selbst,  ist  der  Übergang 
von  unserer  spiraligen  Gremlmrve  m  der  instabilen  gleichförmigen  Botation 
natürlich  ein  völlig  diskontinuierlicher.  In  der  That  ändert  sich  die 
punktförmige  Bahnkurve  der  aufrechten  Kreiselbewegung  unvermittelt 
sprungweise  in  die  spiralige  Grenzkurve  ab,  wenn  wir  erstere  durch 
einen  Anstofs  stören  und  diesen  Anstofs  zu  Null  abnehmen  lassen. 

Hier  ordnet  sich  auch  ein  spezieller  Fall  der  gewöhnlichen  Pendel- 
bewegung ein.  Wenn  wir  nämlich  einen  nicht  aufgezogenen  Kreisel 
(N  =  0),  d.  i.  ein  Pendel,  bei  senkrecht  über  dem  Unterstützungspunkte 
gelegenem  Schwerpunkt  anstofsen,  so  schwingt  die  Spitze  von  dem 
höchsten  durch  den  tiefsten  Punkt  der  Kugel  hindurch  und  beschreibt 
einen  gröfsten  Kreis.  Wenn  wir  den  Anstofs  immer  mehr  zu  Null  ab- 
nehmen lassen,  bleibt  die  Bahnkurve  ungeändert  dieselbe.  Nur  die 
Geschwindigkeit  im  höchsten  Punkte  wird  in  der  Grenze  Null,  die 
Schwingungsdauer  unendlich.  Dementsprechend  liefern  unsere  Formeln 
in  diesem  Falle 

e  =  —  1 ,     iIj  =  const. 

Die  nächstfolgende  (in  orthographischer  Projektion  hergestellte) 
Figur  58  ist  für  die  besonderen  Werte 

entworfen,  in  welchem  Falle  e  ==  0  wird  und  die  Gleichung  der  Bahn- 
kurve sich  folgendermafsen  schreiben  läfst: 

'^  1  —  yit 

Bei  dem  kräftefreien  dreiaxigen  Körper  ist  eine  entsprechende 
asymptotische  Bewegung  seit  Poinsot  bekannt  (vgl.  oben  pag.  132,  Anm.). 
Dafs  aber  auch  der  schwere  symmetrische  Kreisel  einer  solchen  Be- 
wegung fähig  ist,  scheint  bisher  eigentümlicher  Weise  nicht  bemerkt 
zu  sein. 

Im  Anschlufs  an  die  Bewegung  des  aufrechten  starken  Kreisels 
bringen  wir  einen  Nachtrag  zu  der  früheren  Behandlung  der  pseudo- 
regulären Träcession,  bei  welcher  der  Fall  unerledigt  blieb,  wo  die 
Bahnkurve  der  Kreiselspitze  in  nächster  Nähe  des  Nordpols  verlief.  Dies 
nehmen  wir  jetzt  an;  es  sollen  also  die  Parallelkreise  e  und  e  (e<ie)  sehr 
wenig  von  einander  und  von  1  verschieden  sein.  Aüfserdem  sollen  die  für 
die  pseudoreguläre  Präcession  charakteristischen  Bedingungen  gelten, 
wonach  der  Impuls  nahezu  in  Richtung  der  Figurenaxe  fallen  und  eine 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  22 
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beträchtliche  Länge  (N^  grofs  gegen  ÄP)  haben  soll.  Wir  werden  ver- 
muten dürfen,  dafs  die  Bewegung  ähnlich  verlaufen  wird,  wie  die  Be- 
wegung des  aufrechten  starken  Kreisels  bei  hinreichend  kleinem  Anstofs, 
was  wir  analytisch  bestätigen  werden. 

Da  wir  wieder  unsere  Näherungsformeln  verwenden  wollen,  prüfen 

wir  zunächst  deren  Ge- 
nauigkeitsgrad. Die  For- 
mel für  u  giebt,  wie  wir 
wissen,  eine  beliebige  Ge- 
nauigkeit, wenn  die  obere 
Grenze  des  Fehlers  r 


VI 


beliebig  klein  ausfällt. 
Hierzu  genügt  noch  nicht, 
dafs  e  und  e  hinreichend 
wenig  verschieden  sind, 
sondern  es  kommt  noch 
die  weitere  Bedingung 
hinzu,  dafs  e''  den  Wer- 
ten e,  e'  nicht  sehr  nahe 
^^s-  ^^-  liegen  darf.     Wir  müssen 

uns  also  ein  Urteil  über  die  Gröfse  von  e''  bilden. 
Nach  Gleichung  (9)  von  pag.  273  wird 

„  _  n^  +  N^  —  2nNe  _    , 
^    ~"       2AP{1  -  e^)  ^  ' 

nähert  sich  e  immer  mehr  der  1,  so  nähern  sich  auch  die  Werte  n 
und  N  einander;  es  verschwindet  also  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig, 
so  dafs  eine  besondere  Untersuchung  nötig  wird.  Wir  gehen  auf  den 
ursprünglichen  Ausdruck  von  U  (s.  Gleichung  (7')  von  pag.  238)  zurück. 
Tragen  wir  hier  u  =  e  ein,  so  wird 

(Ne  —  nf  =  Qc  —  N'  —  2ÄPe)  (1  —  e') 


oder 


n^  +  N^  —  2nNe 


]c  —  2ÄPe, 


Die  rechte   Seite  dieser  Gleichung  hat  eine   einfache  mechanische 
Bedeutung;  es  war  nämlich  (s.  Gleichung  (3)  von  pag.  219) 

mithin   ist    die  fragliche   Gröfse   direkt   gleich  \i\^^    d.  h.   gleich    dem 
Quadrat  der  Länge  des  Impulses  in  der  Anfangslage  e.    Nach  Voraus- 
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Setzung  ist  diese  Grröfse  im  Verhältnis  zu  ÄP  eine  sehr  grofse  Zahl 
und  wenig  yon  N^  verschieden.  Hieraus  folgt,  dafs  e'  ebenfalls  einen 
grofsen  Zahlenwert  besitzt  und  dafs  wir,  gerade  so  wie  bei  der  auf- 
rechten Bewegung,  näherungsweise  setzen  können 

(16)  e   =      2^p      , 

wobei  UP  durch  N^  und  e'  durch  1  ersetzt  ist. 

Die  Näherungsformel  (8')  von  pag.  272  für  u  besitzt  also  auch 
in  diesem  Falle  der  pseudoregulären  Präcession  eine  beliebig  hohe  Gre- 
nauigkeit.     Wir  schreiben  dementsprechend 


m\ 


^o  +  ^sin~  =  ^^o  +  *, 


e' -\- e  e  —  e  -\  /        A^  ^  .     %t 


Gröfsere  Weiterungen  verursacht  die  Herstellung  einer  geeigneten 
Näherungsformel  für  '\\>.    Wir  haben 

Cn—Nu    -,,         r    n  —  N      -,.    ^     C    n  -{-  N      -,,         ,      ,     , 

^=JZ(r=i^)^^'^j  2^(1-..)  ^^+Ja^(i  +  ^)  ^^  =  ^1  +  ^2- 

Die  Berechnung  von  ip^  macht  keine  Schwierigkeit.    Benutzen  wir 
die  Identität 

1  1  1  8,8^ 


1  +  u      i  +  u,  +  s      1  +  u,      {i  +  u,Y   '  {iJ^u,y(^i  +  uy 

so  wird  näherungsweise 

Das  fortgelassene  Restglied  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  im 
Verhältnis  zu  den  beibehaltenen  Grliedern  bei  hinreichend  kleinem  8 
allemal  beliebig  klein. 

Bei  der  Berechnung  von  ip^  nützt  uns  die  vorherige  Entwickelung 
nichts,  weil  dabei  die  als  klein  vorausgesetzte  Grröfse  1  —  u^  in  den 
Nenner  treten  und  die  Abschätzung  des  Fehlers  illusorisch  machen 
würde.  Wir  sind  daher  auf  die  wirkliche  Ausführung  der  Integration 
angewiesen. 

i/;^  hat,  wenn  wir  für  u  den  Wert  aus  Grleichung  (17)  benutzen, 
die  Form: 

r    dt  7t         1  —  Uf,  ^  ^ 

J  ^  —  sm^it'  CO  ^  £  ^  2Ä£ 

Die  Integration  liefert,  wie  man  verificieren  kann, 
(19)  ^^  =  ^^^^^  arctg    ^---«^ 


N 


cc  ya^  —  1  Ya^  —  1  cos  cct 


22* 
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Wir  werden  hier  also  auf  eine  kompliciertere  Abhängigkeit  von  t 
geführt^  welche  sieh  nicht ^  wie  in  der  für  li^^  gegebenen  Formel^  un- 
mittelbar in  ein  der  Zeit  proportionales  und  ein  periodisches  Glied 
zerlegt.  Auf  die  Fehlerabschätzung  werden  wir  hier  der  Kürze  halber 
nicht  eingehen. 

Zunächst  wollen  wir  unsere  letzte  Formel  mit  der  früheren  Dar- 
stellung der  pseudoregulären  Präcession  und  der  aufrechten  Kreisel- 
bewegung in  Zusammenhang  bringen.  Bei  der  pseudoregulären  Prä- 
cession mit  nicht  verschwindendem  Präcessionskreise  ist  1  —  u^  von 
Null  verschieden  und  a  wegen  des  kleinen  Nenners  s  sehr  grofs.  In- 
folgedessen geht  das  Argument  des  Arcus-Tangens  über  in  ig  at  und 
die  Formel  ^^  in 


Dieser  Term^  zusammen  mit  dem  ersten  Grliede  in  (17)^  bestimmt 
die  mittlere  Präcessionsgeschwindigkeit  bei  der  pseudoregulären  Präcession 
in  der  früher  (pag.  302)  angegebenen  Weise. 

Sehen  wir  andrerseits  zu^  was  Gleichung  (19)  bei  der  aufrechten 
Bewegung  giebt^  wo  die  Bahnkurve  durch  den  Nordpol  der  Einheitskugel 
hindurchzieht.  Hier  wird  e' =  1  und  1  —  11^  =  8.  Mithin  haben  wir 
a  =1.  Das  Argument  des  Arcus-Tangens  nimmt  in  diesem  Falle  nur 
die  drei  Werte  -)-  <^^ ;  —  ^^  ^^^  ^  ^^-  -"-^  allgemeinen  ist  sein  Wert 
+  ^^;  jö  nach  dem  Vorzeichen  von  cos  at-^  in  denjenigen  Momenten 

aber,  wo  at  =  (4:% -\-  1)-^  wird,    d.  h.  (vgl.  Gleichung  (17)),  wo    die 

Kreiselspitze  den  Nordpol  passiert,  springt  das  Argument  von  -|-  oo 
durch  0  nach  —  oo;  der  Wert  des  Arcus-Tangens  vermehrt  sich  dabei 
sprungweise  um  — 27t.  (Um  dieses  einzusehen,  mufs  man  allerdings 
nicht  den  Grenzfall  a  =  1  selbst,,  sondern  ein  (^  >  1  betrachten.)  In 
der  Gleichung  (7)  von  pag.  330,  durch  welche  wir  die  i/;- Koordinate  bei 
der  aufrechten  Bewegung  darstellten,  kam  diese  sprungweise  Änderung 
nicht  zum  Ausdruck.  Vielmehr  giebt  diese  Gleichung  nur  den  einen 
Bestandteil  ^2  (^^^^  zwar  nur  das  erste  Glied  desselben)  wieder.  Dagegen 
lehrt  ein  Blick  auf  die  Figuren  55 — 57  die  Bedeutung  des  in  Rede 
stehenden  Termes  verstehen.  Beim  Passieren  des  Nordpols  wächst  ^ 
in  der  That  notwendigerweise  momentan  und  zwar  um  it,  da  sich  die 
Bahnkurve  durch  den  Nordpol  hindurch  mit  stetiger  Tangente  fortsetzt. 
Gleichzeitig  schliefsen  wir  daraus,  dafs  der  (sonst  nicht  ganz  leicht  zu 
bestimmende)  Grenzwert  des  Faktors: 

c  {n  —  N)7t 
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für  1  —  ii^  =  s  und  7^  ==  N  gleicli  --    sein    wird.      Diesen    Grenzwert 

wollen  wir  auch,  im  Falle  ^  dafs  die  Bahnkurve  nicht  genau  durch  den 
Nordpol  hindurchgeht^  benutzen,  und  für  (19)  einfacher  schreiben: 

£  —  (1  —  Uq)  sin  —  t 
(19')  ti  =  T  arctg 


7C 


1/(1  ~  U,r  -  8'  cos  ^  t 

Die  definitiven  Formeln  mir  Besehreihimg  einer  psendoregulären  Prä- 
cession  von  sehr  Ideinem  Präeessionshreise  werden  daher  nach  (17),  (18) 
und  (19')  die  folgenden: 

,  .        Ttt 

'  u  =  Uq  -f-  6  Bin  — , 


(20) 


^4~^/_i  n  -\-  N        cos  7tt 

^  ^  2X(r+iö  "*"  2j.(i  +  u,y  V  ^^^  "^ 


e  —  (1  —  Uq)  sin  • 


Ttt 

.         ,_         .„,,  „_._  -- 

+  Y  a^ß%  ^  — ;rt 

]/(l   —  t^o)^  —  £^  COS 


CO 


Der  Vergleich  unserer  Bewegung  mit  der  aufrechten  Kreiselbe- 
wegung giebt  uns  ein  deutliches  Bild  von  dem  Ursprung  des  Termes  jjj^ . 
Der  plötzliche  Sprung  der  i/^ -Koordinate  im  Falle  der  aufrechten  Be- 
wegung muls  sich  bei  unserer  pseudoregulären  Präcession  in  eine  stetige, 
aber  eventuell  sehr  schnelle  Änderung  auflösen,  welche  jedesmal  dann 
eintritt,  wenn  die  Kreiselspitze  dem  Nordpole  sehr  nahe  rückt.  Es  ist 
begreiflich,  dafs  diese  ausnahmsweise  Änderung  des  Azimuthes  sich  dem 
allgemeinen  Schema  von  Präcession  und  Nutation  nicht  anpafst.  Dem- 
entsprechend sehen  wir,  dafs  der  allgemeine  Charakter  der  Gleichungen 
zur  Darstellung  der  pseudoregulären  Präcession  gegen  früher  erheblich 
verändert  ist  und  namentlich,  dafs  wir  die  Bewegung  nicht  wie  früher 
in  eine  reguläre  Präcession  und  eine  einfache  harmonische  Schwingung 
auflösen  Mnnen. 

Einer  ähnlichen  Modifikation  würden  natürlich  auch  die  Gleichungen 
bedürfen,  durch  welche  wir  die  Nachbarbewegungen  der  regulären 
Präcession  dargestellt  haben,  falls  letztere  in  nächster  Nähe  des  Nord- 
pols stattfindet.  Auch  hier  würde  sich  die  Spaltung  der  Bewegung  in 
eine  mittlere  Präcession  und  eine  darüber  gelagerte  Nutation  nicht  mehr 
glatt  ausführen  lassen. 

Trotz  des  formalen  Unterschiedes  in  der  Gestalt  der  Gleichungen 
bleiben  doch  wesentliche  Eigenschaften  der  allgemeinen  pseudoregulären 
Präcession  erhalten. 
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Wir  sahen  bereits,  dafs  sich  die  Zeitdauer  cj  eines  Überganges  von 
dem  einen  zu  dem  anderen  Begrenzungskreise  auch  jetzt  durch  die 
Näherungsformel  (17) 

darstellen  läfst,  welche  mit  Gleichung  (15')  von  pag.  305  identisch  ist. 

Ferner  berechnen  wir  nach  (20)  die  Gröfse  2i^cüj  d.h.  die  Änderung 

des  Azimuthes  f  während  zweier  aufeinanderfolgender  Übergänge.    Der 

Arcus-Tangens  wächst  während  dessen  um  —  27r,  der  Winkel  ^j  daher  um 

Hier  gehen  wir  noch   zur    Grenze  iiQ==l^   ^^  =  JV  über,   welche  der 
aufrechten  Bewegung  entspricht  und  erhalten: 

Setzen  wir  für  co  den  eben  angegebenen  Wert  ein  und  entwickeln  diesen, 

AIP 
indem  wir  von  -^  wie  früher  bei  der  pseudoregulären  Präcession  nur 

die  erste  Potenz  beibehalten,  so  ergiebt  sich  schliefslich: 

2J.P 


2»,  =  {(i-!^p-l).. 


N^ 


Dieser  Wert  stimmt  genau  mit  demjenigen  überein,  den  wir  bei 
der  gewöhnlichen  pseudoregulären  Präcession  aus  Gleichung  (11)  von 
pag.  303  berechnen  würden. 

Für  die  Anwendungen  (insbesondere  für  die  Ballistik)  haben  die 
pseudoregulären  Präcessionen  von  sehr  kleinem  Präcessionskreise  eine 
gewisse  Bedeutung,  weshalb  ihre  nachträgliche  Erledigung  an  dieser 
Stelle  geboten  schien. 

§  6.    Allgemeines  über  die  Stabilität  und  Labilität  der  Bewegungen. 

Aufgabe  dieses  Paragraphen  soll  es  sein,  unsere  bereits  mehrfach 
angewandte  Begriffsbestimmung  der  stabilen  und  labilen  Bewegungen 
zu  verschärfen  und  gegen  andere  Definitionen  dieses  Begriffes  abzu- 
wägen. Das  Beispiel  des  Kreisels  wird  uns  dabei  einen  geeigneten 
Ausgangspunkt  für  allgemeinere  Betrachtungen  liefern. 

Am  frühesten  kommt  ein  Stabilitätsbegriff  bewegter  Systeme  in 
der  astronomischen  Mechanik  vor.  Er  spielt  bereits  bei  Laplace  eine 
bekannte  wichtige  Eolle,  der  seine  Scheinbeweise  für  die  Stabilität  des 
Planetensystems  gab.*)    Und  zwar  nennt  man  nach  Laplace  ein  Punkt- 

*)  Vgl.  z,  B.  Jacobis  vierte  Vorlesung  über  Dynamik. 
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System  stabil^  wenn  im  Laufe  der  Zeit  kein  Punkt  sich  ins  Unendliche 
entfernen  kann.  Wie  man  sieht  ^  ist  dieser  Stabilitätsbegriff  speziell 
auf  die  Bedürfnisse  der  Astronomie  und  die  Verhältnisse  bei  einem 
nicht  starren  Punktaggregate  zugeschnitten.  Er  hat  mit  dem^  was  wir 
im  Folgenden  als  Stabilität  bezeichnen  werden,  sehr  wenig  zu  thun. 

Vom  jjhysikalischen  Standpunkte  aus  hat  wohl  zuerst*)  Lord  Kelvin 
auf  die  Stabilitätsfragen  aufmerksam  gemacht.  Es  giebt  nach  ihm 
kaum  eine  für  die  Naturerkenntnis  wichtigere  mechanische  Frage  wie 
die  nach  der  Stabilität  und  Labilität  der  Bewegungen.  ^'^**)  Seitdem 
werden  diese  Dinge  yon  zahlreichen  namentlich  englischen  Autoren 
behandelt.  Die  hier  gewöhnlich  zu  Grunde  gelegte  Definition  der 
Stabilität  entnehmen  wir  der  Preisschrift  von  Herrn  E.  J.  Routh^  On 
the  stability  of  a  given  state  of  motion.^^^)  Nach  ßouth  soll  die  Bewegung 
eines  Systems  stabil  heifsen^  wenn  bei  einer  beliebigen  aber  Meinen  Störung 
die  Abweichung  zwischen  den  m  gleichen  Zeiten  Plat^  greifenden  Lagen- 
Iwordinaten  des  Systems  in  der  abgeänderten  und  der  ursprünglichen  Be- 
wegung dauernd  Mein  bleibt.  (Unter  einer  ,,  kleinen  ^^  Gröfse  wird  dabei 
eine   solche  verstanden^  „deren   Quadrat  vernachlässigt  werden  kann".) 

Wir  haben  zunächst  das  Wort  ^, Störung"  näher  zu  präzisieren. 
Wir  verstehen  darunter  zunächst  den  Inbegriff  der  Differenzen  zwischen 
den  Anfangswerten  der  Impulskoordinaten  bei  der  ursprünglichen  und  der 
abgeänderten  Bewegung.  Hierbei  müssen  wir  uns  allerdings  bezüglich 
dessen^  was  bei  einem  beliebigen  mechanischen  System  unter  den 
Impulskoordinaten  verstanden  werden  soll,  auf  spätere  Ausführungen 
berufen. 

Es  liegt  nun  nahe,  an  der  mitgeteilten  Definition  eine  durch  die 
Forderungen  moderner  Strenge  gebotene  Modifikation  vorzunehmen. 
Wir  werden  lieber,  statt  von  Meinen ^  von  beliebig  Meinen  Störungen 
und  Abweichungen  sprechen.  Damit  knüpfen  wir  an  die  wohlfundierten 
Grundbegriffe  der  Differentialrechnung,    speziell   den   Grenzbegriff,   an. 

Gleichzeitig  sondern  wir  durch  diese  Modifikation  die  in  unserem 
Beispiel  von  pag.  325  als  praMisch  stabil  bezeichneten  Fälle  von  den 
theoretisch  stabilen  ab.  Bei  den  praktisch  stabilen,  theoretisch  labilen 
Fällen  der  aufrechten  Kreiselbewegung  war  nämlich  die  Abweichung 
der  Kreiselspitze  von  ihrer  Anfangslage  (infolge  besonderer  Wahl  der 
Konstanten  A,  P  und  N)  dauernd  klein;  sie  konnte  aber  nicht  (durch 


*)  In  der  ersten  Auflage  der  Natural  Philosophy,  1867. 
**)  Vgl.  Thomson  und  Tait:  Natural  Philosophy,  art.  346,  Yol.  I  pag.  416. 
***)  London  1877,  vgl.  Kap.  I,  art.  1,   sowie  das  Lehrbuch  desselben  Autors, 
Bigid  Dynamics,  Part  II,  art.  256  und  257. 
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Verkleinerung  der  Störung)  beliebig  klein  gemacht  werden.  Nach  der 
vorangestellten  Routhschen  Definition  würden  diese  Fälle  daher  zu  den 
stabilen^  nach  Anbringung  der  vorgeschlagenen  Modifikation  aber  zu 
den  instabilen  zu  rechnen  sein.  Ob  letzteres  oder  ersteres  an  sich  vor- 
zuziehen sei,  bleibe  dahin  gestellt.  Jedenfalls  aber  wird  die  exakte 
Handhabung  der  Stabilitätsdefinition  durch  die  Forderung  'beliebiger 
Kleinheit  von  Störung  und  Abweichung,  d.  h.  durch  die  Beschränkung 
auf  theoretische  Stabilität,  erleichtert.  Auf  die  Behandlung  der  praktisch 
stabilen,  theoretisch  labilen  Fälle  behalten  wir  uns  vor,  am  Schlüsse 
des  Paragraphen  zurückzukommen. 

Wir  erwähnen  sogleich  noch  eine  zweite  Modifikation,  welche  wir  vor- 
schlagen möchten.  Die  obige  Definition  verlangt,  dafs  die  Abweichungen 
zwischen  den  Tuagen- Koordinaten  des  Systems  klein  seien  (bez.  beliebig 
klein  gemacht  werden  können).  Die  Auswahl  des  Koordinatensystems 
aber  ist,  zumal  vom  Standpunkte  der  allgemeinen  Lagrangeschen  Mechanik, 
ganz  in  unsere  Willkür  gegeben.  Es  ist  sehr  wohl  möglich,  dafs  die  Ab- 
weichungen zwischen  den  Lagenkoordinaten  bei  einer  gewissen  Wahl 
des  Koordinatensystems  im  Verlaufe  der  Bewegung  beliebig  klein  bleiben, 
bei  einer  anderen  beliebig  grofs  werden  —  sofern  wir  nicht  die  Wahl 
des  Koordinatensystems  gewissen  Beschränkungen  unterwerfen,  auf  die 
wir  an  dieser  Stelle  nicht  eingehen  können.  In  der  oiigen  Fassimg  betrifft 
also  die  Stahilitätsdefimtion  genau  genommen  eine  mechanisch  gegenstands- 
lose Eigenschaft  der  Bewegung,  welche  vom  Koordinatensystem  nicht  un- 
abhängig ist. 

Es  ist  leicht  diesen  Übelstand  zu  beseitigen.  Wir  müssen  nicht 
von  den  Abweichungen  der  Lagenlcoordinaten^  sondern  von  den  Ab- 
Weichlingen  der  Lagen  des  Systems  sprechen.  Diese  nennen  wir  beliebig 
klein,  wenn  die  Entfernungen  der  Orte  jedes  einzelnen  Systempunktes 
bei  der  einen  und  bei  der  anderen  Bewegung  in  entsprechenden  Zeit- 
momenten beliebig  klein  sind.  Die  Entfernung  zweier  Punkte  aber  ist 
ein  von  der  Koordinatenauswahl  unabhängiger  Begriff. 

Um  auch  bei  der  Grröfsenabschätzung  der  Störung  vom  Koordinaten- 
system unabhängig  zu  sein,  können  wir  uns  den  Gesamtimpuls  des 
Systems  in  die  zu  jedem  einzelnen  Massenpunkte  gehörigen  Einzel- 
impulse aufgelöst  denken,  welche  jederzeit  aus  Masse  und  Geschwindig- 
keit des  Punktes  bestimmt  werden  können.  Die  Störung  wird  alsdann 
beliebig  klein  heifsen,  wenn  die  Abweichungen  zwischen  den  zu  jedem 
Systempunkte  gehörigen  Einzelimpulsen  im  Anfange  der  ursprünglichen 
und  der  gestörten  Bewegung  unterhalb  einer  beliebig  vorzuschreibenden 
Grenze  liegen. 

Daraufhin   werden  wir   die   Routhsche    Definition    der    Stabilität 
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folgendermafsen  präzisieren  können:  Eine  Bewegung  heiße  stabil,  ivenn 
die  aus  einer  Störung  resultierenden  Ähiveiehungen  0^visehen  entsprechenden 
Lagen  des  Systems  dadurch  dauernd  unter  eine  gegebene  Greme  herai- 
gedrücM  werden  Iwnnen,  dafs  man  die  Gr'öfse  der  Störung  unterhalb  einer 
geeignet  zu  bestimmenden  Grenze  wählt. 

Wir  wollen  diese  Definition  eingehend  auf  ihre  Zweckmäfsigkeit  prüfen. 

Vom  rein  logischen  Standpunkte  aus  ist  natürlich  jede  Definition 
zulässig^  welche  nicht  mit  sich  selbst  im  Widerspruch  ist  und  der 
überhaupt  irgendein  Objekt  in  der  Wirklichkeit  entspricht.  Vom  natur- 
wissenschaftlichen Standpunkte  aus  aber  müssen  wir  von  einer  Stabilitäts- 
definition mehr  verlangen  als  ihre  blofse  innere  oder  äufsere  Wider- 
spruchslosigkeit.  Allgemein  verbindet  man  nämlich  mit  dem  Worte 
^^instabiP^  die  Auffassung  eines  ausnahmsweisen  und  turbulenten  Vor- 
ganges. Wir  werden  daher  ^  um  dieser  Auffassung  gerecht  zu  werden^ 
von  unserer  Definition  verlangen  müssen^  dafs  keine  durchaus  reguläre 
und  gewöhnliche  Bewegung  unter  den  Begriff  der  instabilen,  keine 
augenscheinlich  irreguläre  unter  den  der  stabilen  Vorgänge  falle. 

Es  soll  nun  an  einer  Reihe  von  Beispielen  gezeigt  werden^  dafs 
unter  diesem  Gesichtspunkte  die  obige  Definition  der  Stabilität  un- 
geeignet ist.  Die  betreffenden  Beispiele  entnehmen  wir  zum  Teil  der 
Theorie  des  Kreisels,  zum  Teil  den  einfachsten  Problemen  der  Punkt- 
mechanik. 

Betrachten  wir  zunächst  die  reguläre  Präcession  und  die  benach- 
barten Bewegungen,  wie  im  §  1  dieses  Kapitels.  Hier  konstatieren 
wir  aus  dem  Anblick  der  Fig.  47,  dafs  die  abgeänderte  Bahnkurve 
dauernd  in  der  Nähe  der  ursprünglichen  verläuft;  und  zwar  gilt  dieser 
Sachverhalt  für  jede  beliebige  Art  der  Störung. 

Anders  liegt  die  Sache,  wenn  wir  nicht  nur  die  räumliche  Gestalt 
der  Bahnkurve,  sondern  auch,  wie  es  die  obige  Stabilitätsdefinition  ver- 
langt, das  Tempo  berücksichtigen,  in  welchem  sie  von  der  Kreiselspitze 
durchlaufen  wird.  Wir  sahen  pag.  287,  dafs  bei  der  abgeänderten  Be- 
wegung die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit 

n  —  Nuq 

von  der  Präcessionsgeschwindigkeit 

n  —  Ne 


J.  (1  —  e^) 


bei  der  ursprünglichen  Bewegung  im  allgemeinen,  d.  h.  immer  dann, 
wenn  der  Anstofs  nicht  gerade  die  Knotenlinie  zur  Axe  hat,  verschieden 
ist^  allerdings  um  so  weniger,  je  kleiner  wir  den  Anstofs  wählen.   Diese 
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Verschiedenlieit  genügt  aber,  um  im  Laufe  der  Zeit  eine  endliche  Differenz 
zwischen  der  Lage  der  Kreiselspitze  in  den  beiden  verglichenen  Fällen 
der  Bewegung  herbeizuführen  Wir  können  direkt  ein  (mit  abnehmen- 
der Störung  natürlich  wachsendes)  Zeitintervall  t  bestimmen,  nach  dessen 
Ablauf  die  Differenz  der  ^ -Werte  bei  unseren  beiden  Bewegungen  bei- 
spielsweise  gröfser  als  —  wird. 

Wollten  wir  dieses  vermeiden,  so  müfsten  wir  den  Charakter  der 
Störung  der  besonderen  Bedingung  unterwerfen,  dafs  lediglich  die 
[0]-Komponente  des  Impulses  bei  der  Störung  alteriert  wird.  Das  wäre 
aber  , eine  willkürliche  Festsetzung,  welche  in  der  bisherigen  Definition 
nicht  vorgesehen  ist.*)  Überdies  würde  auch  dann  noch  die  abgeänderte 
Präcessionsgeschwindigkeit  mit  der  ursprünglichen  (vgl.  pag.  320)  nur  bis 
auf  Gröfsen  übereinstimmen,  welche  der  zweiten  Potenz  der  Störung  [0^] 
proportional  sind.  Bei  entsprechender  Vergröfserung  des  Zeitintervalles  t 
können  wir  auch  in  diesem  Falle  eine  beliebige  endliche  Differenz  in 
den  gleichzeitigen  Werten  der  ^-Koordinate  bei  der  ursprünglichen  und 
der  abgeänderten  Bewegung  konstatieren. 

Hiernach  ist  Mar,  dafs  nach  dem  Wortlaut  imserer  obigen  Definition 
die  allereinfachste  Bewegung  des  Kreisels,  die  reguläre  Fräcession,  als 
instabil  m  bemchnen  wäre. 

Entsprechendes  gilt  in  erhöhtem  Mafse  von  den  allgemeinen  Be- 
wegungen des  Kreisels.  Hier  bleibt  bei  einem  hinreichend  kleinen  An- 
stofse  nicht  einmal  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  ihrer  Gestalt  nach 
dauernd  in  beliebiger  Nähe  der  ursprünglichen.  In  der  That  ändert 
sich  bei  einer  Abänderung  des  Impulses  im  allgemeinen  (vgl.  die 
Figuren  29 — 35  des  vorigen  Kapitels)  auch  die  Spannweite  der  TeiL 
bögen,  sowie  die  Zeit,  in  welcher  letztere  durchlaufen  werden.  Aller- 
dings können  diese  Änderungen  beliebig  klein  gemacht  werden,  wenn 
wir  die  Impulsänderung  hinreichend  klein  wählen.  Wenn  wir  aber  nur 
einen,  genügend  grofsen  Zeitraum  in  Betracht  ziehen,  entstehen  aus 
solchen  beliebig  kleinen  Änderungen  beliebige  endliche  Differenzen 
zwischen  entsprechenden  Lagen  der  Kreiselspitze.  Wollten  wir  also  an 
der  obigen  Definition  festhalten,  so  müfsten  ivir  die  sämtlichen  Bewegungen 
des  Kreisels  schlechtweg  für  instabil  erMären.  Dies  trifft  insbesondere 
auch  für  die  aufrechte  Bewegung  des  starken  Kreisels  zu,  wenn  wir 
die  Koordinate  5^  berücksichtigen  und  eine  Abänderung  der  Impuls- 
komponente N  zulassen   oder   ganz   allgemein   dann,    wenn   wir   auch 


*)  In  Wirklichkeit  wird  eine  solche  Festsetzung  bei  den  englischen  Autoren 
allerdings  meist  nachträglich  eingeführt.    Ygl.  den  folgenden  Paragraphen. 


§  6.     Über  den  allgemeinen  Begriff  der  Bewegungsstabilität.  347 

solche  Abweichungen  mit  in  Rechnung  setzen,  welche  der  zweiten 
Potenz  der  Störung  proportional  sind  (vgl.  pag.  320). 

Um  auch  noch  ein  Beispiel  aus  der  Mechanik  des  einzelnen  Massen- 
punktes zu  nennen,  betrachten  wir  mit  Herrn  Appell*)  die  kreis- 
förmige Bewegung  eines  Massenpunktes  in  einer  festen  Ebene  unter 
dem  Einflüsse  einer  anziehenden  Centralkraft  von  dem  Wirkungsgesetze 
r"".  Es  zeigt  sich,  dafs  bei  einer  Störung  die  abgeänderte  Bahnkurve 
dauernd  dem  ursprünglichen  Kreise  bei  hinreichend  kleinem  Anstofs 
beliebig  nahe  bleibt,  falls  *^  >  —  3  ist.  Anders  die  Lage  des  Punktes 
auf  der  Bahnkurve.  Diese  wird  offenbar  nur  dann  für  die  Dauer  der 
Bewegung  wenig  geändert  werden,  wenn  der  Zusatzstofs  keine  Kom- 
ponente in  Richtung  der  ursprünglichen  Bahn  hat,  wenn  also  der  Zu- 
satzstofs die  Geschwindigkeit  des  Punktes  ungeändert  läfst.  Hr.  Appell 
sieht  sich  daher  auf  Grund  der  obigen  Definition  genötigt,  die  Bewegung 
des  Punktes  auch  im  Falle  ^  >  —  3  für  instabil  zu  erklären. 

Die  genannten  Mifsstände  kann  man  teilweise  vermeiden,  wenn 
man  prinzipiell  nur  solche  Impulsänderungen  zuläfst,  welche  die  Energie 
des  Systems  nicht  verändern.  In  dem  Werke  von  Thomson  und  Tait 
wird  eine  derartige  Störung  als  „konservativ^^  bezeichnet,  und  die  Be- 
schränkung auf  konservative  Störungen  sogleich  in  die  Stabilitäts- 
definition aufgenommen.**)  Bei  dieser  Modifikation  des  Stabilitätsbe- 
griffes wird  in  dem  zuletzt  genannten  Beispiele  die  kreisförmige  Bahn 
im  Falle  n^ — 3  für  stabil  zu  erklären  sein***);  überhaupt  wird  so 
das  Auftreten  „säkularer  Störungen",  wie  man  die  mit  der  Zeit  wachsen- 
den Abweichungen  der  abgeänderten  von  der  ursprünglichen  Lage  nennen 
kann,  in  vielen  Fällen  vermieden  (wenigstens  insoweit,  dafs  diese  säku- 
laren Glieder  nur  noch  von  der  Gröfsenordnung  der  zweiten  Potenz 
der  Impulsänderung  sind). 

Es  bleiben  aber  noch  genug  andere  Übelstände  bestehen.  Betrachten 
wir  z.  B.  die  kräftefreie  Bewegung  des  einzelnen  Massenpunktes  nach 
dem  Galileischen  Trägheitsgesetze.  Werden  wir  uns  entschliefsen  können, 
diese  sozusagen  regulärste  aller  Bewegungen  für  instabil  zu  erklären? 
Nach  dem  Wortlaute  der  üblichen  Definition  müfsten  wir  es  thun. 
Denn  die  durch  einen  Zusatzstofs  abgeänderte  Bewegung  des  Punktes, 
welche  beim  Fehlen  äufserer  Kräfte  wieder  eine  gleichförmige  und 
geradlinige  ist,  entfernt  sich  von  der  ursprünglichen  Bahn  mehr  und 
mehr,  wie  klein  wir  auch  die  Störung  bemessen  mögen. 


k 

*)  Mecanique  rationelle,  t.  II,  art.  458. 

**)  Natural  Philosophy,  art.  346,  347. 
***)  Natural  Philosophy,  art.  350. 
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Wir  ziehen  ferner  das  interessante  Beispiel  der  geodätischen  Linien 
heran  ^  d.  h.  der  kräftefreien  Bahnen  eines  einzelnen  Massenpunktes, 
welcher  gezwungen  wird,  auf  einer  irgendwie  gekrümmten  Fläche  zu 
bleiben.  Hier  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die 
Krümmung  der  Fläche  (im  Gaussischen  Sinne)  positiv  oder  negativ  ist. 
Lassen  wir  unsern  Massenpunkt  auf  einer  Fläche  von  negativer  Krümmung 
laufen  (z.  B.  auf  einem  einschaligen  Hyperboloid)  und  erteilen  ihm  einen 
kleinen  Stofs,  so  entfernt  sich  die  so  gestörte  Bahn  von  der  ursprüng- 
lichen immer  mehr;  wir  können  keine  Grenze  angeben,  unterhalb  deren 
die  Gröfse  des  Stofses  liegen  müfste,  damit  die  Entfernung  des  Punktes 
bei  der  abgeänderten  Bewegung  von  der  entsprechenden  Lage  bei  der 
ursprünglichen  Bewegung  unter  einer  vorgegebenen  Grenze  bleibe. 
Hiernach  müfsten  wir  alle  geodätischen  Bahnen  auf  Flächen  negativer 
Krümmung  mit  Thomson  und  Tait*)  als  instabile  Bahnen  bezeichnen. 
Auf  den  Flächen  von  positiver  Krümmung  andrerseits  sind  geodätische 
Bahnen,  welche  im  Sinne  der  obigen  Definition  stabil  zu  nennen  sind, 
jedenfalls  denkbar.  Man  zeigt  nämlich,  dafs,  wenn  man  auf  einer  solchen 
Fläche  von  irgend  einem  Punkte  aus  zwei  geodätische  Linien  konstruiert, 
welche  sich  in  ihrer  Anfangsrichtung  unendlich  wenig  unterscheiden, 
diese  sich  fortgesetzt  schneiden  müssen,  in  Intervallen,  die  je  nach  der 
Grölse  des  Krümmungsmafses  verschieden  sind.  Betrachten  wir  also 
eine  dieser  beiden  Linien  als  die  ursprüngliche  Bahn  unseres  Massen- 
punktes, die  andere  als  die  durch  eine  Störung  abgeänderte,  so  wird 
die  erst  er  e  beständig  um  die  letztere  herumosciUieren.  Können  wir 
ferner  nachweisen,  dafs  die  Amplitude  der  Oscillationen  mit  wachsender 
Zeit  nicht  systematisch  zunimmt,  so  werden  Avir  bei  Beschränkung  auf 
konservative  Störungen  die  Bahnkurve  auch  nach  der  obigen  Definition 
für  stabil  erklären  können.**) 

Alles  in  allem  werden  wir  aber  sagen  müssen:  Die  obige  Stabilitäts- 
def%nition,  nach  welcher  eine  dauernde  Kleinheit  der  Abweichungen  ver- 
langt wird,  ist  zu  eng.    Sie  verweist  unter  anderem  die  allereinfachsten 


*)  1.  c.   art.  3Ö5,  wo  man  auck  die  äiifserst  einfachen  Beweise  der  im  Text 
genannten  Sätze  über  geodätische  Linien  nachlesen  wolle. 

**)  Thomson  und  Tait,  1.  c,  art.  355.  Der  Schlufs  auf  die  (im  Sinne  der 
Autoren  gemeinte)  StabiHtät  der  Bahnkurve  ohne  vorherige  Untersuchung  der 
Oscülationsamplitude  scheint  allerdings  voreilig.  In  der  That  sind  z.  B.  auf  dem 
Rotationsellipsoid  die  Meridiane  im  Thomsonschen  Sinne  instabile  Bahnen:  Bei 
Hinzufügung  eines  seitlichen  Anstofses  gehen  sie  in  ungeschlossene  Kurven  über, 
welche  abwechselnd  einen  in  der  Nähe  des  Nordpols  und  einen  in  der  Nähe  des 
Südpols  gelegenen  Parallelkreis  berühren  und  das  EUipsoid  mit  einer  von  27t  ver- 
schiedenen Spannweite  umschlingen.  Verfolgen  wir  eine  solche  Kurve  weit  genug, 
so  entfernt  sie  sich  von  dem  ursprünglichen  Meridiane  mehr  und  mehr, 
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und  regulärsten  Be^vegungen  (GaUleische  Trägheitsbewegimg  I)  in  die  Klasse 
der  instabilen  Bewegungen,  was  der  natürlichen  Auffassung  des  Wortes 
ividerspricJit. 

Man  könnte  versuchen^  die  obige  Definition  im  wesentlichen  bei- 
zubehalten und  sie  nur  darin  abzuändern^  dafs  man  die  Kleinheit  der 
Abweichungen  nicht  für  jeden  beliebigen ,  sondern  für  einen  begrenzten 
Zeitraum  fordert.  Man  würde  dann  die  Stabilität  durch  folgendes 
Postulat  definieren: 

Es  soll  möglich  sein,  die  Störung  so  Mein  m  wählen,  dafs  für 
einen  gegebenen  Zeitraum  t  <C  T  die  Abweichungen  zwischen  ent- 
sprechenden Lagen  des  Systems  bei  der  ursprünglichen  und  der  abge- 
änderten Bewegung  unterhalb  einer  vorgegebenen  Grenze  bleiben. 

Auf  Grund  dieser  Definition  würde  die  Galileische  Trägheitsbe- 
wegung ^  die  geodätischen  Bahnen  auf  dem  Hyperboloid^  die  allgemeine 
Kreiselbewegung  u.  s.  w.  sofort  in  die  Kategorie  der  stabilen  Bahnen 
einrücken.  Es  würden  sich  aber  Übelstände  anderer  Art  ergeben.  Es 
würden  nämlich  Bewegungen  von  so  zweifellos  irregulärem  Charakter 
wie  die  aufrechte  Rotation  des  schwachen  Kreisels  für  stabil  erklärt 
werden  müssen. 

Rufen  wir  'uns  zunächst  das  Verhalten  des  schwachen  Kreisels  im 
Grrenzfalle  eines  unendlich  abnehmenden  Anstofses  (lim  [GJ  =  0)  ins 
Gedächtnis  zurück.  Unsere  frühere  Untersuchung  zeigte^  dafs  die 
Kreiselspitze  in  diesem  Grenzfalle  allerdings  nicht  in  beliebiger  Nähe 
des  Nordpols  bleibt^  dafs  aber  ihre  Geschwindigkeit  im  Nordpole  selbst 
gleich  Null  ist.  Und  zwar  wurde  die  Zeit  co,  während  welcher  die 
Kreiselspitze  in  Fig.  58  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Spirale  bis 
in  den  Nordpol  gelangt ^  unendlich  grofs. 

Hiernach  übersieht  man  das  Verhalten  der  Kreiselspitze  bei  einem 
von  Null  verschiedenen  aber  aufserordentlich  kleinen  Anstofse  [0q]. 

Die  Bahnkurve  ist  dann  keine  Spirale^  aber  sie  wird  den  Nordpol 
immerhin  noch  einige  Male  in  nächster  Nähe  umkreisen;  die  Ge- 
schwindigkeit ^'j  mit  welcher  sie  aus  dem  Nordpole  herausrückt ,  ist 
nicht  gleich  Null^  aber  immerhin  aufserordentlich  klein. 

Sicherlich  können  wir  nun  für  den  Ansiofs  [Qq\  eine  obere  Grenze 
so  festsetzen^  dafs  bei  jedem  kleineren  Anstofse  für  jede  Zeit  t  <i  T 
{T  etwa  gleich  einem  Jahre)  die  Abweichung  der  Lagenkoordinate  0' 
in  der  abgeänderten  und  der  ursprünglichen  Bewegung  kleiner  als  s 
(f  etwa  gleich  einer  Bogensekunde)  wird. 

Mit  anderen  Worten:  Die  Bewegung  des  aufrechten  schwachen  Kreisels 
wäre  bei  Zugrundelegung  unserer  jetzigen  Definition  stabil! 

Ahnliche  Betrachtungen  liefsen   sich  in   dem  gleichfalls  allgemein 
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als  instabil  anerkannten  Falle  der  Rotation  des  unsymmetrisclien  schwere- 
losen Kreisels  um  seine  mittlere  Hauptträgheitsaxe  anstellen.  Auch 
hier  wird  die  Geschwindigkeit^  mit  der  die  Rotationsaxe  bei  einem  zu 
Null  abnehmenden  Anstolse  die  mittlere  Hauptträgheitsaxe  verläfst^ 
in  der  Grenze  gleich  Null.  Für  eine  begrenzte  Zeit  t  <C  T  bleibt  daher 
die  abgeänderte  Bewegung  bei  geeigneter  Wahl  des  Anstofses  auch 
hier  in  beliebiger  Nähe  der  ursprünglichen. 

Wir  schliefsen  hieraus:  Unsere  jetzige  Stäbüüätsdefinition ,  nach 
welöher  die  Kleinheit  der  Abweichung  uur  für  einen  begrenzten  Zeitraum 
verlangt  wird,  ist  0u  weit.  Sie  läfst  Bewegungen  als  stabil  passieren, 
die  wir  vernünftiger  Weise  durchaus  als  labil  ansehen  müssen. 

Wir  sind  somit  in  ein  eigentümliches  Dilemma  geraten,  dem  wir 
nur  dadurch  entgehen  können,  dafs  wir  unsere  früher  bereits  mehrfach 
in  Anwendung  gebrachte  Stabilitätsdefinition  wieder  aufnehmen.  Wir 
wollten  eine  Bewegung  stabil  nennen,  wenn  zwischen  ihr  und  der  durch 
einen  beliebigen  Anstofs  abgeänderten  Bewegung  ein  stetiger  Übergang 
möglich  ist.  Es  kommt  nur  darauf  an,  diesen  etwas  unbestimmt  ge- 
haltenen Stetigkeitsbegriff  näher  zu  präzisieren  und  durch  ein  analy- 
tisches Kriterium  zu  kennzeichnen.  Wir  wollen  zu  dem  Zwecke  folgender- 
mafsen  verfahren:  Wir  ändern  die  fragliche  Bewegung  durch  einen  end- 
lichen Anstofs  von  beliebigem  Charakter  ab.  Alsdann  lassen  wir  die 
Gröfse  des  Anstofses  zu  Null  abnehmen  und  suchen  die  Grenze  auf, 
der  die  abgeänderte  Bewegung  hierbei  zustrebt.  Wenn  diese  Grenze 
existiert  und  mit  der  vorgelegten  JBeivegung  übereinstimmt,  nennen  wir 
den  Übergang  zwischen  der  ursprünglichen  und  der  abgeänderten  Be- 
wegung einen  stetigen. 

Unsere  endgültige  Stabilitätsdefinition,  ausgesprochen  für  ein  be- 
liebiges mechanisches  System,  wird  daraufhin  folgen dermafsen  lauten: 

Eine  Bewegung  soll  stabil  heifsen,  wenn  sie  übereinstimmt  mit  dem 
Limes,  welchem  die  aus  einer  beliebigen  Impuls -Änderung  resultierende 
Bewegung  bei  nach  Null  abnehmender  Gröfse  dieser  Änderung  zustrebt. 
Dagegen  soll  sie  labil  genannt  werden,  wenn  sie  von  dem  so  erhaltenen 
Limes  verschieden  ist,  oder  wenn  bei  verschiedenen  Arten  der  Impuls- 
änderung verschiedene  Limites  herauskommen  oder  wenn  ein  Limes  über- 
haupt nicht  existiert. 

Offenbar  wirdLnach  dieser  Definition  beispielsweise  die  reguläre 
Präcession,  die  allgemeine  Bewegung  des  Kreisels,  bei  welcher  die 
Bahnkurve  zwischen  zwei  Parallelkreisen  hin  und  her  läuft,  die  Galileische 
Trägheitsbahn  u.  s.  w.  zu  den  stabilen  Bewegungen,  die  aufrechte  Be- 
wegung des  schwachen  Kreisels,  die  Rotation  des  dreiaxigen  Körpers 
um  die  mittlere  Hauptträgheitsaxe  u.  s.  w.,  wie  billig,  zu   den  labilen 
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Bewegungen  zu  rechnen  sein.  In  der  That  sahen  wir  z.  B.  bei  dem 
aufrechten  schwachen  Kreisel^  dafs  bei  zu  Null  abnehmendem  Werte 
des  Anstofses  [0q]  eine  ganz  bestimmte  Bewegung  (von  spiraliger 
Bahnkurve)  übrig  blieb  ^  welche  von  der  einfachen  Rotation  um  die 
Vertikale  verschieden  war.  Was  die  geodätischen  Bahnen  auf  dem 
Rotationshyperboloid  betrifft^  so  würden  diese  im  allgemeinen  stabil 
sein  mit  Ausnahme  des  Kehlkreises  ^  welcher  instabil  ist  und  eine 
asymptotische  Lösung  darstellt,  wie  wir  nicht  näher  ausführen  wollen. 

Ein  weiterer  Punkt,  in  dem  unsere  Stabilitätsdefinition  der  sonst 
üblichen  ersichtlich  überlegen  ist,  verdient  besonders  hervorgehoben 
zu  werden.  Wenn  man  die  Stabilität  der  Bewegungen  im  gewöhnlichen 
Sinne  aus  der  Kleinheit  der  Abweichung  beurteilt,  welche  aus  einer 
kleinen  Störung  resultiert,  und  wenn  man  diese  Abweichung  durch 
Näherungsformeln  darstellt,  so  vernachlässigt  man  (vgl.  pag.  320)  ge- 
wöhnlich alle  diejenigen  Grlieder,  welche  wie  die  zweite  oder  eine  höhere 
Potenz  der  Störung  verschwinden.  Ist  die  betreffende  Vernachlässigung 
aber  in  einem  säkularen  (etwa  mit  t  multiplizierten)  Terme  vorgenommen, 
so  wächst  die  hierdurch  bedingte  Ungenauigkeit  der  Näherungsformel 
mit  der  Zeit  immer  mehr  an;  während  also  die  Näherungsformel  auf 
eine  dauernd  kleine  Abweichung  schliefsen  läfst,  kann  es  vorkommen, 
dafs  in  Wirklichkeit  die  Abweichung  zwischen  der  gestörten  und  der 
ursprünglichen  Bewegung  jeden  beliebigen  Betrag  erreicht.  In  diesem 
Falle  würde  eine  Bewegung  nach  der  gewöhnlichen  Methode  stabil 
erscheinen,  während  doch  bei  einer  Störung  mit  der  Zeit  endliche 
Abweichungen  auftreten.  Dagegen  ist  die  Handhabung  unserer  defini- 
tiven Stabilitätsdefinition  von  solchen  Schwierigkeiten  gänzlich  frei. 
Bei  uns  handelt  es  sich  nicht  um  Abweichungen  erster  oder  zweiter 
Ordnung,  sondern  um  direkte  Gleichheit  zwischen  der  ursprünglichen 
und  dem  Limes  der  gestörten  Bewegung.  Diese  Grleichheit  läfst  sich 
aber  nicht  nur  mit  gröfserer  Schärfe,  sondern  auch  mit  gröfserer 
Leichtigkeit  beurteilen,  wie  die  Kleinheit  der  Abweichung  bei  der  ge- 
wöhnlichen Definition. 

Wir  können  unsere  neue  Definition  auch  dadurch  empfehlen,  dafs 
wir  zeigen:  Im  Falle  des  Gleichgewichts,  wo  die  Begriffe  stabil  und  labil 
seit  langem  feststehen,  deckt  sie  sich  mit  der  allgemein  acceptierten  Be- 
deutung dieser  Worte..  Es  genüge  in  der  Hinsicht  ein  einfaches  Beispiel. 
Ein  schwerer  Slassenpunkt  auf  der  Kugeloberfläche  befindet  sich  im 
obersten  Punkte  (Nordpol)  im  labilen,  im  untersten  (Südpol)  im  stabilen 
Gleichgewicht.  Dies  folgt  aus  unserer  Definition  der  Stabilitätsver- 
hältnisse der  Bewegung,  von  denen  die  der  Ruhe  ein  spezieller  Fall 
sind,  und  stimmt  mit   der   gewöhnlichen  Auffassung  überein.     Geben 
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wir  nämlich  dem  im  Nordpole  befindlichen  Punkte  einen  Stofs^  so  be- 
schreibt er  einen  gröfsten  Kreis  auf  der  Kugel;  lassen  wir  die  Gröfse  des 
Stofses  immer  mehr  zu  Null  abnehmen^  so  bleibt  die  Bahn  des  Punktes 
die  frühere^  nur  die  Geschwindigkeit  nimmt  ab;  im  Nordpole  wird  sie 
in  der  Grenze  gleich  NuU^  in  allen  übrigen  Punkten  des  gröfsten  Kreises 
bleibt  sie  yon  Null  verschieden.  Der  Limes  ist  hier  also  eine  bestimmte 
wohldefinierte  Bewegung^  welche  von  dem  ursprünglichen  Ruhezustände 
verschieden  ist.  Übrigens  ergiebt  sich  je  nach  der  Richtung  des  An- 
stofses  ein  anderer  Limes.  Lassen  wir  dagegen  auf  den  im  Südpole 
ruhenden  Punkt  einen  Anstofs  wirken ^  so  pendelt  der  Punkt  auf  einem 
gröfsten  Kreise  hin  und  her^  wobei  die  Gröfse  des  Ausschlages  von 
der  Gröfse  des  Anstofses  abhängt  und  mit  diesem  zu  Null  abnimmt. 
Der  Limes^  von  dem  unsere  Definition  spricht^  ist  hier  also  die  ur- 
sprüngliche Ruhelage  selbst. 

Wir  könnten  schliefslich  noch  einen  auf  der  Kugel  ruhenden 
scMverelosen  Massenpunkt  betrachten.  Stofsen  wir  diesen  an^  so  be- 
schreibt er  einen  gröfsten  Kreis  mit  konstanter  Geschwindigkeit;  lassen 
wir  die  Gröfse  des  Stofses  Null  werden,  so  wird  auch  die  Geschwindig- 
keit in  jedem  Punkte  der  Bahn  gleich  Null.  Man  könnte  im  Zweifel 
sein,  ob  man  den  so  erhaltenen  Limes  als  Ruhe  oder  als  Bewegung 
bezeichnen  soll.  Jedenfalls  wird  man  sagen  müssen,  dafs  ein  bestimmter 
Limes  nicht  existiert,  da  die  Lage  des  gröfsten  Kreises  von  der  Richtung 
des  Anstofses  abhängt.  Für  solche  Fälle  scheint  die  wohl  auch  sonst 
angewandte  Bezeichnung   des   „indifferenten  Gleichgewichtes^^  passend. 

Wir  wollen  keineswegs  leugnen,  dafs  nicht  auch  der  zu  Anfang 
dieses  Paragraphen  aufgestellte  Stabilitätsbegriff,  zumal  wenn  er  durch 
die  Einschränkung  auf  konservative  Anstöfse  verbessert  ist,  der  Unter- 
suchung würdig  wäre.  Wir  möchten  nur  in  dem  dort  definierten  Falle 
nicht  von  Stabilität  schlechtweg,  sondern  etwa  von  absoluter  Stabilität 
sprechen.     Also : 

Wenn  eine  Bewegung  so  beschaffen  ist,  dafs  sie  bei  einer  hinreichend 
Meinen  konservativen  Änderimg  der  Impulsl^oordinaten  in  eine  Be^vegung 
übergeht j  in  welcher  die  Lagen  des  Systems  den  entsprechenden  Lagen  in 
der  ursprünglichen  Bewegung  dauernd  beliebig  nahe  bleiben ,  so  nennen 
wir  die  Bewegung  absolut  stabil.  Dafs  eine  solche  Bewegung  auch 
unserer  definitiven  Stabilitätserklärung  genügt,  ist  selbstverständlich. 
Die  pag.  347  genannte  Kreisbahn  ist  unter  der  angegebenen  Bedingung 
n^  —  3  in  diesem  Sinne  absolut  stabil.  Dabei  müssen  wir  allerdings 
wiederholt  bemerken,  dafs  die  in  der  Litteratur  (z.  B.  bei  Routh  sowie  bei 
Thomson  und  Tait)  gewöhnlich  eingeschlagene  Untersuchungsmethode, 
nach  welcher  die  absolute  Stabilität  ans  den  Gliedern  erster  Ordnung  unter 
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Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  erschlossen  wird,  Yon  unserem 
Standpunkte  aus  unyoUständig  ist.  Nach  der  vorstehenden  Definition 
können  wir  eine  Bewegung  nur  dann  absolut  stabil  nennen,  wenn  die  ab- 
geänderte Bewegung  nicht  nur  in  den  Gliedern  erster  Ordnung,  sondern 
schlechtweg  der  ursprünglichen  dauernd  beliebig  benachbart  bleibt. 

Wir  können  noch  eine  Reihe  anderer  Unterscheidungen  treffen. 
Wenn  wir  den  Ton  darauf  legen  wollen,  dafs  bei  Abänderung  einer 
stabilen  Bewegung  das  System  nach  gewissen  Zeitintervallen  in  die- 
selben Lagen  kommt,  wie  bei  der  ursprünglichen,  so  können  wir  die 
Bewegung  oscilUerend  stabil  nennen.  Der  Gegensatz  hiervon  wäre 
divergierend  stabil.  Die  geodätischen  Bahnen  auf  den  Flächen  positiver 
Krümmung  sind,  soweit  sie  überhaupt  stabil  sind,  allemal  oscillierend, 
die  auf  den  negativ  gekrümmten  Flächen  divergierend  stabil.  Die 
Galileische  Trägheitsbahn  liefert  ein  weiteres  Beispiel  von  divergieren- 
der Stabilität.  Dafs  absolute  und  oscillierende  Stabilität  nicht  zu- 
sammenzufallen brauchen,  kann  an  dem  Beispiel  der  geodätischen  Linien 
auf  dem  EUipsoid  gezeigt  werden  (vgl.  die  Anm.  auf  pag.  348). 

Ferner  können  wir  noch  unterscheiden  zwischen  partieller  und 
totaler  Stabilität.  Von  partieller  Stabilität  würden  wir  sprechen,  wenn 
unser  Stabilitätskriterium  nur  für  gewisse  Anstöfse,  von  totaler  dann, 
wenn  es  schlechtweg,  d.  h.  für  alle  möglichen  Anstöfse  erfüllt  ist. 
Unsere  bisherige  Stabilitätsdefinition  bezog  sich  hiernach  auf  totale 
Stabilität.  Beschränken  wir  uns  dagegen  mit  Thomson  und  Tait  auf 
konservative  Anstöfse,  so  fragen  wir  nach  einer  Art  partieller  Stabilität. 
Auch  sonst  interessiert  man  sich  in  der  Litteratur,  wie  wir  im  folgen- 
den Paragraphen  sehen  werden,  zumal  im  Falle  der  sogenannten  cykli- 
schen  Systeme,  meist  nur  für  partielle  Stabilität. 

Endlich  wollen  wir  noch  einmal  den  Gegensatz  zwischen  theoretischer 
und  praktischer  Stabilität  und  Labilität  betonen.  Unsere  bisherigen 
Entwickelungen  in  diesem  Paragraphen  bezogen  sich  sämtlich  auf 
theoretische  Stabilität.  Es  kann  aber,  wie  wir  schon  im  vorigen 
Paragraphen  sahen,  vorkommen,  dafs  eine  Bewegung  unserem  Stabili- 
tätskriterium nicht  genügt,  dafs  sie  aber  doch  für  praktische  Zwecke 
so  gut  wie  stabil  ist.  Dies  wird  eintreten,  wenn  der  in  Frage  kommende 
Limes  von  der  ursprünglichen  Bewegung  zwar  verschieden,  aber  nur 
so  wenig  verschieden  ist,  dafs  er  nahezu  mit  jener  zusammenfällt. 

Das  Umgekehrte  wird  der  Fall  sein,  wenn  der  Limes  der  abge- 
änderten Bewegung  allerdings  mit  der  ursprünglichen  identisch  ist, 
wenn  aber  selbst  kurz  vor  dem  Grenzübergange,  d.  h.  bei  schon  sehr 
klein  gewordenen  Werten  der  Impulskoordinatenänderungen  die  abge- 
änderte Bewegung  noch  wesentlich  von  der  ungestörten  differiert.    Ein 
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Beispiel  für  ein  in  diesem  Sinne  praktisch  labiles^  theoretisch  stabiles 
Gleichgewicht  liefert  ein  Massenpunkt^  der  sich  reibungslos  in  einer 
sehr  kleinen  Mulde  auf  der  Spitze  eines  Berges  befindet.  Ein  theoretisch 
labiles  und  praktisch  stabiles  Gleichgewicht  stellt  ein  Punkt  dar^  der  auf 
einer  geringfügigen  Erhöhung  im  Boden  eines  Thaies  liegt. 

Wir  wollen  zum  Schlüsse  bemerken^  dafs  man  unsere  Stabilitäts- 
definition^  wenn  man  will^  in  der  Weise  modifizieren  könnte,  dafs  man 
aufser  den  Impuls-  auch  die  Lagenkoordinaten  bez.  dafs  man  statt  der 
Impuls-  die  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordinaten  des  Systems  einer 
kleinen  Änderung  unterzieht,  wie  solches  bei  den  Gleichgewichtsunter- 
suchungen in  der  That  häufig  geschieht.  Indessen  scheint  diese  Modi- 
fikation keine  erheblichen  Konsequenzen  zu  haben.  Überdies  dürfte 
unsere  Abänderung  der  Impulskoordinaten  am  besten  dem  physikalischen 
Begriffe  einer  Störung  entsprechen  und  dürfte  den  Vorzug  verdienen 
vor  einer  Abänderung  der  Geschwindigkeitskoordinaten,  welche  zwar 
formal-mathematisch  jener  gleichwertig  aber  ihrem  physikalischen  Sinne 
nach  weniger  zweckentsprechend  sein  würde  wie  jene. 


§  7.    Energiekriterien  für  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  und 

der  Bewegung. 

Die  Handhabung  unserer  Stabilitätsdefinition  des  vorigen  Para- 
graphen setzt  die  Kenntnis  der  Bahnkurven  im  allgemeinen  und  nament- 
lich die  Kenntnis  desjenigen  Limes  voraus,  dem  die  Bewegung  bei 
verschwindender  Störung  zustrebt.  Die  Entscheidung,  ob  eine  Bewegung 
stabil  oder  labil  sei,  ist  hiernach  ziemlich  mühevoll.  Man  wird  wünschen, 
diese  Entscheidung  zu  vereinfachen  und  wird  namentlich  nach  Kriterien 
suchen,  welche  ohne  Kenntnis  der  allgemeinen  Bewegung,  also  ohne 
Integration  der  mechanischen  Differentialgleichungen,  zum  Ziele  führen. 
Wir  werden  in  dieser  Hinsicht  kaum  etwas  Neues  zu  bringen  haben; 
unsere  Aufgabe  soll  vielmehr  wesentlich  kritischer  JSTatur  sein.  Wir 
beabsichtigen  namentlich  im  folgenden  Paragraphen  zu  zeigen,  dafs  das 
gangbarste  Kriterium,  welches  aus  der  sogenannten  Methode  der  kleinen 
Schwingungen  folgt,  zu  mancherlei  Einwänden  Anlafs  giebt. 

Als  Vorbild  für  die  zunächst  anzustellende  Untersuchung  mufs  das 
bekannte  Kriterium  für  die  Stabilität  des  Gleichge^vichtes  dienen,  welches 
von  Lagrange  zuerst  ausgesprochen  und  von  Dirichletin  einer  kurzen 
aber  bedeutungsvollen  Arbeit*)  genau  formuliert  und  bewiesen  ist. 
Dirichlet  betrachtet  ein  beliebiges  mechanisches  System,   dessen  Ver- 


*)  Grelles  Journal,  Bd.  32,  pag.  85—88,  1846. 
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bindiingen  von  der  Zeit  unabhängig  sind,  und  welches  lediglich  ^^kon- 
servativen Kräften  ^^  unterworfen  ist,  d.  h.  solchen  Kräften,  deren  Arbeit 
duxch  eine  Funktion  der  Koordinaten,  den  negativ  genommenen  Wert 
der  potentiellen  Energie  V,  dargestellt  werden  kann.  Für  ein  solches 
System  gilt  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  in  der  Form 

r+  r=h. 

Das  Resultat  der  Dirichletschen  Untersuchung  lautet  nun  bekannt- 
lich so:  Das  Gleichgewicht  ist  sicher  stabil,  wenn  in  der  fraglichen 
Gleichgewichtslage  V  ein  wirTdiches  Minimum  ist. 

Den  Beweis  führen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  sogleich  zu  nennende 
Verallgemeinerung  des  Kriteriums  etwas  abweichend  von  Dirichlet 
folgendermaf  sen : 

In  der  Gleichgewichtslage  ist  T=0;  der  Wert  von  F  kann,  da 
er  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  definiert  ist,  ebenfalls  gleich 
Null  gesetzt  werden;  also  wird  in  der  Gleichgewichtslage  auch  h  =  0. 
Ist  nun  V  ein  wirkliches  Minimum,  so  können  wir  solche  Grenzen  für 
die  die  Lage  des  Systems  bestimmenden  Koordinaten  angeben,  dafs 
V  gröfser  als  eine  (genügend  klein  zu  wählende)  positive  Gröfse  k 
ausfällt,  sobald  eine  oder  mehrere  der  Lagenkoordinaten  einem  oder 
mehreren  der  genannten  Grenzwerte  gleich  werden,  und  gleichzeitig 
die  Werte  der  übrigen  Lagenkoordinaten  innerhalb  dieser  Grenzen  ver- 
bleiben. Um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  von  der 
Gesamtheit  der  Wertsysteme  unserer  Lagenkoordinaten,  welche  inner- 
halb der  genannten  Grenzen  liegen,  als  von  einem  „Gebiet"  sprechen 
und  wollen  diejenigen  Koordinaten -Wertsysteme,  in  denen  mindestens 
eine  Koordinate  mit  einem  der  für  diese  Koordinate  aufgestellten  Grenz- 
werte übereinstimmt,  als  „Begrenzung  des  Gebietes"  bezeichnen.  Dann 
haben  wir  auf  der  Begrenzung  unseres  Gebietes 

F>Ä. 
Um  so  mehr  wird  also,  weil  T  notwendig  positiv  ist, 

(1)  T+r>h, 

und  zwar  unabhängig  von  den  Werten,  die  wir  den  in  T  eingehenden 
Geschwindigkeitskoordinaten  beilegen  mögen. 

Wir  erteilen  nun  dem  System  eine  Störung.    Für  die  so  entstehende 
Bewegung   gilt  wieder   der   Satz   der  lebendigen  Kraft.     Die   Störung 
können  wir  so  klein  bemessen,  dafs  die  Konstante  der  lebendigen  Kraft 
h<ik  wird.     Für  die  gestörte  Bewegung  gilt  also 
(2)  T-j-V<]c, 

Es  ist  nun  klar,  dafs  diese  Bewegung  ganz  und  dauernd  innerhalb 
des  vorher  angegebenen  Gebietes  verläuft.    Im  entgegengesetzten  Falle 
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würde  es  nämlicli  einmal  eintreten^  dafs  eine  Lagenkoordinate  (oder 
eventuell  melirere  gleichzeitig)  die  oben  angegebenen  Grenzen  erreiebte, 
während  die  übrigen  Lagenkoordinaten  noch  solche  Werte  besäfsen, 
die  dem  Innern  des  Gebietes  angehörten.  In  diesem  Augenblicke  müfste 
aber  die  Ungleichung  (1)  gelten,  welche  mit  der  gleichzeitig  geltenden 
Ungleichung  (2)  unvereinbar  ist. 

Die  Grenzen  des  Gebietes  können  nun  beliebig  verengert  und  die 
vorstehenden  Schlüsse,  bei  entsprechender  Verkleinerung  der  Störung, 
wiederholt  werden. 

Hiernach  bleibt  das  System  bei  der  abgeänderten  Bewegung  dauernd 
in  einer  beliebig  engen  Nachbarschaft  der  ursprünglichen  Gleichgewichts- 
lage. Letztere  ist  also  nach  unserer  sowie  nach  jeder  sonstigen  Definition 
des  Wortes  sicher  stabil. 

Das  somit  bewiesene  Kriterium  reicht  hiernach  hin,  um  die  Sta- 
bilität des  Gleichgewichtes  zu  garantieren.  Es  entsteht  aber  weiter 
die  Frage,  ob  die  Forderung  dieses  Kriteriums  auch  notwendig  ist,  oder 
anders  ausgedrückt,  ob  sich  der  Lagrange -Dirichletsche  Satz  in  dem 
Sinne  umkehren  läfst,  dafs  beim  Nichtvorhandensein  eines  Minimums 
(oder  vielleicht  nur  beim  Vorhandensein  eines  Maximums)  das  Gleich- 
gewicht sicher  instabil  ist.  Hierüber  giebt  es  noch  keine  abschliefsendeu 
Resultate.  Wenigstens  können  die  Herren  Liapounoff  und  Hadamard 
in  ihren  einschlägigen  Arbeiten*)  die  Umkehrung  des  in  Rede  stehenden 
Satzes  nur  unter  spezielleren  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit 
von  V  aussprechen  (z.  B.  unter  der  Voraussetzung,  dafs  sich  in  der 
Potenzentwicklung  von  V  das  Nichtvorhandensein  eines  Minimums  an 
den  quadratischen  Gliedern  oder  das  Vorhandensein  eines  Maximums  an 
den  Gliedern  niedrigster  Ordnung  erkennen  läfst). 

Wir  kommen  nun  zu  einer  interessanten  Übertragung  des  vorher- 
gehenden  „Energiekriteriums"  („energy  test  of  stability")  von  dem 
Falle  des  Gleichgewichtes  auf  den  der  Bewegung.  Diese  Übertragung 
ist  von  Routh**)  geleistet  worden. 

Wir  gehen  mit  Routh  ebenso  wie  bei  dem  Gleichgewichtskriterium 
(unter  den  oben  angegebenen  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit 
der  Verbindungen  des  Systems  und  der  auf  das  System  wirkenden 
Kräfte)  von  dem  Energieausdrucke 


*)  Vgl.  Liapounoff,  Journal  de  Liouville,  ser.  V,  t.  3  (Sur  la  stabilite  de 
requilibre),  wo  weitere  Litteraturängaben  über,  die  Arbeiten,  des  Verf.  zu  finden 
sind,  und  Hadamard,  ebendaselbst  (Sur  certaines  trajectoires  en  dynamique); 
vgl.  speziell  pag.  365. 

**)  Vgl.  Rigid  dynamics,  Part.  II,  Cap.  III,  art.  95  u.  iF.    Stabiliiy  of  motion, 
Gap.  VI,  art.  1—3. 
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aus.  Die  linke  Seite,  die  Gesamtenergie  des  Systems,  ist  eine  bekannte 
Funktion  der  Lagen-  und  Greschwindigkeitskoordinaten,  welche  für  alle 
Stadien  der  vorgelegten  Bewegung  den  konstanten,  gleichfalls  bekannten 
numerischen  Wert  h  besitzt.  Man  kann  nun  zeigen,  dafs,  wenn  die 
Gesamtenergie  für  die  vorgelegte  Bewegung  ein  Extrem  (d.  h.  ein 
Maximum  oder  Minimum)  bezüglich  der  sämtlichen  darin  vorkommen- 
den Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordinaten  ist,  die  vorgelegte  Be- 
wegung absolut  stabil  sein  muls. 

Allerdings  kann  in  der  Weise,  wie  es  hier  zunächst  ausgedrückt 
ist,  die  Sache  gar  nicht  eintreten.  Betrachten  wir  nämlich  insbe- 
sondere die  Abhängigkeit  der  Gesamtenergie  von  den  Geschwindig- 
keitskoordinaten. Da  die  lebendige  Kraft  eine  positive  quadratische 
Funktion  der  Geschwindigkeitskoordinaten  darstellt,  wird  sie  im  allge- 
meinen wachsen  mit  wachsenden,  abnehmen  mit  abnehmenden  Werten 
der  Geschwindigkeitskoordinaten.  Soll  aber  die  Gesamtenergie  ein  wirk- 
liches Extrem  sein,  so  müfste  T  bei  Vermehrung  oder  Verminderung 
der  Geschwindigkeitskoordinaten  entweder  nur  wachsen  oder  nur  ab- 
nehmen. 

Infolgedessen  sieht  man  sich  mit  Routh  genötigt,  die  Stabilitätsfrage 
spezieller  zu  stellen.  Man  wird,  um  aus  dem  Energiekriterium  einen  wirk- 
lichen Nutzen  ziehen  zu  können,  nicht  nach  der  totalen,  sondern  der  par- 
tiellen Stabilität  irgendwelcher  Art  fragen  (vgl.  den  Schlufs  des  vorigen 
Paragraphen).  Man  wird  also  von  den  Anfangswerten  der  Impulskoordi- 
naten einzelne  (wir  wollen  sie  N,  n,  .  .  .  .  nennen)  festhalten  und  den 
Anstofs  so  einrichten,  dafs  er  nur  eine  Veränderung  der  übrigbleibenden 
Impulskoordinaten  bewirkt.  Überdies  wollen  wir  der  Einfachheit  halber 
voraussetzen,  dafs  diese  Impulskoordinaten  N,  n,  — ,  wie  unten  im  Falle 
des  Kreisels,  auch  im  Verlaufe  der  Bewegung  konstant  bleiben,  so  dafs 
wir  im  Folgenden  von  den  „ Impulskonstanten ^^  N,  n,  .  .  .  .  reden  werden. 

Die  Impulskoordinaten  sind  aber,  wie  später  allgemein  gezeigt 
werden  wird,  einfache  (und  zwar  lineare)  Funktionen  der  Geschwindig- 
keitskoordinaten, wobei  noch  die  Lagenkoordinaten  in  die  Koeffizienten 
eingehen  können.  Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeitskoordinaten  mit 
•ö^',  (p\  .  .  .,  so  haben  wir  demnach  Gleichungen  der  folgenden  Gestalt: 

(3)  f,{&',9',---)  =  N>      f,(»',cp',...)  =  n,..., 

welche  ebensowohl  für  die  ursprüngliche,  wie  für  die  abgeänderte  Be- 
wegung gelten.  (Routh  betrachtet  übrigens  allgemeiner  statt  solcher  Im- 
pulsgleichungen  irgendwelche  „erste  Integralgleichungen"  des  Problems, 
deren  linke  Seiten  ein  Aggregat  der  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordi- 
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naten  und  deren  rechte  Seiten  Konstante  sind.  Der  Anstofs  müfste  dann 
so  gewählt  werden,  dafs  die  Konstanten  der  rechten  Seiten  durch  ihn 
nicht  geändert  werden.) 

Daraufhin  werden  wir  aus  dem  Ausdrucke  der  Gesamtenergie  so 
viele  Greschwindigkeitskoordinaten  eliminieren  können,  als  wir  Be- 
dingungsgleichungen der  vorstehenden  Form  haben,  wobei  die  Impuls- 
konstanten N,  n,\  ,  ,  (bez.  die  Integrationskonstanten  N,  n,  .  .  .)  in  den 
Energieausdruck  eingehen  werden.  Die  Forderung,  dafs  der  so  ent- 
stehende Energieausdruck  ein  wirkliches  Extrem  bezüglich  der  sämt- 
lichen explizite  in  ihm  enthaltenen  Lagen-  und  Greschwindigkeitskoordinaten 
darstelle,  besagt  ersichtlich  weniger,  als  die  frühere  Forderung,  dafs 
er  ein  Extrem  schlechtweg  (bezüglich  aller  Koordinaten)  sei.  Wir 
werden  sogleich  sehen,  dafs  unsere  jetzige  Forderung  thatsächlich  bei- 
spielsweise bei  gewissen  Kreiselbewegungen  erfüllt  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  sprechen  wir  das  Routhsche  Energiekriterium, 
wie  folgt,  aus: 

Die  vorgelegte  Bewegung  ist  in  sämtliehen  nicht  eliminierten  Lagen- 
imd  Oeschwindig'keitskoordinaten  absolut  stabil,  wenn  der  Energieausdruch 
nach  erfolgter  Elimination  ein  wirkliches  Extrem  bezüglich  eben  dieser 
Lagen-  und  Geschwindig'keits'koordinaten  ist,  und  0^var  partiell  stabil 
gegenüber  allen  solchen  Störimgen,  welche  die  in  den  Energieausdruclc  ein- 
geführten Konstanten  N,  n,  . , .  ungeändert  lassen. 

Der  Beweis  gestaltet  sich  ähnlich  wie  im  Falle  des  Gleichgewichtes: 
Wenn  T+  F  für  die  vorgelegte  Bewegung  ein  wirkliches  Minimum 
ist  (der  Fall  des  Maximums  ist  ähnlich  zu  behandeln),  so  können  wir 
solche  positive  und  negative  Inkremente  für  jede  einzelne  der  nicht- 
eliminierten  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordinaten  angeben,  dafs  der 
jeweilige  Wert  von  T  +  F  vergrößert  wird,  sobald  wir  mindestens 
einer  der  Lagen-  oder  Geschwindigkeitskoordinaten  eins  der  bez.  In- 
kremente erteilen,  während  gleichzeitig  die  übrigen  Koordinaten  un- 
geändert bleiben  oder  doch  nur  um  weniger  als  die  festgesetzten  In- 
kremente abgeändert  werden.  Und  zwar  möge  die  so  entstehende  Ver- 
mehrung von  T  -\-  V  in  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  gröfser 
werden  als  die  positive  (genügend  klein  zu  wählende)  Gröfse  Ic: 

(r)  T+v>h  +  k, 

Für  die  durch  eine  einmalige  Störung  abgeänderte  Bewegung  be- 
steht gleichfalls  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft.  Die  Störung  kann  so 
klein  gewählt  werden,  dafs  der  ursprüngliche  Wert  von  h  um  weniger  als 
Ic  vermehrt  wird.  Wir  haben  also  längs  der  ganzen  abgeänderten  Bewegung 
(2')  T^r<h  +  Jc. 
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Dabei  setzen  wir  eine  partielle  Störung  voraus,  welche  die  Werte  der 
Konstanten  N^  n,  ...  ungeändert  läfst. 

Aus  (1')  und  (2')  schliefst  man  wie  oben,  dafs  die  Differenzen 
zwischen  den  Koordinaten  bei  der  ursprünglichen  und  der  abgeänderten 
Bewegung  niemals  die  Grröfse  der  vorher  festgesetzten  Inkremente  er- 
reichen können.  Da  diese  Inkremente  aber  selbst  beliebig  klein  ge- 
wählt werden  können,  so  folgt  unmittelbar  die  absolute  Stabilität  der 
vorgelegten  Bewegung  in  Bezug  auf  alle  nicht  eliminierten  Koordinaten. 

Zunächst  soll  die  Forderung  des  Routhschen  Kriteriums  noch  etwas 
schärfer  präzisiert  werden.  Es  genügt  eigentlich  nicht,  zu  verlangen, 
dafs  die  Energiefunktion  T  +  F  ein  Extrem  schlechtweg  sei.  Beim 
Beweise  wurde  vielmehr  vorausgesetzt,  dafs  sich  für  alle  Werte  der 
Zeit  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  für  alle  Stellen  der  ursprünglichen  Bahn 
ein  und  dieselbe  positive  (bez.  negative)  Zahl  h  angeben  läfst,  oberhalb 
(bez.  unterhalb)  deren  die  Änderung  der  Energiefunktion  bei  Ver- 
mehrung eines  oder  mehrer  ihrer  Argumente  um  gewisse  von  Null 
verschiedene  Zuwächse  liegt.  Die  letztere  Forderung  besagt  mehr  als 
die  Forderung,  dafs  T  +  F  an  jeder  einzelnen  Stelle  ein  Extrem  sein 
solle.  Es  könnte  z.  B.  sehr  gut  sein,  dafs  wir  für  jeden  Wert  von  t 
eine  Zahl  h  von  der  genannten  Beschaffenheit  angeben  können,  dafs 
aber  dieser  Wert  bei  wachsendem  t  immer  kleiner  (bez.  gröfser)  wird 
und  in  der  Grenze  t  =  oo  von  Null  nicht  mehr  verschieden  ist.  Wir 
wollen  ein  solches  Extrem,  wie  es  beim  Beweise  des  Routhschen  Satzes 
vorausgesetzt  wird,  im  Anschlufs  an  eine  in  der  Funktionentheorie 
übliche  Bezeichnung  ein  gleichmäfsiges  Extrem  nennen,  wobei  sich  das 
Wort  „gleichmäfsig"  auf  die  Abhängigkeit  der  Energiefunktion  von 
der  Zeit  bezieht  und  nichts  anderes  besagen  soll,  als  dafs  die  von 
Null  verschiedene  Zahl  k  unabhängig  von  den  Werten  der  Zeit  fixiert 
werden  kann.  Hiernach  würde  das  Routhsche  Kriterium  genauer  so 
auszusprechen  sein:  Die  Bewegung  ist  sicher  absolut  stabil,  wenn  die 
EnergiefunMion  ein  Extrem  bezüglich  ihrer  sämtlichen. Argumente,  der 
Lagen-  und  Geschwindiglceitshoordinaten  ist,  und  zwar  gleichmäfsig  für 
alle  Werte  von  t. 

Der  Zusammenhang  dieses  Bewegungskriteriums  mit  dem  voran- 
gehenden Grleichgewichtskriterium  ist  klar.  Wenn  F  ein  Minimum  be- 
züglich der  sämtlichen  Lagenkoordinaten  ist,  so  ist  auch  T  -\-  V  in 
der  Grleichgewichtslage  T  =  0  ein  Minimum  bezüglich  der  sämtlichen 
Lagen-  und  Greschwindigkeitskoordinaten.  Wenn  umgekehrt  T  +  F  ein 
Minimum  bezüglich  der  sämtlichen  Lagen-  und  Greschwindigkeitskoordi- 
naten ist,  so  braucht  man  nur  die  sämtlichen  Geschwindigkeitskoordinaten 
gleich   Null  m   setzen^   um    zu    sehen,    dafs  gleichzeitig  auch    F  ein 
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Minimum  bezüglich  sämtlicher  Lagenkoordinaten  sein  mufs.  Im  Falle 
des  GleiehgewicMes  geht  also  das  Bouihsehe  Kriterium  j  soweit  es  sich 
auf  ein  Minimum  von  T  +  F  hedeht,  in  das  Lagrange-Dirichletsche 
Kriterium  über  und  umgelcehrt.  Eine  Spezialisierung  des  Anstofses,  wie 
sie  oben  durch  die  Gleichungen  (3)  vorgesehen  wurde,  wird  dabei  in 
diesem  besonderen  Falle  überflüssig. 

Die  andere  Aussage  des  Routhschen  Satzes,  wonach  die  Bewegung 
auch  absolut  stabil  ist,  wenn  T+  F  ein  Maximum  für  diese  Bewegung 
darstellt,  kommt  im  Falle  des  Gleichgewichtes  offenbar  nicht  in  Frage. 
Da  nämlich  im  Falle  des  Gleichgewichtes  T  sicherlich  ein  Minimum 
ist,  so  kann  T  -|-  F  kein  Maximum  sein.  In  der  That  wächst  ja  T 
und  auch  T  +  F,  wenn  wir  beispielsweise  die  Werte  der  Lagenkoordi- 
naten festhalten,  die  der  Geschwindigkeitskoordinaten  aber  irgendwie 
verändern. 

Natürlich  wird  die  Handhabung  des  Routhschen  Bewegungskriteriums 
weniger  bequem  und  seine  Tragweite  weniger  umfassend,  wie  die  des 
Gleichgewichtskriteriums,  weil  wir  bei  ersterem  mehr  über  den  Charakter 
der  Bewegung  voraussetzen  müssen,  wie  bei  letzterem  über  den  des 
Gleichgewichtes  und  weil  wir  das  Auftreten  eines  extremen  Energie- 
wertes bei  der  Bewegung  überhaupt  nur  sozusagen  durch  eine  Be- 
schränkung der  Beweglichkeit  des  Systems  im  Sinne  der  Gleichungen  (3) 
erreichen  können.  In  der  That,  wenn  wir  mit  Routh  verlangen,  dafs 
die  Gesamtenergie  ein  Extrem  nicht  nur  bezüglich  der  Lagenkoordinaten, 
sondern  auch  noch  bezüglich  einer  Anzahl  (nicht  eliminierter)  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten sein  soll,  so  stellen  wir  gegenüber  dem  Gleich- 
gewichtsfalle so  viel  Bedingungen  mehr,  als  die  Anzahl  der  nicht- 
eliminierten  Geschwindigkeitskoordinaten  beträgt.  Es  kommt  noch  bei 
genauer  Formulierung  des  Bewegungskriteriums  der  lästige  Zusatz  der 
Gleichmäfsigkeit  des  Extrems  für  alle  Werte  von  t  hinzu,  ein  Zusatz, 
welcher  bei  dem  Gleichgewichtskriterium  ersichtlich  von  selbst  über- 
flüssig wird. 

Dementsprechend  wird  das  Anwendungsgebiet  des  Routhschen 
Kriteriums  ziemlich  beschränkt.  Die  Beispiele,  die  Routh  1.  c.  giebt, 
unterscheiden  sich  nach  erfolgter  Elimination  eigentlich  nicht  mehr 
wesentlich  von  Gleichgewichtsproblemen.  Die  Bewegung,  deren  Stabilität 
untersucht  werden  soll,  wird  nämlich  meist  so  gewählt,  dafs  sie  durch 
Nullsetzen  aller  im  Energieausdrucke  explicite  vorkommenden  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten charakterisiert  werden   kann.*)      In    diesem 


*)  Es  gehören  hierher  namentlich  die  sogenannten  cyMischen  Bewegungen, 
über  welche  wir  uns  später  verbreiten  werden. 
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Falle  ist  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft,  was  die  Geschwindigkeits- 
koordinaten  angeht,  gerade  so  wie  im  Gleichgewichtsfallej  von  selbst 
ein  Minimum.  Es  bleibt  nur  noch  übrig  den  Energieausdruck  auch 
bezüglich  der  Lagenkoordinaten  auf  seine  Extremeigenschaft  hin  zu 
untersuchen,  was  dann  nicht  mehr  Schwierigkeit  macht,  wie  die  Unter- 
suchung der  potentiellen  Energie  im  Falle  des  Gleichgewichtes.  Auch 
die  Forderung  der  Gleichmälsigkeit  des  Extrems  wird  bei  solchen  Be- 
wegungsfällen überflüssig. 

Von  dieser  speziellen  Beschaffenheit  sind  auch  die  folgenden  beiden 
Beispiele,  welche  wir  der  Theorie  des  Kreisels  entnehmen.  Es  handle 
sich  um  die  mehrfach  besprochenen  Fälle  der  aufrechten  Bewegung  und 
der  regulären  Präcession.  Dabei  wollen  wir  den  Kreisel  speziell  als 
Kugelkreisel  vom  Trägheitsmomente  Ä  voraussetzen.  Der  Energie- 
ausdruck lautet  hier 

(4)  T  +  V==Y  (^'^+  sin^  ^.^'2_|^  (9?'+  cos  ^.i^y )  +  P  cos  ^. 

Die  Konstanz  der  Impulskomponenten  n  und  N  bei  der  einzelnen 
Bewegung  bringt  nach  pag.  222  folgende  Relationen  für  die  Geschwindig- 
keitskoordinaten cp'  und  ip'  mit  sich: 

(5)  Ä  (t'  +  cos  d-cp')  =  n,      Ä  {cp'  +  cos  %^tl)')  =  N, 

Die  Störung  soll  in  dem  Sinne  partiell  gewählt  werden,  dafs  diese 
Impulskonstanten  nicht  geändert  werden.  Der  Anstofs  soll  also  ledig- 
lich die  [0-]  Komponente  des  Impulses  alterieren,  d.  h.  die  Knotenlinie 
zur  Axe  haben. 

Mittelst  der  Gleichungen  (5)  werden  wir  nun  q)'  und  ^'  aus  (4) 
eliminieren.  Es  ergiebt  sich  dabei,  weil  die  rechte  Seite  von  (4)  ebenso 
wie  die  Koeffizienten  in  (5)  die  Lagenkoordinaten  cp  und  ip  selbst  nicht 
enthalten,  ein  Ausdruck,  welcher  nur  von  '^  und  %"'  abhängt,  nämlich 

(4')     r+F=2^[^^^'^+^^^^^£i^'  +  ^^+2^Pcos^]. 

Diese  Funktion  zweier  Variabler  haben  wir  auf  ihre  Extremeigen- 
schaften hin  zu  prüfen. 

Bei  der  aufrechten  Bewegung  (0*  =  '9''=  0)  ist  n  =  N.  Da  diese 
Relation  durch  den  Anstofs  nicht  abgeändert  werden  soll,  so  ergiebt 
sich  für  die  gestörte  Bewegung  aus  (4')  der  vereinfachte  Energieausdruck: 

Indem  wir  die  bekannten  Regeln  für  die  Aufsuchung  der  Maxima 
und  Minima  einer  Funktion  von  zwei  Variabein  anwenden,  entwickeln 
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wir  den  vorstehenden  Ausdruck  an  der  Stelle  d"  =  d"'  =  0  nach  dem 
Taylorschen  Lehrsätze  und  erhalten: 

Hier  verschwinden  die  linearen  Glieder  in  d^  und  O-';  die  quadrati- 
schen bilden  eine  positive  definite  quadratische  Form^  sofern 

(6)  N^  —  AAP  >  0 

ist.  In  diesem  Falle  besitzt  also  T  +  F  für  ^  =  <9''  =  0  ein  wirk- 
liches Minimum.  Die  Bewegung  des  aufrechten  Kreisels  ist  also,  gegen- 
über solchen  partiellen  Störungen^  welche  den  gemeinsamen  Wert  von  N 
und  n  ungeändert  lassen ^  unter  der  Bedingung  (6)  absolut  stabil. 

Wir  haben  somit  unser  früheres  Stabilitätskriterium  wiedergefunden^ 
allerdings  in  einer  weniger  scharfen  Form^  indem  statt  des  Zeichens  ^ 
das  Zeichen  >  getreten  ist.  Dals  in  der  abgeänderten  Bewegung  unter 
der  Bedingung  (6)  der  Wert  von  d"  dauernd  in  der  Nähe  des  ursprüng- 
lichen Wertes  d"  =  0  liegt;  ist  uns  aus  §  4  und  5  genugsam  bekannt. 
Unsere  früheren  Betrachtungen  zeigten  aufserdem^  dafs  auch  im  Hin- 
blick auf  die  Koordinaten  g)  und  ^^  sowie  bei  Abänderung  von  N 
im' Falle  N^  —  AÄP^O  die  aufrechte  Bewegung  als  stabil,  wenn 
auch  nicht  als  absolut  stabil  zu  bezeichnen  ist  und  dafs  im  Falle 
N^ —  AAP  <  0  die  aufrechte  Bewegung  labil  wird.  Über  die  letzteren 
Punkte  giebt  unsere  jetzige  Betrachtung  natürlich  keinen  Aufschlufs. 

Wir  betrachten  sodann  das  Beispiel  der  regulären  Präcession.  Diese 
Bewegung  ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  '^'  =  0  ist  und  dafs  d"  einen 
Wert  'O'o  hat,  der  sich  aus  der  Gleichung  A^v  =  P  oder  (vgl.  pag.  279) 

bestimmt.  Wir  denken  uns  diese  Bewegung  wiederum  durch  einen  An- 
stofs  gestört,  welcher  die  Impulskonstanten  n  und  N  ungeändert  läföt 
und  lediglich  die  (in  der  Energiefunktion  nicht  explicit  auftretende) 
Impulskomponente  [0]  beeinflufst.  Darauf  entwickeln  wir  den  Aus- 
druck 2J.(T+  F)  an  der  Stelle  d^  =  d^o,  d^' =  0  nach  dem  Taylor- 
schen Satze.  Das  konstante  Glied,  welches  den  Energiebetrag  bei  der 
regulären  Präcession  bedeutet,  ist  nach  Gleichung  (4') 

dieses  kommt  für  das  Folgende  nicht  wesentlich  in  Betracht.  Hierauf 
suchen  wir  die  Glieder  erster  Ordnung  in  d^  —  d^^  und  '9''  auf,  welche 
yon  der  Form  sind 
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Offenbar  verschwindet  der  Koeffizient  a^.  Der  Koeffizient  a^  ist  gleich 
dem  Werte  von 

für  ^  =  ^Q.  Rechnet  man  den  genannten  Differentialquotienten  aus^ 
so  findet  man  ohne  Mühe 

(8)  2  sm  -^    ^^-^ . .  2  a.   • -^-^ 

Dieser  Ausdruck  verschwindet  aber  wegen  Grleichung  (7).  Die  Glieder 
erster  Ordnung  verschwinden  also,  wie  es  für  das  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  erforderlich  ist. 

Die  Glieder  zweiter  Ordnung  haben  sodann  die  Form 

%1  (^  —  ^o)'  +  2%2  (^  —  '^o)  ^'  +  ^22^''- 

Hier  sieht  man  ohne  weiteres ,    dafs  a^<^  =  Ä^,  %2  "==  0  ^^^-     ^^ 
bleibt  also  nur  noch 

^ii"~  2  V  d^^  /^  =  ^o 

zu  berechnen.  Führen  wir  in  (8)  eine  abermalige  Differentiation  nach 
d"  aus  und  setzen  ^  =  O'q^  so  ergiebt  sich 


=  sin  d'f. 


d    (n  —  N  cos  Q'q     N  — 


■  n  cos  Q'A 


"^11"""'^'  "0,^^^  \       sin^^',  sin 

{N^-\-n^—'2 Nn  cos  d^^)  (1  +  3  cos^  ^;) 
sin^  ^Q 

Dieser  Ausdruck  ist  sicher  positiv.  Der  erste  Faktor  des  Zählers 
bedeutet  nämlich  das  Quadrat  derjenigen  Strecke,  welche  wir  erhalten, 
wenn  wir  den  Endpunkt  der  Impulskomponente  N  mit  dem  Endpunkte 
der  Impulskomponente  n  verbinden;  die  übrigen  Faktoren  sind  offenbar 
gleichfalls  positiv.     Mithin  stellen  die  Glieder  zweiter  Ordnung 

(i^2  ^  ^.  _  2i^^  cos  ^o)  (1  +  3  COS^^J    /^  _  ^  X2     ,     _^2^^2 

sin^  d'^  \  oJ     i" 

eine  positive  quadratische  Form  dar.  Die  Existenz  eines  Minimums 
ist  hierdurch  bewiesen.  Aus  dem  Kriterium  von  Routh  folgt  daher, 
dafs  die  reguläre  Präcession  in  Bezug  auf  die  Koordinate  d"  absolut 
stabil  ist  gegenüber  allen  solchen  Störungen,  welche  die  Impulskon- 
stanten n  und  N  ungeändert  lassen  —  in  Übereinstimmung  mit  den 
Resultaten  von  §  1.  Das  Verhalten  der  Bahn  bei  Abänderung  von  n 
und  N  und  bei  Berücksichtigung  der  Koordinaten  (p  und  ip  entzieht 
sich  unserer  letzten  Betrachtung;  wir  haben  früher  gesehen,  dafs  bei 
solchen  allgemeinen  Störungen  die  Bewegung  zwar  stabil  aber  nicht 
mehr  absolut  stabil  ist, 
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Wiederum  entsteht  die  Frage  nach  der  Umkehr  des  Routhschen 
Kriteriums.  Können  wir  etwa  behaupten,  dafs  im  Falle  T -j-  V  kein 
wirkliches  Minimum  oder  Maximum  vorstellt,  die  Bewegung  nicht  ab- 
solut stabil  sein  könne?  Hierüber  ist  bisher  nichts  Sicheres  bekannt. 
Der  Vergleich  mit  dem  Dirichletschen  Kriterium  und  die  oben  be- 
richteten Schwierigkeiten,  welche  sich  der  Umkehrung  des  letzteren 
entgegenstellen,  lassen  eine  etwaige  Umkehrung  des  Routhschen  Krite- 
riums nicht  gerade  als  aussichtsYoll  erscheinen.  — 


§  8.    Über  die  Methode  der  kleinen  Schwingungen. 

Wir  gehen  nun  auf  die  bekannteste  Methode  zur  Untersuchung  der 
Stabilitätsfragen  ein,  auf  die  sogenannte  Methode  der  Meinen  Schwingungen. 
Die  Yorangehenden  Kreiselbetrachtungen  liefern  uns  das  Mittel,  diese 
wichtigen  und  in  der  Litteratur  immer  wiederkehrenden  Entwickelungen 
nach  ihrem  inneren  Werte  zu  verstehen.  Historisch  hat  sich  die  Methode 
der  kleinen  Schwingungen  aus  der  Betrachtung  des  Pendels  entwickelt, 
dessen  kleine  Schwingungen  ja  yon  altersher  studiert  sind  und  eine  weit- 
tragende theoretische  und  praktische  Bedeutung  haben. 

Indessen  werden  wir  die  Methode  der  kleinen  Schwingungen  hier 
weiter  zu  fassen  haben,  als  sie  für  das  Pendel  in  Betracht  kommt. 
Die  Pendelschwingungen  sind  nämlich  Schwingungen  um  eine  Gleich- 
gewichtslage; demgegenüber  werden  wir,  da  es  sich  für  uns  um  die 
Stabilität  der  Bewegungen  handelt,  allgemein  Schwingungen  um  einen 
Bewegungsmstand  besprechen. 

Zunächst  ein  paar  Worte  über  die  Methode  im  allgemeinen. 

Indem  man  die  auf  ihre  Stabilität  zu  prüfende  Bewegung  als  voll- 
ständig bekannt  ansieht,  denkt  man  sich  die  Lagenkoordinaten  bei 
dieser  Bewegung  als  bekannte  Funktionen  der  Zeit  gegeben.  Man 
ändert  nun  die  Bewegung  durch  einen  Anstofs  ab  und  fafst  die  Diffe- 
renzen der  Lagenkoordinaten  bei  der  ursprünglichen  und  der  abgeänderten 
Bewegung  in's  Auge,  welche  man  samt  ihren  Diflferentialquotienten 
nach  der  Zeit  als  kleine  Gröfsen  voraussetzt,  da  man  nach  den  kleinen 
Schwingungen  des  Systems  fragt.  Sodann  entwickelt  man  die  Diffe- 
rentialgleichungen für  diese  KoordinatendifPerenzen  aus  den  allgemeinen 
Differentialgleichungen  des  Systems  und  vereinfacht  sie  durch  Ver- 
nachlässigung höherer  Potenzen  der  als  klein  vorausgesetzten  Gröfsen. 
Es  trifft  sich  in  gewissen  ziemlich  allgemeinen  Fällen,  dafs  die  so 
vereinfachten  Differentialgleichungen  leicht  integriert  werden  können. 
Aus  ihren  Lösungen  beurteilt  man  den  Charakter  der  abgeänderten 
Bewegung  und  zieht   hieraus    seine   Schlüsse   auf   die    Stabilität   oder 
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eigentlich,  auf  die  absolute  Stabilität  des  ursprünglich  vorgelegten  Be- 
wegungszustandes. Des  Genaueren  wollen  wir  diese  Methode  an  dem 
bereits  mehrfach  behandelten  Problem  des  aufrechten  Kreisels  auseinander- 
setzen^ welches  ja  als  direkte  Verallgemeinerung  des  gewöhnlichen 
Pendelproblems  angesehen  werden  kann. 

Zunächst  bemerken  wir,  wie  pag.  316,  dafs  die  Eulerschen  Winkel 
(p,  ipy  %"  zur  Behandlung  des  aufrechten  Kreisels  nicht  recht  geeignet 
sind,  da  bei  der  ursprünglichen  aufrechten  Lage  den  Koordinaten  cp 
und  ^  eine  selbständige  Bedeutung  abgeht.  Wir  benutzen  daher  wieder 
die  Kombination 
(1)  ^  +  ^  =  ^. 

Als  weitere  Lagenkoordinaten  mögen  die  Gröfsen  x  und  y  yon  pag.  331 
dienen,  welche  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  auf  die  Äquator- 
ebene  projicierten  Kreiselspitze  bedeuten: 

=  sin  %'  cos  1^, 


(2)  ... 

^  /  [y  =  sm  %'  sm  i/^. 

In  diesen  Koordinaten  ist  die  ursprüngliche  Bewegung  charakterisiert 
durch  die  Gleichungen 

Wir  denken  uns  nun  die  Bewegung  durch  eine  Störung  abgeändert, 
wobei  wir  jedoch  (wie  pag.  361)  von  einer  Veränderung  der  Winkel- 
geschwindigkeit %  absehen  wollen.  Die  Werte  von  x  und  y  sind  dann 
selbst  die  Differenzen  zwischen  den  Lagenkoordinaten  bei  der  ursprüng- 
lichen und  der  abgeänderten  Bewegung.  Es  handelt  sich  vor  allem 
darum,  die  Differentialgleichungen  der  x  und  y^  d.  h.  der  abgeänderten 
Bewegung  zu  ermitteln.  Wir  benutzen  das  Schema  der  allgemeinen 
Lagrangeschen  Gleichungen.  Hierzu  ist  erforderlich,  den  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft,  sowie  die  Komponenten  der  Schwere  in  den  Koordi- 
naten Xj  y  und  %  zu  kennen. 

Nach  Gleichung  (6)  von  pag.  156  haben  wir  für  den  symmetrischen 
Kreisel,  den  wir  hier,  um  das  Pendel  bequem  in  die  Betrachtung  ein- 
zubegreifen,  vor  dem  Kugelkreisel  bevorzugen  wollen, 

T=~  (sin^  ^.i/;'2  ^  ^^2)  _|_  ^  ((p'+  cos  '^•1/^7. 
Aus  (1)  und  (2)  folgt  nun: 

sin^^ysqr^,    %^  =  |-; 


'\/{x^  +  y^){l—x^  —  y^y  00^+ y^    ^    ^       ^  ^'+: 
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\xy[~-  yx'Y  __| {xx^-^yy')^ 


+  Y  t '  -  (1  -  VT=^^-f)  ^^)  ■ 

Andrerseits  rechnen  wir   die  potentielle  Energie    V  in  die  neuen 
Koordinaten  x  und  y  um.    Wir  haben: 


F=  p  cos  ^  =  pyi  —  ^2  — ^^ 

Aus  diesem  Werte  von  F  ergeben  sich  die  Komponenten  der  Schwer- 
traft nach  den  Koordinaten  x  und  y  in  bekannter  Weise  als  partielle 
Differentialquotienten. 

Bei  der  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  wollten  wir  alle 
höheren  Potenzen  der  als  klein  vorausgesetzten  Grröfsen  x  und  y  und 
ihrer  Differentialquotienten  x'  und  y'  vernachlässigen.  Es  hommt  dieses 
auf  dasselbe  heraus,  wie  wenn  ^vir  die  Ausdrücke  für  T  und  V  nach 
X,  x' ,  y  und  y  entwickeln  und  in  der  Entwiekelung  nur  die  quadrati- 
schen Terme  beibehalten.  Thun  wir  dieses  ^  so  heben  sich  die  Nenner 
fort  und  es  vereinfachen  sich  jene  Ausdrücke  zu: 


(3) 


Hierauf  berechnen  wir  die  Komponenten  des  Impulses  [X],  [Y] 
und  {x]j  sowie  die  Komponenten  der  Schwere  X  und  Y.  (Die  auf 
die  %- Koordinate  wirkende  Komponente  ist  ersichtlich  gleich  Null.) 
Es  ergiebt  sich 

ra=äF  =  ^^  -YX2/; 


M=0=C?(%'+|(^/-2/^')); 


^  dy        •^^' 

wobei  wir  nocli  in  dem  für  [^]  angegebenen  Werte  die  Glieder  zweiter 
Ordnung  in  x  und  y  gegen  %'  konsequenter  Weise  wegstreichen  werden. 
Die  auf  die  ^-Koordinate  bezügliche  Lagrangesche  Gleichung  lautet 
nun  einfach 

(4)  ^  =  ^     ^^^^     ^^'  =  *^°i^^*  =  ^- 
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Berechnen  wir  nocli 

dT        C     r    r      \     dT  Cr, 

so  nehmen  die  beiden  anderen  Lagrangeschen  Gleichungen 

d[X]  _  i^  ^  Y     ^H  _  i^  _  y- 
dt  dx  'dt  dy 

mit  Rücksicht  auf  (4)  die  folgende  Gestalt  an: 

Äx'' — Ny'  ==  Pxj 


Ax"=  Px, 

x"=-\x, 

oder 

Ay"=^Py, 

y"=--\y. 

^^^  \Äy''+Nx=Py. 

Die  DifPerentialgleichungen  haben ^  wie  wir  sehen  ^  eine  äufserst 
einfache  Struktur;  es  sind  homogene  lineare  Differentidlgleiehungen  mit 
'konstanten  Koeffizienten. 

Hier  mögen  wir  zunächst  an  den  Spezialfall  des  Pendels  erinnern. 
Setzen  wir  (7=0  und  also  auch  iV=  0^  ferner  A  =  ml^,  P  =  —  mgly 
indem  wir  an  ein  Pendel  von  der  Länge  l  denken^  dessen  Massenpunkt 
m  sich  in  der  Ruhelage  senkrecht  unterhalb  des  Unterstützungspunktes 
befindet^  so  folgt  aus  (5) 


(5') 


Die   Integration  liefert    sofort    das    bekannte    Schwingungsgesetz    des 
Pendels  bei  hinreichend  kleinem  Ausschlag. 

Die  Gleichungen  (5)  unterscheiden  sich  yon  (5'),  wie  man  sieht 
durch  das  Auftreten  von  Termen  in  x'  und  y\  Diese^  können  wir 
sagen,  zeigen  uns  das  Vorhandensein  einer  Rotation  („Gyration"  um 
die  Kreiselaxe)  an;  sie  werden  deshalb  in  dem  Werke  von  Thomson 
und  Tait  als  ..  aiiroshmisehe  Te^M^ '^  bezeichnet.  Wir  beabsichtigen  später 
auf  die  interessante  Theorie  dieser  Terme  ausführlich  einzugehen. 
Hier  sei  nur  noch   bemerkt,    dafs  ihre  Koeffizienten  in  (5),   nämlich 

0  —N      ,     ^ 

^  eine  sogenannte  schiefe  Determinante  bilden. 

Die  Lösung  unserer  Differentialgleichungen  (5)  ergiebt  sich  nach 
einer  bekannten  Regel*)  in  folgender  Weise.     Man  fasse  zunächst  die 


*)  Die  folgenden  Rechnungen  sind  für  die  Integration  eines  beliebigen 
Systems  linearer  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten  typisch. 
Die  Technik  derartiger  Integrationen  wird  namentlich  im  zweiten  Bande  der  Rigid 
dynamics  von  Routh  sehr  weit  durchgebildet. 
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zwei  Gleichungen  (5)  in  eine  zusammen^  indem  man  sie  bez.  mit  1 
und  i  multipliziert  und  addiert.  Die  komplexe  Verbindung  x  -\-  iy 
heifse  ^.     So  entsteht 

(6)  Ä/'-\-iN/=P0, 

Darauf  setze  man  versuchsweise  an: 

(7)  0  =  a&^^'^ 

dann  liefert  (6)  folgende  Bedingung  für  die  soeben  eingeführte  Gröfse  l: 

(8)  Äl'-\-Nl  +  P  =  0. 
Hieraus  folgen  zwei  Werte  X  =  ^  und  l  =  ^\  nämlich 

(ö)  ft'l=— 2Ä 

und  zwei  partikuläre  Lösungen  von  (8)^  nämlich 
^  =  ae^^  bez.  0  =  ae'^'^ 
mit  je   einer  willkürlichen  Konstanten  a  bez.  a]  aus  ihnen   setzt  sich 
die  allgemeine  Lösung  durch  Superposition  zusammen.    Die  allgemeine 
Lösung  von  (8)  lautet  daher,  wenn  wir  noch  a  und  a   in  einen  reellen 
und  imaginären  Teil  spalten  (a  =  a  —  iß^  a  =  a  —  iß'): 
(10)  0  =  {a  —  iß)&^''  +  {a  —  iß')e^'''. 

Für  das  Weitere  hat  'man  zwei  Hauptfälle  zu  unterscheiden,  je 
nachdem  ^  und  ^i'  reell  oder  komplex  sind.  Erster  es  tritt  ein,  ivenn 
N^—4:ÄP>0,  letzteres,  wenn  N^—4:ÄP<0  ist. 

I)  Ist  N^ — 4J.P>0,  so  schreiben  wir  statt  (10),  indem  wir  0 
in  seinen  reellen  und  imaginären  Teil  auflösen: 

X  =  a  cos  ^t  -\-  ß  sin  ^t  +  cc'  cos  ^'t  -}-  ß'  sin  ^H , 


^     ^  \  y  ==  ß  cos  ^t  —  a  sin  ^t  +  ß'  cos  ^'t  —  a'  sin  ^'t 

Als  Anfangsbedingungen  schreiben  wir  etwa  vor: 

x  =  y  =  y'=0. 
Dann  folgt  aus  (11): 

a-|-a'=0,     |3  +  |3'=0,     ^a-\-  ^'a=0, 
d.h. 

a  =  a'=0,     ß  =  -ßr=^^ 

Die  hier  eingeführte  und  noch  disponible  Gröfse  rj   entspricht  der  un- 
bestimmt gelassenen  Gröfse  der  Anfangsgeschwindigkeit  x\ 
Nunmehr  ergiebt  sich  aus  (11) 

—•  (sm  ^t  —  sm  ft  ^)  =       7j  cos       '        t  •  sm  ^       t , 


(12) 


y==Y  (^^^  ^^  —  ^^^  ^'^)  "^  —  ^^  ^^^  ^  "^  ^    ^  r  sin  ^  ^^    t . 
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sch] 
für  (12)  schreiben: 
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Bereclinen  wir  schlielslich   ^  1"  ^    und   ^   ^  —  aus  (9)^  so  können  wir 


(13) 


^  ^  ^  sm  ^  ^  sm  ^ ^ 


t. 


Somit  sind  wir  genau  auf  die  pag.  331  entwickelten  Gleichungen  (11) 
zurückgeführt. 

II)  Betrachten  wir  nun  den  zweiten  Hauptfall  N^ —  4  J.P  <  0,  wo 
^  und  ft'  komplex  werden.     Wir  setzen 

lösen  (10)  in  einen  reellen  und  imaginären  Teil  auf  und  erhalten 

{x=+  [ae-^'^  +  ae-^^'^]  cos  i^^  +  (/3e-^'^+ /3'e+^'^}  sin  a;i^^ 

Aus  den  Anfangsbedingungen 

^  =  ^  ==  ^'  ==  0 
folgt  sodann 


(14) 


d.  h. 
Mithin  wird: 


(15) 


X  ■■ 


y  =  n 


|3  =  /3'=0,     a  = 


ri  y — ^ — ;  ^^®  ^^? 

j  sin  vt. 


_N_ 
2A^ 

2A 


III)  Schlielslich  müssen  wir  auch  noch  den  Grenzfall  durchrechnen, 
wo  N^  —  4JLP  =  0  wird,  wo  also  ^  und  ^'  zusammenfallen.  Die 
vollständige  Lösung  der  Differentialgleichung  (8)  mit  der  erforderlichen 
Anzahl  willkürlicher  Konstanten  hat  man  in  diesem  Falle  in  der  folgen- 
den Form  anzusetzen: 

Für  den  reellen  und  imaginären  Teil  von  0  ergiebt  sich  jetzt,  wenn 
wir  wieder  a  =  a  —  iß^  a  =  a  —  iß'  machen: 

X  =  -\-  {a-\-  cct)  cos  ^t  -{-  (ß-\-  ß't)  sin  ^t^ 

y  =  —  {ß-\-  ß''^)  cos  ft^  +  (a  -j-  at)  sin  lit. 

Unter  den  früheren  Anfangsbedingungen  folgt  ferner 
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und^  indem  wir  a    durch  y]  ersetzen: 

Wir  wollen  nun  die  in  den  Gleichungen  (13),  (15)  und  (16)  ge- 
wonnenen Itesultate  im  Sinne  der  Methode  der  Meinen  Schwingungen 
diskutieren. 

Die  durch  (13)  dargestellte  Bewegung  der  Kreiselspitze  ist  ihrem 
zeitlichen  Verlaufe  nach  vollkommen  periodisch.  Sie  stellt  also  eine 
Schwingung  dar  und  zwar  eine  kleine  Schwingung^  weil  die  maximale 
Entfernung  ri  der  Kreiselspitze  von  ihrer  ursprünglichen  Lage  um  so 
kleiner  ausfällt,  je  kleiner  wir  den  Anfangswert  von  x,  d.  h.  die  an- 
fängliche Störung  wählen.  Nach  (12)  können  wir  diesen  Schwingungs- 
vorgang übrigens  auch  auffassen  als  Überlagerung  zweier  einfach- 
harmonischer   Schwingungen    (,,  Fundamentalschwingungen  ^^),    von    den 

renoden  —  und  — r- 

Anders  die  durch  (15)  und  (16)  gegebenen  Bewegungen.  Diese  be- 
sitzen einen  periodischen  und  einen  aperiodischen  Bestandteil.  Letzterer 
bewirkt,  dafs  die  Entfernung  des  Punktes  x^  y  von  der  Ruhelage,  nämlich 

yx^  -\-y^  =  r} bez.  ==  Tjt 

mit  wachsendem  t  gröfser  und  gröfser  wird,  genauer  gesagt,  dafs  sie 
bei  hinreichend  grofsem  t  jede  beliebige  Grenze  übersteigt,  wie  klein 
auch  der  ursprüngliche  Anstofs  gewesen  sein  möge.  Die  Bewegung 
ist  alsdann  keine  Schwingung  und  sicherlich  keine  kleine  Schwingung. 
Die  Bahnkurve  hat  vielmehr  eine  Spiralengestalt.  Gleichung  (15)  stellt 
im  wesentlichen  eine  logarithmische,  Gleichung  (16)  eine  Archimedische 
Spirale  vor. 

Welche  Schlüsse  wird  man  nun  aus  diesem  Verhalten  bezüglich 
der  Stabilität  der  aufrechten  Kreiselbewegung  zu  ziehen  haben?  Wir 
wollen  uns  dabei  zunächst  auf  einen  völlig  naiven  Standpunkt  stellen, 
von  dem  aus  die  in  den  rechnenden  Naturwissenschaften  überall  übliche 
Vernachlässigung  höherer  Potenzen  ohne  Bedenken  acceptiert  wird. 
Von  diesem  Standpunkte  aus  werden  wir  die  Gleichungen  (13),  (15) 
und  (16),  wenn  auch  nicht  als  genaue,  so  doch  als  angenäherte  Be- 
schreibung der  wirklichen  Bahn  ansprechen  und  werden  direkt  sagen: 

Im  ersten  Hauptfalle  N^ —  4  J.P  >  0  ist  die  Bewegung  der  Kreisel- 
spitze  stabil  oder  sogar  in  unserer  Terminologie  absolut  stabil.  Im  zweiten 
Hauptfalle  N^—  4.AF <0,  soivie  im  Grem falle  N^ — 4ÄP  =  0  da- 
gegen  ist  die  Beivegung  instabil. 
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Zu  dieser  ScMufsweise  haben  wir  nun  Stellung  zu  nehmen. 

Wollen  wir  dieselbe  zunächst  nach  ihrem  Erfolge  beurteilen^  so 
werden  wir  sagen  müssen:  Die  Unterscheidung  zwischen  den  stabilen 
und  den  labilen  Fällen  wird  im  allgemeinen,  aber  auch  nur  im  allgemeinen 
richtig  getroffen.  In  der  That  ist  ja  die  Ungleichung  N^ — 4^P$0 
unser  wohlbekanntes  Stabilitätskriterium.  Dabei  wird  aber  der  Grenz- 
fall N^ — 4J.P  =  0  hier  falsch  klassifiziert;  er  erscheint  den  labilen 
Fällen  zugeteilt^  während  er  (vgl.  pag.  323)  bei  strenger  Methode 
durchaus  den  stabilen  Fällen  zuzurechnen  ist. 

Ferner  sehen  wir^  was  die  Grestalt  der  Bahnkurven  angeht:  Im 
ersten  Hauptfalle  wird  die  Bewegung  der  Kreiselspitze  durch  unsere  jetzige 
Methode  richtig  wiedergegeben,  d.  h.  mit  um  so  gröfserer  Annäherung,  je 
Meiner  der  ursprüngliche  Änstofs  war.  Im  zweiten  Hauptfalle  dagegen, 
sowie  im  Grenzfalle  liefern  unsere  jetzigen  Formeln  ein  ganz  falsches 
Bild  der  Bewegung.  In  der  That  unterschied  sich  in  strenger  Behand- 
lung z.  B.  die  Bahnkurve  für  N^ — 4:ÄP=0  ihrem  qualitativen 
Charakter  nach  durch  nichts  von  den  Bahnkurven  N^ — 4J.P>0. 
Auch  die  Bahnkurven  im  Falle  N^ — 4J.P<0  besafsen  im  allge- 
meinen dieselben  Periodicitätseigenschaften,  wie  die  stabilen  Bahn- 
kurven im  Falle  N^ — 4J.P>0;  der  Spiralencharakter ^  welcher  nach 
den  jetzigen  Formeln  diesen  Bahnkurven  allgemein  anhaften  soU^  kam 
in  Wirklichkeit  nur  in  einem  besonderen  Spezialfälle  zum  Vorschein. 
Man  könnte  auch  daran  erinnern^  dafs  die  Gröfsen  x  und  y  ihrer 
geometrischen  Bedeutung  nach  sicher  kleiner  als  1  sein  müssen, 
während  sie  den  Formeln  (15)  und  (16)  zufolge  beliebiger  Werte  fähig 
sein  sollen. 

Noch  übler  steht  die  Sache ^  wenn  wir  unser  Verfahren  auf  seine 
innere  Berechtigung  hin  prüfen.  Betrachten  wir  zunächst  den  vermeint- 
lichen aus  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  folgenden  Nachweis, 
dafs  die  aufrechte  Bewegung  im  Falle  N^ — 4J.P>0  stabil  sei. 

Indem  wir  in  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  bez.  in 
den  Ausdrücken  für  T  und  V  diejenigen  Vernachlässigungen  eintreten 
lassen,  welche  nur  (oder  höchstens)  im  stabilen  Falle  gerechtfertigt 
sind,  machen  wir  von  vornherein  die  Annahme,  dafs  die  Bewegung 
stabil  sei.  Wir  führen  dann  die  oben  angegebenen  Rechnungen  aus 
und  finden,  dafs  im  Falle  N^ —  4J.P>  0  das  Resultat  der  Rechnung 
unserer  ursprünglichen  Annahme  nicht  gerade  widerspricht.  Wollten 
wir  nun  hieraus  umgekehrt  auf  die  Richtigkeit  jener  Annahme  schliefsen, 
so  würden  wir  uns  eines  offenbaren  „circulus  vitiosus^^  schuldig  machen. 
Nichtsdestoweniger  wird  dieser  Schlufs  bei  der  Methode  der  kleinen 
Schwingungen  regelmäfsig  angewandt. 

24* 
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Unsere  hiermit  formulierte  Kritik  ist  nicht  etwa  neu.  Wir  wollen 
in  dieser  Hinsicht  einige  Worte  von  Dirichlet  eitleren^  welche  im  An- 
fange der  oben  citierten  Arbeit  über  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes 
vorkommen.  Das  im  vorigen  Paragraphen  besprochene  Kriterium  des 
Gleichgewichtes  war  ursprünglich  von  Lagrange  gerade  nach  der  Me- 
thode der  kleinen  Schwingungen  begründet.  Dirichlet  setzt  die  Unhalt- 
barkeit  dieser  Begründung  auseinander  und  bemerkt  unter  anderem:  ,^Es 
kann  mit  Recht  bezweifelt  werden^  ob  Gröfsen^  für  die  man  unter  der 
Voraussetzung  j  dafs  sie  immer  klein  bleiben  —  denn  nur  in  dieser  liegt 
die  Befugnis^  die  höheren  Glieder  zu  vernachlässigen  —  kleine  Grenzen 
findet,  nach  einer  beliebigen  Zeit  wirklich  in  diese  oder  überhaupt  nur 
in  enge  Grenzen  eingeschlossen  sein  werden.^^*)  Genau  derselbe  Ein- 
wand läfst  sich  aber  gegen  die  meisten  modernen  Arbeiten  erheben,  in 
denen  die  Methode  der  kleinen  Schwingungen  zur  Untersuchung  der 
Bewegungs Stabilität  herangezogen  wird. 

Man  sieht  übrigens  an  diesem  Beispiele,  wie  lange  es  dauert,  bis 
die  Ergebnisse  der  strengeren  mathematischen  Forschung  in  den  an- 
gewandten Wissenschaften  Eingang  und  Berücksichtigung  finden. 

Günstiger  scheinbar  stehen  die  Chancen  für  den  aus  unserer  Me- 
thode fliefsenden  vermeintlichen  Nachweis,  dafs  die  Bewegung  im  Falle 
N^ — 4^P<0  instabil  sei.  Zu  Beginn  der  Rechnung  machen  wir 
nämlich,  wie  gesagt,  bei  der  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  die 
ausdrückliche  Annahme,  dafs  die  Werte  von  x  und  y  dauernd  klein 
bleiben  oder,  genauer  gesagt,  durch  Wahl  des  Anstofses  beliebig  klein 
gemacht  werden  können.  Diese  Annahme  wird  nun  durch  das  Resultat 
der  Rechnung  im  Falle  iV^  —  4J.P^0  in  unzweideutiger  Weise  ad 
absurdum  geführt.  Es  scheint  daher  der  Schlufs  berechtigt,  dafs  jene 
Annahme  unzulässig  ist,  dafs  also  x  und  y  nicht  dauernd  klein  bleiben, 
und  dals  die  Bewegung  in  diesem  Falle  instabil  ist. 

Genau  genommen  wird  aber  hierdurch  nicht  die  Unzulässigkeit 
der  Annahme  kleiner  x^  y,  sondern  nur  die  Unzulässigkeit  der  ge- 
troffenen Vernachlässigungen  dargethan.  Es  könnte  sehr  wohl  sein, 
dafs  die  x  und  y  und  also  auch  die  höheren  Glieder  in  den  fraglichen 
Entwicklungen  dauernd  beliebig  klein  aber  nicht  beliebig  klein  gegen 
die  beibehaltenen  ersten  Glieder  gemacht  werden  können,  sofern  näm- 
lich letztere  für  besondere  Werte  der  Konstanten  identisch  verschwinden. 
In  diesem  Falle  wäre  die  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  offen- 
bar  unberechtigt;    die  betreffende   Bewegung   könnte   dann,   nach    der 


*)   Ähnlich  äufsert  sich  Jacobi  in   der  vierten  Vorlesung  über  Dynamik. 
Vgl.  Cres.  W,  Supplementb.  pag.  30. 
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Methode    der    kleinen    Schwingungen    behandelt^    instabil    erscheinen^ 
während  sie  in  Wirklichkeit  stabil  sein  könnte. 

Solch  ein  Fall  liegt  gerade  in  dem  Grenzfalle  N^ — 4J.P=0 
Yor^  bei  dem  ja  die  Stabilitätsentscheidung^  wie  sie  durch  die  Methode 
der  kleinen  Schwingungen  geliefert  wird^  irreführend  ist. 

Hiernach  werden  wir  unsere  Kritik  der  Methode  folgendermafsen 
zusammenfassend  formulieren:  Weder  sind  die  in  jener  Methode  stabil 
erscheinenden  Fälle  als  stabil  bewiesen  ^  noch  sind  die  als  labil  erscheinen- 
den in  WirJdichJceit  immer  labil.  Die  Methode  sagt  also  über  die  Sta- 
bilität und  Labilität  der  Bewegungen  strenge  genommen  nichts. 

Der  Nutzen  der  Methode  besteht  daher^  von  diesem  rigorosen 
Standpunkte  aus  beurteilt^  lediglich  darin,  dafs  sie  für  manche  stabile 
Fälle  (in  unserem  Beispiel  die  Fälle  N^ — 4J.P>0)  auf  bequemem 
Wege  Annäherungsformeln  liefert,  wobei  allerdings  der  Grad  der  An- 
näherung und  die  Berechtigung  der  Formeln  zunächst  unkontrollierbar 
bleiben. 

Von  einem  mehr  praktischen  Standpunkte  aus  wird  man  dieses 
Verdikt  allerdings  wesentlich  modifizieren  müssen.  Solange  man  keine 
allgemeine  einwandfreie  Methode  hat,  wird  man  mit  einer  unstrengen 
vorlieb  nehmen  müssen,  zumal  die  Probleme,  welche  bisher  mit  der 
Methode  der  kleinen  Schwingungen  behandelt  worden  sind,  das  grölste 
Interesse  beanspruchen  und  nicht  einfach  zurückgeschoben  werden 
können. 

Natürlich  bezieht  sich  unsere  Kritik  nur  auf  den  zeitigen  Stand 
der  Methode,  nicht  auf  die  Methode  selbst.  Diese  hat  ohne  Frage 
einen  wertvollen  Kern  von  Wahrheit,  welcher,  von  Schlacken  befreit, 
nicht  nur  vorläufige,  sondern  auch  zuverlässige  Aufschlüsse  über  die 
interessantesten  Fragen  der  modernen  Mechanik  verspricht.  Vermutlich 
wird  es  nur  nötig  sein,  der  Methode  einige  Einschränkungen  und  Ver- 
schärfungen hinzuzufügen. 

In  welcher  Richtung  diese  Verschärfungen  zu  suchen  sind,  kann 
nach  dem  Früheren  nicht  zweifelhaft  sein.  Man  mufs  aus  den  exahten 
Differentialgleichungen  den  Beivegungsvorgang  ^venigstens  im  Umrifs  her- 
mleiten  und  auf  Grund  einer  solchen  allgemeinen  Kenntnis  der  Bewegung 
den  Fehler  abmschät^en  suchen,  den  man  in  der  Methode  der  Ideinen 
Schwingungen  bei  der  Vernachlässigung  der  höheren  Terme  begeht  In 
solcher  Weise  haben  wir  in  der  That  zu  Ende  des  vorigen  Kapitels 
unsere  Formeln  zur  näherungsweisen  Berechnung  der  Kreiselbewegung 
gewonnen,  welche  sich  ja  mit  den  aus  der  Methode  der  kleinen 
Schwingungen  folgenden  Näherungsformeln  in  allen  den  Fällen  als 
identisch  erwiesen,  wo  die  letzteren  brauchbar  waren. 
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In  der  Litteratur  liegen  zahlreiclie  Bestrebungen  in  der  angedeuteten 
RicMung  bereits  Yor.  Wir  erwähnen  die  Arbeiten  vonHrn.  Liapounoff*), 
und  namentlich  Poincare's**)  Untersuchungen  zur  Himmelsmechanik^ 
sowie  überhaupt  die  modernen  Beiträge  zur  Störungsrechnung,  welche 
sich  zum  grofsen  Teil  gerade  mit  der  mathematischen  Präcisierung 
der  in  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  vorkommenden  Entwick- 
lungen befassen.  Auch  in  den  Werken  Yon  Hrn.  Routh***),  welche 
die  reichste  Fundgrube  für  Stabilitätsfragen  sind,  finden  sich  bereits 
Ansätze  zur  mathematischen  Verschärfung  dei  Methode  vor. 

§  9.    Über  die  Bewegung  des   schweren  unsymmetrischen  Kreisels. 

Wir  wollen  jetzt  über  die  spärlichen  Resultate  berichten,  welche 
man  bisher  bezüglich  der  Bewegung  des  schweren  allgemeinen  Kreisels 
gewonnen  hat. 

Die  Differentalgleichungen  für  den  allgemeinen  Kreisel  können 
etwa  nach  dem  Schema  der  Eulerschen  Gleichungen  (s.  pag.  141, 
Gleichung  (3))  gebildet  werden.  Wir  wollen  dieselben  nicht  hinschreiben, 
sondern  nur  ihre  mechanische  Bedeutung  wiederholen:  Sie  besagen,  dafs 
die  Impulsänderung  in  jedem  Momente  gleich  dem  unendlich  kleinen 
Drehstofs  der  Schwere  ist.  Um  die  Axe  und  Gröfse  desselben  zu  be- 
stimmen, markieren  wir  im  Körper  den  Schwerpunkt  S-^  er  habe  im 
XI^.^- System  die  Koordinaten  |,  rj,  g.  Dabei  setzen  wir  der  Allge- 
meinheit wegen  voraus,  dafs  die  Richtung  OS  mit  keiner  der  Haupt- 
axen,  welche  zu  Koordinatenaxen  gewählt  sein  mögen,  zusammenfalle. 
Die  Axe  des  Drehmomentes  der  Schwere  wird  alsdann  die  auf  OS  und 
der  Vertikalen  gleichzeitig  senkrechte  Gerade.  Seine  Gröfse  beträgt 
P  sin  '0',  wo  P  =  mgE,  d.  h.  gleich  dem  Produkt  aus  dem  Gewicht 
des  Kreisels  in  die  Entfernung  der  Punkte  0  und  /S,  ^  gleich  dem 
Winkel  zwischen  der  Vertikalen  und  dem  Halbstrahl  OS  gesetzt  ist. 

Ähnlich  wie  im  dritten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels  können 
wir  auch  hier  unmittelbar  eine  Aussage  über  das  Verhalten  des  Im- 
pulses machen,  welche  analytisch  ein   erstes  Integral   der  Bewegungs- 

*)  Vgl.  oben  pag.  356. 

**)  Methodes  nouvelles  de  la  Mecanique  Celeste,  vgl.  z.  B.  Cap.  IV,  wo  aller- 
dings (pag.  177)  die  Definition  der  Stabilität  noch  ganz  im  Sinne  der  Methode 
der  kleinen  Schwingungen  formuliert  wird. 

***)  Rigid  dynamics,  Part  II,  Cap.  VII,  Stability  of  motion,  Cap.  VII.  Die  hier 
gegebenen  Ausführungen  liefern  bereits  darüber  Aufschlufs,  weshalb  in  unserem 
Beispiel  für  den  Grenzfall  N^ —  4J.P=  0,  wo  die  Perioden  der  beiden  Funda- 
mentalschwingungen zusammenfallen,  die  Entscheidung  des  Stabilitätscharakters 
auf  Grund  lediglich  der  linearen  Entwickelungsterme  falsch  ausfallen  kann. 
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gleichungen  liefert.  Wegen  der  horizontalen  Lage '  der  Axe  des  Schwere- 
momentes  schreitet  nämlich  der  Impuls  -  Endpunkt  notwendig  dauernd 
in  horizontaler  Richtung  vorwärts.  Die  Vertihalkomponente  des  Im- 
pulses ist  also  Iconstant,  wir  haben  wieder 

n  ==  const. 

Aufserdem  gilt  natürlich  auch  jetzt  der  Satz  von  der  lebendigen 
Kraft,  welchen  wir  ja  im  zweiten  Kapitel  für  jeden  starren  Körper 
und  jedes  konservative  Kraftsystem  abgeleitet  haben: 

Wollen  wir  diese  Gleichung  in  Worte  fassen,  so  haben  wir  uns 
der  geometrischen  Bedeutung  des  Ausdrucks  der  lebendigen  Kraft  (vgl. 
pag.  96)  zu  erinnern  und  haben  ferner  die  potentielle  Energie  V==  mg-E^osd" 
in  naheliegender  Weise  zu  interpretieren.    Wir  können  dann  sagen: 

Das  halbe  skalare  ProäuM  aus  Impuls-  und  Drehungsvektor  vermehrt 
um  das  Produkt  aus  dem  Gewicht  des  Kreisels  in  die  vertikale  Erhebung 
des  Schwerpunkts  bleibt  während  der  Bewegung  des  allgemeinen  Kreisels 
konstant 

Dagegen  verliert  in  unserem  Falle  die  vom  symmetrischen  Kreisel 
her  bekannte  Gleichung  JV=  const  ihre  Gültigkeit,  welche  offenbar 
lediglich  eine  Folge  der  symmetrischen  Massenverteilung  war. 

Die  vollständige  analytische  Beherrschung  der  unsymmetrischen 
Kreiselbewegung  ist  aber  auf  Grund  der  obigen  beiden  Integrale  noch 
nicht  möglich.  Bevor  wir  über  die  weiteren  Versuche  in  dieser  Richtung 
sprechen,  wird  es  gut  sein,  das  zu  erreichende  Ziel  schärfer  ins  Auge 
zu  fassen.  Das  Ziel  mufs  offenbar  dieses  sein:  eine  klare  Vorstellung 
von  dem  Bewegungsvorgange  zu  gewinnen.  Derjenige  Weg  wird  der 
beste  sein,  der  am  direktesten  auf  dieses  Ziel  hinführt. 

Demgegenüber  erscheint  in  zahlreichen  Arbeiten  über  Mechanik, 
z.  B.  in  den  sogleich  zu  nennenden,  der  Zielpunkt  wesentlich  verschoben. 
Man  gewinnt  den  Eindruck,  als  ob  die  wichtigste  Aufgabe  der  analy- 
tischen Mechanik  darin  bestände,  ein  Problem  auf  Quadraturen  zurück- 
zuführen bez.  solche  Probleme  aufzufinden,  die  sich  durch  Quadraturen 
lösen  lassen.  In  Wirklichkeit  ist  doch  aber  die  Zurückführung  auf 
Quadraturen  nur  ein  Mittel  zum  Zweck,  welches  noch  dazu  in  den 
seltensten  Fällen  anwendbar  ist  und  welches  selbst  da,  wo  es  an- 
wendbar ist,  seinen  Zweck  nicht  einmal  vollständig  erreicht,  sofern 
nämlich  die  gefundenen  Integrale  eine  komplizierte  Bauart  haben.  Die 
einseitige  Betonung  der  Quadrierbarkeit  oder  Nichtquadrierbarkeit  ent- 
spricht fraglos  nur  der  schulmäfsigen  Gewöhnung  der  Mathematiker 
und  ist  in  der  Sache  selbst  nicht  begründet. 


376     V-  Besondere  Bewegungsformen  des  scliweren  symmetrisclien  Kreisels. 

Wenn  es  sich  im  Speziellen  so  trifft^  dafs  ein  Problem  auf  Quadra- 
turen oder  allgemeiner  auf  bekannte  Punktionen  führt ^  so  wird  man 
natürlich  von  diesem  Umstände  gern  Nutzen  ziehen.  Dabei  wird  man 
sich  aber  gegenwärtig  halten^  dafs  mit  der  geschlossenen  analytischen 
Darstellung  der  Integrale  nur  der  erste  Schritt  gethan  ist  und  dafs  die 
Hauptaufgabe  darin  bestehen  mufs^  auf  Grund  dieser  Darstellung  zu 
einem  vollständigen  geometrischen  und  mechanischen  Verständnis  der 
Bewegung  zu  gelangen. 

In  allen  anderen  Pällen,  wo  eine  Zurückführung  auf  bekannte 
Punktionen  nicht  möglich  ist,  wird  man  dagegen  ein  anderes  Verfahren 
einschlagen  müssen  —  ein  Verfahren^  welches  überhaupt  bei  der  Inte- 
gration von  Differentialgleichungen  geboten  ist:  Man  suche  sich  zu- 
nächst über  den  qtialitativen  Verlauf  der  durch  die  Differentialgleichungen 
definierten  Bahnkurven  eine  Vorstellung  zu  bilden,  indem  man  etwa 
die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichungen,  die  instabilen  Be- 
wegungsfälle, die  möglichen  periodischen  und  asymptotischen  Bahn- 
kurven u.  s.  w.  studiert.  Dann  erst  entwickle  man  aus  dieser  vorläufigen 
Kenntnis  heraus  geeignete  konvergente  oder  nichi'konYeYgGiiie  Näherungs- 
metJioden,  welche  die  quantitative  Berechnung  der  Bahn  mit  beliebiger 
oder  begrenzter  Genauigkeit  ermöglichen.  Als  Vorbild  können  dabei 
die  Untersuchungen  Poincares  über  das  Dreikörperproblem  gelten, 
der  seine  grofsen  Erfolge  gerade  der  eben  skizzierten  freieren  und  all- 
gemeineren Auffassung  des  Integrationsgeschäftes  verdankt. 

In  diesem  Sinne  ist  für  die  Behandlung  des  unsymmetrischen 
Kreisels  wenig  geschehen.  Die  zunächst  zu  nennenden  Arbeiten  gehen 
vielmehr  aus  schlief slich  auf  Pälle  geschlossener  analytischer  Darstell- 
barkeit aus. 

Prau  S.  Kowalevski*)  findet,  dafs  aufser  den  oben  genannten 
Integralen  noch  ein  weiteres  in  ziemlich  einfacher  algebraischer  Porm 
angegeben  werden  kann,  wenn  die  Massen  Verteilung  des  Kreisels  den 
folgenden  Bedingungen  genügt:  Das  Trägheitsellipsoid  sei  wieder  ein 
Rotationsellipsoid  (Ä  =  B)^  der  Schwerpunkt  liege  aber  nicht  auf  der 
Pigurenaxe,  sondern  in  der  Aquatorebene  (g  =  0);  aufserdem  sei 

2C  =  ^(=jB). 
Unter   diesen  Annahmen   gelingt   es,    die  allgemeine    Bewegung   voll- 
ständig zu  behandeln. 

Prau  Kowaleski**)  drückt  die  Lagen-  und  Geschwindigkeitskoordi- 

*)  Sur  le  Probleme  de  la  rotation  d'im  corps  solide  antonr  d'un  point  fixe, 
Acta  Mathematica,  Bd.  12.   1888. 

**)  Bez.  Herr  F.  Kötter:  Sur  le  cas  traue  par  M^e,  Kowalevski  etc.  Acta 
Mathem.  17,  1893. 
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naten  des  Kreisels  durch  zwei  Hülfsgröfsen  aus^  welche  ihrerseits  mit 
der  Zeit  durch  Integrale  zusammenhängen^  in  denen  die  Quadratwurzel 
aus  einem  Ausdrucke  fünften  Grades  vorkommt.  Solche  Integrale^ 
welche  die  nächste  Verallgemeinerung  der  elliptischen  Integrale  dar- 
stellen, bezeichnet  man  als  JiypereTliptisc'he.  Im  Falle  der  Frau  Kowa- 
levsM  läfst  sieh  also  die  allgemeine  Bewegung  eines  unsymmetrischen 
Kreisels  von  spezieller  Massenverteilung  durch  hyperelliptische  Integrale 
vollständig  darstellen. 

Diesem  allgemeinen  analytischen  Schema  ist  die  erforderliche  geo- 
metrische Diskussion  später  durch  Herrn  Joukowsky*)  hinzugefügt 
worden.  Es  gelingt  Herrn  Joukowsky  den  Bewegungsvorgang  durch 
einige  einfache  geometrische  Sätze  zu  beschreiben  und  sogar  durch  ein 
Modell  zu  illustrieren. 

Die  allgemeine  Frage  nach  allen  Fällen  des  schweren  Kreisels,  in 
denen  aufser  den  beiden  genannten  noch  ein  drittes  algebraisches  Integral 
vorhanden  ist,  ist  neuerdings  von  Herrn  R.  Liouville**)  in  Angriff 
genommen  worden. 

Von  einem  anderen  Standpunkte,  dem  der  allgemeinen  Lie'schen 
Gruppentheorie,  gehen  die  Untersuchungen  der  Herren  Levi-Civitä*^*) 
und  Liebmannt)  aus.  Die  genannten  Autoren  fragen,  wie  die  Massen- 
verteilung (die  kinetische  Energie)  und  die  Kräfteverteilung  (die  po- 
tentielle Energie)  beschaffen  sein  müssen,  wenn  zwei  in  den  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten lineare  erste  Integrale  möglich  sein  sollen. 
In  diesem  Falle  ist  man  sicher,  dafs  sich  das  Problem  durch  Quadra- 
turen erledigen  läfst. 

Die  Fragestellung  ist  hier  insofern  eine  weitere  wie  in  dem  vorher- 
genannten Falle,  als  es  sich  nicht  speziell  um  den  schweren  Kreisel 
handelt,  vielmehr  das  Gesetz  der  äulseren  Kraft  selbst  passend  be- 
stimmt werden  soll.  Die  Untersuchung  ergiebt  im  Ganzen  25  mögliche 
Fälle,  von  denen  jedoch  die  meisten  imaginär  sind  (d.h.  einer  mechanisch 
nicht  realisierbaren  Massenverteilung  entsprechen).  Dals  übrigens  hier- 
mit die  Frage  nach  der  Gesamtheit  der  integrabeln  Fälle  nicht  erledigt 
ist,  zeigt  schon  der  in  der  Liebmannschen  Tabelle  nicht  enthaltene  Fall 
der  Frau  Kowalevski,  wo  man  mit  Quadraturen  zum  Ziele  gelangt, 
ohne  dafs  zwei  in  den  Geschwindigkeitskoordinaten  lineare  Integrale 
vorhanden  sind. 


*)  Vgl.  JahresbericM  der  deutschen  Mathematikervereinigung,  Bd.  IV,  1895. 
**)  Vgl.  Acta  Mathematica,  Bd.  XX,  1897. 

***)  Sul  moto  di  un  corpo  rigido  intorno   ad  un  punto  fisso.     Accademia  dei 
Lincei,  1896. 

t)  Vgl.  oben  pag.  161. 
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Wie  man  schon  aus  den  liier  gegebenen  Andeutungen  erkennt^ 
gehen  diese  Untersuchungen  von  Levi-Civitä  und  Liebmann  durchaus 
nach  der  abstrakt-mathematischen  Seite  hin  vor.   — 

Während  es  sich  in  den  bisher  aufgeführten  Fällen  darum  handelte^ 
die  aligemeine  Bewegung  des  unsymmetrischen  Kreisels  aufzufinden  und 
analytisch  darzustellen^  wollen  wir  jetzt  etwas  eingehender  über  zwei 
Y'aü.Q  partiadärer  Kreiselbewegung  berichten^  welche  man  in  analytischer 
und  geometrischer  Hinsicht  vollkommen  beherrscht.  Der  eine  von  diesen 
Fällen  ist  von  Herrn  W.  Hefs*)  bemerkt  worden;  sein  Studium  wurde 
später  von  einer  Anzahl  russischer  Mathematiker**)  vertieft.  Der  andere 
Fall  ist  von  Herrn  0.  Staude***)  behandelt.  In  dem  Hefs'schen  Falle 
wird  der  Charakter  der  einzuleitenden  Bewegung  einer  gewissen  einfachen 
Bedingung  unterworfen;  gleichzeitig  wird  auch  eine  besondere  Voraus- 
setzung über  die  Lage  des  Schwerpunktes  im  Körper  gemacht.  In  den 
von  Herrn  Staude  untersuchten  Bewegungen  dagegen  bleibt  die  Massen- 
verteilung ganz  allgemein^  während  der  Charakter  der  Bewegung  dafür 
in  ausgiebigerer  Weise  spezialisiert  wird. 

Man  bemerke  übrigens  vorab^  dafs  der  Grad  der  Partikularisation  in 
diesen  beiden  Fällen  kein  höherer  ist,  wie  in  dem  Kowalevskischen  oder 
wie  im  Falle  des  schwerelosen  unsymmetrischen  oder  des  schweren 
symmetrischen  Kreisels.  Allemal  werden  nämlich  drei  beschränkende 
Bedingungen  vorangestellt;  in  den  drei  letzten  Fällen  beziehen  sich 
diese  Bedingungen  lediglich  auf  die  Massenverteilung,  im  Falle  von 
Hefs  teils  auf  die  Massen  Verteilung  teils  auf  die  Bewegung,  im  Staude- 
schen Falle  lediglich  auf  die  Beschaffenheit  der  Bewegung. 

Um  in  naturgemäfser  Weise  auf  den  Hefs'schen  Fall  der  Kreisel- 
bewegung hinzuleiten  t),  wollen  wir  uns  die  Frage  stellen,  unter  welchen 
Umständen  es  bei  einem  allgemeinen  Kreisel  eintreten  kann,  dafs  der 
Impuls  dauernd  in  einer  durch  den  Unter stütmngspunld  0  geltenden ,  im 
Körper  festen  Ebene  enthalten  seiAi)   Analytisch  gewandt,  bedeutet  dieses, 

*)  Über  die  Eulerschen  Bewegungsgleichungen  u.  s.  w.  Math.  Ann.  Bd.  37,  1890. 

**)  Vgl.  in  analytischer  Hinsicht  P.  Nekrassoff:  Becherches  analytiques  sur 

un  cas  de  rotation  dhm  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe,  Math.  Ann.  Bd.  47,  1896, 

wo  weitere  Litt  er  atur  angaben  zu  finden  sind,  in  geometrischer  Hinsicht  N.  Jou- 

kowsky,  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematikervereinigung  Bd.  HI  1892/93. 

***)  Über  permanente  Eotationsaxen ,  Grelles  Journal,  Bd.  113,  1894.  Mit  dem- 
selben Gegenstand  beschäftigt  sich  eine  russische  Arbeit  von  Hrn.  B.Mlodzieiowski, 
Moskau  1894.     Vgl.  auch  Routh,  Rigid  dynamics,  Bd.  H,  art.  214. 

f)  Vgl.  hierzu:  A.  Sommerfeld,  Bemerkungen  zum  Hefs'schen  Falle  der 
Kreiselbewegung.     Göttinger  Nachrichten  1898. 

tt)  Dabei  schliefsen  wir  zunächst  den  Fall  aus,  wo  der  Impulsvektor  im  Körper 
absolut  fest  ist.  Diesen  Fall  werden  wir  nachher  behandeln.  Er  führt  gerade  auf 
die  von  Herrn  Staude  untersuchten  Rotationen. 
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ob  und  wann  ein  in  den  Impulslcoordinaten  L,  M,  N  lineares  homogenes 
Integral  mit  konstanten  Koeffizienten  möglich  ist. 

Die  Lage  des  Impulses  zu  irgend  einer  Zeit  ergiebt  sich.^  wenn 
wir  den  jeweils  vorhandenen  Impuls  mit  dem  unendlich  kleinen  Dreh- 
stofs  der  Schwere  zusammensetzen.  Die  Axe  des  letzteren  steht  auf 
der  durch  den  Schwerpunkt  S  und  den  Unterstützungspunkt  0  gehen- 
den Vertikalebene  senkrecht.  Der  Endpunkt  des  Impulses  schreitet 
also  stets  senkrecht  gegen  die  Axe  OS,  die  wir  die  ^^Schwerpunktsaxe" 
nennen  wollen^  fort. 

Soll  nun  der  Impuls  dauernd  in  einer  festen  Ebene  des  Körpers 
liegen^  so  kann  dieses  keine  andere  Ebene  sein,  als  die  durch  0  ge- 
legte ISTormalebene  der  Schwerpunktsaxe.  Diese  Ebene  werde  mit  e 
bezeichnet;  ihre  Gleichung  lautet,  wenn  wie  früher  |,  rj,  ^  die  Koordi- 
naten des  Schwerpunktes  in  dem  Hauptträgheitskreuz  XYZ  bedeuten: 

^L  +  rjM+tN^O. 

Dies  ist  bereits  der  Form  nach  das  von  Herrn  Hels  gefundene  parti- 
kuläre Integral. 

Es  ändert  sich  aber  nicht  nur  die  Lage  der  Impulsaxe  infolge  der 
Schwere,  sondern  auch  die  Lage  des  Körpers  und  insbesondere  die 
Lage  der  Schwerpunktsaxe  infolge  der  dem  Impuls  entsprechenden  in- 
stantanen  Rotation.  Soll  nun  der  Winkel  zwischen  Impuls-  und  Schwer- 
punktsaxe dauernd  ein  Rechter  sein,  so  mufs  nicht  nur  der  Impuls- 
Endpunkt  infolge  der  Schwerewirkung  senkrecht  zur  Schwerpunktsaxe, 
sondern  auch  der  Schwerpunkt  infolge  der  instantanen  Rotation  senk- 
recht zur  Impulsaxe  fortschreiten.  Dies  findet  aber  nur  dann  statt, 
wenn  die  Botationsaxe  beständig  in  der  durch  Impuls-  und  Schwerpunkts- 
axe bestimmten  Ebene  enthalten  ist. 

Durch  unsere  letzte  Forderung  wird  der  Massenverteilung  eine  Be- 
dingung auferlegt,  die  wir  jetzt  weiter  zu  untersuchen  haben.  Wir 
erinnern  zu  dem  Zwecke  an  den  geometrischen  Zusammenhang  zwischen 
der  Lage  des  Drehungsvektors  und  der  des  Impulsvektors.  Nach  pag.  102 
können  wir  die  Richtung  des  Impulsvektors  aus  der  des  Drehungs- 
vektors finden,  wenn  wir  in  einem  der  Durchstofsungspunkte  der 
Drehungsaxe  mit  dem  Trägheitsellipsoide 

die  Tangentialebene  konstruieren  und  von  0  aus  auf  diese  das  Lot 
fällen;  dieses  giebt  alsdann  die  Richtung  des  Impulsvektors  an.  In 
unserem  Falle  ist  es  indessen  bequemer,  statt  mit  dem  Trägheitsellipsoid, 
dessen  linke  Seite  den  Ausdruck  der  doppelten  lebendigen  Kraft  in  den 
Geschwindigkeitskoordinaten  angiebt,  mit  einem  EUipsoide  zu  operieren. 
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welches  man  das  ^^reciproke  Trägheitsellipsoid^^  nennt  und  dessen  linke 
Seite  den  Aiisämck  der  doppelten  lebendigen  Kraft  in  den  Impulskoordi- 
naten  darstellt.     Die  Grleicliung  dieses  EUipsoides  ist: 

X^  y2  2^2 

A   ^    B   ^    C  ^' 

Man  erkennt  dann,  genau  so  wie  pag.  101  und  102,  die  Richtigkeit 
der  folgenden  Konstruktion:  Um  die  Richtung  des  Drehungsvektors 
aus  der  des  Impulsvektors  zu  linden,  markiere  man  auf  dem  reciproken 
Trägheitsellipsoide  die  Durchstofsungspunkte  der  Impulsaxe  und  kon- 
struiere in  einem  dieser  Punkte  die  Tangentialebene  an  unser  Ellipsoid; 
dann  liefert  das  von  0  auf  diese  Ebene  gefällte  Lot  die  Richtung  des 
Drehungs  Vektors . 

Wir  denken  uns  nun  in  dem  reciproken  Trägheitsellipsoide  die 
Schwerpunktsaxe  08  gezogen  und  durch  0  ihre  Normalebene  e  gelegt, 
in  welcher  der  Impulsvektor  enthalten  sein  soll.  Diese  Ebene  e  schneidet 
das  Ellipsoid  in  einem  Kegelschnitt,  welcher,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden, 
ein  Kreis  sein  mufs. 

Sei  nämlich  P  irgend  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  und  t  seine 
Tangente  in  P.  Dann  giebt  OP  eine  mögliche  Richtung  der  Impuls- 
axe an.  Durch  t  werde  ferner  die  Tangentialebene  e'  an  das  Ellipsoid 
gelegt  und  von  0  auf  diese  Ebene  das  Lot  OQ  gefällt,  welches  die 
zur  Impulsaxe  OP  gehörige  Richtung  der  Drehungsaxe  bestimmt.  Nach 
der  obigen  Bedingung  müssen  die  Geraden  OP,  OQ  und  OS  beständig 
in  einer  Ebene  liegen.  Es  steht  aber  unsere  Tangente  t  sowohl  auf 
OQ  wie  auf  OS  senkrecht,  da  sie  die  Schnittlinie  der  auf  OQ  und 
05'  in  ^  bez.  0  errichteten  JSTormalebenen  e  und  e'  darstellt.  Mithin 
steht  t  auch  auf  OP  senkrecht.  Unser  Kegelschnitt  hat  also  die  Eigen- 
schaft, dafs  die  Tangente  in  jedem  seiner  Punkte  auf  dem  vom  Mittel- 
punkte auslaufenden  Radiusvektor  senkrecht  steht.  Unser  Kegelschnitt 
ist  also  in  der  That  ein  Kreis. 

Damit  ist  die  der  Massenverteilung  des  Kreisels  aufzuerlegende 
Bedingung  gefunden.  Wir  können  sagen:  Soll  der  ImpulsveUor  dauernd 
in  der  Normalebene  e  der  SchwerpunMsaxe  enthalten  sein,  so  mufs  diese 
Ebene  das  reciproTce  Trägheitsellipsoid  in  einem  Kreise  schneiden;  oder 
auch:  Es  mufs  der  Schwerpunlü  auf  dem  in  0  errichteten  Lote  m  einer 
der  Kreisschnittebenen  des  reciprolcen  Trägheitsellipsoides  liegen. 

Dies  ist  die  geometrische  Formulierung  der  fraglichen  Bedingung 
in  derjenigen  Form,  welche  ihr  von  Herrn  Joukowsky  (vgl.  das  Citat 
auf  pag.  378)  gegeben  ist.  Herr  Hefs  drückt  dieselbe  Thatsache  in 
analytischer  Formulierung  aus.  Wir  gelangen  zu  der  letzteren,  wenn 
wir  bemerken,   dafs   die   beiden   durch  0  gehenden  Kreisschnittebenen 
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des  reciproken  Trägheitsellipsoides  (unter  der  Voraussetzung  A^By-  G) 
durch  die  Gleichung  gegeben  werden 


(i-i)^-=&-*)^" 


Da  nun  der  Schwerpunkt  (|^  v],  g)  auf  der  Normalen  von  einer  dieser 
Ebenen  liegen  soU^  so  folgt  die  Proportion 

Dies  sind  die  von  Herrn  Hefs  angegebenen  analytischen  Bedingungen 
für  die  Möglichkeit  seines  Bewegungsfalles. 

Der  mechanische  Charakter  des  Hefs'schen  Bewegungsfalles  ist  ein 
recht  einfacher.  Wir  werden  sehen ^  dafs  es  sich  dabei  um  die  direkte 
Verallgemeinerung  der  bekannten  Pendelbewegung  des  symmetrischen 
Kreisels  handelt. 

Wir  denken  uns  zu  dem  Zwecke  den  Körper  anfangs  in  stabiler 
Gleichgewichtslage^  also  die  Schwerpunktsaxe  senkrecht  nach  unten  ge- 
richtet und  den  Körper  ohne  Rotation.  Darauf  drehen  wir  die  Schwer- 
punktsaxe um  irgend  einen  Winkel  aus  der  Vertikalen  heraus  und  über- 
lassen den  Körper  dem  Einflufs  der  Schwere^  indem  wir  dafür  sorgen^ 
dafs  zu  Beginn  der  Bewegung  entweder  überhaupt  keine  Drehung  vor- 
handen ist  oder  doch  nur  ein  solcher  Drehimpuls  hinzugefügt  wird^ 
dessen  Komponente  um  die  Schwerpunktsaxe  gleich  Null  ist^  dessen 
Axe  also  in  der  JSformalebene  e  der  Schwerpunktsaxe  liegt.  Alsdann 
bleibt,  wie  wir  gesehen  haben,  wenn  noch  die  Bedingung  erfüllt  ist, 
dafs  der  Schwerpunkt  auf  einer  der  Kreisschnittnormalen  des  reciproken 
Trägheitsellipsoides  liegt,  der  Impulsvektor  dauernd  in  der  Ebene  e 
enthalten. 

Gehen  wir  nun  von  dem  unsymmetrischen  zu  dem  symmetrischen 
Kreisel  über,  so  werden  wir  durch  eben  dieses  Verfahren  auf  die  gewöhn- 
liche oder  sphärische  Pendelbewegung  geführt.  Die  Voraussetzung  für  das 
Eintreten  der  Pendelbewegung  bestand  in  der  That  (vgl.  pag.  215,  Fig.  36) 
beim  symmetrischen  Kreisel  darin,  dafs  die  Komponente  iVdes  Impulses 
in  Richtung  der  Figurenaxe  (welche  beim  symmetrischen  Kreisel  zugleich 
Schwerpunktsaxe  ist),  anfangs  gleich  Null  war.  Und  zwar  ergab  sich 
die  Bewegung  des  „gewöhnlichen^^  oder  die  des  „sphärischen^^  Pendels, 
je  nachdem  wir  den  ruhenden  Kreisel  bei  irgend  einer  Lage  der  Figuren- 
axe ohne  einen  Anstofs  dem  Einflufs  der  Schwere  überlielsen  oder  nach 
Hinzufügung  eines  rein  seitlichen  Anstofses,  d.  k  eines  Drehimpulses, 
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dessen  Axe  senkrecht  gegen  die  Figurenaxe  gerichtet  war  und  also  in 
der  Normalebene  der  Scliwerpnnktsaxe,  d.  i.  in  der  Aquatorebene  des 
symmetrisclien  Kreisels  lag.  Alsdann  blieb  der  Impuls  dauernd  in  der 
Aquatorebene  enthalten^  weil  die  Impulskomponente  N  ihren  Anfangs- 
wert 0  dauernd  beibehält.  Gleichzeitig  wird  die  Bedingung^  welche 
wir  im  Falle  des  unsymmetrischen  Kreisels  hinsichtlich  der  Lage  des 
Schwerpunktes  hinzufügen  mufsten,  beim  symmetrischen  Kreisel  von 
selbst  erfüllt^  weil  hier  die  Kreisschnitte  des  reciproken  Trägheits- 
ellipsoides  mit  dessen  Aquatorebene  und  die  Schwerpunkt saxe  mit  der 
auf  der  Aquatorebene  senkrechten  Figurenaxe  zusammenfallen. 

Wir  können  daher  sagen:  Der  He fs' sehe  Fall  der  KreiseTbewegimg 
darf  deshalb  ein  besonderes  Interesse  für  sich  beanspruchen^  weil  er  die 
direkte  Verallgemeinerung  der  allbekannten  Pendelbewegung  darstellt.  Dem- 
entsprechend werden  wir  im  Folgenden  diesen  Fall  kurz  als  den  Fall 
des  He fs^ sehen  Pendels  bezeichnen. 

Auch  in  quantitativer  Beziehung  besteht  teilweise  eine  direkte 
Identität  zwischen  der  Bewegung  des  Hefs'schen  Pendels  und  der  Pendel- 
bewegung des  symmetrischen  Kreisels  oder^  was  auf  dasselbe  heraus- 
kommt^ der  Pendelbewegung  des  einzelnen  Massenpunktes.  Wir  ^Verden 
nämlich  zeigen,  dafs  der  Schwerpunkt  des  Hefs'schen  Pendels  allgemein 
zu  reden  sich  genau  so  bewegt  wie  der  Massenpunkt  eines  sphärischen 
Pendels. 

Zum  Beweise  schreiben  wir  uns  die  beiden  allgemein  gültigen  Sätze^ 
den  Satz  der  lebendigen  Kraft  und  den  Impulssatz  n  =  const.^  in  ge- 
eigneter Form  hin. 

Wir  drücken  zunächst  die  lebendige  Kraft  T  in  zweckmäfsiger  Weise 
durch  die  Impulskoordinaten  aus.  Dabei  wählen  wir  zu  Koordinaten- 
axen  X,  Y,  Z,  nicht  ^  wie  vorher,  die  Hauptträgheitsaxen,  sondern  die 
folgenden  drei  Geraden:  die  Z-Axe  sei  die  Schwerpunktsaxe  08,  die 
F-Axe  falle  mit  der  mittleren  Hauptträgheitsaxe  zusammen,  die  X-Axe 
sei  die  zu  beiden  senkrechte  Gerade.  In  diesen  Koordinaten  mufs  der 
Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  die  folgende  Form  annehmen: 

7",  3  4_    71/2  7^2 

wo  JS,  A  und  C  durch  die  Massenverteilung  des  Körpers  gegeben  sind 
und  insbesondere  JB  die  Gröfse  des  mittleren  Hauptträgheitsmomentes 
bezeichnet.  In  der  That  ist  ja  die  Fläche  2T=1  unser  reciprokes 
Trägheitsellipsoid;  es  mufs  sich  also,  wenn  wir  in  der  Gleichung  dieser 
Fläche  N=  0  setzen,  die  Gleichung  eines  Kreises  ergeben.  Aus  diesem 
Grunde  haben  die  Glieder  mit  L^  und  M^  denselben  Koeffizienten  und 
fällt  das  Glied  mit  LM  fort.    Ferner  kommt  auch  das  Glied  mit  MN 
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in  Fortfall^  weil  die  F-Axe  als  Hauptträgheitsaxe  gewählt  war  und 
daher  die  „Trägheitsprodukte"  in  Bezug  auf  diese  Axe  gleich  Null  sind 
(vgl.  pag.  100). 

Aus  dem  Ausdrucke  von  T  ergeben  sich  die  Komponenten  des 
Drehungsvektors ^  welche  in  Bezug  auf  die  Axen  X,  Yj  Z  mit  p,  q,  r 
bezeichnet  werden  sollen^  nach  der  allgemeinen  Regel  von  pag.  98  in 
folgender  Weise: 

Bei  dem  Hefs'schen  Pendel  (JV^=  0)  haben  wir  also  speziell 

Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  nimmt  daher  unter  den  zu  Anfang 
dieses  Paragraphen  eingeführten  Bezeichnungen  die  Form  an: 

(2)  ^  +  "^    +  2P  cos  ^  =  2h, 

Wir  berechnen  ferner  die  Vertikalprojektion  n  des  Impulses.  Be- 
zeichnen wie  pag.  17  c,  c\  c"  die  Richtungscosinusse  der  Vertikalen 
gegen  die  Koordinatenaxen^  so  haben  wir 

(3)  n=^Lc  +  Mc  -{-  Nc\ 

wobei  sich  nach  pag.  19  c,  c\  c\  durch  die  Eulerschen  Winkel  cp,  ij;,  d" 
folgendermafsen  ausdrücken: 

c  =  sin  d"  sincp,     c  ==  sin  d"  cos  cp ,     c'  =  cos  O*. 

Da  überdies  beim  Hefs'schen  Pendel  iV=  0  ist^  so  geht  Gleichung  (3) 
über  in 

(4)  n  =  sin  d- (L  sin  (p  -j-  M  cos  ^p). 

Diese  Gfröfse  ist  nach  unserem  allgemeinen  Impulssatze  eine  Konstante. 
Sodann  ziehen  wir  die  beiden  kinematischen  Gleichungen  (9)  von 
pag.  45  für  jfj'  und  d^'  heran.    Setzen  wir  darin  für  p  und  q  die  Werte 
aus  (1)  ein,  so  lauten  dieselben 

\JBtlj'  sin  d'  =  L  sin  cp  -\-  M  aos  cp, 


(5) 

[Bd^'  =  LGOscp  —  Msincp. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  liefert  mit  Rücksicht  auf  (4) 
(4^  J5^'  sin^  d^=:n. 


384    V,  Besondere  Bewegungsformen  des  schweren  symmetrischen  Kreisels. 

Ferner  schliefsen  wir  aus  den  beiden  mit  (5)  identischen  Gleichungen : 
L  cos  9?  —  M  sin  q)  ===  Bd"'^ 

L  sin  (D  -\-  M  cos  w  =  - — ^ , 

indem  wir  sie  bez.  mit  1  und  — i  multiplizieren  und  addieren: 

(6)  {L-iM)e-"P  = ^^ , 

und  indem  wir  sie  quadrieren  und  addieren 

(7)  x^_|_y.^^-^i'--.^f;±^. 

^   ^  '  sm^  d" 

Mit  dem  letzten  Werte  gehen  wir  in  die  Gleichung  (2)  der  lebendigen 
Kraft  hinein.    Benutzen  wir  die  Abkürzung  u  ==  cos  d-.  so  erhalten  wir 

(8)  (Buy==2hB{l—u^)  —  2Pu(l  ~u^)  —  n\ 

Gleichzeitig  geht  Gleichung  (6)  über  in 

(9)  ^^'=r:^^- 

Diese  beiden  Gleichungen  (8)  und  (9)  enthalten  bereits  den  Beweis 
der  vorangestellten  Behauptung.  Sie  sind  nämlich  mit  den  Gleichungen 
der  Pendelbewegung  identisch^  welche  man  aus  den  allgemeinen  Integral- 
gleichungen (4)^  (6)^  (7)  der  symmetrischen  Kreiselbewegung  von  pag.  222 
erhält  ^  wenn  man  dort  iV^  =  0  setzt  (und  übrigens^  um  auch  die  Kon- 
stanten in  Übereinstimmung  zu  bringen^  A  mit  B  vertauscht). 

Durch  die  Winkel  ^  und  '0'  ist  die  Bewegung  der  Schwerpunkts- 
axe  völlig  bestimmt.  Diese  kann  also  nach  den  Gleichungen  (8)  und  (9) 
als  bekannt  angesehen  werden.  Um  die  Bewegung  des  Hefs'schen  Pendels 
völlig  zu  beherrschen^  müssen  wir  nur  noch  die  Drehung  des  Körpers 
um  die  Schwerpunkt saxe  untersuchen.  Diese  ist  nach  Gleichung  (1) 
durch  r==kL  gegeben.  Es  bietet  sich  nun  zum  Studium  dieser  Gröfse  r 
der  folgende  elegante  Weg  dar. 

Wir  wissen,  dafs  der  Impuls  J  dauernd  in  der  Ebene  e,  der  Normal- 
ebene der  Schwerpunktsaxe,  enthalten  ist.  In  dieser  Ebene  denken  wir 
uns  in  Gaufsischer  Weise  die  komplexe  Variable 

ausgebreitet.  Das  Verhalten  dieser  Variabein  wird  dabei  durch  die 
Euler  sehen  Gleichungen  reguliert ,  welche  sich  ohne  Weiteres  in  eine 
einzige  Differentialgleichung  für  unsere  komplexe  Variable  zusammen- 
fassen lassen. 
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Da  unsere  Axen  X^  Y,  Z  keine  Hauptträgheitsaxen  sind,  benutzen 
wir  diejenige  Form  der  Eulerschen  Grleichungen,  welche  für  jedes  be- 
liebige Axenkreuz  gilt,  d.  h.  die  Gleichungen  (3')  Ton  pag.  141: 


(10) 


dt 

Hier  haben  wir  für  A,  M,  N   die  Komponenten  des  Schweremomentes 
nach  unseren  Koordinatenaxen  X,  Y,  Z  einzusetzen.    Die  Gröfse  dieses 
Momentes   ist   P  sin  0*,   seine   Richtung   fällt   in   die   Knotenlinie.     Da 
letztere   mit   der    X-Axe   den  Winkel   (p,  mit  der  F-Axe  den  Winkel 
-^  -|-  9  einschliefst  (vgl.  Fig.  3  von  pag.  18),  so  haben  wir 
A  =       P  sin  '9'  cos  (p  =       Pyi  —  y^  cos  (p , 
M  =  —  P  sin  '0'  sin  9  =  —  Pyi  —  u^  sin  cp , 
N=      0. 
Die   Gleichungen  (10)  nehmen  daraufhin,  wenn  wir  noch  für  p^ 
g,  r  die  Werte  aus  (1)  einsetzen  und  überdies,  wie  es  dem  Hefs'schen 
Falle  entspricht,  N=0  machen,  die  Form  an: 

(^=       lLM+P\/l  —  u'cos(p, 

(11)  "^^ 

während  die  dritte  Gleichung  identisch  erfüllt  ist. 

Die   Gleichungen  (11)    multiplizieren   wir   nun   mit  1  und  i   und 
addieren  sie;  dann  folgt 

(12)  ^  +  i  XLJ—  pyi  —  u'  e-'v  =.  0. 
Hier  schreiben  wir  noch 

und  ersetzen  -L^  +  M^  nach  dem  Satze  der  lebendigen  Kraft  (Gl.  (2)) 
durch  2JB(h  —  Pu).     In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich  aus  (6) 
—  Bu'  —  in         1  — Bu' — in  J 


yi  —  u^      L  —  iM  yi  —  u^       L^  +  M^ 

—  Bu'  —  in  J 


yi—u^.      2B{h  —  Pu) 
Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung,  25 
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Mithin  geht  Gleichung  (12)  in  die  definitive  Form  über: 

Es  ist  dieses  eine  sogenannte  BiccatiscJie  Gleichung,  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zweiten  Grades.  Die  Koeffizienten  dieser 
Gleichung  können  als  bekannte  Funktionen  von  t  angesehen  werden. 

Durch  Gleichung  (8)  ist  nämlich  -jr  als  Quadratwurzel  aus  einem  Poly- 
nom dritten  Grades  in  u: 

dt         ^ 

dargestellt.     Hieraus  folgt  t  als  ein  elliptisches  Integral: 

,  f*  du 

Umgekehrt  ist  also  auch  u  und  ebenso  u^  als  Funktion  von  t^  und 
zwar^  wie  wir  im  nächsten  Kapitel  (vgl.  §  3)  sehen  werden,  als  soge- 
nannte doppeltperiodische  Funktion  von  t  bestimmt. 

Schliefslich  ist  es  bequem^  von  unserer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zweiten  Grades  zu  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
ersten  Grades  überzugehen^  wie  solches  bei  der  Behandlung  Riccatischer 
Gleichungen  allgemein  üblich  ist.    Dies  gelingt  in  unserem  Falle  durch 

die  Substitution  . .    , , 

j-       il  d  log  w 

"^"^  Y      dt~^ 

welche  für  den  in  Rede  stehenden  Übergang  typisch  ist.  In  der  neuen 
komplexen  Variabein  w  geschrieben^  lautet  unsere  Differentialgleichung 
dann: 

/-i  A\  d^w     ,      P    Bu   -\- in  dw     ,      .  ^  -r> /7  -n    \  r\ 

Wir  sind  somit  zu  einer  sogenannten  linearen  homogenen  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung  mit  doppeltperiodischen  Koeffizienten  gelangt. 
An  diese  hat  die  eingehendere  analytische  Untersuchung  anzuknüpfen. 
Wir  können  dies  nicht  näher  ausführen,  sondern  verweisen  in  der  Hin- 
sicht auf  die  oben  citierte  Arbeit  von  Herrn  Nekrassoff. 

Ohne  Benutzung  der  Gleichung  (14)  auf  rein-geometrischem  Wege 
ist  der  Hefs'sche  Fall  von  Herrn  Joukowsky  in  der  oben  genannten 
Note  sehr  eingehend  studiert  und  durch  ein  Modell  überzeugend  er- 
läutert worden.  Diesem  Autor  verdankt  man  auch  neben  anderen 
schönen  Resultaten  die  mitgeteilten  Sätze  über  die  Schwerpunktsbe- 
wegung des  Hefs'schen  Pendels. 

Wir  kommen  nun  zu  dem  zweiten  der  oben  erwähnten  partikulären 
Bewegungsfälle,    dem    von    Hrn.   Staude    behandelten.      Herr    Staude 


§  9.     Über  den  unsymmetrischen  Kreisel.  387 

findet,  dafs  bei  einem  schweren  Kreisel  von  beliebiger  Massen  Verteilung 
allemal  einfach,  unendlicb  viele  Bewegungen  angegeben  werden  können, 
die  aus  einer  gleichförmigen  Rotation  um  eine  im  Körper  feste,  vertikal 
gestellte  Axe  bestehen. 

Wir  wollen  das  Resultat  von  Hrn.  Staude  geometrisch  aus  der 
Impulstheorie  ableiten.  Es  handelt  sich  um  die  Frage,  ^velche  Axen^ 
vertikal  aufgerichtet,  als  permanente  Drehaxen  des  allgemeinen  Kreisels 
fungieren  h'önnen. 

Wir  richten  unsere  Aufmerksamkeit  auf  die  Lage  des  Impuls- 
Endpunktes  im  Körper.  Soll  der  Drebungsvektor  nach  Richtung  und 
Gröfse  im  Räume  und  also  aucb  im  Körper  konstant  bleiben,  so  mufs 
auch,  der  Impuls  seine  Gröfse  sowie  seine  Lage  gegen  den  Kreisel  bei- 
behalten, weil  ja  der  Vektor  des  Impulses  aus  dem  Drehungsvektor  in 
eindeutiger  Weise  abgeleitet  werden  kann.  Das  Kriterium  für  die 
Möglichkeit  der  einfachen  Rotation  um  eine  vertikale  Axe  wird  also 
dieses  sein,  dafs  der  Endpunkt  des  Impulsvektors  im  Körper  eine  feste 
Lage  hat.  (Im  Räume  beschreibt  dieser  Punkt  alsdann  natürlich  einen 
Kreis  um  die  Vertikale.) 

Der  Endpunkt  des  Impulsvektors  heifse  J",  der  des  Rotations- 
vektors B.  Die  eventuelle  Lagenänderung  des  Punktes  J  gegen  den 
Körper  rührt  nun,  wie  schon  beim  Hefs'schen  Pendel  bemerkt,  von 
zwei  Umständen  her,  von  der  Schwere  Wirkung  einerseits  und.  von  der 
instantanen  Drehung  des  Kreisels  andrerseits.  Diese  beiden  Umstände 
müssen  sieb,  wenn  anders  die  Bewegung  die  vorausgesetzte  Bescbaffen- 
heit  haben  soll,  gegenseitig  kompensieren. 

Wegen  der  Schwerewirkung  wandert  der  Punkt  J,  wie  oben  betont 
wurde,  im  Räume  gleichzeitig  senkrecht  zur  Scbwerpunktsaxe  08  und 
zur  Vertikalen  oder,  wie  wir  im  vorliegenden  Falle  auch  sagen  können, 
gleichzeitig  senkrecht  zu.  OS  und  OB  fort.  Wegen  der  instantanen  Ro- 
tation des  Kreisels  würde  der  Punkt  J,  wenn  er  im  Räume  fest  wäre, 
relativ  zu  dem  Körper  auf  einem  Kreise  um  die  Vertikale  herumgeführt  5 
der  Punkt  J  wandert  also  wegen  dieses  Umstandes  gleichzeitig  senkrecht 
gegen  OB  und  OJ.  Sollen  sich  beide  Verrückungen  aufheben,  so 
müssen  vor  allem  ihre  Richtungen  übereinstimmen.  Es  müssen  also 
die  drei  Geraden  OB,  08  und  OJ  ein  gemeinsames  Lot  besitzen, 
d.  h.  die  drei  genannten  Bichtungen  müssen  in  einer  Ebene  liegen.  Wir 
sind  somit  auf  dieselbe  Bedingung  wie  im  Falle  des  Hefs'schen  Pendels 
(vgl.  pag.  379)  geführt.  Die  Folgerungen  aber,  die  wir  jetzt  hieraus 
ziehen,  sind  dem  veränderten  Ausgangspunkte  entsprechend  von  den 
früheren  verschieden.  Während  die  Forderung,  dafs  die  Axen  OB,  08 
und  OJ  in  einer  Ebene  liegen  sollen,  beim  Hefs'schen  Pendel  nur  durch 

25* 
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Spezialisierung  der  Massenyerteilung  zu  erfüllen  war^  läfst  sich,  dieselbe 
Forderung  jetzt^  da  die  Punkte  R  und  J  im  Körper  fest  liegen^  bei 
beliebiger  Massenyerteilung  durch,  geeignete  Auswahl  yon  R  befriedigen. 
Analytisch  besagt  unsere  Bedingung^  wenn  wir  wie  gewöhnlich 
mit  pj  q^  r  bez.  L,  M,  N  die  Koordinaten  yon  R  und  J  im  Haupt- 
trägheitstreuze  bezeichnen  ^  dafs  die  Gleichung  bestehen  mufs: 

p,    q,     r 

(15)  L,  M,  N     =0. 

^  7  n  ,  ^ 
Wir  fassen  diese  Gleichung  jetzt  als  eine  Bedingung  für  die  Lage  der 
Drehungsaxe  auf.  Drücken  wir  noch  L,  M^  N  in  bekannter  Weise 
durch  p,  q,  r  aus,  so  sehen  wir,  dafs  die  als  permanente  Rotationsaxen 
in  Frage  kommenden  Geraden  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades  liegen 
müssen^  dessen  Gleichung  wir  schreiben  können: 

(16)  {A  —  B)lpq  +  {B  —  0)lqr  -^  {C  —  Ä)rirp  =  0. 

Geometrisch  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt ^  wenn  wir 
fünf  Strahlen  desselben  kennen.  Solche  fünf  Strahlen  sind  in  unserem 
Falle  leicbt  gefunden.  Sicherlich  liegen  die  drei  Richtungen  OR,  OJ^ 
08  allemal  dann  in  einer  Ebene^  wenn  zwei  yon  ihnen  zusammenfallen. 
Sollen  OR  und  OJ  zusammenfallen^  so  ist  ihre  gemeinsame  Ricbtung 
eine  Hauptträgheitsaxe.  Also  liegen  die  drei  Hauptträgheitsaxen  auf 
unserem  Kegel  zweiten  Grades.  Soll  OJ  mit  OS  identisch  werden^ 
so  liegt  Ol?  in  einer  ganz  bestimmten  Richtung  08'^  welche  mit  Hülfe 
des    Trägheitsellipsoides    leicht    konstruiert   werden    kann    und    welche 

durch  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  -j^  'b  ^  ~c  ^^^^^^^^E^^^-  -^^^^ 
liegt  auch  diese  Gerade  und  ebenso  natürlich  die  Schwerpunktsaxe 
selbst  auf  unserem  Kegel.  Unser  Kegel  kann  also  aus  den  drei  Haupt- 
trägheitsaxen, sowie  den  Geraden  08  und  08^  konstruiert  werden;  er 
ist  behannty  wenn  die  Massenverteihmg  des  Körpers  gegeben  ist. 

Aufser  der  Riehtung  der  beiden  oben  genannten  Teilyerrückungen 
des  Punktes  J  mufs  aber  auch  die  Gröfse  dieser  Verrückungen  überein- 
stimmen und  ihr  Sinn  der  entgegengesetzte  sein,  wenn  unsere  Rotations- 
axe  permanent  sein  soll.  Berücksichtigen  wir  dieses,  so  ergiebt  sich 
die  Gröfse  der  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  der  Körper  um  die 
fragliche  Axe  rotieren  kann.  Durch  die  Schwerewirkung  wird  dem 
Punkte  cT,  wie  wir  wissen,  in  der  Zeit  dt  die  Verrückung 

(17)  P  sin  0^  dt 

erteilt.     Infolge  der  instantanen  Rotation^  welche^  im  Sinne  des  Uhr- 
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Zeigers  gerechnet^  die  Winkelgeschwindigkeit  Q  besitzen  möge^  wird  J 
mit  der  Geschwindigkeit 

—  Q  1  J"|  sin  ^ 

relativ  gegen  den  Körper  fortbewegt^  wo  tjj  den  Winkel  zwischen  Ro- 
tations- und  Impulsaxe,  \J\  die  Länge  des  Impulses,  mithin  |  J"|  sin  ^ 
den  Abstand  des  Punktes  J  von  der  Vertikalen  bedeutet.  Hieraus  er- 
giebt  sich  während  der  Zeit  dt  die  Verrückung 

(17')  —  ß  l^i  ^i^^dt. 

Durch  Vergleich  der  Ausdrücke  (17)  und  (17')  folgt  die  weitere 
Bedingungsgleichung 

(18)  Q\J\smilj  =  P  sin  0-. 

Haben  wir  nun  irgend  eine  Erzeugende  unseres  Kegels  als  Rotations- 
axe  ausgesucht  und  mit  ihrem  einen  Ende  vertikal  nach  oben  gestellt,  so 
ist  die  Lage  des  zugehörigen  Impulses  J  (d.  h.  der  Winkel  ^)  bestimmt 
und  unabhängig  von  der  dem  Kreisel  zu  erteilenden  Drehgeschwindig- 
keit Q.  Die  Gröfse  des  Impulses  dagegen  hängt  nach  der  pag.  101 
beschriebenen  Konstruktion  von  der  Gröfse  der  Drehung  ab  und  zwar 
wird  einfach  \J\==^Q,  wo  A  einen  positiven,  von  Q  unabhängigen 
Proportionalitätsfaktor  bedeutet.     Gleichung  (18)   geht    daher  über    in 

(18')  AQ^sinz^  =  PsinO'. 

Aus  dieser  Gleichung  ist  Q^  für  jede  Axe  unseres  Kegels  zu  bestimmen. 

Dabei  kann  sich  für  ß^  ebensowohl  ein  positiver  wie  ein  negativer, 
d.  h.  für  Q  ein  reeller  wie  ein  imaginärer  Wert  ergeben.  Die  Strahlen 
(oder  richtiger  die  Halbstrahlen)  unseres  Kegels  zerfallen  so  in  zwei 
Klassen,  in  „ zulässige ^^  und  „unzulässige^^  Drehungsaxen.  Nitr  die 
„0iüässigen'^  HaTbstrahlen,  deren  Q  reell  ausfällt,  können  senkrecht  in  die 
Höhe  gerichtet,  permanente  Axen  wirklicher  Drehungen  sein. 

Zunächst  sieht  man  leicht,  dafs  zwei  entgegengesetzte  Halbstrahlen 
unseres  Kegels,  zu  Rotationsaxen  gemacht,  entgegengesetzte  Vorzeichen 
von  Q^  geben.  In  der  That  wird  beim  Übergang  von  einem  Halb- 
strahl zu  dem  entgegengesetzten  auch  die  Richtung  des  Impulses  mit 
der  entgegengesetzten  Richtung  vertauscht.  Es  bleibt  also  auch  sin  ^ 
ungeändert,  während  die  Schwerewirkung  P  sin  %"  im  Vorzeichen  um- 
gekehrt wird.  Ist  also  der  eine  HaTbstrahl  eine  zulässige ,  so  ist  der  ent- 
gegengesetde  eine  unmlässige  Axe.  (Eine  Ausnahme  würde  nur  bei  den 
besonderen  Werten  Q^  =  0  und  oo  eintreten.) 

Sodann  denken  wir  uns  den  zur  Rotationsaxe  bestimmten  Halb- 
strahl successive  längs  der  einen  der  beiden  Kegelhälften  entlang  ge- 
führt.    Das  Vorzeichen   von    Q^  ändert   sich   nur,    wenn    sin  #   oder 
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sin  il^  sich  im  Vorzeiclien  umkehren.  Ersteres  tritt  ein^  wenn  wir  den 
Halbstrahl  die  Schwerpunktsaxe  OS^  letzteres^  wenn  wir  ihn  eine  der 
drei  Hauptträgheitsaxen  passieren  lassen.  Hiernach  tvird  die  eine  soivie 
die  andere  der  Kegelhälften  durch  die  Hauptträgheitsaxen  und  die  Schwer- 
punMsaxe  in  vier  Teilgebiete  verlegt,  welche  abwechselnd  zulässige  und 
unzulässige  Drehungsaxen  enthalten. 

Was  die  Übergangslagen  (^  =  0  und  O'  =  0)  betrifft^  so  wird 
nach  Gleichung  (18')  im  ersteren  Falle  Q  =  oo,  im  letzteren  Q  =  0. 
Die  Rotation  Null  bei  aufrechter  Schwerpunktsaxe  bedeutet  natürlich 
nichts  anderes  wie  die  (stabile  oder  labile)  Gleichgeivichtslage  des  Körpers. 
Die  unendlichen  Geschwindigkeiten  um  die  drei  Hauptträgheitsaxen 
leuchten  ebenfalls  ein. 

Die  verschiedenen  Ausartungen  des  Kegels  (16)  sollen  hier  nicht 
vollständig  besprochen  werden.  Wir  verweisen  in  der  Hinsicht  auf  die 
Staudesche  Originalarbeit  und  erinnern  übrigens^  was  den  symmetrischen 
Kreisel  betrifft,  an  die  Bemerkungen  von  pag.  335.  Wir  sahen  dort, 
dafs  beim  symmetrischen  Kreisel  nicht  oo^,  sondern  oo^  permanente 
Drehungsaxen  möglich  sind,  von  denen  die  zulässigen,  je  nachdem  ein 
verlängerter  oder  ein  abgeplatteter  Kreisel  vorlag,  das  „untere^^  oder 
„obere  HalbbündeP^  ausfüllten.  Dementsprechend  wird  unsere  obige 
Gleichung  (16)  im  Falle  des  symmetrischen  Kreisels  {A==^JB,  |  =  '»2  =  0) 
identisch  erfüllt.  Dafs  insbesondere  die  Figurenaxe  bei  jedem  Wert  von 
Q  als  Drehungsaxe  permanent  bleibt,  geht  aus  (18)  hervor,  indem  diese 
Gleichung  bei  aufrechter  Figurenaxe  (wegen  0^  =  0,  ijj  ==  0)  identisch 
befriedigt  wird.  — 

Zum  Schlufs  wollen  wir  andeuten,  wie  man  unserem  Dafürhalten 
nach  mit  Benutzung  der  bisher  gelösten  Spezialfälle  zu  einer  allge- 
meinen qualitativen  Kenntnis  der  Bewegung  des  unsymmetrischen  Kreisels 
fortschreiten  könnte. 

Durch  die  Untersuchung  der  genannten  Spezialfälle,  sowie  durch 
die  Kenntnis  der  symmetrischen  Kreiselbewegung  sind  sozusagen  einzelne 
Wege  in  das  unbekannte  Gebiet  des  allgemeinen  Kreisels  gebahnt, 
welche  dieses  in  verschiedenen  Richtungen  durchqueren.  Man  sollte 
nun  zunächst  versuchen,  von  diesen  gangbaren  Strafsen  aus,  wenn  auch 
nur  ein  kleines  Stückchen,  seitlich  vorzudringen,  indem  man  statt  eines 
symmetrischen  einen  nahezu  symmetrischen,  statt  eines  Kowalevskischen 
einen  nahezu  Kowalevskischen  Kreisel  u.  s.  w.  untersucht.  Die  Behand- 
lung dieser  Nachbarfälle  läfst  sich  ohne  Frage  durch  geeignete  Näherungs- 
prozesse  mit  beliebiger  Genauigkeit  bewerkstelligen,  falls  die  Abweichung 
von  den  bekannten  Fällen  nicht  zu  grofs  ist  und  man  die  Zeit  auf  ein 
begrenztes  Intervall  beschränkt.     Dabei  ist  es  keineswegs  geboten,  die 
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Näherungsmetliode  allemal  in  einer  Potenzentwickelung  zu  suchen^  z.  B. 
bei  dem  nahezu  symmetrischen  Kreisel  in  einer  Potenzentwickelung 
nach  der  als  klein  vorausgesetzten  Differenz  der  Hauptträgheitsmomente 
Ä  und  J5.  Vielmehr  wird  jedesmal  eine  dem  Falle  eigentümliche  und 
adäquate  Näherungsmethode  zu  benutzen  sein. 

Wenn  wir  so  ein  Urteil  über  den  Sinn  gewonnen  haben^  in  welchem 
eine  kleine  Abweichung  von  den  lösbaren  Spezialfällen  wirksam  ist, 
würde  es  weiter  darauf  ankommen^  die  Verbindung  herzustellen  zwischen 
den  verschiedenen  bekannten  Bewegungen  bez.  zwischen  ihren  Nachbar- 
f allen.  Hierbei  hätte  man  eine  Art  Interpolation  vorzunehmen;  man 
hätte  Zwischenfälle  der  Bewegung  einzuschalten  unter  der  im  allge- 
meinen fraglos  zutreffenden  Annahme  eines  kontinuierlichen  Überganges 
zwischen  je  zwei  Bewegungen.  Als  Schema  für  dieses  Interpolations- 
verfahren können  wir  unsere  anschauliche  Behandlung  des  symmetri- 
schen Kreisels  im  Anfange  des  vorigen  Kapitels  empfehlen. 


Kapitel  VI. 
Darstellung  der  Kreiselbewegnng  durch  elliptische  Funktionen. 

§  1.     Die  Riemannsclie  Fläclie  {u^  Vü')- 

Während  unser  Hauptinteresse  bisher  auf  das  geometrische  und 
mechanische  Verständnis  der  Kreiselbewegung  gerichtet  war,  soll  in 
diesem  Kapitel  der  Ton  auf  die  analytische  Seite  unseres  Problems  ge- 
legt werden.  Es  ist  unvermeidlich,  dafs  die  diesbezüglichen  Entwick- 
lungen abstrakter  ausfallen  und  von  der  Wirklichkeit  des  mechanischen 
Vorganges  zunächst  weiter  abzuliegen  scheinen,  wie  die  früheren,  selbst 
wenn  wir,  was  der  Kürze  halber  geschehen  mufs,  auf  eine  durchgängige 
Strenge  und  Vollständigkeit  der  funktionentheoretischen  Betrachtungen 
Verzicht  leisten.  Im  Folgenden  soll  die  Mathematik  nicht  ausschliefs- 
lich  dem  Interesse  der  Mechanik  dienen,  sondern  es  soll  gleichzeitig 
die  Mechanik  zur  Veranschaulichung  einer  mathematischen  Theorie,  der 
Lehre  von  den  elliptischen  Punktionen,  herangezogen  werden. 

Dafs  dieses  möglich  ist  und  dafs  eine  gegenseitige  Befruchtung 
zwischen  Anwendung  und  Theorie  thatsächlich  stattfindet,  ist  ein  sehr 
bemerkenswerter  Umstand,  auf  den  wir  zunächst  die  Aufmerksamkeit 
lenken  möchten. 

Ohne  Präge  ist  es  vom  mechanischen  Standpunkte  aus  natürlicher, 
die  Bewegung  dadurch  zu  beschreiben,  dafs  wir  die  Lagenkoordinaten 
des  Kreisels,  zunächst  also  etwa  die  Gröfse  u,  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  der  Zeit  darstellen,  statt  wie  bisher  die  Zeit  und  die  übrigen  Lagen- 
koordinaten als  Punktionen  von  u  aufzufassen.  Wenn  wir  uns  so  aus 
mechanischen  Gesichtspunkten  heraus  die  Aufgabe  stellen,  die  funktionale 
Abhängigkeit  zwischen  t  und  u  „umzukehrend^,  so  werden  wir  höchlichst 
überrascht  sein,  zu  sehen,  wie  dieselbe  Aufgabe  auch  vom  rein  mathe- 
matischen Standpunkte  aus  das  gröfste  Interesse  besitzt.  Auf  unserem 
bisherigen  Niveau,  wo  wir  t  als  Punktion  von  u  berechneten,  bewegen 
sich  die  älteren  Arbeiten  über  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale, 
namentlich  die  von  Legendre.  Der  grofse  Portschritt  aber,  welcher 
auf  diesem  Gebiet  durch  Abel  und  Jacob i  erzielt  worden  ist,  beruht 
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wesentlicli  auf  dem  eben  angedeuteten  Umkehrgedanken,  auf  dem  Über- 
gänge von  den  elliptischen  Integralen  su  den  sogenannten  elliptischen 
Funktionen.  Wir  begegnen  da  einem  merkwürdigen  Zusammenwirken 
Yon  Theorie  und  Praxis,  sozusagen  einer  prästahilierten  Harmonie 
zwischen  reiner  und  angewandter  Mathematik,  die  sich  zum  Wohle 
beider  in  der  Geschichte  unserer  Wissenschaft  fortgesetzt  geltend  ge- 
macht hat. 

Unter  demselben  Gesichtspunkte  wollen  wir  sodann  die  Bedeutung 
unserer  Drehungsparameter  a^  ß^,  y,  d  für  die  folgenden  Entwickelungen 
betonen.  Diese  Gröfsen  waren  ursprünglich  im  kinematischen  Interesse 
eingeführt,  um  die  Formeln  der  Drehungstransformation  nach  Möglich- 
keit zu  vereinfachen.  Es  wird  sich  nun  im  Folgenden  zeigen,  dafs  die- 
selben Gröfsen  eine  mindestens  ebenso  grofse  Vereinfachung  für  die 
analytische  Weiterführung  des  Problems  mit  sich  bringen,  und  dafs 
gerade  diese  Parameter  es  sind,  welche  man,  ausgehend  von  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen,  vor  allen  anderen  bevorzugen  müfste. 

Andererseits  wird  durch  die  elliptischen  Funktionen  auch  die 
praktische  Seite  unseres  Problems  gefördert,  insofern  wir  (vgl  §  6) 
aus  dieser  Theorie  die  vollständigsten  und  einfachsten  Formeln  zur 
numerischen  Berechnung  der  Kreiselbahnen  entnehmen  werden,  welche 
uns  bei  nicht  übertriebener  Genauigkeit  mit  wenigen  trigonometrischen 
Gliedern  auszukommen  gestatten. 

Der  erste  Schritt  zur  analytischen  Vertiefung  unseres  Problems  ist 
der,  dafs  wir  den  vorkommenden  Gröfsen  prinzipiell  komplexe  Werte 
beilegen.  Es  gilt  hier,  wie  in  so  vielen  Fällen,  die  Bemerkung:  ^afs 
analytische  Verhältnisse,  die  bei  der  Beschränkung  auf  das  Reelle  un- 
übersichtlich scheinen,  sich  sofort  aufklären,  wenn  wir  in  das  komplexe 
Gebiet  übergehen. 

Wir  setzen  also 

u  =  u^  -{-  iu^ 

und  stellen  die  Werte  von  u  nicht  mehr  auf  einer  Geraden,  sondern  nach 
dem  Vorgange  von  Gaufs  (bez.  Arg  and)  in  einer  Ebene  dar.  Da  man 
in  der  Funktionentheorie  ^f  =  oo  als  einen  Wert  ansieht,  gleichviel  ob 
es  sich  um  ein  Unendlichwerden  des  reellen  oder  des  imaginären  Bestand- 
teils oder  beider  gleichzeitig  handelt,  so  fafst  man  bekanntlich  auch  das 
Unendlich-Ferne  der  Gaufsischen  Ebene  als  einen  einzelnen  Punkt^)  auf. 


*)  Vgl.  z.  B.  H.  Burkhardt:  Einführung  in  die  Theorie  der  analytischen 
Funktionen,  Leipzig  1897.  Wir  verweisen  den  Leser  auf  dieses  Buch  bezüglich 
aller  derjenigen  funktionentheoretischen  Angaben,  welche  im  Text  nicht  aus- 
führlich genug  erläutert  werden  konnten. 
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Hierdurch   erreicht   man^   dafs   zwischen   den  Werten   von  ii  und  den 
Punkten  der  Ebene  ein  eindeutig-umkehrbares  Entsprechen  stattfindet. 

Die  Vorstellung  der  Gaufsischen  Ehene  genügt  aber  für  unsere 
Zwecke  noch  nicht;  wir  müssen  dieselbe  erweitern  zu,  dem  Bilde  einer 
sogenannten  Riemannschen  Fläche. 

Wir  haben  ja  bei  unseren  Integralausdrücken  die  beiden  Gröfsen 
u  und  "j/ü^  immer  gleichzeitig  zu  betrachten.  Zu  jedem  Werte  von  ^^ 
gehören  zwei  Werte  von  yU,  welche  sich  durch  ihr  Vorzeichen  unter- 
scheiden. Um  diese  gut  auseinander  zu  halten^  werden  wir  uns  die 
Graufsische  Ebene  doppelt  überdeckt  denken^  ebenso  wie  wir  uns  schon 
früher  die  u-K'x.e  doppelt  zeichneten.  Je  nachdem  wir  YTJ  mit  dem 
einen  oder  anderen  Vorzeichen  rechnen,  befinden  wir  uns  dann  in  dem 
einen  oder  in  dem  entsprechenden  Punkte  des  anderen  Exemplares  der 
^- Ebene.  Wir  unterscheiden  die  beiden  Exemplare  als  oberes  und 
unteres  Blatt, 

Die  beiden  entgegengesetzten  Werte  von  "|/Z7  fallen  nur  dann  zu- 
sammen, wenn  JJ  ==  0  oder  [/=  oo  wird.  Die  Stellen,  wo  dieses  ein- 
tritt, haben  wir  schon  im  vierten  Kapitel  kennen  gelernt.  Es  sind  die 
auf  der  reellen  Axe  gelegenen  Punkte  ii  =  e,  e\  e"  und  oo.  Denken 
wir  uns  an  diesen  vier  Stellen  die  beiden  Blätter  zusammengeheftet, 
so  gehört  jetzt  zu  jedem  Paare  entsprechender  Werte  von  u  und  ]/?7 
nur  ein  Punkt  der  Doppelebene  und  umgekehrt.  Die  Punkte  der 
Doppelebene  und  die  Wertepaare  (t^,  l/C^)  sind  also  in  derselben  Weise 
ein-eindeiitig  zusammengeordnet,  wie  die  Punkte  der  Gaufsischen  Ebene 
und  die  Werte  von  %l 

Die  Art  des  Zusammenhanges  zwischen  dem  oberen  und  dem 
unteren  Blatt  an  den  Stellen  e,  e',  e'  und  oo  bedarf  dabei  allerdings 
noch  der  besonderen  Untersuchung.  Man  darf  nicht,  wie  es  wohl  am 
nächsten  liegt,  die  beiden  Blätter  in  jenen  vier  Punkten  einzeln  anein- 
ander befestigen  und  im  Übrigen  schlicht  übereinander  herlaufen  lassen, 
wenigstens  dann  nicht,  wenn  man  verlangt,  dafs  die  Zuordnung  zwischen 
den  Punkten  der  Doppelebene  und  den  Wertepaaren  \%iy  yu)  eine 
Iwntinuierliche  sein  soll. 

Betrachten  wir  z.  B.  den  Pimkt  u  =  e  und  umschreiten  wir  ihn 
auf  einem  kleinen  Kreise  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers.  Die 
vorher  genannte  Befestigungsart  der  beiden  Blätter  wäre  nur  dann  an- 
gezeigt, wenn  wir,  mit  einem  Wertepaare  \u,  yü)  beginnend,  nach 
der  Durchlaufung  des  Kreises  zu  demselben  Wertepaare  {u,  yH)  zu- 
rückkehren würden.  Wir  werden  aber  durch  die  folgende  Betrachtung 
zeigen,  dafs  wir  in  dem  entgegengesetzten  Wertepaare  {iiy  —  V^) 
endigen. 
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Analytisch  bedeutet  die  Durchlaufung  unseres  Kreises^  dafs  wir 
u  —  e  =  Qe'^P 
setzen  und  bei  festgehaltenem  q  den  Winkel  (p  um  27t  wachsen  lassen. 
Nun  haben  wir 


und  also 

2P 

1/=  c(u  —  e)  (u  —  e')  (u  —  e'') ,     ^  =  ~t" 

i(p 

(1) 

yU  =  Yq  i  Yc  {u  —  e')  (w  —  e") . 

Hier  können  wir  uns  q  so  klein  gewählt  denken  ^  dafs  in  der  letzten 
Gleichung  die  Grröfsen  unter  der  Quadratwurzel  bei  Umschreitung  des 
Kreises  sich  beliebig  wenig  yerändern.  Insbesondere  soll  unser  Kreis 
in  seinem  Innern  natürlich  keinen  der  Punkte  e^  e"  enthalten.  Lassen 
wir  jetzt  9  um  27C  wachsen,  so  ändert  ^1]  sein  Vorzeichen.  Wir  ge- 
langen also  bei  unserem  Umlauf  Yon  dem  einen  Blatte  in  das  andere. 

Um  dieser  Thatsache  Rechnung  zu  tragen,  müssen  wir  uns  folgende 
Vorstellung  über  den  Zusammenhang  der  beiden  Blätter  bilden.  Wir 
müssen  uns  denken,  dafs  von  dem  Punkte  u  =  e  eine  Linie  ausläuft, 
bei  deren  Überschreitung  man  aus  dem  einen  in  das  andere  Blatt  hinein- 
gelangt und  dafs  sich  beide  Blätter  längs  dieser  Linie  durchdringen. 
Dasselbe  gilt  yon  den  Punkten  e',  e!' ^  00.  Dementsprechend  beschreiben 
wir  den  Zusammenhang  der  beiden  Blätter  am  besten  folgendermafsen : 
Wir  denken  uns  die  beiden  Blätter  zunächst  schlicht  übereinander  ge- 
legt und  schneiden  sie  beide  längs  der  reellen  Axe  etwa  von  e  bis  e 
und  von  e'  bis  00  auf.  Die  freien  Kanten  heften  wir  wechselweise 
zusammen,  so  dafs  immer  eine  Kante  des  oberen  mit  der  gegenüber- 
liegenden Kante  des  unteren  Blattes  verbunden  wird.  Dann  haben  wir 
in  der  That  den-  gewünschten  Zusammenhang. 

Allerdings  müssen  wir  hierbei  die  nicht  ganz  bequeme  Thatsache 
mit  in  Kauf  nehmen;  dafs  sich  nach  der  Zusammenheftung  wie  gesagt 
die  beiden  Exemplare  der  tt-Ebene  längs  der  Strecken  ee'  und  e'' 00 
gegenseitig  durchdringen.  Man  bemerke  aber,  dafs  diese  Unvollkommen- 
heit  des  geometrischen  Bildes  nur  durch  die  Beschränktheit  unserer 
dreidimensionalen  Raumvorstellung  bedingt  wird.  Hätten  wir  eine 
Dimension  mehr  zur  Verfügung,  so  könnten  wir  die  in  der  erforder- 
lichen Weise  zusammengehefteten  Blätter  ohne  Durchdringung  so  neben- 
einander herlaufen  lassen,  dafs  sie  lediglich  die  Verzweigungspunkte 
gemeinsam  haben. 

Die  Durchdringungskurven,  auf  deren  Gestalt  es  nicht  wesentlich  an- 
kommt —  bei  unserem  Verfahren  sind  es  Stücke  gerader  Linien  —  nennen 
wir  Ver^weigungslinien y  sowie  wir  ihre  Endpunkte,  die  Stellen  e,  e, 
e" j  cx),   bereits   früher  als  Versweigiingspunkte  bezeichneten.     Das   Ge- 
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samtbild  der  hiermit  gewonnenen  geometrischen  Vorstellungen  heifst 
nach  seinem  Schöpfer  eine  Biemannsche  Fläche.  Wir  sprechen  kurz 
von  der  Riemannschen  Fläche  (u^  V^)- 

Wir  haben  uns  jetzt  genauer  auf  unserer  Riemannschen  Fläche  zu 
orientieren.  Zunächst  setzen  wir  über  die  gegenseitige  Lage  von  e, 
e\  e"  fest,  dafs 

—  l<e<e'<+  l<e''<+  OQ 

sei,  was  nach  Figur  38  von  pag.  226  der  Annahme  P  >  0  entspricht. 
Sodann  werden  wir,  ähnlich  wie  man  die  Gaufsische  Ebene  je  nach 
dem  Vorzeichen  des  imaginären  Teiles  von  u  in  eine  positive  und  eine 


-^i\Vu\      -\rü\     -i\vu:\      -^\vu 


^eaatik'e'  obere-, 


l\Vü\       H-\Vy\        'i'i\Vü\     -Il/Fl 


Negatiue.  untere. 


Mg.  59. 


negative  Halb  ebene  zerlegt,  auf  unserer  Riemannschen  Fläche  vier 
solche  Halbebenen  unterscheiden,  welche  wir  in  Fig.  59  schematisch  auf- 
zeichnen und  benennen  wollen.  Die  beiden  positiven  Halbebenen  sollen 
dabei  durch  Schraffierung  von  den  beiden  negativen  kenntlich  gemacht 
werden.  Die  Pfeile  deuten  an,  wie  die  einzelnen  Stücke  der  reellen 
Axe  in  unseren  vier  Halbebenen  nach  der  Zusammenheftung  aneinander 
hängen. 

Wir  tragen  in  diesen  Figuren  die  Werte  von  ]/i[7  längs  der  reellen 
Axe  ein,  wobei  wir  in  einem  Punkte  der  Fläche  das  Vorzeichen  von 
]/ CT  nach  Willkür  wählen  können.  Für  alle  übrigen  Stellen  ist  alsdann 
]/?7  durch  die  Forderung  der  Kontinuität  eindeutig  bestimmt.  Wir 
wollen  etwa  für  irgend  einen  Punkt  zwischen  e  und  e\  wo  ja  ]/i[7  etwas 
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Reelles  bedeutet^  festsetzen,  dafs  der  positive  Wert  der  Quadratwurzel 
der  positiven  oberen  Halbebene  zugebören  soll.  Dasselbe  Vorzeichen 
gilt  dann  überhaupt  zwischen  e  und  e  an  der  Grenze  der  positiven 
oberen  Halbebene.  Wir  schreiben  also  hier  den  Wert  +  |  ]/  ?7  |  an. 
Denselben  Wert  erhält  die  negative  untere  Halbebene  zwischen  e  und 
e,  weil  ja  diese  längs  ee  mit  der  positiven  oberen  Halbebene  zu- 
sammenhängen sollte.  Der  Wert  —  |  l/C^  |  kommt  alsdann  dem  Stücke 
ee'  der  negativen  oberen  und  positiven  unteren  Halbebene  zu. 

Um  entsprechende  Angaben  für  die  anderen  Teile  der  reellen  Axe 
machen  zu  können,  gehen  wir  z.  B.  um  den  Punkt  e  in  der  positiven 
oberen  Halbebene  auf  einem  Halbkreise  entgegen  dem  Sinne  des  Uhr- 
zeigers herum,  wobei  wir  von  einem  Punkte  zwischen  e  und  e  ausgehend 
in  einen  Punkt  zwischen  —  oo  und  e  gelangen.     Nach  Gleichung  (1) 

nimmt  yH  hierbei  den  Paktor  e^  ==  -\-  i  an.  _Wir  schreiben  also  an 
die  reelle  Axe  zwischen  —  cx)  und  e  im  positiven  oberen  Blatte,  ebenso 
wie  in  dem  mit  ihm  zusammenhängenden  negativen  oberen  Blatte,  den 
Wert  -f-  -^  I  ')/?7  I  an.  In  solcher  Weise  fortfahrend  vervollständigen 
wir  die  Benennung  der  einzelnen  Intervalle. 

Der  Vergleich  mit  Fig.  38  (P  >  0)  zeigt,  dafs  unsere  früheren 
Angaben  mit  den  jetzigen  Ergebnissen  für  die  Begrenzungen  der  posi- 
tiven oberen  Halbebenen  übereinstimmen.  Die  frühere  Figur  stellt  ein- 
fach einen  Schnitt  dar,  welcher  parallel  zur  reellen  Axe,  ein  wenig 
nach  der  Seite  der  positiven  Halbebenen  verschoben,  durch  die  Rie- 
mannsche  Fläche  hindurchgelegt  ist.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  dafs 
die  hinzugeschriebenen  Werte  von  ]/  U  früher  bei  der  Beschränkung 
auf  reelle  Variable  als  willkürliche  Pestsetzungen  erschienen,  während 
sie  jetzt  nach  willkürlicher  Festlegung  des  Vorzeichens  in  einem  Punkte 
der  Fläche  für  alle  übrigen  mit  Notwendigkeit  folgen. 

§  2.  Verhalten  der  elliptisclien  Integrale  auf  der  Eiemannsclien  Fläche. 

Wir  müssen  nun  das  Verhalten  der  elliptischen  Integrale  auf  unserer 
Riemannschen  Fläche  prüfen.  Dabei  werden  wir  im  Allgemeinen  als 
bekannt  voraussetzen,  was  man  unter  einem  auf  komplexem  Wege  ge- 
führten Integral  versteht;  auch  werden  wir  gelegentlich  den  Cauchy- 
schen  Satz  nicht  entbehren  können,  welcher  aussagt,  unter  welchen 
Umständen  zwei  verschiedene  Integrationswege,  die  denselben  Anfangs- 
und Endpunkt  verbinden,  den  gleichen  Integralwert  ergeben.*) 


*)  Ygl.  H.  Bnrkhardt,  1.  c.  §  35, 
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Wir  betrachten  zunächst  das  ^Jntegral  erster  Gattung" 

und  wollen  zeigen^  dafs  ihm  die  von  Riemann  herrührende  Bezeich- 
nung eines  „überall  endlichen  Integrales^^  zukommt. 

Wie  bekannt^  kann  ein  Integral  bei  endlicher  Länge  des  Integra- 
tionsweges nur  dann  unendlich  werden^  wenn  der  Weg  über  eine  XJn- 
endlichkeitsstelle  des  Integranden  herüber  erstreckt  wird  und  die  Ord- 
nung des  XJnendlichwerdens  nicht  kleiner  ist  als  1.  In  unserem  Falle 
sind  die  Unendlichkeitsstellen  des  Integranden  mit  den  Nullstellen 
von  Uj  d.  h.  mit  den  Verzweigungspunkten  e^  e  ^  e"  identisch;  und 
zwar  beträgt  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  im  Integranden  y 
Infolgedessen  wird  unser  Integral  endlich  bleiben^  auch  wenn  wir 
seine  obere  oder  untere  Grenze  mit  einer  dieser  Stellen  zusammen- 
fallen lassen. 

Ferner  ist  aus  der  Integralrechnung  bekannt^  dafs  ein  Integrations- 
weg ins  Unendliche  ausgedehnt  werden  kann^  ohne  dafs  das  Integral 
seinen  endlichen  Sinn  verliert ,  wenn  der  Integrand  im  Unendlichen 
von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  verschwindet.  In  unserem  Falle 
verschwindet  aber  ']/jJ  für  ^^=00  wie  u~^l'^.  Mithin  bleibt  unser 
Integral  auch  im  Unendlichen  endlich. 

Wenn  wir  also  irgend  einen  Punkt  auf  der  Riemannschen  Fläche 
als  untere  und  irgend  einen  als  obere  Grenze  unseres  Integrales  wählen 
und  beide  durch  irgend  einen  Weg  verbinden^  welcher  die  Verzweigungs- 
punkte eventuell  eine  (endliche)  Anzahl  von  Malen  umschlingen  kann^ 
so  hat  das  so  entstehende  Integral  allemal  einen  endlichen  Wert.  Die 
Bemehnung  ^jüherall  endliches  Integral"  ist  danach  gerechtfertigt. 

Insbesondere  wollen  wir  diejenigen  Integralwerte  betrachten^  welche 
einem  vollen  Umlauf  um  ein  Paar  der  Verzweigungspunkte  entsprechen. 
Wir  hemchnen  diese  'kurzweg  als  die  Perioden  des  elliptischen  Integrals. 
Gehen  wir  z.B.  irgendwie  um  die  Verzweigungspunkte  ee'  im  oberen 
Blatte  der  Riemannschen  Fläche  und  zwar  in  solchem  Sinne  herum  ^  dafs 
wir  die  Verzweigungslinie  ee'  zur  Rechten  haben.  (Vgl.  hier  und  im 
Folgenden  Fig.  60.)  Nach  dem  Cauchyschen  Satze  liefern  alle  solchen 
Umläufe  denselben  Wert  des  Integrals.  Insbesondere  können  wir  daher 
den  Integrationsweg  auf  die  Verzweigungslinie  ee  zusammenziehen. 
Thun  wir  dieses^  so  haben  wir  erst  von  e  nach  e  an  der  Grenze  der 
positiven  oberen  und  dann  von  e  nach  e  an  der  Grenze  der  negativen 
oberen  Halbebene  entlang  zu  integrieren^  was  beidemal  zu  demselben 
Integralwert ^  nämlich  dem  uns  von  früher  her  bekannten  Werte  co  führt. 
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Jedem  einmaligen  vollen  Umlaufe  um  die  Verzweigungspunkte  ee'^ 
ausgeführt  im  oberen  Blatte  und  in  dem  angegebenen  Sinne^  entspricht 
daher  eine  Vermehrung  yon  t  um  ^^die  erste  Periode  ^^  2cl>.  Es  ist 
klar^  dafs  bei  Umkehrung  des  Umlaufsinns  oder  bei  Verlegung  des 
Integrationsweges  in  das  untere  Blatt ^  der  so  entstehende  Integralwert 
—  2  G9  sein  wird. 

Jeder  Integrationsweg ^  der  die  Punkte  ee  umschliefst ^  kann  aber 
auch  als  ein  Umlauf  um  die  beiden  anderen  Verzweigungspunkte  e"  o^ 
aufgefafst  werden.  Jedem  solchen  Umlauf  (insbesondere  also  auch  einem 
auf  die  reelle  Äxe  von  e"  bis  oo  zusammengezogenen  Wege)  entspricht 
daher  bei  richtiger  Fixierung  des  Sinnes  derselbe  Integralwert  2  co . 

Ferner  können  wir  um  die  Punkte  cx)  e  bez.  e  e'  einen  Umlauf 
vornehmen.  Je  zwei  solche  Umläufe  geben  bei  richtiger  Fixierung 
des  Fortschreitungssinnes  ebenfalls  dasselbe  Integrationsresultat.  Es 
genügt  daher  etwa  den  Umgang  um  die  Punkte  oo  e  zu  betrachten^ 
welchen  wir  uns  teils  in  der  negativen  unteren^  teils  nach  Passierung 
des  Verzweigungsschnittes  ee'  in  der  positiven  oberen  Halbebene  vor- 
genommen denken  und  zwar  in  solchem  Sinne ^  dafs  die  Linie  csd  e 
beständig  zur  Linken  liegt.  Der  Wert  dieses  Integrals  ist  ersichtlich 
das  Doppelte  desjenigen  Integralwertes ^  den  man  erhält ^  wenn  man  von 
dem  Verzweigungspunkte  e  an  der  Grenze  der  positiven  oberen  Halb- 
ebene nach  —  oo  hin  fortschreitet.  Dieser  Wert  wurde  pag.  263  mit 
Ig}'  bezeichnet;  seine  Berechnung  liefs  sich  ebenso  bewerkstelligen  wie 
die  Berechnung  von  (d.  Mithin  wird  ^^die  zweite  Periode"  unseres 
Integrales,  welche  einem  Um  gange  um  eins  der  Punktepaare  oo  e  oder 
e  e''  entspricht,  gleich  2ic:)\ 

In  der  folgenden  Figur  stellen  wir  die  bisher  betrachteten  Inte- 
grationswege und  die  zugehörigen  Integralwerte  schematisch  dar.    Der 


Fig.  60. 

gemeinte  Sinn  ist  je  durch  einen  Pfeil  markiert;  die  Integrationswege 
sind  punktiert  wo  sie  im  unteren,  ausgezogen  wo  sie  im  oberen  Blatte 
verlaufen. 

Auf  die  beiden  Perioden  2g)  und  2icö'  lassen  sich  die  Integrale, 
welche  einem  beliebigen  in  sich  zurücklaufenden  Integrationswege  ent- 
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sprechen,  zurückführen.  Der  allgemeine  Wert  eines  solchen  Integrals, 
welcher  auch  „die  allgemeine  Periode^'  von  t  heifst,  wird  daher 

2m(o  +  2im'(D\ 

Die  (positiven  oder  negativen)  ganzen  Zahlen  m  und  m'  bedeuten  dabei 
einfach  die  Anzahl  der  (rechtsläufigen  oder  linksläufigen)  Umgänge  des 
Integrationsweges  um  die  Strecken  ee'  und  e''  oo. 

Geben  wir  in  unserem  Integrale  nur  die  obere  und  untere  Grenze 
als  Punkte  der  Riemannschen  Fläche  an,  indem  wir  die  Gestalt  des 
Integrationsweges  auf  sich  beruhen  lassen,  so  ist  der  Wert  von  t,  ent- 
sprechend dem  angegebenen  Werte  der  allgemeinen  Periode,  nur  bis 
auf  Multipla  von  2  a)  und  2i(x)'  bestimmt  Ziehen  wir  dagegen  nur 
Punkte  einer  unserer  vier  Halbebenen  in  Betracht  und  fügen  die  Be- 
schränkung hinzu,  dafs  auch  der  Integrationsweg  ganz  in  dieser  Halb- 
ebene verlaufen  soll,  so  ist  der  Wert  von  t  (nach  dem  Cauchyschen 
Satze)  durch  Angabe  der  oberen  und  unteren  Grenze  eindeutig  fest- 
gelegt. — 

Wir  gehen  nun  zur  funktionentheoretischen  Untersuchung  der 
anderen  elliptischen  Integrale  über,  welche  uns  bisher  vorkamen,  zu 
den  Gröfsen  i^,  9  und  namentlich  zu  den  a^  /3,  y,  d. 

Im  Gegensatz  zu  t  sieht  man,  dafs  ^  nicht  ausnahmslos  auf  der 
Riemannschen  Fläche  endlich  ist.  Die  Yerzweigungspunkte  e,  e\  e\  oo 
geben  allerdings  auch  hier,  aus  denselben  Gründen  wie  oben,  zu  keinem 
Unendlichwerden  Anlafs.  Der  Integrand  von  ^  wird  ferner  aber  un- 
endlich für  ^^  =  4-  1  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung.  Hieraus  er- 
geben sich,  wie  wir  sehen  werden,  für  das  Integral  logarithmische  Un- 
stetigkeiten. 

Betrachten  wir  z.  B.  den  Wert  u  =  -{-  1 .     In  dem  Integrale 

i — Nu     du 

setzen  wir  überall  u  ==  1  aufser  in  dem  das  Unendlichwerden  bedingen- 
den Faktor  1  —  u,  wobei  wir  für   U  den  pag.  225  angegebenen  Wert 

—  -j^  (N — ny  zu  benutzen  haben;  dann  wird 


_   r  n~~N 


^^± 


i     r   du  —-   i   ^        ..  . 


Diese  Gleichung  giebt  eine  angenäherte  Darstellung  für  das  Verhalten 
der  Gröfse  ijj  in  der  Nähe  derjenigen  beiden  Stellen,  an  denen  auf  der 
Riemannschen  Fläche  der  Wert  u  =  1  stattfindet;  sie  zeigt,  dafs  hier  ifj 
in  der  That  logarithmisch  unendlich  wird.  Der  „Multiplikator  des  Un- 
endlichwerdens^^,  wie  wir  die  den  Logarithmus  multiplizierende  Konstante 
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nennen  wollen^  wird  dabei  in  dem  einen  Blatte  gleicli —^  in  dem 

anderen  'gleich   -f-  ^  * 

Ganz  dieselbe  Überlegung  zeigt  anch^  dafs  ip  an  den  beiden  Stellen 
u  =  --  1  mit  dem  Multiplikator  +  y  logarithmisch.  unendlich,  wird. 
Berücksichtigen  wir  überdies^  dafs  sich  nach  pag.  237  der  Winkel  cp 
beim  Kugelkreisel  ganz  ebenso  verhält  wie  if^y  so  können  wir  sagen: 

Die  Eulerschen  Winkel  cp  und  il)  werden  auf  unserer  JRiemannsclten 
Fläche  in  vier  PunMen  logarithmisch  unendlich  ^  nämlich  an  den  Stellen 
i^  =  +  1  im  oberen  und  unteren  Blatte,  und  zwar  mit  einem  Multi- 
plikator, welcher  für  die  über  einander  gelegenen  Punkte  der  beiden  Blätter 
je  entgegengesetzte  Werte  annimmt  und  überall  den  absoluten  Betrag  -^  hat. 

Die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  kennt  aber  noch  einfachere 
logarithmisch  unendlich  werdende  Integrale^  nämlich  solche  mit  nur 
zwei  logarithmischen  Unendlichkeits stellen.  Man  bezeichnet  diese  als 
Integrale  dritter  Gattung  und  benutzt  sie,  um  solche  mit  mehr  Unstetig- 
keiten  aus  ihnen  linear  zusammenzusetzen.  So  haben  wir  in  der  That 
bereits  pag.  268  unser  >  als  Summe  zweier  Integrale  dritter  Grattung, 
der  sog.  Legendreschen  Normalintegrale  11  dargestellt. 

Für  die  weitere  analytische  Behandlung  sind  daher  jedenfalls  die 
Eulerschen  Winkel  nicht  die  einfachsten  analytischen  Elemente.  Es 
zeigt  sich  aber,  dafs  unsere  Parameter  a^  ß^  y,  d  solche  in  einfachster 
Weise  liefern,  dafs  nämlich  die  Gröfsen  log  a,  log  ß^  log  y,  log  8  direkt 
elliptische  Integrale  dritter  Gattung  sind. 

Nehmen  wir  zunächst  den  Ausdruck  für  log  a  aus  Gleichung  (8) 
von  pag.  238  auf: 


T                  CA-]/U+i(nA-N)    du 
log  a  =   I  —^ ^— ^ — 


2Ä(u  +  i)      yu 

Hier  ist  der  Paktor  (u  —  1),  der  in  ^  auftrat,  aus  dem  Nenner  ver- 
schwunden. Auch  der  Paktor  (^*  +  1)  bewirkt  ein  Unendlichwerden 
von  log  a  nur  in  einem  der  beiden  Blätter.  Wie  wir  eben  sahen,  wird 
nämlich  für  u  ==  —  1 : 

Ä'U=^—iN-i-ny, 

also  nach  den  in  Pigur  59  enthaltenen  Pestsetzungen 

Ä  yU=  +  ^1-^+^1   i^  oberen  Blatte, 

Ä  YTT  =  —  i\  N  -}~  n\   im  unteren  Blatte. 

Um  uns  bequem  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  für  das  Folgende 
annehmen,  dafs 

N>n>0 

Klein-Som  merfeld,  Kreiselbe wegimg.  26 
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sei.  Alsdann  bedeuten  die  in  den  eben  angegebenen  Werten  von 
äYU  vorkommenden  absoluten  Beträge  [iV-}-^|  bez.  \N — n\  das- 
selbe wie  (N  +  n)  bez.  (N  —  n).  Der  Zähler  des  Integranden  von 
log  a  wird  daraufhin  für  u  ==  —  1 

gleich  -^  i(n  -\-  N)  -{-  i(n  -j-  N)  ==2i  (n  -\-  N)  im  oberen  Blatte^ 
gleich  —  i(n  -{-  N)  -{-  i(n  -{-  N)  =  0  im  unteren  Blatte. 

Im  unteren  Blatte  hebt  also  das  Verschwinden  des  Zählers  das  gleich- 
zeitige Verschwinden  des  Nenners  auf,  so  dafs  hier  log  a  endlich  bleibt. 
Im  oberen  Blatte  dagegen  wird^  wenn  wir  aufser  in  dem  Faktor  (e^  -)-  1) 
überall  u  =  —  1  setzen^  näherungsweise: 


log  a  =y^p^  =  log  (1+u). 


Im  oberen  Blatte  besitzt  also  log  a  einen  logarithmischen  Unendlich- 
keitspunkt. 

Da  nach  einem  allgemeinen  Gesetz  bei  den  Integralen  algebraischer 
Funktionen  logarithmische  Unstetigkeiten  immer  paarweise  auftreten 
müssen  j  so  werden  wir  noch  nach  einer  zweiten  Unendlichkeitsstelle 
von  log  a  suchen.  Diese  liegt  bei  u  =  oo.  Machen  wir  nämlich^  wie 
dies  bei  der  Untersuchung  des  Unendlichfernen  üblich  ist,  die  Sub- 
stitution V  =  —,  so  ergiebt  sich  für  v  =  0  näherungsweise: 

log  «  =  —  l~  =  —  log  Yv  =  log  Yu. 

Die  zweite  logarithmische  Unendlichkeitsstelle  von  log  a  liegt  also 
im  Unendlichen.  An  den  übrigen  Verzweigungspunkten  bleibt  dagegen 
log  a  wieder  endlich. 

Dieselben  Überlegungen  zeigen,  dafs  auch  die  Gröfsen  log  ß,  log  y, 
log  d  nur  je  zwei  logarithmische  Unendlichkeits stellen  besitzen,  die  eine 

________  ^^/ 


7^^ 


i^a- 


Eig.  61a. 


W 


^y/ 


x: 


i^oc 


e 


IXC 


\^ß 


x: 


Mg.  61b. 


im  Unendlichen,  die  zweite  bei  -2^  ==  +  1  im  oberen  oder  unteren  Blatte. 
Wie  sich  die  Unendlichkeitsstellen  auf  die  vier  Punkte  ^  =  +  ^  ^^^" 
teilen,   stellen   wir  durch   das    Schema   der   Figur  61  a   dar,    welches 
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wiederum  einen  Aussclinitt  ans  unserer  Riemannsclien  Fläche  darstellt 
und  welches  auf  Grund  der  oben  gemachten  Festsetzung  JV  >  -^  >  0 
entworfen  ist.  Bei  einer  anderen  Annahme  über  Vorzeichen  und  Gröfsen- 
verhältnis  von  N  und  n  vertauschen  sich  unsere  vier  Unendlichkeits- 
stellen in  leicht  angebbarer  Weise.  So  entspricht  z.  B.  das  Schema  b 
der  Annahme  0  >  -ZV  >  ^i . 

Somit  haben  wir  bewiesen: 

Die  Logarithmen  unserer  Parameter  a^  ß,  y,  S  sind  elliptische  In- 
tegrale, welche  nur  an  0tvei  Stellen  der  Biemannschen  Fläche  logarithmisch 
unendlich  werden,  nämlich  he0.  in  einem  der  vier  Funkte  u  ==  -{-1, 
sowie  im  Funkte  oo;  diese  Logarithmen  sind  also  direkt  elliptische  Inte- 
grale dritter  Gattung. 

Damit  sind  aber  die  eigentümlichen  Vorzüge  unserer  Parameter 
noch  nicht  erschöpft.  Wir  richteten  bereits  bei  dem  Integrale  ip  unsere 
Aufmerksamkeit  auf  den  Multiplikator ,  mit  welchem  der  unendlich 
werdende  logarithmische  Term  behaftet  ist.  Von  diesem  hängt  der 
Zuwachs  ab/ um  den  sich  das  Integral  bei  einem  Umlauf  um  die  frag- 
liche Unendlichkeitsstelle  additiv  vermehrt.  Unter  den  Integralen  dritter 
Gattung  besitzen  nun  diejenigen  einen  besonders  einfachen  funktionen- 
theoretischen Charakter,  bei  welchen  dieser  Zuwachs,  in  sogleich  noch 
näher  zu  definierender  Weise  berechnet,  gleich  +  2  jr^  wird.  Es  ist 
daher  berechtigt,  solche  Integrale  durch  den  besonderen  Namen  Normal- 
integrale dritter  Gattung  auszuzeichnen.*)  Dabei  bemerken  wir,  dafs 
Legendr e  die  Normierung  seiner  Integrale  dritter  Gattung  von  einem 
anderen,  mehr  formalen  Gesichtspunkte  aus  getroffen  hat,  dafs  also 
die  pag.  267  erwähnten  Legendreschen  Normalintegrale  keine  Normal- 
integrale in  unserem  jetzigen  Sinne  sind. 

Um  die  Definition  der  Normalintegrale  dritter  Gattung  präciser 
angeben  zu  können,  müssen  wir  zunächst  erklären,  was  wir  unter  einem 
„positiven"  und  was  wir  unter  einem  „geschlossenen"  Umlauf  um 
einen  Punkt  unserer  Biemannschen  Fläche  verstehen  wollen. 

Wir  setzen,  je  nachdem  es  sich  um  einen  im  Endlichen  gelegenen 
Punkt  u  =  a  oder  um  den  unendlich  fernen  Punkt  u  =  oo  handelt, 

entweder  u  —  a  ==  qc^^  oder  u  =i  —  und    v  =  q&^.      Darauf  lassen 

wir  bei  festgehaltenem  genügend  kleinem  q  den  Winkel  (p  in  beiden 
Fällen  von  Null  aus  nach  der  positiven  Seite  hin  wachsen.  Dadurch 
ergiebt   sich   in    der  t*-Ebene   und   auf  der  Biemannschen  Fläche  ein 

*)  Die  Wichtigkeit  dieser  Normierung  wird  von  Jacobi  gerade  an  dem  Bei- 
spiel des  Kreisels  auseinandergesetzt.  Vgl.  seine  Ausführungen  über  den  Divisor 
des  Integrals  dritter  Gattung.    Ges.  W,  B.  II  pag.  477  u,  ff. 

26* 
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Weg^  von  welcliein  wir  sagen^  dafs  er  um  den  Punkt  u  ==  a  bez. 
u  =  oo  im.  positiven  Sinne  herumläuft.  Diesen  positiven  Umlauf  setzen 
wir^  je  nachdem  es  sich  um  einen  gewöhnlichen  Punkt  der  Riemann- 
schen  Fläche  oder  um  einen  Verzweigungspunkt  handelt,  solange  fort, 
bis  der  eben  definierte  Winkel  cp  den  Wert  2;r  oder  4:7C  erreicht  hat. 
In  der  t*- Ebene  umkreisen  wir  dann  im  ersten  Falle  den  betreffenden 
Punkt  einmal,  im  zweiten  Falle  zweimal.  Auf  der  Riemannschen  Fläche 
laufen  wir  aber  in  beiden  Fällen  nur  einmal  um  den  Punkt  herum, 
da  bei  einem  Verzweigungspunkte  erst  zwei  Umgänge  in  der  u- Ebene 
zu  dem  Ausgangspunkte  auf  der  Riemannschen  Fläche  zurückführen. 
In  beiden  Fällen  sprechen  wir  daher  von  einem  einmaligen,  auf  der 
Biemannschen  Fläche  geschlossenen  Umlaufe. 

Die  genaue  Definition  der  Normalintegrale  dritter  Gattung  soll 
nun  folgendermafsen  lauten: 

Unter  einem  Normalintegrale  dritter  Gattung  verstehen  wir  ein  solches 
Integral  mit  0wei  logarithmischen  Unendlich'keitssteTlen,  ^velches  hei  einem 
auf  der  Biemannschen  Fläche  geschlossenen,  einmaligen  positiven  Umlauf 
um  eine  der  Unendlich'keitssteTlen  den  Zuwachs  27ci  erfährt;  hei  einem 
entsprechenden  Umlauf  um  die  andere  Unendlichheitsstelle  nimmt  dasselbe 
dann  einem  allgemeinen  Gesetz  mfolge  den  Zuwachs  —  27ti  auf 

Wir  zeigen  nun  sofort,  dafs  unsere  Integrale  log  a,  log  j3,  log  y, 
log  d  in  diesem  Sinne  Normalintegrale  sind.    Betrachten  wir  z.  B.  log  a. 

Zur  Untersuchung  der  Unendlichkeitsstelle  u  =  —  1  von  log  a 
setzen  wir  nach  der  soeben  gegebenen  Vorschrift  u  -}-  1  =  qc^v  und 
lassen  bei  genügend  kleinen  Werten  von  q  den  Winkel  (p  von  0 
bis  2  7C  wachsen.  Da  sich  nach  Obigem  log  a  in  der  Nähe  der  Stelle 
u  =  —  1  wie  log  {u  -f-  1)  verhält,  haben  wir 

log  «  =  log  (^^  +  1)  H =  log  ^  +  ^9  -] 

Wir  sehen  hieraus,  dafs  sich  log  c^  bei  einer  positiven  geschlossenen 
Umkreisung  der  Stelle  u  =  — 1  um  27ti  vermehrt.  Handelt  es  sich 
andrerseits  um  ^t  =  oo ,  so  setzen  wir  v  =^  —  =  ge^^  und  lassen  cp 
abermals  bei  genügend  kleinem  q  und  zwar  jetzt  von  0  bis  47i;  variieren. 
Da  log  cc  im  Unendlichen  in   —  log  Yv  übergeht,  so  wird 

log  Ol  =  —  iog]/7  +  • .  •  =  —  log  y^  —  ^  -I 

Wie  man  sieht,  vermehrt  sich  log  a  bei  der  soeben  definierten  positiven 
geschlossenen  Umkreisung  der  Stelle  ^  =  oo  gerade  um  —  27ci. 

In  derselben  Weise  überzeugen  wir  uns,  dafs  auch  log  /5,  log  y^ 
log  d  beim  Umgange  um  ihre  Unendlichkeitsstellen  den  Zuwachs  -[-  27ti 
erfahren. 
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Wir  können  somit  den  bemerkenswerten  Satz  ausspreclien: 

Die  Logarithmen  unserer  Parameter  sind  nicht  nw  Integrale  dritter 

Gattung  schlechtweg  ^  sondern  sie  sind  sogar  Normalintegrale. 

Dieser  Umstand  wird   von    augenfälliger  Wichtigkeit,    wenn   wir 

von  den  Logarithmen  zu  den  Werten  unserer  Parameter  selbst  übergehen. 

Die  letzteren  Gröfsen  bleiben  nämlich  ersichtlich  vollständig  ungeändert 

bei  einem  Umgange  um  die  Unendlichkeits stellen  ihrer  Logarithmen. 

Z.  B.  verhält  sich  a  in  der  Nähe  der  Stelle  u  =  —  1  direkt  wie 

C{u  +  1). 

Wäre  dagegen  der  Zuwachs  bei  einem  Umlauf  um  die  Stelle  u  =  —  1 
nicht  gleich  2  7tij  sondern  etwa  gleich  2  7tiX  und  dementsprechend  der 
Multiplikator  des  Unendlichwerdens  nicht  gleich  1,  sondern  gleich  A, 
so  würde  sich  a  verhalten  wie 

im  Allgemeinen  also,  wenn  X  nicht  gerade  ganzzahlig  ist,  diese  Stelle 
zum  Verzweigungspunkte  haben.    Wir  können  daher  sagen: 

Danlc  der  Normaleigenschaft  unserer  Integrale  dritter  Gattung  ver- 
halten sich  unsere  Parameter  auf  der  Biemannschen  Fläche  durchgängig 
unverzweigt. 

Damit  ist  nicht  gesagt,  dafs  diese  Parameter  auch  eindeutig  auf 
der  Riemannschen  Pläclie  wären.  Vielmehr  werden  sich  ihre  Loga- 
rithmen, entsprechend  ihrer  Darstellung  als  Integrale  dritter  Gattung, 
bei  Umlaufung  eines  Paares  von  Verzweigungspunkten  um  gewisse 
charakteristische  Zuwächse,  „die  Perioden  des  Integrals  dritter  Gattung^^, 
additiv  vermehren,  gerade  so  wie  wir  es  für  das  Integral  erster  Gattung 
in  Figur  60  geschildert  haben.  Die  Werte  der  Parameter  selbst  werden 
sich  daher  bei  einem  Umlauf  um  die  Verzweigungspunlcte  je  mit  gewissen 
charakteristischen  Faktoren  multiplizieren.  Auf  die  Berechnung  jener 
Zuwächse  bez.  dieser  Faktoren  von  der  Integraldarstellung  aus  brauchen 
wir  hier  nicht  einzugehen,  weil  wir  im  vierten  Paragraphen  eine  ex- 
plicite  Darstellung  der  a,  ß,  y^  d  geben  werden,  durch  welche  die 
genannte  Berechnung  von  selbst  erledigt  wird. 

Jedenfalls  erhellt  aus  alle  diesen  Bemerkungen,  dafs  unsere  Para- 
meter «,  ßj  7,  d  im  Hinblick  auf  funktionentheoretische  Einfachheit 
den  Eulerschen  Winkeln  überlegen  sind.  Es  wird  sich  geradezu  zeigen: 
Die  a,  ß,  y,  8  stellen  die  einfachsten  analytischen  Bausteine  dar,  aus 
denen  sich  die  allgemeinen  lormeln  der  Kreiselbewegung  zusammensetzen 
lassen. 
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§  3.   Die  Abbildung  der  Riemannsclien  Fläche  \u,  YU)  in  der 

i^-Ebene. 

In  diesem  Paragraphen  Laben  wir  die  Umkelirung  des  ellip tischen 
Integrals  erster  Gattung  zu  leisten.  Während  wir  bisher  t  als  Funktion 
seiner  oberen  Grenze  u  oder  besser  noch  als  Funktion  des  Ortes 
(uy  yU)  auf  der  Riemannschen  Fläche  aufgefafst  haben^  wollen  wir 
später  die  Wertepaare  (uy  YU)  als  Funktionen  von  t  ansehen.  Hierzu 
ist  es  eine  Vorstufe^  dafs  wir  zunächst  [u,  YU)  und  die  zugehörigen 
Werte  von  t  als  gleichberechtigte  Variable  behandeln.  Wir  repräsentieren 
daher  t  =  t-^  -{-  it^  seinerseits  in  einer  komplexen  Ebene ^  der  t- Ebene ^ 
indem  wir  uns  t-^  als  Äbscisse^  t<^  als  Ordinate  auftragen,  und  fragen^ 
welchen  Weg  bez.  welches  Gebiet  t  in  seiner  Ebene  beschreibt,  während 
die  Variable  u  einen  beliebigen  Weg  oder  ein  beliebiges  Gebiet  der 
Riemannschen  Fläche  bestreicht.  Diese  Frage  bezeichnet  man  funktionen- 
theoretisch als  die  Frage  nach  der  Abbildung  der  BiemannscJien  Fläche 
(u,  ]/Z7)  auf  die  t- Ebene. 

Als  untere  Grenze  des  Integrals  nehmen  wir  wie  früher  den  Ver- 
zweigungspunkt e  an,  betrachten  also 


yu 

e 

Wir  beginnen  mit  der  Berandung  der  positiven  oberen  Halbebene 
unserer  Riemannschen  Fläche.  Welchen  Weg  beschreibt  t,  während  wir 
u  die  reelle  Äxe  in  der  joositiven  oberen  Halbebene  von  links  nach  rechts 
durchlaufen  lassen'^ 

Bei  der  Beantwortung  dieser  Frage  haben  wir  uns  wesentlich  auf 
Figur  59  zu  stützen,  wo  wir  nach  Realität  und  Vorzeichen  die  für  die 
einzelnen  Teilintervalle  der  reellen  Äxe  gültigen  Werte  von  ]/?7  ein- 
getragen haben.     Hiernach    sind    die    zugehörigen   Inkremente   von  t, 

d.  h.  die  Gröfsen  dt  =  -— = ,  welche  dem  positiven  Zuwachse  du  von  u 

entsprechen,  nach  Realität  und  Vorzeichen  gegeben.     Wir  stellen  sie 
in  der  folgenden  Tabelle  zusammen: 


Bewegt  sich  u: 
von       e      bis       e'   , 
von       e'     bis       e"  , 
von       e''     bis  +  oo , 
von  — oo  bis       e     , 


so  ist  das  Inkrement  dt: 
positiv  reell, 
positiv  imaginär, 
negativ  reell, 
negativ  imaginär. 
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In  unserem  Ausgangspunkte  e,  der  unteren  Grenze  des  Integrals^ 
ist  natürlich  t  gleich  Null.  Der  Weg,  den  t  beschreibt,  setzt  also  im 
Nullpunkte  der  i^-Ebene  ein.  Schreitet  u  von  e  bis  e  fort,  so  wandert 
der  zugehörige  Punkt  t  nach  vorstehender  Tabelle  längs  der  positiven 
reellen  Axe.  Wenn  u  den  Wert  e  erreicht,  biegt  der  Weg  recht- 
winklig um  und  verläuft  zunächst  parallel  der  positiv  imaginären 
^-Axe. 

Sind  wir  auf  der  Riemannschen  Fläche  bis  e'  gekommen,  so 
macht  der  Weg  von  t  abermals  einen  rechtwinkligen  Knick;  er  führt 
von  da  ab  wieder  parallel  der  reellen  Axe  aber  im  negativen  Sinne. 
Lassen  wir  u  ins  Positiv-Unendliche  übergehen  und  aus  dem  Negativ- 
Unendlichen  der  reellen  Axe  zurückkehren,  so  haben  wir  in  der  ^Ebene 
eine  abermalige  rechtwinklige  Umbiegung;  die  Bewegung  des  repräsen- 
tierenden Punktes,  welche  vorher  im  Sinne  der  negativen  reellen  Axe 
stattfand,  verläuft  weiterhin  im  Sinne  der  negativ -imaginären  Axe. 
Im  Ganzen  ieschreibt  t  also  einen  reehtwinUigen  Zug  gerader  Linien, 
während  u  die  reelle  Äxe  durehläuft. 

Wir  finden  leicht,  dafs  dieser  Linienzug  sich  schliefsen  mufs,  und 
berechnen  überdies  die  Länge  seiner  Kanten,  wenn  wir  die  in  Fig.  60 
angegebenen  Werte  der  vollen  Periodenumläufe  berücksichtigen.  Ziehen 
wir  nämlich  die  dort  gezeich- 
neten Integrationswege  auf  die 
betreffenden  Stücke  der  reellen  (u^ooj.j 
Axe  zusammen,  so  zerlegt  sich 


der  volle  Umlauf  in  zwei  kon- 
gruente geradlinige  Hälften,  deren 
jede  als  Integralwert  von  t  die 
Hälfte  der  ganzen  Perioden  2(o 
bez.  2^05'  liefert.  Hieraus  folgt: 
Der  reehtecMge  lAnien^ug  in  der 


mg.  62. 


t-Ehene  ist  die  Contour  eines  gewöhnlichen  BechtecJcs  (vgl.  Fig.  62) ;  die 
Länge  der  horizontalen  Bechteckseiten  heträgt  co,  die  der  vertikalen  cj'. 
Die  Ecken  des  Rechtecks  sind,  in  der  Beihenfolge,  wie  sie  den  Ver- 
zweigungspunkten 


u  =  e,  e  ,  e 


oo 


entsprechen,  gegeben  dwrch  die  Werte 


t  =  0. 


03,     CO  -j-  icj',     i(A)\ 


Wir  treten  nun  mit  der  Yariabelen  u  in  das  Innere  der  positiven 
oberen  Halbebene  ein  und  überzeugen  uns,  dafs  dann  auch  die  Variable  t 
in  das  Innere  unseres  Rechtecks  übergeht. 
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Da  wir  nämlich,  wenn  wir  die  reelle  u-Axe  von  —  oo  bis  -{-  oo 
dnxclilaufenj  jene  Halbebene  zur  Linken  haben,  mufs  sich  auch  in  der 
i^- Ebene  einem  allgemeinen  funktionentheoretischen  Prinzip  zufolge  das 
entsprechende  Gebiet  an  den  in  der  Richtung  ico\  0^  o^  ...  durch- 
laufenen rechteckigen  Rahmen  nach  links  hin  ansetzen.  Ferner  haben 
wir  uns  klar  zu  machen,  dafs  das  Abbild  in  der  i^- Ebene  an  keiner 
Stelle  Lücken,  Verzweigungspunkte  oder  Faltungen  besitzt.  Wir  können 
uns  zu  dem  Zwecke  aus  der  Integralformel  Reihenentwickelungen  her- 
stellen, welche  den  Wert  von  t  als  konvergente  Potenzreihe  aus  dem 
Werte  von  u  und  umgekehrt  diesen  aus  jenem  zu  berechnen  gestatten. 
Führt  man  diese  Andeutungen  näher  aus,  so  erkennt  man,  dafs  den 
Punkten  der  positiven  oberen  Halbebene  nur  Punkte  im  Innern  unseres 
Rechtecks  entsprechen  können  und  dafs  diese  Punkte  den  Raum  zwischen 
unserem  rechteckigen  Rahmen  lückenlos  und  einfach  überdecken  müssen. 
Wir  werden  also  sagen  können: 

Die  Fläche  unseres  Bechtecks  stellt  die  Ähhildung  vor^  welche  die 
Gröfse  t  von  der  positiven  oieren  HaTbebene  der  Biemannschen  Fläche 
entwirft 

Um  den  Abbildungsprozess  möglichst  konkret  zu  fassen,  können 
wir  uns  etwa  die  betrachtete  Halbebene  mit  einer  elastischen  Membran 
bespannt  denken,  welche  an  der  reellen  Axe  befestigt  ist.  Die  Stücke 
der  reellen  Axe  zwischen  den  Verzweigungspunkten  stellen  wir  uns 
hier  miteinander  gelenkig  verbunden  vor.  Wir  drehen  nun  diese  Stücke 
gegeneinander  und  deformieren  sie  solange,  bis  sie  in  den  rechteckigen 
Rahmen  der  i^- Ebene  übergegangen  sind.  Gleichzeitig  ist  dann  die 
ursprüngliche  Membran  unter  Aufrechterhaltung  der  Stetigkeit  in  eine 
das  Rechteck  überspannende  Membran  deformiert.  Die  eine  Membran 
stellt  sich  so  als  eine  Verzerrung  der  anderen  dar.  Natürlich  giebt 
dieses  Verfahren  zunächst  nur  eine  sehr  ungefähre  qualitative  Vorstellung 
von  dem  mathematischen  Zusammenhange  zwischen  den  Variabein  t  und  u. 
Wir  können  aber  unsere  Abbildung  auch  quantitativ  richtig  wieder- 
geben, wenn  wir  den  in  unserer  Membran  wirksamen  elastischen  Kräften 
die  Eigentümlichkeit  zuschreiben,  nur  solche  Verzerrungen  zuzulassen, 
bei  welchen  die  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen  gewahrt  wird,  wo 
also  irgend  zwei  von  einem  Punkte  ausgehende  Kurven  nach  der  De- 
formation denselben  Winkel  einschliefsen,  wie  vor  derselben.  Durch 
diese  Bestimmung  ist  die  Art  der  Verzerrung,  wie  man  nachweisen 
kann,  vollständig  festgelegt,  wenn  wir  nur  noch  die  weitere  Bedingung 
hinzufügen,  dafs  etwa  den  drei  Punkten  e,  e',  e'  der  Halbebene  die 
drei  aufeinanderfolgenden  Ecken  unserer  Rechtecksbegrenzung  0,  co, 
CO  -{'  icj'   entsprechen  sollen.     Bekanntlich  nennt  man  eine  solche,  in 
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den  kleinsten  Teilen  ähnliche  Abbildung  zweier  Gebiete  eine  Tionforme 
oder  winkeltreue  Abbildung. 

Obne  irgend  welche  Formel  lälst  sich  also  der  analytische  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Variabein  t  und  u  rein  geometrisch  folgender- 
mafsen  beschreiben: 

Es  entsprechen  sich  je  ^wei  solche  Variaheinwerte  t  und  u,  deren 
repräsentierende  PunMe  hei  der  'konformen  Abhildung  der  HaTbebene  auf 
die  Fläche  des  Bechtecks  (unter  Zuordnung  der  Verzweigungspunkte  m 
den  Ecken  des  Bechtecks)  in  einander  übergehen.  — 

Ein  sehr  schöner  Apparat,  welcher  die  Konformität  der  Abbildung 
selbstthätig  bewirkt,  ist  kürzlich  von  Herrn  S.  Finsterwalder*)  kon- 
struiert worden.  Herr  Finsterwalder  stellt  aus  biegsamen  Drähten  ein 
Netzwerk  her,  indem  er  je  drei  Drähte  durch  eine  mit  drei  Bohrungen 
versehene  Hülse  zusammenfafst,  wobei  es  für  die  Herstellung  am  be- 
quemsten ist,  die  Bohrungen  unter  überall  gleichem  Winkel  gegen 
einander  anzubringen.  Die  Hülsenmittelpunkte  bilden  dann  in  ihrer 
ursprünglichen  Lage  die  Ecken  einer  regelmäfsigen  Sechsecksteilung 
der  Ebene.  Da  die  Drähte  in  ihren  Führungen  frei  auf-  und  abgleiten 
können  und  überdies  gebogen  werden  können,  so  besitzt  unser  Apparat 
noch  einen  hohen  Grad  von  Beweglichkeit.  Die  Anzahl  der  Freiheits- 
grade wird  sogar  unendlich  grofs,  wenn  wir  uns,  wie  es  der  in  Rede 
stehenden  Anwendung  auf  die  konforme  Abbildung  wegen  eigentlich 
geschehen  müfste,  sämtliche  Dimensionen  des  Netzwerks  unendlich  klein 
und  die  Hülsen  unendlich  zahlreich  und  unendlich  dicht  nebeneinander 
liegend  denken. 

Man  überzeugt  sich  nun  durch  das  Experiment  ohne  Weiteres,  dafs 
es  möglich  ist,  der  Berandung  des  Netzwerks  jede  beliebige  Gestalt  zu 
geben,  d.  h.  das  vom  Netzwerk  ursprünglich  eingenommene  Gebiet  auf 
jedes  andere  Gebiet  abzubilden,  wobei  noch  drei  Randpunkte  des  einen 
Gebiets  dreien  des  anderen  willkürlich  zugewiesen  werden  können.  Dafs 
diese  Abbildung  eine  winkeltreue  ist,  folgt  für  die  Winkel,  unter  denen 
die  Drähte  zusammenstofsen,  unmittelbar  aus  der  Starrheit  der  Hülsen; 
wenn  aber  bei  einer  stetigen  (oder,  genauer  gesagt,  durch  analytische 
Funktionen  vermittelten)  Abbildung  drei  Winkel  in  jedem  Punkte  un- 
geändert  bleiben,  so  gilt  dasselbe  nach  allgemeinen  Prinzipien  für  alle 
Winkel. 

Durch  den  Finsterwalderschen  Apparat  wären  wir  also  in  der  Lage, 
die  durch  unser  elliptisches  Integral  vermittelte  Abbildung  rein  experi- 
mentell zu  realisieren.  — 


*)  Vgl.  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker -Vereinigung,  Bd.  6,  1897. 
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Dieselbe  Betrachtung  wie  für  die  positive  obere  werden  wir  des 
Weiteren  für  die  negative  obere ^  die  positive  untere  Halbebene  u.  s.  w. 
durchführen  können.  Auch  diese  Halhebenen  'bilden  sich  in  der  t- Ebene 
in  BechtecM  von  der  soeben  geschilderten  Gestalt  ab. 

Die  Lage  dieser  Rechtecke  gegen  das  Abbild  der  positiven  oberen 
Halbebene  hängt  von  dem  Integrationswege  ab^  insbesondere  davon^  in 
welchem  Intervalle  wir  die  reelle  Axe  überschreiten^  um  von  der  positiven 
oberen  in  die  nunmehr  abzubildenden  Halbebenen  zu  gelangen.  Die 
positive  obere  Halbebene  hängt  beispielsweise  mit  der  negativen  oberen 
längs  der  Strecke  —  oo  e  zusammen.  Überschreiten  wir  also^  von  e  be- 
ginnend^ bei  der  Integration  diese  Strecke^  so  kommen  wir  zu  Werten 
von  t^  welche  der  negativen  oberen  Halbebene  entsprechen.  In  der 
^- Ebene  füllen  diese  Punkte  ein  Rechteck  aus^  welches  sich  an  die 
Seite  t  ==  0  bis  t  ==  ico'  des  ursprünglichen  Rechtecks  nach  links  hin 
anlegt.  Treten  wir  andrerseits^  durch  die  Verzweigungslinie  ee'  hin- 
durch^ in  das  negative  untere  Blatt  ein^  so  gelangt  der  repräsentierende 
Punkt  der  ^- Ebene  in  das  Innere  eines  Rechtecks^  welches  eine  Ab- 
bildung der  negativen  unteren  Halbebene  vorstellt.  Dieses  Rechteck 
legt  sich  an  das  Abbild  der  Linie  e  e\  d.  h.  an  die  Rechtecksseite  t  =  0 
bis  i^  =  0)  nach  unten  hin  an.  Gehen  wir  sodann  auf  der  Riemannschen 
Fläche  von  der  negativen  unteren  in  die  positive  untere  Halbebene^ 
indem  wir  wieder  die  Linie  —  c3ü  bis  e  überschreiten  ^  so  entspricht 
dem  in  der  <^- Ebene  der  Übergang  zu  einem  neuen  Rechteck,  welches 
mit  dem  Abbilde  der  negativen  unteren  Halbebene  die  Seite  von  —  ico' 
bis  0  gemeinsam  hat.  Im  Ganzen  haben  wir  so  eine  Abbildung  unserer 
vier  Halbebenen,  d.  h.  eine  Abbildung  der  ganzen  Riemannschen  Fläche 
gewonnen.     Diese  besteht  aus  einem  grofsen  Bechtech,  welches  den  Null-- 

punM  der  t- Ebene  mm  MittelpunMe 
hat  und  welches  sich   aus  unseren 
vier  Meinen   Bechteclcen  msammen- 
setd.     Wir    schraffieren    von    den 
letzteren  diejenigen  beiden,  welche 
den    schraffierten   positiven    Halb- 
ebenen entsprechen  und  bekommen 
das    folgende  Gesamtbild  der  Rie- 
mannschen Fläche   (vgl.  Fig.  63), 
durch  welches  diese  in  höchst  über- 
sichtlicher Weise  auseinandergelegt 
erscheint.    Ein  solches  Rechteck,  welches  die  Perioden  des  elliptischen 
Integrals  zu  Seiten  hat,  bezeichnen  wir  als  ein  „Periodenrechteck ^^ 
Einige  Erläuterungen    sind   nur   noch   bezüglich   der  Randpunkte 


Mg.  63. 
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unseres  Periodenreclitecks  erforderlicli.  Diese  entsprechen,  wie  man 
gesellen  hat,  den  Punkten  der  beiden  Strecken  e  e"  und  e'oo  in  den 
vier  Halbebenen.  In  diesen  Strecken  ist  ersicbtlicli  die  Kontinuität 
unserer  Abbildung  unterbrochen.  Während  z.  B.  auf  der  geschlossenen 
Riemannschen  Fläche,  wie  sie  nach  richtiger  Zusammenfügung  der 
Ränder  unserer  Verzweigungslinien  vorliegt,  die  Strecke  e  e"  des  posi- 
tiven oberen  mit  der  Strecke  e  e"  des  negativen  oberen  Blattes  direkt 
zusammenfällt,  sind  die  Bilder  dieser  Strecken  in  der  ^- Ebene  auf  den 
gegenüberliegenden  vertikalen  Seiten  des  Periodenrechtecks  gelegen; 
entsprechend  liegen  die  Bilder  der  auf  der  Riemannschen  Fläche  zu- 
sammenfallenden Strecken  e"  oo  in  der  i^- Ebene  auf  den  gegenüber- 
liegenden horizontalen  Rechtecksseiten.  Wir  müfsten  uns,  um  eine 
durchaus  stetige  und  durchaus  eindeutige  Abbildung  der  Riemannschen 
Fläche  zu  haben,  die  gegenüberliegenden  Ränder  des  Rechtecks  in  der 
Weise  zugeordnet  vorstellen,  dafs  je  zwei  gegenüberliegende  Randpunkte 
auch  im  Bilde  als  identisch  gelten  können.  Indessen  brauchen  wir 
hierauf  nicht  näher  einzugehen,  da  der  beregte  Mifsstand,  die  Diskon- 
tinuität der  Abbildung,  im  Folgenden  von  selbst  in  Fortfall  kommt, 
wenn  wir  unsere  Figur  weiter  vervollständigen. 

In  der  That  ist  unsere  Abbildungsfigur  noch  nicht  fertig.  Wir 
sind  vorher  von  der  positiven  oberen  zur  negativen  oberen  Halbebene 
durch  die  Strecke  —  oo  e  hindurch  gegangen.  Ebenso  gut  können  wir 
aber  auch  durch  e  e"  dahin  gelangen.  Thun  wir  das  Letztere,  so  er- 
halten wir  als  Bild  der  negativen  oberen  Halbebene  ein  Rechteck,  welches 
sich  an  das  Abbild  der  Strecke  e  e' ^  d.h.  an  die  Seite  co  bis  ca-^-ioa' 
unseres  zuerst  gezeichneten  Rechtecks  anlegt.  Überhaupt  giebt  es  von 
jeder  positiven  Halbebene  zu  den  beiden  negativen  und  von  jeder  ne- 
gativen zu  den  beiden  positiven  auf  der  Riemannschen  Fläche  je  zwei 
verschiedene  Zugänge.  Dementsprechend  müssen  wir  die  Figur  so  ver- 
vollständigen, dafs  sich  an  jede  freie  Rechteckseite  ein  weiteres  Recht- 
eck anlegt,  wobei  jedes  schraffierte  Rechteck  von  vier  nichtschraffierten, 
jedes  nichtschraffierte  von  vier  schraffierten  umgeben  wird.  Als  ver- 
vollständigte Abbildungsfigur  bekommen  wir  daher  ein  schachirettartiges 
Muster^  wie  es  durch  die  Figur  64  dargestellt  wird.  Der  einzelne 
Horizontalstreifen  enthält  dabei  entweder  nur  Bilder  der  Halbebenen 
des  oberen  oder  des  unteren  Blattes.  Ein  System  von  Periodenrecht- 
ecken ist  durch  etwas  stärkeres  Ausziehen  der  Begrenzungen  aus  dem 
System  der  kleineren  Rechtecke  herausgehoben. 

Diese  Rechtecksteilung  zusammen  mit  der  Vorstellung  der  Riemann- 
schen Fläche  giebt  den  einfachsten  und  vollständigsten  Begriff  von  der 
analytischen  Beziehung  zwischen  den  Gröfsen  t  und  u,  bez.  YU: 
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Betrachten  wir  zunäclist  t  als  Funktion  von  u,  indem  wir  uns  die 
obere  Grenze  u  als  einen  bestimmten  Punkt  der  Riemannschen  Pläcbe 
gegeben  denken,  d.  b.  indem  wir  uns  aufser  dem  Werte  von  u  auch 
noch  das  Vorzeichen  von  ^U  in  bestimmter  Weise  gewählt  denken. 
(Die  untere  Grenze  soll  wie  früher  in  dem  Verzweigungspunkte  e 
liegen.)     Wir    sahen   bereits   pag.  400,    dafs    der   Wert   von   t   durch 

Angabe  der  oberen  Grenze 
nicht  vollständig  bestimmt 
ist.  Je  nach  der  Gestalt 
des  Integrationsweges  er- 
hält man  unendlich  viele 
Werte  von  t,  welche  sich 
um  Vielfache  der  Perioden 
2  CO  und  2iG)'  unterschei- 
den. Dieser  Sachverhalt 
kommt  in  unserer  Recht- 
ecksteilung besonders  deut- 
lich zum  Ausdrucke.  Da 
nämlich  jede  Halbebene  der 
Riemannschen  Fläche  sich 
in  unendlich  viele  Recht- 
ecke der  i^- Ebene  abbildet, 
giebt  es  zu  jedem  Punkte 
der  Fläche  unendlich  viele 
zugehörige  Punkte  der  ^-Ebene  und  zwar  befindet  sich  in  jedem  Perioden- 
rechtecke ein  solcher  Punkt.  Verschieben  wir  unsere  ganze  Figur  parallel 
mit  sich  um  2(o  in  Richtung  der  reellen  oder  um  2(ö'  in  Richtung 
der  imaginären  Axe,  so  kommt  sie  allemal  mit  sich  zur  Deckung; 
dabei  geht  jedes  Rechteck  in  ein  ebenso  bezeichnetes  Rechteck,  jeder 
Punkt  in  einen  Punkt  über,  dem  auf  der  Riemannschen  Flache  immer 
dieselbe  Stelle  entspricht.  Wir  wollen  alle  diese  Punkte  als  äquivalente 
PunMe  bezeichnen.  Ist  also  t  irgend  ein  Punkt  der  ^- Ebene,  welcher 
der  gegebenen  Stelle  u,  YU  der  Riemannschen  Fläche  entspricht,  so 
werden  die  äquivalenten  Punkte  dargestellt  durch 

t  +  2m(D  -\-  2m'i(x>\ 
wo  m  und  m'  irgend  welche  positiven   oder  negativen  ganzen  Zahlen 
bedeuten.     Alle  diese  Werte  von  t  gehören  zu  derselben  oberen  Grenze 
Uy  yU  des    Integrals.      In    analytischer    Hinsicht    ziehen   wir   hieraus 
namentlich  den  Schlufs: 

Als  Funktion  der  oberen  Greme  aufgefafst,  ist  t  eine  unendlich  viel- 
deutige Funktion. 


'Fig.  64. 
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Jetzt  geben  wir  uns  umgekelirt  den  Wert  von  t  und  fragen  nacli 
zugehörigen  Werten  Yon  u.  Jedem  Punkt  der  i^- Ebene  entspricht  auf 
der  Riemannschen  Fläche  und  um  so  mehr  in  der  -^-Ebene  ein  und 
nur  ein  ganz  bestimmter  Punkt.     Daraus  folgt  sofort: 

Ms  FunMion  von  t  mtfgefafst,  ist  u  eine  eindeutige  Funktion. 

Nun  ist  es  analytisch  sicher  yorteilhafter^  mit  eindeutigen  wie  mit 
yieldeutigen  Funktionen  zu  operieren.  Gleichzeitig  bemerkten  wir  zu 
Anfang  des  vorigen  Paragraphen^  dafs  es  vom  Standpunkte  der  Mechanik 
wünschenswert  ist^  die  Elemente  der  Bewegung  direkt  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  der  Zeit  darzustellen.  Beide  Gründe  veranlassen  uns, 
unser  elliptisches  Integral  „um^uhehren^^,  d.  Ji.  in  Zukunft  t  als  die  unab- 
hängige Variable  anzusehen  und  die  Gröfse  u  als  Funktion  von  t  darmstellem 

Über  die  Eigenschaften  der  Funktion  u  von  t  (wir  schreiben  kurz 
u  =  u  (t))  können  wir  sogleich  noch  eine  nähere  Bestimmung  hinzu- 
fügen. Wenn  wir  nämlich  den  Wert  des  Argumentes  um  Vielfache 
der  beiden  Perioden  2 cd  und  2i(D'  vermehren^  so  kommen  wir^  wie 
bemerkt,  in  der  ^-Ebene  zu  Punkten,  welche  derselben  Stelle  der 
Riemannschen  Fläche  entsprechen,  u  bleibt  also  ungeändert  bei  Ver- 
mehrung des  Arguments  um  eine  der  beiden  Perioden.  Wir  sagen: 
u  ist  eine  doppeltperiodische  Funktion  von  t)  oder  u  ist  eine  elliptische 
Funktion. 

Eigentlich  müfsten  wir  auch  ausdrücklich  beweisen:  u  ist  eine 
analytische  Funktion,  eine  Funktion  des  komplexen  Argumentes  t.  In- 
dessen wollen  wir  uns  in  dieser  Hinsicht  auf  den  Satz  der  allgemeinen 
Funktionentheorie  berufen,  dafs  durch  Ümkehrung  einer  analytischen 
Funktion  immer  wieder  eine  analytische  Funktion  entsteht.  Da  nun 
t  seiner  Integraldarstellung  nach  sicher  eine  Funktion  des  komplexen 
Argumentes  u  ist,  so  schliefsen  wir,  dafs  auch  die  Funktion  u(t)  eine 
analytische  Funktion  werden  mufs. 

Auf  die  wirkliche  Berechnung  der  Funktion  u  (t)  brauchen  wir  im 
Einzelnen  nicht  einzugehen,  weil  wir  im  Folgenden  diese  Funktion 
doch  wieder  verlassen  und  noch  einfachere  Funktionen  (die  sogenannten 
0'- Funktionen)  kennen  lernen  werden,  aus  denen  sich  unter  Anderem 
auch  die  doppeltperiodische  Funktion  u  in  bequemster  Weise  zusammen- 
setzen läfst. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs  die  Einführung  des  überall  endlichen 
Integrales  t  als  unabhängiger  Variabler  noch  für  eine  grofse  Klasse 
weiterer  Funktionen  von  wesentlichem  Vorteil  wird.  Wir  werden  näm- 
lich sehen,  dafs  mhlr eiche  Funktionen,  welche  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
u  mehrdeutig  sind,  durch  Einführung  von  t  eindeutig  gemacht  oder,  wie 
wir  kurs  sagen  tvollen,  „uniformisiert"  werden. 
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Es  sind  dieses  in  erster  Linie  die  auf  der  Riemannsehen  Fläche 
eindeutigen  Funlctionen,  insbesondere  also  die  rationalen  Funktionen  von 
u  und  yU.  In  der  That  zeigt  unsere  ßechtecksteilung  nicht  nur/  dafs 
jedem  Punkte  der  i^- Ebene  ein  und  nur  ein  Punkt  der  u-TShene  ent- 
spricbtj  sondern  auch  eine  und  nur  eine  Stelle  der  Riemannsehen  Fläche. 
Der  Ort  auf  der  Riemannsehen  Fläche  und  die  sämtlichen  auf  ihr  ein- 
deutigen Funktionen  hängen  also  von  dem  Orte  in  der  ^- Ebene ^  d.  h. 
von  dem  Werte  des  überall  endlichen  Integrals  in  eindeutiger  Weise  ab. 

Als  einfachstes  Beispiel  betrachten  wir  etwa  die  in  der  ^^-Ebene 
zweiwertige,  auf  der  Riemannsehen  Fläche  aber  eindeutige  Funktion  ]/j7. 
Dafs  diese  auch  in  der  i^- Ebene  eindeutig  ist,  läfst  sich  sofort  veri- 
fizieren.    Da  nämlich 

'  du 

yw' 


so  folgt 


'Si 


yu^^^^u'it); 


durch  Einführung  der  Variahein  t  wird  also  insbesondere  die  in  u  zwei- 
wertige Funktion  YU  uniformisiert 

Die  uniformisierende  Wirkung  von  t  reicht  aber  noch  viel  weiter: 
Fs  werden  nicht  nur  die  auf  der  Riemannsehen  Fläche  eindeutigen  Gröfsen 
eindeutige  Funktionen  von  t,  sondern  auch  alle  auf  der  Fläche  mehr- 
deutigen Gröfsen,  deren  Mehrdeutigkeit  von  derselben  Beschaffenheit  ist, 
wie  die  Mehrdeutigkeit  des  überall  endlichen  Integrales  selbst,  d.  h.  welche 
bei  allen  denjenigen  Umläufen  ungeändert  bleiben,  die  den  Wert  von  t 
ungeändert  lassen.  (Insbesondere  müssen  die  fraglichen  Gröfsen  natür- 
lich relativ  zur  Riemannsehen  Fläche  unverzweigt  sein.) 

Zum  Beweise  bedenke  man,  dafs  jeder  Umlauf  auf  der  Riemann- 
sehen Fläche,  bei  dem  sich  der  Wert  der  zu  uniformisierenden  Funktion 
ändert,  nach  Voraussetzung  auch  den  Wert  der  Variabein  t  abändert 
und  daher  in  ein  anderes  Gebiet  der  ^- Ebene  führt.  Die  verschiedenen 
Werte  der  fraglichen  Funktion,  welche  eventuell  zu  demselben  Punkte 
der  Riemannsehen  Fläche  gehören,  kommen  also  in  der  ^-Ebene  an 
lauter  verschiedene  Stellen  zu  liegen. 

Auf  unsere  Parameter  a^  /3,  7,  S  findet  dieses  wichtige  Prinzip 
unmittelbare  Anwendung.  Wir  sahen  ja  pag.  405,  dafs  die  a,  /3,  7,  d 
auf  der  Riemannsehen  Fläche  unverzweigt  sind,  und  dafs  sie  nur  bei 
denjenigen  Umgängen  (und  zwar  um  gewisse  charakteristische  Faktoren) 
geändert  werden,  welche  auch  den  Wert  des  überall  endlichen  Integrals 
(und  zwar  um  die  additiven  Perioden  2(ö,  2 im')  abändern. 

Wir  können  also  sagen; 
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Unsere  auf  der  Riemannschen  Fläche  unendlich  vieldeutigen,  aber 
unverzweigten  Parameter  a,  ß^  y^  d  werden  in  der  t- Ebene  eindeutig. 

Die  so  entstehenden  eindeutigen  und^  wie  wir  hinzufügen  können, 
analytischen  Funktionen  ß:(^),  ß(t)j  y(t),  d(t)  sind  wie  gesagt  nicht 
doppeltperiodiseh,  da  sie  sich  beim  Übergang  von  einem  Periodenrechteck 
zu  einem  anderen  je  um  einen  konstanten  Faktor  ändern;  wir  bezeichnen 
sie  mit  Her  mite  (s.  u.)  trotzdem  gleichfalls  als  elliptische  Functionen 
und  zwar  genauer  als  elliptische  Funktionen  zweiter  Art,  zum  Unter- 
schied von  den  rein  doppeltperiodischen  Funktionen,  die  wir  elliptische 
FunMionen  erster  Art  nennen. 

Des  Weiteren  fragen  wir  nach  den  Null-  und  Unendlichkeit s stellen 
unserer  elliptischen  Funktionen  a{t),  ß(f)7  yif)?  ^(0  ^^  ^^^  ^- Ebene, 
da  sich  auf  die  Lage  dieser  Stellen  die  spätere  analytische  Darstellung 
unserer  Parameter  gründet.  Die  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  der 
Gröfsen  a,  /3,  y,  d  sind  natürlich  mit  den  logarithmischen  Unendlich- 
keitsstellen von  log  ccj  log  ßy  log  y^  log  d  identisch.  Die  Verteilung 
der  letzteren  haben  wir  in  Figur  61  übersichtlich  dargestellt,  unter  der 
Annahme 

N>n>0. 

Dieselbe  Annahme  soll  auch  für  das  Folgende  zu  Grunde  gelegt  werden. 
Insbesondere    untersuchen    wir    etwa    die   Funktion    a(t).     Nach 
Figur  61a  wird  log  a   unendlich  grofs  für  u  =  —  1  und  u  ==  oo  und 
zwar  verhält  sich  log  a  nach  pag.  402 

für  u  =  —  1  wie  log  (u  +  1);     inr  u  =  oo  wie  log  Yu. 

Gehen  wir  von  dem  Logarithmus  zum  Numerus  über,  so  sehen  wir: 
Der  Parameter  a  verschwindet  für  u  ==  —  1 ,  er  wird  unendlich  für 
u  =  oo. 

In  der  ^- Ebene  entspricht  dem  Werte  ^^  =  oo  nach  Figur  Q2  der 
Punkt  t  =  ico'  bez.  einer  der  äquivalenten  Punkte 

(I)  t  =  icj' -{- 2m(x) -^  2m'ico\ 

Ferner  bildet  sich  die  Stelle  u  == — 1  des  oberen  Blattes,  wie 
gleichfalls  aus  Figur  62  hervorgeht,  in  einen  Punkt  ab,  welcher  auf 
der  imaginären  Axe  zwischen  t==0  und  t  =  icj'  liegt  —  wir  be- 
zeichnen den  zugehörigen  i^-Wert  mit  ia  —  bez.  in  einen  der  äqui- 
valenten Punkte;  alsdann  bestimmt  sich  a  durch  das  schon  pag.  263 
angegebene  Integral: 


ta 


/du 
yu 


416      VI.  Darstellung  der  Kreiselbewegung  durch  elliptische  Funktionen. 

Die  Gesamtheit  der  äquivalenten  Stellen,  d.  li.  aller  derjenigen  Punkte 
der  ^- Ebene,  welclie  Bildpunkte  der  Stelle  u  =  —  1  im  oberen  Blatte 
der  Riemannschen  Fläche  darstellen,  ist  daher  gegeben  durch 

(II)  t  =  ia -{- 2m(x) '}-2m'i(D\ 

Wir  wissen  bereits,  dafs  a(t)  in  den  Punkten  (I)  unendlich  grofs 
wird,  in  den  Stellen  (II)  verschwindet.  Wir  wollen  noch  die  Ordnung 
des  Verschwindens  und  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  feststellen. 
Zu  dem  Zwecke  erinnern  wir  daran,  dafs  sich  log  a  bei  einem  auf  der 
Riemannschen  Fläche  geschlossenen  einmaligen  Umlauf  um  die  Stellen 
u  ==  —  1  und  u  =  oo  um  +  2:7ri  ändert  (vgl.  pag.  404).  Bei  der 
konformen  Abbildung  auf  die  i^- Ebene  geht  aber  ein  einmaliger  ge- 
schlossener Umlauf  auf  der  Riemannschen  Fläche  in  einen  ebensolchen 
Umlauf  in  der  j^- Ebene  über,  wie  sich  aus  dem  BegriJffe  der  konformen 
Abbildung  ergiebt.  Die  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  von  a  sind 
also  so  beschaffen,  dafs  log  a  bei  einer  einmaligen  Umlaufung  der- 
selben den  Zuwachs  +2jri  annimmt.  Dies  besagt  aber  gerade,  dafs 
die  Ordnung  des  Verschwindens  und  Unendlichwerdens  gleich  1  ist. 
Mithin  können  wir  sagen: 

Die  Punkte  (I)  sind  einfache  Unenäliehkeitsstellen,  die  PunMe  (II) 
einfache  Nullstellen  der  FunMion  a  (t).  Ändere  Null-  und  Unendlichlceits- 
stellen  besitzt  a  nicht 

In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  die  Null-  und  Unendlichkeits- 
stellen von  /3,  y  und  d  in  der  i^- Ebene.  Greifen  wir  z.  B.  y  heraus. 
Auf  der  Riemannschen  Fläche  wird  log  y  logarithmisch  unendlich  für 
tf  =  oo  und  (vgl.  Fig.  61)  für  u  =  -\-l  im  oberen  Blatte.  In  der 
1^- Ebene  entspricht  dem  Unendlichen  der  Riemannschen  Fläche  die  Stelle 
t  =  ico'  und  die  äquivalenten  Stellen.  Die  Gesamtheit  dieser  Stellen 
wird  wieder  dargestellt  durch 
(I)  t  =  icj' -\- 2m(x) -\- 2m'i(o\ 

Dem  Punkte  u  ==^  -\-l  des  oberen  Blattes  gehört  in  der  ^- Ebene 
nach  Fig.  62  ein  Punkt  auf  der  Rechtecksseite  zwischen  t  =  cd  und 
i^  =  09  -[-  ^0)'  zu.  Der  Abstand  dieses  Punktes  von  der  Axe  der  reellen 
Zählen  heifse  &;  man  berechnet  6,  wie  schon  pag.  263  angegeben,  in- 
dem man  das  überall  endliche  Integral  im  oberen  Blatte  von  dem  Ver- 
zweigungspunkte e'  bis  zum  Punkte  1  etwa  geradlinig  erstreckt: 

1 

e 

Der  Wert  von  t  in  dem  genannten  Punkte  wird  alsdann  t==  co  -\-ib.  Aufser 
diesem  Punkte  haben  wir  natürlich  die  sämtlichen  äquivalenten  Punkte 
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(II)  t  =^  03  -\--  ih  -}-  2m(x)  +  2m'icj' 

zu  berücksiclitigen.  Darauf  scUielsen  wir  ebenso  wie  oben^  dafs  die 
Stellen  (I)  einfache  UnendliclikeitssteUen ,  die  Stellen  (II)  einfache  Nidl- 
stellen  und  ^war  die  einzigen  Null-  und  Unendlichheitsstellen  der  FunMion 
y(t)  sind. 

Die  noch  fehlenden  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  Yon  ß  und  d 
ergeben  sich  darauf  aus  der  Bemerkung,  dafs  a  und  d  einerseits^  ß  und 
—  y  andrerseits  konjugiert  imaginäre  Gröfsen  sind.  Dies  folgte  für 
reelle  Werte  yon  t  aus  der  ursprünglichen  Definition  unserer  Parameter 
(vgl.  pag.  21);  es  gilt  aber  auch  für  konjugiert  komplexe  Werte  der  Zeit, 
wie  unmittelbar  aus  der  Integraldarstellung  der  Logarithmen  von  cc^  ß^ 
y,  ö  hervorgeht.  Mithin  werden  auch  die  Nullstellen  von  ß  und  d  denen 
von  a  und  y  konjugiert  sein;  wir  erhalten  diese  aus  den  unter  (II) 
angegebenen  Werten,  indem  wir  einfach  -)-  ia^  -|-  ih  mit  —  ia,  —  ih 
vertauschen.  Ferner  werden  die  Unendlichkeitsstellen  von  ß  und  d  mit 
denen  von  a  und  y  direkt  übereinstimmen,  da  die  unter  (I)  angegebenen 
Punkte  in  ihrer  Gesamtheit  sich  selbst  konjugiert  sind.  Die  voll- 
ständige Tabelle  der  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  unserer  vier  Para- 
meter sieht  daher  folgendermafsen  aus: 


Nullstellen. 

Unendlichkeitsstellen. 

a 

-\-ia-{-2m(D-\-2m'i(D' 

ß 

r 

-f-  «  —  i6  -j-  2mco  -f-  2m'ic3' 
—  CO  -{-  ih  -^  2mco  +  2m'ico' 

.  ico' -j-  2mc3  +  2m'i(o\ 

ö 

—  ia  -^  2mco  +  2m'ica' 

Nunmehr  sind  wir  in  der  Lage,  die  explicite  Darstellung  unserer 
Parameter  als  Punktionen  der  Zeit  zu  entwickeln.  Diese  gründen  wir 
auf  die  sogenannten  '9' -Punktionen,  welche  seit  Jacobi  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Transcendenten   eine  ganz  fundamentale  Rolle  spielen. 
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Die  0'- Funktionen  sind  eindeutige  Punktionen  ihres  Argumentes, 
welches  wir  mit  t  bezeichnen,  die  im  Endlichen  nirgends  unendlich 
werden.  Sie  besitzen,  ähnlich  wie  die  a,  ß,  y,  d,  ein  System  äqui- 
valenter Nullstellen,  von  dem  auf  jedes  Periodenrechteck  eine  Null- 
stelle entfällt;  beim  Übergänge  von  einem  Periodenrechteck  zu  einem 
anderen  multiplizieren  sie  sich  je  mit  einem  charakteristischen  Paktor, 
welcher  aber  nicht,  wie  bei  den  o:,  /?,  ^,  (^,  von  t  unabhängig  ist. 
Eine  weitere  Eigenschaft  der  O- -Funktionen,  welche  für  unsere  Zwecke 
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besonders  wertvoll  ist^  besteht  darin ^  dafs  sie  sieb  aufserordentlicb  gut 
konvergenter  und  für  die  numeriscbe  Rechnung  geeigneter  Reihendar- 
stellungen erfreuen.*) 

In  der  Bezeichnung  der  '^-Funktionen  herrscht  bei  den  verschie- 
denen Autoren  leider  eine  grofse  Verschiedenheit.  Wir  werden  uns 
hier  an  keine  der  üblichen  Bezeichnungen  genau  halten^  was  insofern 
unbedenklich  ist^  als  unsere  Darstellung  für  sich  genommen  verständ- 
lich sein  soll. 

Während  Jacobi  vier  nicht  wesentlich  unterschiedene  ^-Funktionen 
neben  einander  betrachtet^  werden  wir  mit  einer  solchen  auskommen. 
Wir  bezeichnen  sie  durch  O'  (f)  und  richten  die  Definition  so  ein^  dafs 
^  eine  ungerade  Funktion  von  t  wird^  dafs  sie  also  im  Nullpunkte  der 
i^- Ebene  sowie  in  den  sämtlichen  äquivalenten  Punkten  und  nur  in  diesen 
verschwindet.  Formal  sei  unsere  0-- Funktion  durch  die  folgende  Reihe 
gegeben : 

-\-cc  (X)'    /2n--lY       I    *-f-w    2w  — 1 

(1)  » (t)  =  yi-)  e^""  ^"^^  ^    ~        ^ "'  ■ 

CO 

Mit  Benutzung  der  Abkürzungen 

(JO 

(2)  g  =  r^", 

können  wir,  was  gelegentlich  bequem  sein  wird,  hierfür  auch  schreiben: 

(3)  %^{t)  =  2(i'-'  sin  s  —  2^^'  sin  35  +  2q^'^mbs . 

Die  Jacobische  Bezeichnung  für  unsere  Funktion  würde  lauten: 


"(=)■ 


Die  Eigenschaften  der  '^-Funktion,  welche  oben  bereits  allgemein 
angedeutet  wurden,  lassen  sich  nun  für  unsere  spezielle  Auswahl  der- 
selben auf  Grund  der  Gleichung  (1)  leicht  verifizieren. 

Zunächst  sieht  man,  dafs  unsere  Punktion  eindeutig  und  für  alle 
endlichen  Werte  von  t  endlich  ist.  Die  Reihe  (1)  konvergiert  nämlich, 
wie  man  leicht  nachweist,  in  der  ganzen  i^- Ebene. 


*)  Statt  der  '9' -Funktion  wird  in  der  Litter atur  jetzt  meist  die  von  Weier- 
strass  eingeführte  cy- Funktion  gebraucht,  welche  sich  von  der  -ö*- Funktion  nur 
uni  einen  Exponentialfaktor  unterscheidet.  Wir  ziehen  die  -O-- Funktion  für  unsere 
Zwecke  vor,  weil  ihre  Verwendung  weniger  Vorbereitungen  erfordert  und  die 
spezifischen  Vorzüge  der  (>- Funktion  hier  doch  nicht  zur  Geltung  kommen.  Über- 
dies ist  die  '9'- Funktion  für  die  numerische  Berechnung,  die  wir  stets  im  Auge 
behalten  müssen,  hinterher  doch  unentbehrlich. 
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Wir  bestimmen  sodann  das  Yerhalten  der  'O'-Fmiktion  bei  Ver- 
mehrung ihres  Argumentes  um  Periodenyielfache.  Offenbar  ändert  eine 
Hinzufügung  der  reellen  Periode  2  03  in  jedem  einzelnen  Gliede  der 
Reihe  (3)  nur  das  Vorzeichen.    Wir  haben  also 

(4)  d^(t-\-2co)==  —  d^{t). 

Fügen  wir  die  imaginäre  Periode  2ico'  hinzu ^  setzen  also  t-\-2iG)' 
statt  t^  so  wird  der  Exponent  des  allgemeinen  Grliedes  in  (1) 

CO     \       2       /  CO    ^  ^'cö  2 

oo\2/'(ö'cü  2  03 

Dieser  Exponent  hat  also  den  von  n  unabhängigen  Zuwachs 

co'  t  -}-  CO 

—  7C Ttt 

CO  CO 

bekommen  und  aufserdem  hat  sich  der  Stellenzeiger  n  um  eine  Einheit 
vermehrt.  Durch  letzteren  Umstand  wird  aber  der  Wert  der  Reihe 
nicht  geändert^  da  n  von  —  cx)  bis  -}-  oo  läuft.     Wir  finden  daher 

Co'  tit  i 

(5)  '9'(j5  + 2^*0)')  =  —  6^''~"^'9'(^). 

Die  Funktionaleigenschaften  (4)  und  (5)  können  umgekehrt  zu- 
sammen mit  der  Forderung^  dafs  %"  nirgends  unendlich  werden  soU^ 
dazu  dienen^  um  die  'ij-Fimktion  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  zu 
definieren^  was  wir  nur  historisch  anführen. 

Um  von  hieraus  zu  der  in  Aussicht  gestellten  Darstellung  unserer 
Parameter  zu  gelangen^  betrachten  wir  nun  den  Quotienten 

^{S>  —  ia) 

Derselbe  wird  null  bez.  unendlich  grofs  an  den  Stellen  t  =  ia 
bez.  t==i(ö'  und  den  äquivalenten  Stellen^  und  zwar  beides  von  der 
ersten  Ordnung.  Dieser  Ausdruck  besitzt  also  dieselben  Null-  und 
Unendlichkeitsstellen  wie  unsere  Funktion  a  (f)  (vgl.  den  vorigen  Para- 
graphen). Er  unterscheidet  sich  von  der  letzteren  demnach  nur  um 
einen  Faktor^  welcher  für  keinen  endlichen  Wert  von  t  verschwindet 
oder  unendlich  grofs  wird^  dessen  Logarithmus  also  für  keinen  end- 
lichen Wert  von  t  unendlich  grofs  werden  kann.  Einem  solchen  Faktor 
können  wir  stets  die  Form  geben 

wo  G  (t)  eine  Punktion  ist^  die  im  Endlichen  nirgends  unendlich  wird^  eine 
sogenannte  ganze  transcendente  Punktion.   Wir  haben  also  die  Gleichung 

(6)  <i)-'^'''l^^- 

^7^ 
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In  unserem  Falle  folgt  nun  aus  den  Eigenschaften  des  Parameters 
cc  (t)  einerseits  und  der  '^-Funktion  andrerseits^  dafs  sich  die  transcendente 
game  Funktion  auf  eine  lineare  ganze  Funktion  reduzieren  mufs.  ISTach  den 
soeben  bewiesenen  Funktionalgleichungen  der  '9' -Funktion  multipliziert 
sieb  nämlich  der  '9' -Quotient  auf  der  rechten  Seite  bei  Vermehrung  von  t 
um  eine  der  beiden  Perioden  mit  einem  konstanten  Faktor^  nämlich  mit 

bei  Hinzufügung  von  "^g^^  mit 


bei  Hinzufügung  von  2i^\  Ferner  wissen  wir  (vgl.  pag.  414)^  dafs 
auch  a{i)  bei  Vermehrung  von  t  um  eine  der  beiden  Perioden  einen 
von  t  unabhängigen  Faktor  annimmt.  Die  Faktoren  der  rechten  und  linken 
Seite  in  unserer  Gleichung  müssen  übereinstimmen;  wir  haben  daher^ 
unter  c  und  c  zwei  Konstanten  verstanden^  die  sich  aus  den  genannten 
Faktoren  zusammensetzen^ 

a{t-\-2co)   —G(t)  =  c, 

a{t+2ic3')  —  G{t)^c', 
woraus  durch  Differentiation  nach  t  folgt: 

G\t  +  2co)     =  G\t), 

G\t-^2ico')==G\t). 
Hiernach  wäre  G'  {£)  eine  doppeltperiodische  Funktion ,  welcbe  im  End- 
lichen nirgends   unendlicb   wird.     In  der  Funktionentheorie  wird  aber 
gezeigt^   dafs   eine  solche  Funktion  notwendiger  Weise  eine  Konstante 

ist.     Wir  haben  also  etwa 

G\t)  ^  l 
und 

(7)  e^^'^  =  ]ce^', 

wo  Ä  und  l  gewisse  von  t  unabhängige  Gröfsen  sind^  welche  wir  so- 
gleich näber  angeben  werden. 

Die  explicite  Form  der  Funktion  a(t)  ist  nun  auf  Grund  der 
Gleichungen  (6)  und  (7)  bekannt.  Fügen  wir  die  analog  gebauten  und 
ebenso  abzuleitenden  Ausdrücke  für  ß,  y  und  d  hinzu^  so  erhalten  wir; 

Q'if  -~  ig) 


(8) 


^1®'"'    S)'(f.  —  lm'^    ' 


a  —  Tcpht  »(i-»>  +  ii) 
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Wir  sind  damit  zu  dem  Resultate  gelangt:  Unsere  Parameter  a^ 
ßj  y^  d  iverden  dargestellt  je  durch  einen  einfachen  %"- Quotienten,  m  dem 
noch  eine  Exponentialgröfse  und  eine  Konstante  als  Faktor  hinzutritt. 

Übrigens  ist  es  nur  nötige  zwei  dieser  Ausdrücke^  etwa  a  und  ß 
zu  berechnen^  weil  alsdann  die  beiden  anderen  Parameter  als  konjugiert 
imaginäre  Grröfsen  mitbestimmt  sind. 

Man  bemerke  noch,  dafs  die  hier  eingeschlagene  Methode  recht 
eigentlich  dem  schönen  Prinzipe  entspricht,  welches  Riemann  in  allen 
seinen  Untersuchungen  zur  Geltung  gebracht  hat:  Zuerst  die  Eigen- 
schaften der  zu  behandelnden  Funktionen  zu  diskutieren  und  alles 
Pormelmälsige  bis  zum  Schlufs  zurückzudrängen,  wo  es  sich  gleichsam 
von  selbst  aus  den  festgestellten  Eigenschaften  der  Punktionen  ergeben 
mufs.  So  haben  wir  in  der  That  unsere  analytische  Darstellung  (8) 
als  eine  notwendige  Konsequenz  der  vorhergehenden  Untersuchungen 
über  die  Eindeutigkeit  unserer  Punktionen,  über  die  Lage  ihrer  ISTuU- 
und  Unendlichkeitsstellen  gewonnen. 

Um  die  prinzipielle  Bedeutung  der  Ausdrücke  (8)  ins  rechte  Licht 
zu  setzen,  schicken  wir  einige  historische  Bemerkungen  hinsichtlich 
der  elliptischen  Punktionen  voraus. 

Ursprünglich  verstand  man  seit  Jacobi  unter  einer  elliptischen 
Punktion  ausschliefslich  eine  solche  Punktion,  welche  bei  Vermehrung 
des  Argumentes  um  Periodenvielfache  völlig  ungeändert  bleibt. 

Man  zeigt*),  dafs  eine  so  definierte  elliptische  Punktion  in  dem 
von  den  Perioden  2(o  und  2ic3'  gebildeten  Rechtecke  (oder  allgemeiner 
gesagt,  Parallelogramme)  jeden  Wert,  insbesondere  die  Werte  Null  und 
Unendlich  die  gleiche  Anzahl  von  Malen  annimmt.  Diese  Anzahl  (n) 
heifst  der  Grad  der  elliptischen  Punktion.  Perner  beweist  man,  dafs 
zwischen  den  Argumenten  der  in  einem  einzelnen  Periodenrechteck 
gelegenen  Nullstellen  (a^)  und  denen  der  Unendlichkeitsstellen  (h^)  die 
Relation  besteht: 

Uav  —  Uhv  =  2 ^co  -j-  2i^'(o'  j 

unter  ^  und  ^'  zwei  ganze  Zahlen  verstanden.  Es  ist  nun  immer  mög- 
lich, eine  elliptische  Punktion  durch  einen  '^-Quotienten  auszudrücken, 
in  der  Porm: 


hd'  YI 


In   der  That  besitzt  dieser  Ausdruck  vermöge   der  oben  angegebenen 
Punktionaleigenschaften    der   '9' -Punktion    die    geforderte    Periodicität 


*)  Diese  allgemeinen  Sätze  sind  wohl  zuerst  von  Liouville  erkannt  worden. 
Ygl.  seine  Note:  Sur  les  fonctions  elliptiques.    Liouyilles  Journal,  Bd.  XX,  1855. 
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wenn  man  nocli  die  Gröfse  l  gleicli  — '—  wählt.    Insbesondere  bemerken 

wir  noch^  dafs  ein  reiner  'O^- Quotient  (l  =  0)  jedenfalls  dann  eine 
doppeltperiodische  Funktion  darstellt^  wenn  die  Argumentensumme  des 
Zäblers  gleich  der  des  Nenners  ist. 

Später  hat  Hermite*)  darauf  aufmerksam  gemacht^  dafs  man 
namentlich  in  den  mechanischen  Anwendungen  auf  allgemeinere  #- Quo- 
tienten geführt  wird^  zwischen  deren  Null-  und  Unendlichkeitsstellen 
die  soeben  angegebene  Relation  nicht  besteht^  und  dafs  es  der  Mühe 
wert  ist,  diese  Quotienten  als  selbständige  Elemente  in  die  Theorie 
einzuführen.  Er  belegt  sie  mit  dem  schon  pag.  415  benutzten  Namen 
der  elliptischen  F^mMionen  z^veiter  Art  und  unterscheidet  die  rein 
periodischen  Punktionen  von  ihnen  als  elliptische  FunMionen  erster  Art. 
Eine  elliptische  Funktion  zweiter  Art  ändert  sich,  wenn  man  das 
Argument  t  um  Perioden  wachsen  läfst,  je  um  einen  konstanten  Faktor; 
sie  verhält  sich,  wie  wir  sagen,  miiltipliJcativ. 

Die  Anzahl  der  im  Zähler  (oder  Nenner)  stehenden  '0'- Punktionen 
giebt  allemal  den  Grad  der  Punktion  an.  Dabei  besteht  folgender 
Unterschied  zwischen  den  elliptischen  Funktionen  erster  und  zweiter 
Art:  Fs  giebt  Imne  elliptischen  Funlotionen  erster  Art  ersten  Grades; 
dagegen  sind  elliptische  FunMionen  siveiter  Art  ersten  Grades  sehr  ^vohl 
möglich. 

Wäre  nämlich  bei  einer  elliptischen  Funktion  erster  Art  7^  =  1, 
so  hätten  wir  im  Periodenparallelogramm  nur  eine  Nullstelle  und, 
wegen  der  für  die  a^,  5^  bestehQuden  Relation,  eine  mit  jener  zusammen- 
fallende Unendlichkeitsstelle.  Man  könnte  dann  die  '^-Funktion  des 
Zählers  gegen  die  des  Nenners  fortheben,  sodafs  sich  die  Funktion  auf 
eine  Konstante  reduzieren  müfste. 

Diese  Bemerkung  findet  auf  elliptische  Funktionen  zweiter  Art 
keine  Anwendung,  weil  bei  ihnen  die  Relation  zwischen  den  a^  und  hy 
in  Fortfall  kommt.  Natürlich  sind  unter  den  elliptischen  Punktionen 
zweiter  Art  diejenigen  des  ersten  Grades  die  allereinfachsten  und 
wichtigsten.    Wir  sehen  nun: 

Unsere  Parameter  a^  /3,  7,  d  sind  in  der  Hermiteschen  Termino- 
logie gerade  solche  elliptische  Funktionen  mveiter  Art  ersten  Grades.  Die 
in  kinematischer  Hinsicht  ^  einfachsten  Flemente  der  Kreiselheivegung  er- 
scheinen also  aiich  in  der  analytischen  Barstellung  so  einfach  ^oie  irgend 
möglieh. 

Nicht  so  einfach  —  und  darin  beruht  gerade  die  analytische  Über- 
legenheit unserer  Parameter  —  stellt  sich  die  explicite  Darstellung  der 

*)  In  der  ]pag.  151  citierten  Schrift. 
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Eulerschen  Winkel  cp,  ip,  ^  oder  riclitiger  ihrer  trigonometrischen 
Funktionen. 

Die  Funktion  cos  d'  =  ii  (t)  haben  wir  schon  im  vorigen  Para- 
graphen betrachtet.  Diese  Funktion  ist^  da  sie  bei  Vermehrung  des 
Argumentes  um  Perioden  völlig  ungeändert  bleibt^  eine  elliptische 
Funktion  erster  Art^  aber  nicht  vom  ersten  Grade  (doppelperiodische 
Funktionen  ersten  Grades  sind  ja  nach  Obigem  überhaupt  unmöglich), 
sondern  vom  zweiten  Grade.  In  der  That  sieht  man  sofort,  dafs  u(t) 
an  zwei  (verschiedenen  oder  zusammenfallenden)  Stellen  des  Perioden- 
rechtecks null  und  unendlich  wird.  Dem  Punkte  u  ==  0  der  ^^- Ebene 
entsprechen  nämlich  auf  der  ßiemannschen  Fläche  zwei  verschiedene 
Stellen^  eine  im  unteren  und  eine  im  oberen  Blatte^  und  daher  auch 
in  jedem  Periodenrechtecke  der  ^- Ebene  zwei  verschiedene  Punkte.  Die 
Stelle  ^^  =  oo  andrerseits  ist  ein  Verzweigungspunkt-,  ihr  Bild  in  der 
?^-Ebene  {t  =  im')  ist  daher  doppelt  zu  zählen.  Dementsprechend 
werden  in  der  Darstellung  der  Funktion  ii  (f)  vier  'O'- Funktionen  auf- 
treten^ zwei  im  Zähler  und  zwei  (unter  sich  gleiche^  mit  dem  Argumente 
t  —  im')  im  Nenner. 

Ahnlich  liegt  die  Sache  bei  dem  Winkel  tjj.  Zunächst  werden  wir, 
da  der  Multiplikator   der  logarithmischen  Unendlichkeitsstellen  von  ^ 

nach  pag.  400  + -^  beträgt^   statt  jjj  lieber  2iip  betrachten.     Dadurch 

kommen  wir  auch  hier  zu  dem  Multiplikator  +  1  zurück.  Gehen  wir 
nun  zu  der  zugehörigen  Exponentialfunktion  e^'^'^  über^  so  zeigen  wir 
ebenso  wie  bei  den  a^  ß,  y,  d  ^  dafs  diese  Funktion  auf  der  ßiemann- 
schen Fläche  unverzweigt  und  in  der  ^- Ebene  daher  eindeutig  ist. 
Ihre  Null-  und  Unendlichkeit s stellen  sind  nach  Früherem  bekannt.  Da 
ijj  für  ^^  =  +  1  logarithmisch  unendlich  wird^  so  verschwindet  e^^'^ 
auf  der  Eiemannschen  Fläche  an  diesen  beiden  Stellen  je  in  einem 
der  beiden  Blätter  und  wird  in  dem  anderen  Blatte  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich. 

Die  entsprechenden  Stellen  der  ^- Ebene  sind  die  Punkte  +  '^ct 
und  -^ii  (bez.  die  äquivalenten  Stellen).  Auf  diese  vier  Stellen  ver- 
teilen sich  also  die  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  von  i^.  Dement- 
sprechend wird  sich  die  analytische  Darstellung  aus  den  O- -Funktionen: 
0-  (t  -{-  ia)^  i}  (t  —  ia)j  d'^t  -{-  ih)^  d"  (t  —  iV)  in  dem  Sinne  zusammen- 
setzen ^  dafs  zwei  dieser  Funktionen  im  Zähler,  zwei  im  Nenner  auf- 
treten. Wir  haben  es  also  jedenfalls  mit  einer  elliptischen  FunMion 
siveiten  Grades  zu  thun.  Aus  den  Eigenschaften  des  elliptischen  In- 
tegrales für  ip  folgt  ferner,  dafs  e^'V^  beim  Übergang  zu  einem  anderen 
Periodenrechtecke   der  ^- Ebene  nicht  ungeändert  bleibt^   sondern   sich 
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mit  einem  von  t  unabhängigen  Faktor  multipliziert,  e^'^  stellt  also 
wieder  eine  elliptische  Funktion  zweiter  Art  dar. 

Berücksiclitigen  wir  noch,  dafs  der  Winkel  (p  sich  ähnlicli  verhält 
wie  ^^  so  können  wir  zusammenfassend  sagen: 

Die  trigonometrischen  Funktionen 

cos  '9' ,  cos  2  ifj  -\-  i  ^in  2  il) ,   cos  2  cp  -^  i  ^in  2  cp 

der  Euler  sehen  Winkel  sind  nicht,  wie  unsere  Parameter  cc,  j3,  y^  ö 
elliptische  Funktionen  ersten,  sondern  z^veiten  Grades  (und  ^war  teils  von 
der  ersten,  teils  von  der  zweiten  Art), 

Übrigens  können  wir  auch  direkt  die  Darstellung  der  vorgenannten 
trigonometrischen  Funktionen  auf  die  Darstellung  der  a,  ß,  y,  d  durch 
'O'- Quotienten  zurückführen.  Wir  brauchen  zu  dem  Zwecke  nur  die 
Schemata  (7)  und  (9)  von  pag.  20  und  21  zu  vergleichen.  Aus  der 
letzten  Horizontal-  oder  Vertikalreihe  ergiebt  sich  nämlich: 


|cos  #  =  a^  -f-  ßyj       sin  'O'  =  ]/—  4:aßyd, 
^  yo  ^  ßo 

Mit  Rücksicht  auf  (8)  haben  wir  in  diesen  Gleichungen  die  explicite 
Darstellung  der  Eulerschen  Winkel  als  Funktionen  der  Zeit  vor  uns. 

Um  diese  Betrachtungen  abzuschliefsen^  haben  wir  noch  die  Be- 
stimmung der  Konstanten  ki  und  li  aus  den  Grleichungen  (8)  nach- 
zutragen. 

Zunächst  zeigen  wir,  dafs  sich  diese  Konstanten  paarweise  auf 
einander  reduzieren  lassen,  dafs  wir  nämlich  haben: 

\K^=       k-^y      kg  =      k^. 

Die  beiden  letzten  Relationen  ergeben  sich  f olgendermafsen :  Wir 
setzen  in  (8)  ^  =  0  und  erhalten  zunächst,  unter  a^,  ß^^  y^^  Öq  die 
Anfangswerte  von  a,  ß^  y^  d  verstanden: 


(10) 


l    _..^(+icol 


(+  i  <^) 

Die  c^o,  j3q,  7o;  ^o  können  wir  nach  den  Definitionsgleichungen  (8) 
von  pag.  21  durch  die  Anfangswerte  d^^,  cp^^  f^  der  Eulerschen  Winkel 
ausdrücken.  Von  diesen  sind  aber  die  Grölsen  9^,  ^q,  welche  die 
Anfangslage  der  X-  und  x-Axe  gegen  die  Knotenlinie  angeben,  gänz- 
lich willkürlich.  In  der  That  hängt  der  Charakter  der  eintretenden 
Bewegung   in   keiner  Weise    davon    ab,   wie   wir    die   X-Axe   in   der 
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Äquatorebene  des  Kreisels  und  die  x-Axe  in  der  Horizontalebene 
orientieren.  Ohne  die  AUgemeinlieit  zu  beeinträchtigen,  können  wir 
also  etwa  anfangs  die  X-  und  ^-Axe  mit  der  Knotenlinie  zusammen- 
fallen lassen,  d.  h.  ^^  =  -i/;^  =  0  nehmen.*)  Dann  aber  zeigen  die  ge- 
nannten Gleichungen  von  pag.  21,  dafs  0(^  =  0^^  ßo""^  7o  ^^^'  Gleich- 
zeitig wird  nach  (10)  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  die  hier  vorkommenden 
-9^ -Quotienten  paarweise  gleich  sind,  wie  behauptet  wurde, 

Die  beiden  ersten  Relationen  (9)  folgern  wir  daraus,  dafs  die  Pro- 
dukte ad  und  ßy  leicht  angebbare  doppeltperiodische  Funktionen  sind. 
Wir  haben  nämlich  (wieder  nach  den  Gleichungen  (8)  von  pag.  21): 

(11)  «(J  =  -3_^         ^y  =  ___. 

Die  beiden  rechts  stehenden  Gröfsen  sind  aber  ebenso  wie  u  selbst 
doppeltperiodische  Funktionen. 

Wir  wollen  ihre  Darstellung  durch  '9' -Funktionen  angeben.  Es 
verschwindet  ^  ,  wennif  =  — 1,  d.h.  t=  +  ia.  Ebenso  verschwindet 
— - — ,  wenn  ^f  =  -)-  1,   d.  h.   ^=  +  (05  —  ib).      Ferner  wird   sowohl 

— ^—  wie  — - —  unendlich,  wenn  ^t  =  00,  d.  h.  t  =  +  icL)'  ist.  Wir 
bilden  nun  die  '0'- Quotienten 

d^jt  +  ig)  Q'{t  —  ia)  .       d^  {t  +  co  —  ih)  d^  {t  —  co  +  ih) 


und 


d'it  +  ico')  ^{t  —  i(o')  ^{t-\-  ico')  ^{t  —  ico') 

Dieses  sind,  (da  beidemal  die  Argumentensumme  des  Zählers  gleich 
der  des  Nenners  ist),  direkt  doppeltperiodische  Funktionen  von  den- 
selben  Null-   und   Unendlichkeitsstellen   wie  — ~—  und  — - —  •     Von 

diesen  können  sich  unsere  #- Quotienten  nur  je  um  eine  Konstante 
unterscheiden.     Wir  schreiben  daher 


(12) 


u  -\-  1  -,2     &  {t  ~\-  ia)  Q'  (t  —  ia) 

2  ■""  ^     d'(t  +  i(o')d'{t  —  ia)')  ^ 

u  —  1  7,/ 2  '^  ('^  +  ^  —  ih)  &{t  —  OD  ~\-  ib) 

2  ~~  ^{t  +  ico')  ^(t  —  ia) 


*)  Wollten  wir  diese  vereinfachende  Annahme  nicht  machen,  so  würden  die 
oj,  j3,  y,  ö  in  den  Schlnfsformeln  je  mit  einem  Faktor  vom  absoluten  Betrage  1 
behaftet  erscheinen,  nämlich  bez.  mit 

e      2        ,     e        2  ,     6       2       ^     e        2  , 

welcher  notwendig  unbestimmt  bleibt  und  für  alles  Folgende  belanglos  ist. 
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Die  hier  eingeführten  Konstanten  Ic^  und  ¥^  ergeben  sich,  leicht^ 
wenn  wir  in  der  ersten  Gleichung  (12)  etwa  t  ^=  co  -\-  il)  und  dement- 
sprechend li  =  -\-l^  in  der  zweiten  t  =  ia  und  ^i  =  —  1  setzen.  Dann 
erhalten  wir  nämlich 

1^2  ^  {co  -\- i(o' -\- il))  ^  (o) — i(x>' -\- ih) 

^  {fo  -\-  ia  -\-  ih)  ^  (cö  —  ia  +  ^'&)    ^ 
y  /2 ^  {ia  -|-  ico')  ^  {ia  —  im) 

^  {m  -\-  ia  -\-  i h)  '9'  (co  —  ia  -{-  i b) 

Nunmehr  tragen  wir  diese  Werte  von  — ~~  ^^^  ' — ^ —    ^^    0-^) 

ein  und  setzen  gleichzeitig  für  ad  und  ßy  die  aus  (8)  sich  ergebenden 
Ausdrücke.  Dann  heben  sich  die  von  t  abhängigen  'i>  -  Quotienten  heraus 
und  wir  erhalten: 


Es  mufs  also  sein 


\i^e^^-+'^y^  =  r\ 


h  +  h-o,    \  +  \  =  o 


Die  erste  Reihe  liefert  die  Bestätigung  der  in  den  Gleichungen  (9) 
ausgesprochenen  Behauptung.  Die  zweite  Reihe  giebt  mit  Rücksicht 
auf  dieselben  Gleichungen: 

(14)  \  =  1^^  =  h^     \  =  /%  =  ]c\ 

Die  Bestimmimg  der  Konstanten  Ih  ist  damit  geleistet;  es  erübrigt  nur 
noch^  ein  Wort  über  die  Vorzeichen  zu  sagen ^  mit  denen  die  Quadrat- 
wurzeln in  h  und  ¥  gerechnet  werden  sollen.  Dieselben  ergeben  sich 
aus    den    Anfangs  werten    der   a^  ß^  y,  d.     Da   ^q  und  ip^   gleich  Null 

genommen  wurden  und  _^  jedenfalls  einen  spitzen  Winkel  bedeutet^ 
also  cos  -~  und  sin  ~  positive  Gröfsen  sind^  so  wird  nach  den  Definitions- 

gieichungen  der  a^  ß^y,  ö  von  pag.21  a^  positiv  reell,  ß^  positiv  imaginär. 
Die  Vorzeichen  von  /o  und  ¥  sind  also  so  zu  wählen^  dafs  sich  für 
^  =  0  aus  den  Gleichungen  (8)  von  pag.  420  ein  positiver  Wert  von  a 
und  ein  positiv  imaginärer  Wert  von  ß  ergiebt.  Berücksichtigt  man 
nun^  dafs^  unter  r  eine  positive  reelle  Zahl  <  2(o^  verstanden^  %'{-{- ix) 
positiv  imaginär^  #( — i%)  negativ  imaginär^  '^(co  +  ^r)  positiv  reell^ 
'ö'( — G^ib^'^)  negativ  reell  ist^  wie  leicht  aus  der  Reihe  (3)  zu  schliefsen 
ist;  so  erkennt  man^  dafs  Ic  und  ¥  'beide  reell  sind,  imd  dafs  h  mit 
positivem,  ¥  mit  negativem  Vorzeichen  m  rechnen  sein  ivird.  Diese  Vor- 
zeichenbestimmung wolle  man  für  das  Folgende^  wo  wir  nicht  ausdrück- 
lich darauf  zurückkommen  werden^  im  Gedächtnis  behalten. 
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Schliefslicli  haben  wir  noch  die  gemeinsamen  Werte  der  Konstanten 
l^  nnd  —  l^ ,  sowie  I2  und  —  l^  zu  finden. 

Zu  dem  Zweck  differentiieren  wir  die  erste  der  Gleichungen  (8) 
logarithmisch  nach  t  und  finden  zunächst: 

/^  Kx  j  d  log  a  ^' {t  —  ia)  ^.     &' (t — ico') 

^^  ^^^~~di  ^.(^_  ia)    +  &{t~icü') 

Hier  setzen  wir  für  t  irgend  einen  speziellen  Wert  ein^  z.  B.  t  =  ia. 
Dann  zerstören  sich  rechterhand^  wie  wir  sogleich  nachweisen  werden^ 
die  beiden  ersten  Terme  gegenseitig  und  es  ergiebt  sich 

(16)  l    =  -^. r~T~  • 

Für  t  ==  ia  wird  nämlich  ^t  ===  —  1 ,  so  dafs  wir  nach  dem  Tajlor- 
schen  Satze  haben: 

(17)  u  +  l  =  eit-ia)  +  ...,     c={§l^^^^ 

Ferner  schreiben  wir 

d  log  cc         d  log  a      du 
dt  du  dt 

Es  wird  aber  nach  pag.  402  für  %i  =  —  1 

d  log  cc  1 

du  u  -\~  1 

bis  auf  Terme ^  die  mit  ii  -\-  1  yerschwinden.  Wir  haben  also  mit 
Rücksicht  auf  (17) 

' d\og  ci\  1        ( du\  c       1 

dt     /^  =  ^•«  ""  -it  +  1    \dt/t  =  ia         ii -\-  1        t  —  ia 

Gleichzeitig  wird^  da  die  '^-Funktion  eine  ungerade  Funktion  ihres 
Argumentes  ist^  die  mit  ihrem  Argument  von  der  ersten  Ordnung  ver- 
schwindet: 

/d^'(t  —  ia)\  1 

\^it~  ici));^..^^  '^  t  —  ia 

abermals  bis  auf  Terme,  welche  mit  t  —  ia  oder  ^t  -j-  1  verschwinden. 
Die  beiden  unendlich  werdenden  ersten  Terme  in  Gleichung  (15)  heben 
sich  also  in  der  That  für  t  ==  ia  gegenseitig  auf  imd  es  ergiebt  sich 
für  l^  der  in  (16)  angegebene  einfache  Wert. 

In  ganz  entsprechender  Weise  findet  man  für  l^  den  Wert 

f^nf\  7    ^' (co  — ih  —  ico') 

^       ^  ^         d'  (o)  —  ih  —  ico') 

Die  somit  bestimmten  Gröfsen  li  sind^  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt^ sämtlich  rein  imaginär.  Aus  der  Definitionsgleichnng  (3)  der 
'0'- Funktion  folgt  nämlich^  dafs  diese  Funktion  für  ein  rein  imaginäres 
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Argument  selbst  rein  imaginär  ist^  und  dafs  gleichzeitig  ihr  Differential- 
quotient reell  wird.  Dasselbe  findet  statt^  wie  ebenfalls  aus  Gleichung  (3) 
ersichtlich  j  wenn  der  reelle  Teil  des  Argumentes  (wie  in  dem  Aus- 
drucke von  ^2)  gleich  —  co  ist.  Wir  schreiben  daher^  indem  wir  unter 
l  und  r  zwei  reelle  Gröfsen  yerstehen,  \  =  il,  \=^  iV. 

Die  vollständige  Tabelle  der  Konstanten  li  und  ki,  durch  welche 
unsere  letzten  Resultate  zusammengefafst  werden^  lautet  nun  folgender- 
mafsen: 

/-jo\J-,2 Q'{(o-{-ico' -{-ih)  ^'{co  —  i(o'-\-i'b)       y^ Q' {ia-\- i(o')  %"  {ia  —  im') 

^     ^  l  ^    —    ^  (cö  +  ia-{-il))  ^  {co—ia  +  ib)  ^  ~ ^ (00  -f  ia  +  il)  ^  («  —  ia  +  il 

j .  %"' {im' — ia)       ^r ,  %' {ibm  — m -\- ih) 

^  {im' — ia)  "^  ^  {im' — oo  +  ^&) 

Tragen  wir  diese  Werte  der  Konstanten  in  die  Formeln  (8)  von 
pag.  420  ein,  so  sind  unsere  Parameter  a,  ß,  d,  y  in  sehr  übersicht- 
licher Weise  als  Funktionen  von  t  dargestellt. 

Hinsichtlich  der  Konstanten  des  Problems  kann  man  dabei  noch 
einen  doppelten  Standpunkt  einnehmen. 

Man  kann  erstens^  wie  es  in  den  früheren  Entwickelungen  stets 
geschah,  diejenigen  Gröfsen,  durch  welche  die  Anfangslage  und  An- 
fangsbewegung sowie  die  Massenverteilung  des  Kugelkreisels  gegeben 
wird,  als  die  fundamentalen  Konstanten  des  Problems  ansehen.  Es 
waren  dieses  die  Gröfsen  e^  n,  N,  P  und  Ä,  wobei  es  aber,  wie  man 
leicht  erkennt,  bei  den  letztgenannten  vier  Grröfsen  nur  auf  die  Ver- 
hältnisse n  :  N:  P :  Ä  ankommt.  Diese  vier  Gröfsen  stellen  also  zu- 
sammen mit  e  nur  vier  wesentliche  numerische  Daten  vor.  Wir  wollen 
diese  vier  Daten  die  „elementaren  Konstanten  des  Problems''  rennen.  Von 
diesem  ersten  Standpunkte  aus  hätte  man,  bevor  man  unsere  Schlufs- 
formeln  anwenden  kann,  die  mit  03,  co',  a  und  b  bezeichneten  Werte  des 
Integrals  erster  Gattung  aus  den  elementaren  Konstanten  zu  berechnen, 
wofür  die  geeigneten  Methoden  im  vierten  Kapitel  entwickelt  sind. 

Man  kann  zweitens  aber  auch  eben  diese  vier  Integralwerte  als 
die  fundamentalen,  den  Kugelkreisel  charakterisierenden  Daten  ansehen 
und  kann  diese  in  ganz  beliebiger  Weise  als  reelle  Gröfsen  vorgeben. 
Wir  nennen  diese  vier  Gröfsen  kurzweg  die  „transcendenten  Konstanten 
des  Problems''.  Von  diesem  zweiten  Standpunkte  aus  ist  die  Kenntnis 
der  elementaren  Konstanten  für  die  Beherrschung  der  Bewegungen 
überflüssig,  da  in  den  Schlufsformeln  nur  die  als  gegeben  angenommenen 
transcendenten  Konstanten  vorkommen.  Übrigens  lassen  sich  umgekehrt 
jene  aus  diesen  mit  Hülfe  von  '9' -Reihen  jederzeit  berechnen. 
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Das  Voranstellen  der  elementaren  Konstanten  liegt  allerdings  in 
geometrisclier  und  mechanischer  Hinsicht  zunächst  näher.  Indessen 
bringt  die  Bevorzugung  der  transcendenten  Konstanten  in  analytischer 
Hinsicht  den  Vorteil  gröfserer  Symmetrie  und  Einfachheit  mit  sich^ 
so  dafs  wir  yon  den  beiden  eben  genannten  Standpunkten  den  zweiten 
als  den  höheren  und  analytisch  befriedigenderen  bezeichnen  möchten. 
Er  wird  namentlich  in  den  späteren  Paragraphen  dieses  Kapitels  für 
uns  mafsgebend  sein. 

Zum  Schlufs  einige  historische  Notizen. 

Als  erster  hat  sich  mit  der  Darstellung  der  Bewegung  des  schweren 
Kreisels  durch  elliptische  Funktionen  Jacobi*)  beschäftigt.  Indessen  ist 
er  nicht  dazu  gekommen,  seine  Resultate  zu  publizieren.  In  der  Litteratur 
wird  der  Gegenstand  im  Anschlufs  an  Jacobi  zum  ersten  Male  von 
Lottner**)  behandelt,  der  auch  die  bezüglichen  Teile  des  Jacobischen 
Nachlasses  herausgegeben  hat.  Beide  Autoren  gehen  darauf  aus,  die  neun 
Richtungscosinusse,  welche  die  Axen  des  beweglichen  mit  dem  festen  Ko- 
ordinatensystem***) bilden,  durch  'O'-Punktionen  auszudrücken.  Wir  haben 
die  Darstellung  der  neun  Richtungscosinusse  auf  Grund  unserer  Dar- 
stellung der  a,  j3,  y,  d  unmittelbar  in  der  Hand.  Wir  brauchen  nur 
die  Werte  der  letzteren  in  das  Schema  (9)  von  pag.  21  einzutragen, 
wobei  sich  elliptische  Punktionen  zweiter  Art  zweiten  Grades  ergeben 
würden,  und  Reelles  und  Imaginäres  zu  trennen.  Da  dieses  Verfahren 
indessen  den  Übergang  von  dem  Einfacheren  zum  Komplizierteren  be- 
deuten würde,  so  können  wir  auf  seine  Durchführung  füglich  verzichten. 

Ganz  nahe  der  Einführung  unserer  a,  ß,  y,  ö  kommt  Hr.  W.  Hefst) 
in  einer  Arbeit  „Über  das  Gyroskop".  Gegen  Ende  derselben  findet 
sich  als  Resultat  ziemlich  umfangreicher,  an  die  Lottnersche  Darstellung 
anschliefsender  Rechnungen  die  Bemerkung,  dafs  die  „Elemente  der 
Eulerschen  Rotation",  d.  h.  in  unserer  Bezeichnung  die  Quaternionen- 
öTÖfsen 


*)  Nouvelle  tlieorie   de  la  rotation  d'un  corps  de  revolution  grave  etc.  und 
Sur  la  rotation  d'un  corps  etc.     Ges.  W.    Bd.  II,  p.  477  und  493. 

**)  Reduktion  eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt  rotierenden  Revolutions- 
körpers auf  die  elliptischen  Transcendenten,  Grelles  Journ.  Bd.  50,  1855. 

***)  Genau  genommen  handelt  es  sich  bei  Jacobi  und  Lottner  um  zwei  Axen- 
kreuze,  welche  sich  relativ  gegen  die  genannten  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit um  die  Z-  bez.  0-Axe  drehen.  Die  Einführung  dieser  Koordinatensysteme 
entspricht  zum  Teil  der  Reduktion  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  auf  den 
Kugelkreisel,  zum  Teil  der  Absonderung  eines  Präcessionsbestandteils  von  dem 
rein  periodischen  Nutationsbestandteile  der  Bewegung. 

f)  Math.  Annalen  Bd.  29,  1887,  vgl.  insbesondere  die  beiden  letzten  Seiten. 
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ein  viel  einfaclieres  Gepräge  zeigen^  wie  die  Riclitungscosinus^  welclie 
Jacobi  und  Lottner  betracMen,  ^^ indem  erstere  nur  von  je  einem, 
letztere  dagegen  von  zwei  konstanten  Parametern  abhängig  sind^^^  d.  b. 
in  unserer  Terminologie^  indem  erstere  im  Wesentlicben  elliptische 
Funktionen  ersten^  letztere  dagegen  zweiten  Grades  sind.  Indessen  hat 
der  Verfasser  aus  dieser  Bemerkung  keine  weiteren  Konsequenzen  ge- 
zogen^ wie  denn  die  Quaternionengröfsen  hier  nur  ganz  beiläufig  und 
keineswegs  als  Grundlage  der  Theorie  auftreten. 

§  5.     Die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze,   Polhodie-  und  Herpolhodie- 
kurve  n.  s.  w.,  dargestellt  durch  '^-Quotienten. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Formeln  enthalten  im- 
plicite  die  Beantwortung  aller  Fragen^  welche  die  Kreiselbewegung 
betrefPen.  Es  kann  sich  im  Folgenden  nur  noch  darum  handeln^  die 
Konsequenzen  der  allgemeinen  analytischen  Darstellung  bezüglich  einiger 
besonderer  Punkte  ausdrücklich  hervorzuheben. 

Unser  Hauptinteresse  haben  wir  früher  auf  die  Schilderung  der 
^j  Bahnkurve  ^^  gerichtet.  Wir  wollen  daher  auch  hier  zunächst  nach  der 
Bahnkurve  der  Kreiselspitze  fragen.  Wir  werden  sehen  ^  dals  ihre  Glei- 
chung mit  Hülfe  der  '0'- Funktionen  äufserst  elegant  herauskommt. 

Dabei  haben  wir  jetzt  die  geometrisch-funktionentheoretischen  Me- 
thoden des  ersten  Kapitels  (vgl.  §  3  desselben)  wieder  aufzunehmen. 

Wir  betrachteten  dort  (vgl.  pag.  29)  zwei  vereinigt  gelegene  Ein- 
heitskugeln mit  dem  Mittelpunkte  in  0^  eine  im  Räume  und  eine  im 
Kreisel  feste^  welche  im  Riemannschen  Sinne  Träger  je  einer  komplexen 
Variabein  A  und  A  waren.  Die  Variable  X^  welche  den  Pimkten  der 
im  Räume  festen  Einheitskugel  zugeordnet  war^  hing  mit  den  recht- 
winkligen Koordinaten  xy0  dieser  Punkte  durch  die  Gleichung  zu- 
sammen (s.  pag.  28^  Gleichung  (11)): 

(1)  i  =  i^4^. 

Ebenso  lautet  die  Beziehung  zwischen  der  Variabein  A  und  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  XYZ  der  im  Kreisel  festen  Punkte  der 
zweiten  Einheitskue^el : 


(1-,  A  =  f±i? 


1  -  z 

Endlich  aber  besteht  zwischen  den  Variabein  X  und  A^  welche  je 
zwei  momentan  zusammenfallenden  Punkten  der  beiden  Kugeln  ent- 
sprechen^ die  folgende  einfache  Relation: 

(2)  l  -  ^^^±1 
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in    der   die    a^   ß^  y^  d    dieselben   Gröfsen    sind^    die  wir   im   vorigen 
Paragraphen  als  Punktionen  Yon  t  darstellten. 

Um  Yon  hieraus  zur  Bahnkurve  der  Kreiselspitze  zu  gelangen^ 
setzen  wir  in  (1')  die  Koordinaten  X^  Y^  Z  der  Kreiselspitze  ^  nämlich 
X  =  0,  r=-0,  Z=+  yi  — Z2  — F  ein,  wobei  A  =  oo  wird.  Ver- 
möge dieses  Wertes  geht  Gleichung  (2)  über  in 

y 
Hier  tragen  wir   die  Werte   von  a  und  y  aus    dem  vorigen  Para- 
graphen ein  und  erhalten  zunächst 

r  &(f+  CO  —  il)  ^'{t  —  ico') 

Berücksichtigen  wir  noch  die  Punktionalgleichungen  der  '0'- Funktionen, 
so  können  wir  setzen: 


Somit  wird  bei  richtiger  Vorzeichenbestimmung  (vgl.  pag.  426  unten) 
(4) 


aj'{ia  —  ICO  )  ^  '  CO 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Bahnkurve.  Wie  ivir  seilen^ 
hestimmt  sich  die  Bahnlairve  der  Kreiselspüse  ^vieder  d^ircli  eine  elliptische 
Funktion  zweiter  Art  ersten  Grades. 

Um  die  einfache  geometrische  Bedeutung  unserer  Darstellungs- 
weise zu  verstehen,  erinnern  wir  an  die  geometrische  Bedeutung  der 
komplexen  Variabein  2.  Wir  bezogen  die  Einheitskugel,  deren  Punkte 
durch  die  Variable  /l  unterschieden  waren,  mittels  stereographischer 
Projektion  vom  Nordpol  der  Einheitskugel  auf  ihre  Äquatorebene.  Als- 
dann war  A  derjenige  komplexe  Wert,  welcher  dem  stereographischen 
Bilde  des  einzelnen  Kugelpunktes  nach  der  üblichen  Gaufsischen  Deutung 
der  imaginären  Gröfsen  zukommt.  Wir  brauchen  A  nur  in  einen  reellen 
und  imaginären  Bestandteil  aufzulösen,  um  die  rechtwinkligen  Koordi- 
naten des  stereographischen  Bildpunktes  in  der  Aquatorebene  zu  er- 
halten. 

Die  Gleichung  (4)  liefert  daher  direU  das  ebene  stereographische  Bild 
der  im  Baume  verlaufenden  Bahnkurve;  sie  kann  immittelbar  als  Unter- 
lage für  die  zeichnerische  Bankstellung  der  Bahnhirve  in  stereographischer 
Projektion  dienen. 


432      VI.  Darstellung  der  Kreiselbewegung  durch  elliptische  Funktionen. 

Wir  erinnern  ferner  daran  ^  dafs  (vgl.  pag.  207)  für  die  Zwecke 
der  Zeichnung  die  stereographische  Projektion  vor  der  sonst  üblichen 
orthographisclien  gewisse  Vorzüge  voraus  hat.  Es  ist  erfreulicli^  dafs 
unsere  analytische  Darstellung  der  Bahnkurve  sich  gerade  mit  dem 
praktischen  Bedürfnisse  der  Zeichnung  deckt. 

Vergleichen  wir  hiermit  diejenige  Darstellung  der  Bahnkurve,  welche 
der  orthographischen  Projektion  auf  die  Äquatorebene  entspricht. 

Wir  gelangen  zu  dieser,  wenn  wir  nach  den  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten X,  y,  ^  der  Kreiselspitze  im  Räume  fragen;  sehen  wir  hier 
von  der  dritten  Koordinate  ^  ab,  so  bestimmen  uns  die  beiden  übrigen 
die  gewünschte  orthographische  Projektion.  Übrigens  empfiehlt  es  sich^ 
von  den  x,  y  selbst  zu  der  komplexen  Verbindung  derselben  ^  =  x-{-iy 
(oder  1^  =  —  x-\-  iy)  im  Sinne  von  pag.  20  überzugehen,  also  auch  das 
orthographische  Bild  der  Kreiselspitze,  wie  vorher  das  stereo graphische, 
durch  eine  in  der  Äquatorebene  ausgebreitete  komplexe  Variable  fest- 
zulegen. 

Nun  lauten  die  Koordinaten  der  Kreiselspitze  in  dem  mit  dem 
Kreisel  fest  verbundenen  XF^- System  bez.  X=  Y==0,  Z=l.  Die 
zugehörigen  pag.  20  definierten  komplexen  Verbindungen  werden  daher 
=  =  H  =  0^  Z==  —  1.  Den  gesuchten  Wert  von  |,  ausgedrückt  durch 
unsere  a,  ß,  y,  S  entnehmen  wir  darauf  dem  Schema  (9)  von  pag.  21. 
Er  wird  |  =  -2«|3. 

Tragen  wir  hier  die  Werte  von  a  und  ß  ein,  so  erhalten  wir  als 
Gleichung  der  Bahnkurve  in  orthographischer  Projektion  die  folgende: 

(5)   l  =  Ke^*?^t=MM^i^±^^    K=-2M',    L^l  +  r. 

Diese  Darstellung  steht  ersichtlich  der  früheren  an  Einfachheit  nach. 
Die  Bahnkurve  in  orthographischer  Projektion  bestimmt  sich  durch  eine 
elliptische  Funktion  (zweiter  Art)  zweiten  Grades,  während  sie  hei  stereo- 
graphischer Projektion  durch  eine,  elliptische  Funktion  ersten  Grades,  einen 
einfachen  d' -  Quotienten ,  gegeben  wird. 

Dafs  dieser  Umstand  nicht  zu  unterschätzen  ist,  wird  im  folgenden 
Paragraphen  klar  werden,  wenn  wir  uns  zur  numerischen  Berechnung 
der  Bahnkurve  wenden.  Da  wir  in  (5)  vier  (resp.  drei  verschiedene) 
'9' -Werte ^  in  (4)  dagegen  nur  zwei  solche  Werte  nötig  haben,  so  wird 
die  Rechenarbeit  bei  orthographischer  Projektion  der  Bahnkurve  nahezu 
die  doppelte  von  der  Arbeit,  welche  die  Berechnung  der  stereographisch 
projicierten  Bahnkurve  verursacht. 

Die  Darstellung  (5)  hat  Hermite  in  seiner  p.  151  citierten  Schrift 
bei  der  Behandlung  des  sphärischen  Pendels  gewählt. 
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Übrigens  hatten  wir  in  den  Pigurenserien  von  Kapitel  IV  als 
Projektionscentrum  bei  der  stereographischen  Abbildung  nicht  den 
Nordpol^  sondern  den  Südpol  der  festen  Einheitskugel  gewählt.  Es 
empfiehlt  sich  dies  immer  dann,  wenn  die  Bahnkurve  ganz  oder  haupt- 
sächlich auf  der  nördlichen  Halbkugel  verläuft,  weil  sonst  das  stereo- 
graphische Bild  übermäfsig  vergröfsert  und  verzerrt  erscheinen  würde. 
Wir  können  aber  leicht  von  der  einen  Projektions art  zu  der  anderen 
übergehen.  Geometrisch  erreichen  wir  dies  durch  eine  sog.  Inversion 
am  Einheitskreise  der  ^^-Ebene;  dem  entspricht  analytisch,  dafs  wir 
den  Wert  der  komplexen  Variabein  l  ersetzen  durch  den  konjugiert 
reciproken  Wert  1  :  X.  Nehmen  wir  diesen  Übergang  in  Gleichung  (4) 
vor,  so  ergiebt  sich  für  die  stereographische  Projektion  vom  Südpol 
die  folgende  Darstellung: 


(40 


%'{t  -^  ia)      ' 

^{(O   -\-   1(0     10)  ^  '  CO 


Ohne  die  geringste  Mühe  können  wir  nun  auch  die  Bahnkurve 
angeben,  welche  ein  ganz  beliebiger  Punkt  des  Kreisels  bei  der  Be- 
wegung beschreibt.  Wir  wollen  der  Kürze  halber  annehmen,  dafs  der 
betreffende  Punkt  von  0  den  Abstand  1  habe,  so  dafs  er  dauernd  mit 
einem  Punkte  der  beweglichen  Kugel  zusammenfällt.  (Im  anderen 
Falle  brauchten  wir  die  anzugebende  Formel  nur  mit  der  Entfernung 
des  Punktes  von  0  zu  multiplizieren.)  Wir  charakterisieren  dann  die 
Lage  unseres  Punktes  auf  der  beweglichen  Kugel  durch  den  komplexen 
Wert  A  =  Aq  in  der  früher  beschriebenen  Weise.  Die  wechselnden 
Lagen  des  Punktes  im  Räume,  d.  h.  die  gesuchte  Bahnkurve  bez.  ihr 
durch  stereographische  Projektion  vom  Nordpole  erhaltenes  ebenes  Ab- 
bild wird  darauf  nach  Gleichung  (2)  gegeben  durch 

Die  in  Gleichung  (6)  enthaltenen  Ausdrücke  sind  bei  beliebigem 
Aq  nicht  mehr  direkt  elliptische  Funktionen  erster  oder  zweiter  Art, 
sondern  nur  mehr  lineare  Kombinationen  von  solchen.  — 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  gelten  wie  alle  Resultate  dieses 
Kapitels  zunächst  nur  für  den  Fall  des  Kugelkreisels.  Wir  können 
aber  von  hier  aus  nach  §  5  des  vierten  Kapitels  sehr  leicht  zu  einem 
symmetrischen  Kreisel  übergehen,  welcher  dasselbe  äquatoriale  Träg- 
heitsmoment A  wie  der  Kugelkreisel  und  ein  beliebiges  Trägheits- 
moment G  um  die  Figurenaxe  hat;  dies  soll  an  den  Gleichungen  der 
Bahnkurve  wirklich  ausgeführt  werden. 

Kleiu-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  28 
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Zu   dem  Zwecke  haben  wir  nach  pag.  234  die  Geschwindigkeits- 
koordinate cp'  des  Kngelkreisels  um  die  konstante  Gröfse 


^(i~i). 


welche  wir  mit  c  bezeichnen  wollen ^  zu  vermehren,  während  d"  und  ^ 
ungeändert  bleiben.  Die  entsprechenden  Änderungen  der  a,  ß,  y^  d 
bestehen  (vgl.  die  ursprüngliche  Definition  dieser  Grröfsen  auf  pag.  21) 
darin,  dafs  wir 


(7) 


Ci 

ß 

y 

mit 

+  Y' 

e    2 

Vit 
e    ^ 

multiplizieren.     Infolgedessen  lautet  die  Gleichung  für   die  Bahnkurve 
eines  Punktes  Aq  beim  symmetrischen  Kreisel  folgendermafsen: 


X  = 


^\  +  ß 


'e'''\  +  d  ' 


wo  die  a,  ß,  y^  d  die  Werte  dieser  Parameter  beim  Kugelkreisel  be- 
deuten. Insbesondere  ergiebt  sich  für  die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze 
(Aq  =  oü)  beim  symmetrischen  genau  dieselbe  Gleichung  wie  beim 
Kugelkreisel  —  wie  dies  nach  §  5  des  vierten  Kapitels  selbstverständ- 
lich ist.  — 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  in  ähnlicher  Weise  die  Gleichungen 
der  PolhocUe-  und  HerpolJiodielcurve  des  KugeTkreisels  abzuleiten,  d.  h. 
derjenigen  Kurven,  welche  der  Endpunkt  des  Drehungsvektors  im  Körper 
und  im  Räume  beschreibt.  Die  Koordinaten  dieses  Punktes  bezeichnen 
wir  wie  früher  mit 

Py  ij  ^     <^der     jr,  %,  ^, 

je  nachdem  wir  sie  auf  das  im  Kreisel  oder  im  Räume  feste  System 
beziehen.  Dabei  sind  die  dritten  Koordinaten  r  und  q  beim  Kugel- 
kreisel natürlich  konstant,  da  sie  aus  den  Impulskomponenten  N  und  n 
durch  Division  mit  dem  Trägheitsmomente  A  hervorgehen.  Die  beiden 
ersten  Koordinaten  fassen  wir  in  die  komplexen  Verbindungen  p  -\-  i^, 
7t -\- i%  zusammen  und  entnehmen  die  Ausdrücke  dieser  Gr Olsen  sowie 
der  Konstanten  r  und  q  durch  die  a,  ß,  y,  d  den  Gleichungen  (5) 
und  (6)  von  pag.  43,  44: 


p  -\-  iq 


(8) 


2i{+ß 


dt 
d^ 
dt 


d 


dt 


)- 


(8') 
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Setzen  wir  hier  die  Werte  der  a^  ßy  y^  8  ein^  so  haben  wir  die 
explicite  Darstellung  der  Koordinaten  von  Polhodie-  und  Herpolhodie- 
kurve  vor  uns.  Die  beiden  ersten  Gleichungen  für  sich  betrachtet^ 
liefern  uns  dabei  die  orthographische  Projektion  der  Polhodiekurve  auf 
die  Äquatorebene  des  Kreisels  bez.  der  Herpolhodiekurve  auf  die  Hori- 
zontalebene. Die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  gleichzeitig 
die  Höhe^  in  welcher  unsere  Kurven  über  der  Äquatorebene  bez.  über 
der  Horizontalebene  verlaufen. 

Wir  wollen  mgen,  dafs  sich  die  vorstehenden  Gleichungen  in  sehr 
hemer'kenswerter  Weise  msammemiehen.     Betrachten  wir  z.  B.  j9  -|-  iq: 

Wir  schreiben 
(9)  p-\-iq  =  2ißdQ 

und  überzeugen  uns  zunächst^  dafs  die  Gröfse 

^ d  log  d        d  log  ß 

dt  dt 

eine  doppeltperiodische  Punktion  zweiten  Grades  ist.  Wir  bemerken 
nämlich  allgemein,  dafs  die  Punktion 

d  log  %'{t~  t,) 
dt 

nach  den  Punktionalgleichungen  der  '^-Punktion  überhaupt  ungeändert 

bleibt  bez.  sich  um additiv  vermehrt,  wenn   wir  zum  Argument 

CO  '  ^ 

2  CO  bez.  2^09'  hinzufügen.  Mithin  wird  die  Differenz  zweier  solcher 
Punktionen  jedenfalls  eine  doppeltperiodische  Punktion.  Aus  solchen 
Differenzen  und  konstanten  Gliedern  setzt  sich  aber  unsere  Gröfse  0 
zusammen. 

Der  explicite  Ausdruck  von  0  läfst  sich  den  Gleichungen  (8)  und 
(18)  des  vorigen  Paragraphen  zufolge  nach  einigen  leichten  Reduktionen 
folgendermafsen  schreiben : 

^  %•' {ia — im')  ^.^' {p-\-ih —  im')  ^.%'' if-Yicf)        ^' (t — a~{~ib) 

i)^(ia—ico')   "t"  -9- (co  -\-ih  —  ia)')  "•"  ^'(t  +  iö!)  ^{t  —  m -{- ib)  ' 

Die  im  Periodenrechteck  gelegenen  Unendlichkeitsstellen  von  0 
sind  hiernach  ersichtlich  t  ==  —  ia  und  t  =  m  —  ib.  Perner  werden 
die  Nullstellen  sein 

i5  =  — ico'     und     t  ^==  G) -]- ico' —  ia  —  ib] 

28* 
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im  ersteren  Falle  kompensieren  sicli  nämlich  das  erste  und  dritte  sowie 
das  zweite  und  vierte  Glied ^  im  letzteren  Falle  das  zweite  und  dritte 
sowie  das  erste  und  vierte  Grlied. 

Hiernach  können  wir  unserer  Gröfse  0  auch  die  Gestalt  geben: 

der  rechts  stehende  Ausdruck  ist  nämlich^  da  die  Argumentensumme 
des  Zählers  gleich  der  des  Nenners  ist^  eine  doppeltperiodische  Funktion 
von  denselben  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  wie  0 .  Die  hinzugefügte 
Gröfse  G  ist  eine  Konstante. 

Gleichung  (9)  nimmt  nun  folgende  einfache  Gestalt  an: 

(11)     p+^g-g^'-'''-'''^^^~v-^'r'^''^- 

Um  die  Konstante  K  zu  bestimmen^  in  welche  die  soeben  benutzte 
noch  unbekannte  Gröfse  G  eingeht^  vergleichen  wir  die  Werte  von 
p  -}-  iq  aus  (11)  und  (8)  für  einen  geeignet  gewählten  Zeitpunkt  t. 
Wir  haben  z.  B.  für  t=  —  ia 

also  wird  nach  (8) 
p  +  iq 
andrerseits  ergiebt  sich  aus  (11) 

mithin  folgt 


^1,'a  —  2ihrd^'-'^^       ^'{0)^{ia  +  co-ih)      , 


jT—^^l^y  ^'{(i)^{ia  +  co-il) 

&{ — ia-\-ico)d'(co-f-to}  —  10) 

Setzen  wir  endlich  noch  für  Je  und  ¥  die  Werte  aus  den  Gleichungen  (18) 
von  pag.  428  ein^  so  erhalten  wir  einfach: 

nV^  K-      ~'^^'^      e"^ 

\^^  )  ^^        Q^i^co  +  ia  +  ih) 

Durch  die  Gleichungen  (11)  und  (11')  ist  die  Polhodiekurve  in 
orthographischer  Projektion  dargestellt.  Wir  heben  die  Einfachheit 
dieser  Darstellung  besonders  hervor^  indem  wir  bemerken: 

Die  komplexe  Variable,  ^velehe  die  senkrechte  Projektion  des  Drehungs- 
vektors auf  die  Aquatorebene  des  Kreisels  'bestimmt,  ist  wieder  direkt  eine 
elliptische  Funktion  zweiter  Art  ersten  Grades, 

Um  auch  die  dritte  Komponente  r,  welche^  wie  bemerkt^  konstant 
(==  — )  ist^    durch  unsere  transcendenten  Konstanten   cd,   (d\  a  und  h 
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auszudrücken^  können  wir  in  Gleichung  (8)  einen  speziellen  Wert  von 
t  einsetzen.  Wir  wählen  z.B.  t=(x)-\-i'by  wobei  y  =  0  und  (wegen 
ad  —  ßy  :=V)  ad  =  1  wird.     Alsdann  ergiebt  sich 

dt  dt 

also^  wenn  wir  den  Wert  von  l  eintragen: 

/^o\  9  •  /       ^'(ioo'  — ia)  _,     ^' (co  -\-  io)' -}-  ih)         0"' {oa  -\-ia  -\- ih)\ 

^     ^  \       &  {ico'  —  ia)     '     ^  {(o -\- i co' -\- ih)  ^  {co  -\-ia  -\-  ih)) 

Die  entsprechende  Darstellung  der  Herpolhodiel^^urve  können  wir  aus 
den  vorstehenden  Gleichungen  der  Polhodiekurve  unmittelbar  abnehmen. 
Wir  erhielten  nämlich  pag.  44  die  Koordinaten  —  %,  —  %,  —  q  aus 
den  Koordinaten  p^  g^  r^  indem  wir  a  und  d  vertauschten  und  /3  und  y 
im  Vorzeichen  umkehrten. 

Diese  Vertauschung  und  Vorzeichenveränderung  können  wir  aber^ 
wie  eine  genaue  Prüfung  der  Gleichungen  (8)  und  (18)  des  vorigen 
Paragraphen  zeigt ^  einfach  dadurch  erreichen,  dafs  wir  —  a  statt  -f-  a 

schreiben j  wobei  —  l  in  l übergeht.    Die  Gleichungen  der  Herpol- 

hodiekurve  Icönnen  wir  daher  folgendermafsen  schreiben: 

(13)    ;r  +  ^x  =  ^-e''('  +  ''~9'^(^- '"-/"'-;" +  ^-^, 

/^A\  ^  .  /d'' (ico' ~\- ia)        d'' {co  -}' ico' ~\- ih)  ^^^"'((0  —  ia~\-ih)\ 

(i4J  —  Q  =  Zt  ^—^^-.-p-^  _  ^^^  -ficö'-j-  ^'&)  "*    ^{(o  —  ia-{-ih))  ' 

Zu  denselben  Gleichungen  gelangen  wir  auch  von  dem  pag.  238 
entwickelten  Prinzip  aus,  nach  welchem  wir  nur,  um  von  der  Polhodie- 
zu  der  Herpolhodiekurve  überzugehen,  die  Werte  von  ^,  N  bez.  durch 
—  iV,  —  ^  zu  ersetzen  und  die  Vorzeichen  der  Koordinaten  umzukehren 
brauchen.     Thun  wir  dieses,  so  wird  die  Ungleichung 

iV">^>0, 

welche  der  bisherigen  Darstellung  der  a,  j3,  y,  d  durch  0'- Quotienten 
zu  Grunde  lag,  in  dem  Sinne  abgeändert,  dafs  für  die  einzutragenden 
Werte  N=  ~  n,  n  ==  —  N  die  Beziehung  gilt: 

0>N>n. 

Wie  sich  in  diesem  Falle  die  logarithmischen  Unendlichkeitsstellen 
der  a,  j3,  y,  d  auf  die  Punkte  +  1  der  Riemannschen  Fläche  verteilen. 
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wurde  in  Fig.  61  b  dargestellt.  Wir  ersehen  aus  ihr^  dafs  die  ISTuU- 
stellen  von  ß  und  y  durcli  die  vorgenannte  Vertauschung  nicht  ge- 
ändert werden,  dafs  aber  die  von  a  und  d^  d.  b.  die  Stellen  +  ico  der 
(^- Ebene  sieb  austauschen.  Wir  haben  also  wieder  die  Vorzeichenumkehr 
von  a  und  damit  den  Übergang  von  (11);  (12)  zu  (13),  (14). 

Die  soeben  entwickelten  Grleichungen  können  sofort  auch  zur  Dar- 
stellung der  Impulskurven  dienen,  d.  h.  derjenigen  Kurven,  welche  der 
Endpunkt  des  Impulsvektors  im  Körper  und  im  Räume  beschreibt. 
Da  nämlich  die  letzteren  Kurven  beim  Kugelkreisel  zu  den  Kurven 
der  Polhodie  und  Herpolhodie  in  dem  geometrischen  Verhältnisse  der 
Ähnlichkeit  stehen,  so  brauchen  wir  die  Gleichungen  (11),  (12),  (13) 
und  (14)  rechterhand  nur  mit  dem  Werte  des  Trägheitsmomentes  Ä 
zu  multiplizieren,  um  die  Darstellung  der  Impulskoordinaten  L  -\-  iM, 
Nj  l  -\-  im,  n  zu  erhalten.  Wir  sprechen  daraufhin  den  zusammen- 
fassenden Satz  aus: 

Die  mleUt  'betrachteten  Kurven,  die  Impulskurven  sowie  die  Polhodie- 
und  Herpolhodiekurve  lassen  sich  beim  KugeTkreisel  sämtlich  durch  elliptische 
Funktionen  zweiter  Art  ersten  Grades  'berechnen. 

Dieses  Resultat  bleibt  auch  beim  Übergange  zum  symmetrischen 
Kreisel  bestehen,  soweit  es  sich  auf  die  Impulskurven  und  auf  die 
Polhodiekurve  bezieht. 

Die  Polhodiekurve  des  symmetrischen  Kreisels  können  wir  nämlich 
aus  der  des  Kugelkreisels  dadurch  ableiten,  dafs  wir  in  der  ersten  der 
Gleichungen  (8)  die  cc,  j3,  y^  d  des  Kugelkreisels  mit  den  in  (7)  an- 
gegebenen Paktoren  multiplizieren.     Dementsprechend  haben   wir   für 

einzutragen,  unter  ß?  ^y  ~^y  ~ß7  die  Werte  dieser  Gröfsen  beim  Kugel- 
kreisel verstanden.  Da  sich  die  hinzutretenden  Terme  —  -~  ß  und ö 

in  der  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  stehenden  Differenz  aufheben,  so 
brauchen  wir  die  rechte  Seite  von  (11)  nur  mit  dem  Paktor  e~'''^^  zu 
multiplizieren,  um  die  Gröfse  p  -{-  iq  des  symmetrischen  Kreisels  zu 
erhalten.  Diese  wird  also  ebenfalls  durch  eine  elliptische  Punktion 
ersten  Grades  gegeben. 

Von  den  Koordinaten  der  Polhodiekurve  unterscheiden  sich  die 
Koordinaten  derjenigen  Impulskurve,  welche  den  Ort  des  Impuls- 
Endpunktes  im  Körper  darstellt,  nur  um  die  konstanten  Paktoren  der 
Hauptträgheitsmomente.  Diese  Kurve  wird  also  im  Wesentlichen  durch 
dieselben  Gleichungen  wie  die  Polhodiekurve  beschrieben. 
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Was  endlich  die  Bahn  des  Impuls-EndpimMes  im  Baume  betrifft;  so 
unterscheidet  sich  diese  beim  symmetrischen  Kreisel  von  derselben  Kurve 
beim  Kugelkreisel  überhaupt  nicht.  In  der  That  sahen  wir  Kap.  IV^  §  5, 
dafs  diese  Kurve  für  alle  Kreisel  der  1.  c.  betrachteten  Serie  genau  die- 
selbe ist.  Die  Gleichungen  (13)  und  (14)  geben  also  (nach  Multiplikation 
mit  Ä)  direkt  die  in  Rede  stehende  Impulskurve  für  einen  symmetrischen 
Kreisel;  dessen  eines  Hauptträgheitsmoment  Ä  dem  unseres  Kugelkreisels 
gleich  und  dessen  anderes  Hauptträgheitsmoment  C  beliebig  ist. 

Weniger  'einfach  wird  die  Darstellung  der  HerpolhocUehurve  beim 
symmetrisehen  Kreisel.  Um  auch  hier  aus  den  vorhergehenden  Um- 
rechnungen Nutzen  zu  ziehen  ^  drücken  wir  in  der  allgemeingültigen 
Gleichung  (8')  die  a,  ß,  y,  d  des  symmetrischen  Kreisels  durch  die 
des  Kugelkreisels  nach  der  Tabelle  (7)  aus  und  bekommen: 

Den  ersten  Term  der  rechten  Seite  haben  wir  oben  in  (13)  auf 
seine  einfachste  Form  gebracht.  Im  zweiten  Term  setzen  wir  die  be- 
kannten Werte  von  a  und  ß  ein^  wobei  wir  die  multiplizierende  Kon- 
stante kurz  mit  K  bezeichnen.     Es  ergiebt  sich  dann: 

•/,  I  ^'^J-r^f  —"^T^^it  —  a  —  ico'—iaA-il))    ,     ^-^^it  —  ia)  d'it  —  oo -\- ib)\ 

^  +  tyc  =  e^'^  +  ^)'[K'e     -^ ^(,_,^>)  ^    '^^ Jit-i.')  )> 

oder 

17t  -\-  in  =^ 

Wir  behaupten^  dafs  dieser  Ausdruck  abermals  als  '9'- Quotient  ge- 
schrieben werden  kann^  wobei  aber  zwei  -^-Funktionen  im  Zähler  imd 
zwei  im  Nenner  auftreten.  Zunächst  folgt  aus  den  Funktionalgleichungen 
der  '9^- Funktionen ;  dafs  die  Klammer  völlig  ungeändert  bleibt  bei  Ver- 
mehrung von  t  um  eine  der  Perioden  2c0y  2ico\  Die  Klammer  ist  also 
eine  elliptische  Funktion  erster  Art  zweiten  Grades  mit  den  Unendlich- 
keitsstellen t  ==  ia  und  t  ==  cj  — ib.  Eine  solche  Funktion  besitzt^ 
wie  pag.  421  erwähnt^  in  dem  einzelnen  Periodenparallelogramm  not- 
wendig zwei  NuUstellen^  welche  wir  mit  e-^  und  c^  bezeichnen^  und 
kann  durch  den  folgenden  '0'- Quotienten  dargestellt  werden 

^(t-c,)d'(t-C,) 

Tragen  wir  aber  diesen  Wert  der  Klammer  in  (15)  ein^  so  folgt 
in  der  That: 

(16)  ^  + .-.  =^,.--(^+n.  ^|l^|;p). 
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Auf  die  genauere  Bestimmung  yon  q,  c^  und  K^  wollen  wir  nicht 
eingehen.    Wir  konstatieren  nur: 

Die  Horimntalprojektion  der  Herpolhodiekurve  ist  heim  symmetrischen 
Kreisel  durch  eine  elliptische  FunMion  zweiter  Art  zweiten  Grades  ge- 
geben,^) 

In  ähnliclier  Weise  können  wir^  von  der  zweiten  der  Gleichungen  (8 ') 
ausgehend,  die  VertikalprojeMion  q  der  Herpolhodie  bestimmen.  Wir 
finden  für  diese  eine  elliptische  FunMion  erster  Art  0weiten  Grades,  nämlich 
eine  lineare  Punktion  der  doppelperiodischen  Gröfse  ooB'd'  =  u(t)^  wie 
bereits  aus  Gleichung  (2)  yon  pag.  235  hervorgeht.  — 

Zum  Schlufs  eine  Bemerkung  allgemeineren  Inhalts.  Wir  sind  im 
Vorstehenden  zu  wiederholten  Malen  auf  elliptische  Kurven  zweiter  Art 
geführt  worden.  Solche  Kurven  treten  aufser  bei  dem  schweren  sym- 
metrischen Kreisel  auch  bei  dem  kräftefreien  unsymmetrischen  Kreisel 
auf  (vgl.  §  8  dieses  Kapitels),  sowie  in  zahlreichen  anderen  geometri- 
schen und  mechanischen  Problemen  (als  sphärische  Kettenlinie ,  als 
sog.  elastische  Kurve  etc.  etc.).  Sie  bilden  eine  grofse  Klasse  unter  sich 
verwandter  transcendenter  Kurven,  welche  in  geometrischer  Hinsicht 
und  namentlich  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Anwendungen  den  alge- 
braischen Kurven  an  Interesse  nicht  nachstehen.  Es  wäre  daher  wohl 
der  Mühe  wert,  allgemein  eine  geometrische  Theorie  dieser  transcendenten 
Kurven  aufzustellen,  nach  denselben  Gesichtspunkten,  die  für  die  Theorie 
der  algebraischen  Kurven  mafsgebend  sind.  Man  hätte  dann  etwa  die 
möglichen  Singularitäten  solcher  Kurven  zu  untersuchen,  Schnittpunkts- 
sätze zu  erforschen,  die  gestaltlichen  Verhältnisse  zu  diskutieren  etc. 
Unsere  elliptischen  Kurven  ersten  Grades  würden  in  dieser  Theorie 
natürlich  eine  besonders  wichtige  Rolle  spielen.  Ohne  Präge  öffnet 
sich  hier  der  geometrischen  Porschung  ein  schönes  und  verhältnismäfsig 
leichten  Erfolg  versprechendes  Gebiet. 

§  6.    Numerische  Berechnung  der  Bewegung  durch  0-- Reihen. 

Eines  der  Endziele,  die  wir  bei  jedem  Problem  der  Mechanik  im 
Auge  haben  müssen,  wird  jedenfalls  dieses  sein:  Die  Bewegung  soweit 
zu  beherrschen,  dafs  wir  die  Lage  des  beweglichen  Systems  in  jedem 
Augenblicke  numerisch  bestimmen  können.    Dafs  dieses  Ziel  durch  die 


*)  Sollte  es  nicht  möglich  sein,  auch  diese  Kurve,  welche  ja  nach  pag.  235 
auf  einer  gewissen  Kugel  verräuft,  durch  elliptische  Funktionen  ersten  Grades 
darzustellen,  indem  man  sie  stereographisch  auf  die  Äquatorebene  der  sie  tragen- 
den Kugel  projiciert  und  nach  der  Gleichung  für  die  komplexe  Variable  des 
stereographischen  Bildpunktes  fragt? 
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vorangellende  Theorie  auf  bequemem  Wege  erreicht  wird^  soll  in  diesem 
Paragraphen  dargethan  werden.  Zunächst  möge  das  einzuschlagende 
Verfahren  allgemein  skizziert  werden. 

Ist  uns  irgend  ein  realer  Kreisel  gegeben^  so  besteht  der  erste 
Schritt  darin ^  dafs  wir,  sei  es  durch  das  Experiment,  sei  es  durch  Be- 
rechnung, seine  Massenverteilung,  d.  h.  die  auf  den  Unterstützungs- 
punkt bezogenen  Werte  von  J.,  C  und  P,  festzustellen  suchen. 

Sodann  müssen  wir  Anfangslage  und  Anfangsbewegung  des  Kreisels 
kennen.  Die  Anfangslage  wird  hinlänglich  durch  den  Neigungswinkel 
d'Q  der  Figur enaxe  gegen  die  Vertikale  beschrieben;  die  Anfangswerte 
der  Winkel  9}  und  ijj^  welche  für  den  Charakter  der  Bewegung  be- 
langlos sind,  werden  wir  wie  pag.  425  direkt  gleich  0  nehmen. 

Die  Anfangsbewegung  charakterisieren  wir  am  besten  durch  die 
Lage  und  Gröfse  des  Impulsvektors.  Grestatten  wir  uns  die  pag.  199 
sub  4  verabredete  Vereinfachung,  dafs  der  Impulsvektor  zu  Anfang  in 
derselben  Vertikalebene  wie  die  Figurenaxe  enthalten  sei,  so  wird  unser 
Vektor  durch  seine  beiden  Komponenten  n  und  N  festgelegt.  Wir 
wissen  dann  gleichzeitig,  dafs  der  Parallelkreis  u  =  cos  '9'q  =  e  einer 
der  Begrenzungskreise  für  die  Bahnkurve  sein  und  dafs  die  Kreisel- 
spitze zu  Beginn  in  horizontaler  Richtung  fortschreiten  mufs. 

Mittels  der  Konstanten  n,  N  und  e  bilden  wir  uns  darauf  die 
quadratische  Gleichung  JJ^==0  von  pag.  240,  deren  Wurzeln  den  zweiten 
Begrenzungskreis  e'  sowie  die  Gröfse  e'  definieren. 

Jetzt  sind  wir  in  der  Lage,  die  Legen  dresche  Theorie  der  ellipti- 
schen Integrale  und  die  Legendreschen  Tafeln  für  unsere  Zwecke  zu 
verwerten.  Wir  berechnen  uns  vor  allem  den  Legendreschen  Modul  Ä, 
den   komplementären   Modul  ¥  und    die  Hülfsgröfsen   ilf,  9«,  g?^  von 

pag.  264.     Darauf  schlagen   wir   die  Werte   von   i^  (/<;,—),  FUc^  —) 

in  der  Tafel  I  von  Legendre  und  die  Werte  von  F(¥,  (pa),  F(k\  (ph) 
in  der  Tafel  IX  auf.  Durch  Multiplikation  mit  M  ergeben  sich  hieraus 
die  Werte  von  0,0',  a  und  &.  Durch  diese  letzteren,  transcendenten 
Konstanten  ist  die  Bewegung  der  Kreiselspitze  und  die  Bewegung  des 
Impuls-Endpunktes  im  Räume  ebenso  vollständig  bestimmt,  wie  durch 
die  ursprünglich  vorliegenden  Konstanten  A,  C,  P,  n,  N,  e.  In  der 
That  brauchen  wir  uns  bei  der  Berechnung  der  genannten  Bahn-  und 
Impulskurve  um  die  Massen  Verteilung  des  Kreisels,  um  seine  Anfangs- 
bewegung und  Anfangslage  in  keiner  Weise  mehr  zu  kümmern.  Unsere 
ganze  Aufgabe  besteht  darin,  gewisse  '9' -Reihen  auszurechnen,  in  deren 
Koeffizienten  die  Gröfsen  c?  und  03',  in  deren  Argument  überdies  die 
Gröfsen  a  und  h  eingehen.   Das  Schema,  nach  dem  wir  zu  rechnen  haben^ 
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ist  so  für  alle  Kreisel  und  für  alle  Kreiselbewegungen  dasselbe.  Die  ganze 
Mannigfaltigkeit  der  Bewegungsformen  ruht  lediglich  in  der  Verschieden- 
heit der  in  unser  Schema  einzusetzenden  Werte  unserer  vier  trans- 
cendenten  Konstanten. 

(Auf  die  Werte  der  ursprünglichen  Konstanten  brauchen  wir  nur 
dann  zurückzugehen,  wenn  wir  weiterhin  etwa  direkt  die  Werte  der 
a,  ßy  y,  d  beim  symmetrischen  Kreisel  oder  die  Bahnkurve  eines 
von  der  Kreiselspitze  verschiedenen  Punktes  oder  die  Polhodie-  und 
Herpolhodiekurve  zu  berechnen  wünschen,   in   deren   Gleichungen  die 

Gröfse  Ni^y -j)  vorkommt.) 

Immerhin  kann  uns  die  Rücksicht  auf  gröfstmögliche  Bequemlich- 
keit der  Rechnung  veranlassen,  unser  Verfahren  unter  Umständen  etwas 
zu  modifizieren.    Wir  bemerken,  dafs  die  'ö'- Reihe  von  pag.  418 

(1)  d^(t)  ==  2gV.  sin  s  ~  2qy^  sin  3^  +  2^"A  sin  5s 

(2)  q==e-^,     s  =  ^, 

um  so  schneller  konvergiert,  je  kleiner  q  ist,  je  gröfser  also  das  Ver- 
hältnis —    ausfällt.     Insbesondere    wird    sich  die  Rechnunef  in    einem 

CO  ^ 

Periodenrechteck  von  gröfserer  Höhe  wie  Breite  (a)'>a))  bequemer 
gestalten,  als  in  einem  Periodenrechteck  von  gröfserer  Breite  wie  Höhe 
(g9  >  ca').  Es  ist  daher  wichtig,  eine  Umformung  der  '9' -Funktion  zu 
kennen,  welche  den  letzteren  Fall  allemal  auf  den  ersteren  zu  reduzieren 
gestattet. 

Man  wird  auf  die  gedachte  Umformung  geführt,  wenn  man  sich 
überzeugt,  dafs  die  -O"- Funktion  '0'(^,  ca,  co')  bei  Vermehrung  des  Argu- 
mentes t  um  Periodenvielfache  genau  dieselben  Paktoren  annimmt  wie 
das  Produkt  der  '0'- Funktion   d'iitj  co',  co)   und  der  Exponentialgröfse 

e  ^w^'.  Da  nun  die  '^-Funktion  nach  pag.  419  durch  ihr  Verhalten  bei 
Vermehrung  des  Arguments  um  Perioden  vielfache  bis  auf  einen  von  t 
unabhängigen  Faktor  festgelegt  ist,  so  schliefst  man,  dafs  die  '0^-Funktion 
d'if^  03 j  Co')  bis  auf  eine  multiplizierende  Konstante  dem  genannten 
Produkte  gleich  sein  mufs.  Auf  die  Bestimmung  dieser  Konstanten, 
welche  einige  Weiterungen  verursacht,  gehen  wir  hier  nicht  ein.  Die 
definitive  Formel  lautet: 

(3)  ^{t,  CO,  m')  =  —iy  —  e'^^^'  ^{it,  co\  co). 

Dabei  ist  die  rechterhand  stehende  '0'- Funktion  ersichtlich  durch  die 
folgende  Reihe  zu  berechnen: 
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(4)  &{it,  co',  e9)  =  2g"/.  sins'-  2 3' %  sin  3s' +  23'"/.  sin  5s' -^ 

OJJt 

(5)  q=e    -  ,     s^^- 

Die  ISTützliclikeit  der  Formel  (3)  ist  evident.  Wenn  wir  eine 
O'-Funktion  rt(tj  m,  cn')  auszurechnen  haben^  in  welcher  co  >  o?'  und 
daher  q  verhältnismäfsig  grofs  ist^  so  werden  wir  zunächst  die  Reihe 
d'iit,  (X)\  cj)  berechnen^  welche  wegen  q'<.q  besser  konvergieren  wird. 
Grieichung  (3)  gestattet  uns  dann^  von  dieser  zu  der  ursprünglich  ge- 
suchten 'ö'- Funktion  mit  leichter  Mühe  zurückzugehen. 

Dafs  die  in  Rede  stehende  Grieichung  neben  diesem  praktischen 
auch  ein  allgemeines  theoretisches  Interesse  (in  der  Lehre  von  der 
Transformation  der  O-- Funktionen)  besitzt^  möge  hier  nur  kurz  an- 
gedeutet werden. 

Allerdings  kann  es  vorkommen^  dafs  der  geschilderte  Vorteil^  welcher 
in  der  Verkleinerung  des  q  beruht^  teilweise  durch  eine  eventuelle  Ver- 
gröfserung  der  trigonometrischen  Funktionen  in  der  '9' -Reihe  wett- 
gemacht wird.  In  der  That  wird  beim  Übergang  zu  der  Funktion 
^'(it,  cd',  co)  im  Argumente  der  Sinus -Funktionen  der  Faktor  i  ein- 
geführt, welcher  zumal  bei  reellem  t  die  Konvergenz  erheblich  ver- 
schlechtern kann.  Es  wird  im  einzelnen  Falle  darauf  ankommen,  die 
durch  die  Umformung  (3)  herbeigeführten  Vorteile  und  Nachteile  gegen 
einander  abzuwägen. 

Teils  um  die  Rapidität  zu  verdeutlichen,  mit  der  die  '9' -Reihen 
konvergieren,  teils  um  die  Durchrechnung  eines  Beispiels  vorzubereiten, 
wollen  wir  uns  jetzt  ein  Urteil  darüber  bilden,  wie  viel  Glieder  der 
'O'- Reihe  wir  für  unsere  Zwecke  zu  berücksichtigen  haben.  Es  hängt 
dies  natürlich  von  der  Genauigkeit  ab,  welche  wir  erreichen  wollen. 

In  unserem  Falle  würde  es  keinen  Zweck  haben,  die  Genauigkeit 
soweit  zu  treiben,  wie  dies  beispielsweise  bei  den  mechanischen  Pro- 
blemen der  Astronomie  üblich  ist.  In  der  That  kann  es  sich  bei  der 
Durchführung  eines  numerischen  Beispiels  nur  um  eines  der  beiden 
folgenden  Ziele  handeln:  Die  geometrische  Auffassung  des  mechanischen 
Vorganges  durch  Zeichnung  quantitativ  richtiger  Figuren  zu  beleben-, 
und  andererseits:  Den  theoretisch  gefundenen  Bewegungs Vorgang  mit 
dem  Experimente  zu  vergleichen.  In  ersterer  Hinsicht  genügt  offenbar 
eine  mäfsige  Genauigkeit,  weil  doch  auch  die  Zeichnung  nur  mit  ver- 
hältnismäfsig geringer  Genauigkeit  ausgeführt  werden  kann.  In  letzterer 
Hinsicht  ist  zu  bemerken,  dafs  die  Verhältnisse  des  Experimentes  durch 
Nebenumstände,  namentlich  durch  Reibungsvorgänge,  soweit  entstellt 
werden,  dafs  eine  erhebliche  Übereinstimmung  mit  der  abstrakten  Theorie 
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überhaupt  nicht  zu  erwarten  ist.  Es  wird  daher  in  unserem  Falle 
etwa  die  Genauigkeit  tt^   genügen;   wir   werden   dementsprechend  als 

erlaubte  Fehlergrenze  j^  des  ganzen  Wertes  zulassen,  d.  h.  wir  werden 
solche  Gröfsen  vernachlässigen ^  deren  absoluter  Betrag^  dividiert  durch 
den  absoluten  Betrag  des  ganzen  Wertes^  kleiner  als  -^  ist. 

Nach  dieser  Verabredung  zeigen  wir  ein  für  allemal,  dafs  wir 
bei  geeigneter  Anordnung  der  Rechnung  immer  mir  die  leiden  ersten 
Glieder  der  d'-Beihe  zu  herüchsichtigen  brauchen.  Wir  setzen  dabei 
voraus:  1)  dafs  co'^co  und  2)  dafs  das  Argument  der  '9' -Reihe  dem 
den  Nullpunkt  umgebenden  Periodenrechtecke  angehört.  Wäre  nämlich 
a)'<  05,  so  könnten  wir  nach  Gleichung  (3)  zu  einer  Reihe  übergehen, 
in  welcher  die  Werte  der  Perioden  vertauscht  sind;  läge  ferner  der  das 
Argument  repräsentierende  Punkt  der  i^- Ebene  in  einem  der  anderen 
Periodenrechtecke,  so  könnten  wir  die  Punktionalgleichungen  der 
'ö'-Punktion  heranziehen  und,  indem  wir  ein  geeignetes  Periodenviel- 
faches absondern,  den  Punkt  auf  das  Ausgangsrechteck  reduzieren. 

Zum  Beweise  der  vorstehenden  Behauptung  ersetzen  wir  in  Glei- 
chung (1)  jedes  Glied  durch  seinen  absoluten  Betrag.  Für  den  Rest 
B  der  Reihe  vom  dritten  Gliede  inklusive  ab  bekommen  wir  so 

(6)  1  E  I  <  2g"A  I  sin  5s  1  +  2g"A  |  sin  7s  H 

Wir  zeigen  zunächst  allgemein,  dafs  stets 

(7)  |sin(a  +  i&)|^e'''. 
In  der  That  haben  wir 

,    .     /       ,     .XM2         e-^'  +  e+''-2cos2a    ./^-^  +  ß+Y 
I  sm  (a  +  ^b)  \'  = ^ ^ £  { ^ )  , 

also 

I  sin  {a  +  ib)\^  '""' + '"^'  ^  e''' . 

Nun  können  wir  uns  nach  Obigem  auf  solche  Werte  von  t  be- 
schränken, deren  imaginärer  Teil  absolut  genommen  nicht  gröfser  als 
m  ist.  Bezeichnen  wir  den  imaginären  Teil  von  s  mit  &,  so  wird 
nach  Gleichung  (2) 

\h\<^ 

und  mithin  wegen  (7) 

5     w'  7    m' 

I  sinös  l^e"^"^"^,      |sin7s|^e^'"      ••• 
Die   rechten     Seiten    dieser  Ungleichungen  können   nach   (2)  bez.  mit 
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über  in 


bezeichnet  werden.     Die  Ungleichung  (6)  geht  daher 


Man  überzeugt  sich  leicht^   dafs   die  Glieder  der  rechten  Seite   stärker 
abnehmen,  wie  die  Glieder  der  folscenden  eceometrischen  Reihe: 


+  g="A  +  g»%+...) 


2  g 


'% 


Infolgedessen  wird 

(8) 


-RK 


2  3 


% 


^% 


1-q 

Den  absoluten  Betrag  dieses  Restwertes  B,  bez.  die  soeben  fest- 
gestellte obere  Grenze  desselben,  haben  wir  mit  dem  absoluten  Betrag 
des  ganzen  Wertes  ^(f),  bez.  mit  irgend  einer  unteren  Grenze  desselben, 
zu  dividieren,  um  eine  obere  Grenze  für  den  relativen  Fehler  zu  erhalten. 
Dabei  ist  zu  berücksichtigen,  dafs  die  'O^- Funktion  verschwindet  für  ein 
verschwindendes  ^,  so  dafs  wir  bei  sehr  kleinem  Werte  von  \t\  für 
unseren  relativen  Fehler  'scheinbar  ein  sehr  ungünstiges  Resultat  er- 
halten würden.  Deshalb  wollen  wir  noch  die  ausdrückliche  Beschränkung 
hinzufügen,    dafs   der  Wert   von   |  t  \   nicht  zu  klein,    sagen   wir  etwa 

nicht  kleiner  als  -r-  sein   darf,  wenn  wir  unser  Verfahren  anwenden 

wollen.     Unter  dieser  Voraussetzung  ist  |  s  |  >  -^ ;  gleichzeitig  gilt  für 

alle  Punkte  im  Innern  unseres  Periodenrechtecks: 


(9) 


sin  s  I  >  sm  ^^^  /  ^, 


>  0,03. 


2(0 


eme 


Wir  haben  demnach  jetzt  unter  der  Voraussetzung  1  ^  |  <  in/) 
untere  Grenze  für  den  Wert  von  |  '0'  (^)  |  festzustellen. 

Zunächst  schreiben  wir  mit  Benutzung  der  oben  eingeführten  Ab 
kürzung  JR: 

\^(t)  I  =  2^V4  I  sin  5 


^            9    sin  3  s    , 
1  —  q^  — + 


B 


2q^^^  sin  s 


Sodann  benutzen  wir  den  Satz,  dafs  der  absolute  Betrag  einer  Summe 
gröfser  oder  gleich  der  Differenz  der  absoluten  Beträge  der  Summanden 
ist.     Hiernach  wird 


(10)        |^(0|^2^V.  |sin5|  {  I  1 


sin  S  s 


E 


2«'/^ 


q  /^  sm  s 


Die  Klammer  werden  wir  nun  weiter  verkleinern,  indem  wir  den  ersten 
Term  kleiner  und  den  zweiten  Term  scröfser  machen.     Setzen  wir  in 
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letzterem  für   |  B  \    den  in  (8)  gefundenen  zu  grofsen^  für  |  sin  s  ]   den 
in  (9)  angegebenen  zu  kleinen  Wert^  so  ergiebt  sieb. 


E 


2  g/*  sin  s 


< 


1  —  q'^^  0,03 

Berücksichtigen  wir  ferner^  dals  wir  uns  auf  den  Fall  o'^co, 
d.  b.  q^e~^  beschränken  wollten  ^  so  erbalten  wir  selbst  in  dem  un- 
günstigsten Falle  cj'  ==  coj  d.  b.  q  =  e~^,  wenn  wir  ausrechnen: 

B 


(11) 


2  q^^  sin  s 


<  0,0006. 


Andererseits  wollen  wir  in  dem  ersten  Terme  der  vorgenannten 
Klammer  den  Bruch  sin  3  5  :  sin  s  aus  dividieren.  Ersetzen  wir  abermals 
den  absoluten  Betrag  der  so  entstehenden  Summe  durch  die  Differenz 
der  absoluten  Beträge,  so  finden  wir: 

1  _  g2  ^j^I      =  I  1  _  3^2  _^  4^2  gij,2  5  I  ;>  1  _  3^2  _  4^2  I  ^^^,2  ^  |  ^ 

Es  ist  aber  nach  (7)  für  alle  Punkte  unseres  Periodenrechtecks: 

2a)'  7t 

I  sin^s  I  <  e  ^'^  ,    d.  h.  |  sin^  s  |  <  g~^. 


Mithin  haben  wir 


1  —  q' 


sm  3  s 
sin  s 


>l—4:q  —  3q^ 


oder,  wenn  wir  abermals  zu  dem  ungünstigsten  Falle  q  =  e~^  übergehen: 


(12) 


r 


sin  3  s 

sins 


>  1  —  0,1724  —  0,0054,   d.  h.  >  0,8222. 


Aus  (10),  (11)  und  (12)  ergiebt  sich  also  für  \d'(t)  \  die  folgende 

untere  Grenze 

|'9'(0|>2gV.  I  sin  s  1-0,8214, 

oder  mit  Rücksicht  auf  (9) 

(13)  |^(0|>2gV..  0,0246. 

Mit  Hülfe  der  Ungleichungen  (8)  und  (13)  läfst  sich  nun  die  frag- 
liche obere  Grrenze  für  den  relativen  Fehler  |  J?  |  :  |  '9'  (^)  |  sofort  be- 
rechnen.    Wir  haben  nämlich 


B\ 


< 


\^(t)\        1  —  q'^'  0,0246  ' 

wertet  man  aber  diesen  Ausdruck  für  den  ungünstigsten  Fall  q=^  e" 
aus,  so  findet  man 

I  ^  I     ^  M5  1A™3  ^       ^ 
I  -ö-  (^)  1  ^  2,46  ^  1000  ' 
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Wir  werden  daher  sagen  können: 

Bei  der  verlangten  Genauig'keit  -tt^  genügt  es  allemal,  die  beiden 
ersten  Glieder  der  ^-BeiJie  heimtehalten,  es  sei  denn,  dafs  das  Argument 
der  d'-Beihe  von  Null  sehr  wenig  verschieden  ist,  ( |  i^  |  <  j^)  • 

Übrigens  ist  die  zuletzt  genannte  Ausnahme  nur  durch  den  Gang 
unserer  Rechnung^  nicht  durch  die  Natur  der  Sache  bedingt.  Durch 
besondere  Überlegungen^  welche  wir  hier  indessen  nicht  ausführen 
wollen^  liefse  sie  sich  beseitigen,  so  dals  unser  Satz  allgemeine  Gültig- 
keit erhält. 

Dabei  ist  nocb  zu  bemerken,  dals  wir  bei  ^  unserer  Abscbätzung 
recht  grobe  Vernachlässigungen  vorgenommen  haben,  dafs  sich  also  in 
Wirklichkeit  die  Sache  noch,  erheblich,  günstiger  stellen  wird.  Dieser 
Umstand  möge  es  rechtfertigen,  wenn  wir  im  Folgenden  auch  die  ßeibe 
für  den  Differentialquotienten  ^\t)^  welche  nur  wenig  schlechter  kon- 
vergiert, wie  die  '9'- Reihe  selbst,  ohne  Weiteres  mit  dem  zweiten  Gliede 
abbrechen  werden.  Übrigens  wäre  eine  eigene  Fehlerabschätzung  auch, 
bei  dieser  Reihe  nicht  schwer  und  fast  genau  so  durchzuführen  wie  die 
obige.  Ferner  werden  wir  uns  aus  eben  jenem  Grunde  für  berechtigt 
halten,  wenn  mehrere  -O'-Reihen  zu  Quotienten  oder  Produkten  zu- 
sammentreten, jede  einzelne  Reihe  mit  dem  zweiten  Gliede  abzubrechen, 
obwohl  bei  einer  Kombination  von  n  O'- Reihen  als  obere  Grenze  des 
Fehlers  zunächst  das  ^- fache  der  früher  festgestellten  Fehlergrenze 
angenommen  werden  müfste.  — 

Wir  gehen  jetzt  zur  wirklichen  Durchführung  eines  numerischen 
Beispiels  über. 

Dabei  legen  wir  etwa  den  pag.  299  betrachteten  Kreisel  zu  Grunde, 
welcher  aus  einem  Schwungrade  von  quadratischem  Querschnitt  bestand. 
Die  Seitenlänge  des  Querschnittquadrates  betrug  2  cm,  der  Abstand 
seines  Mittelpunktes  von  der  Figurenaxe  5  cm,  der  Unterstützungspunkt 

5 
lag  —cm  unter  dem  Schwerpunkte.    Für  die  Trägheitsmomente  und  für 

das  Drehmoment  der  Schwerkraft  fanden  wir  1.  c,  unter  q  die  Dichtig- 
keit des  Materiales  verstanden,  die  folgenden,  im  absoluten  Mafssystem 
gemessenen  Werte: 

C=  1000  Q7t,    A  =  750  Q%^     P  =  100  QTcg. 

Über  die  Anfangslage  des  Kreisels  setzen  wir  etwa  fest,  dafs  zu 
Beginn  der  Bewegung  der  Winkel  d^Q  zwischen  Figurenaxe  und  Vertikale 
gleich  60^  sei.    Wir  haben  dann 

e  =  cos  ^0  =  Y  • 
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Sodann  legen  wir  den  anfänglichen  Bewegungszustand  durch  die 
Impulskomponenten  N  und  n  fest.  Wir  wollen  N  so  wählen,  dafs  wir 
es  mit  einem  starken  Kreisel  zu  thun  haben.  Hierzu  ist  nach  pag.  249 
in  dem  Yorliegenden  Falle  P  >  0  erforderlich 

N'>2ÄP(1  -\-e) 
d.  h.  bei  unserem  Kreisel,  da  ungefähr  g=  100  ;c^  ist, 

Dieser  Ungleichung  genügen  wir,  wenn  wir  beispielsweise  annehmen 

JV=  4800^^1 
Der  zugehörige  Wert  der  Rotationskomponente  r  wird  dann 

r  =  -^  =  4,8;r, 

d.  h.  (vgl.  pag.  11)  2,  4  Umdrehungen  in  der  Sekunde.  Ferner  wollen 
wir  über  den  Wert  der  Impulskomponente  n  so  verfügen,  dafs  n  etwas 
kleiner  wie  N  und  positiv  wird,  in  welchem  Falle  wir  die  auf  der 
Ungleichung  0  <Cn  <.  N  beruhenden  Angaben  über  die  Nullstellen  der 
a,  j3,  y^  d  (vgl.  pag.  402)  und  ihre  hieran  anschlief  sende  Darstellung 
durch  '9' -Funktionen  genau  in  der  früheren  Form  in  Anwendung  bringen 

können.    Wir  wählen  etwa 

n  =  A200Q7t\ 

Demnächst  berechnen  wir  die  Werte  von  e'  und  e''  aus  der  Glei- 
chung  U^  =  0  von  pag.  240,  welche  in  unserem  Falle  lautet: 

_(u  +  ~)  (42002-f  48002)^2^^  _|_  2  (l  +  ^)  4200  •  4800  q'tc^ 

—  ~  (1  —  u^)  750  .  100  Q^Tt'g  =  0. 

Benutzen  wir  wieder  für  g  den  Wert  100  jr^,  so  folgt 

125 1^2  — 228^  +  97  =  0 
oder 

^i^  — 1,824  «i  + 0,776  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  0,6759  und  1,1481.    Mithin  haben 
wir  in  der  pag.  261  festgesetzten  Reihenfolge: 
(14)  6  =  0,5000,     e'=  0,6759,     e"=  1,1481. 

Jetzt  berechnen  wir  den  Legendreschen  Modul 


]c  =  T/C=^  =  0,5210 
r    e    —  e  ^ 


und  gehen  von  diesem  zu  dem  Winkel 

G  =  arc  sin  h  =  31,40^ 


log  F{h, 

1) 

=  0,2298 

logM 

=  0,1851  - 

-1 

log  ra 

=  0,4149  - 

-1 

(15)         a> 

=  0,2600 
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über.  Der  zu  dem  komplementären  Modul  ¥  in  entsprechender  Weise 
hinzugehörende  Winkel  0'  ist  daher 

0'=  90^  —  0  =  58,60«. 

Die  Hülfsgröfsen  Mj  (pa,  cpb  von  pag.  264  werden  gleichzeitig: 

log  ilf  =0,1851  —  1,     ^^  =  71,100,     (p,  =  70,60«- 

Darauf  sehen   wir   in   der   Legendreschen  Tafel  I   die  Werte   von 

log  F  (ä,  y)  ^^d  log  F  (ä',  y)   nach.     Wir  finden  auf  pag.  228  und 

pag.  233  dieser  Tafel 

log  F  [k,  f )  =  0,2298 ,     log  F  [h',  f )  =  0,3263. 
Mithin  haben  wir 

log  i^(r,|-)  =  0,3263 
logM  =0,1851—1 

logco'  =0,5114—1 

co'  =0,3246. 

In  unserem  Beispiel  liegt  also  der  für  die  Berechnung  der  '9' -Punktionen 
günstige  Fall  vor,  dafs  die  Höhe  des  Periodenrechtecks  grölser  ist  als 
die  Breite.  Wir  werden  also  keinen  Grund  haben,  die  in  Gleichung  (3) 
angegebene  Umformung  der  '9' -Reihen  vorzunehmen. 

Aus  log  CD  und  log  co'  bilden  wir  nach  Gleichung  (2)  die  Gröfse  q. 
Es  ergiebt  sich 

log  g  =  0,2959  -  2 ,    g  =  0,0198 . 

Ferner  haben  wir  die  Gröfsen  a  und  &  aus  der  Legendreschen 
Tafel  IX  zu  bestimmen,  wobei  eine  kleine  Interpolation  nötig  wird. 
Es  ergiebt  sich  nach  pag.  339  dieser  Tafel: 

F  (7c;  cpa)  =  1,5129 ,    F  (h\  cp,)  =  1,4988. 
Mithin  wird 

log  F  {¥,  (fa)  =  0,1798  log  F  {¥,  cp,)  =  0,1757 

log  M  =  0,1851  —  1  log  Jf  =  0,1851  —  1 

log  a  =  0,3649  —  1  kg&  =  0,3608  —  1 

(16)         a  =0,2317  h  =0,2295 

Wir  stellen  sogleich  einige  bei  der  Berechnung  unserer  '9'- Reihen 
häufig  vorkommende  Gröfsen  in  einer  kleinen  Tabelle  zusammen: 
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arC  ait  SaTt  3a7t 

621^  =  4^563,     e~^  =  0,2465,     e"^  =  66,74,     e~"^  =  0,02, 

-  i  sin  ^  =  1,9049 ,     cos  *^  =  2,1514 , 

—  iq'  sin  ^  =  0,0130 ,     q^  cos  ^  =  0,0130 ; 

bTt  bTt  SbTt  3b7t 

gäi;;  =  4,0031 ,     e~  2^  =  0,2498,     e^^=  64,15,     e"'^  =  0,02, 

—  -j  sin  i^  =  1,8766  ,     cos  ^  =  2,1265 , 

2(0  ^  ^  2(0  '  ^ 

-  iq^  sin  ^  =  0,0125 ,     q^  cos  ^  =  0,0125  : 

(tu'  —  a)  7t  (w'  —  a)7t  3(0)'  —  aJTt  3(ü)  — a)^ 

e    3"     =1,7531,  e       2ir-_,o,5704,  e     ^      =5,39,  e        2^^^  =  0,19, 
_i  sin  i(^2)iE  =  0,6913,     «08^^  =  1,1617, 

2ö)  '  '  2co  ^  ^ 

.   9    .     3i((o' — a)7t        A  Ark-i  i  9  3*(fl)' — a):7r         a  aa^  ^ 

—  ^q^  sm  — ^; ^—  =  0,0011 ,     q^  cos  — ^—^ ^  =  0,0011 ; 

^  203  )  }      ^  ,2(0  ^  ' 

(ü)' —  b)7t  {(ü'—b)7t  S(oD'  —  b)7t  3((x)'  —  b)7t 

6"^""=  1,7766,  e        2;="=  0,5629,   e     ^'"      =5,60,  e        "2^^~~  =  0,18, 

—  %  Sin       ^„      =  0,6068 ,     cos  -~^-^  =  1,1697 , 

—  ^ö'^  sm  -— ^r ■'— ■  =  0,0011 ,     6/2  cos  — ^-^i -—  =  0,0011 . 

^  2»  '  ^      ^  2cö  ^ 

Nunmehr  können  wir  zur  Berechnung  der  Bahnkurve  übergehen, 
welche  die  Kreiselspitze  auf  der  Einheitskugel  beschreibt.  Da  e  und  e 
beide  positiv  sind,  die  Bahnkurve  also  ganz  auf  der  nördliclien  Halb- 
kugel verläuft,  so  werden  wir  die  Kurve  so  zeichnen,  wie  sie  bei 
stereographischer  Projektion  vom  Südpole  erscheint.  Dementsprechend 
wählen  wir  als  analytische  Darstellung  der  Bahnkurve  die  Gleichung  (4') 
von  pag.  433 


(17) 


(  1  ^  XeLt  ^{t  +  (o  +  ii)) . 

#  (*  +  ia)      ' 
^  {(o  -\-t(o  — ^o)  '  '  CO 


Alsdann  bedeutet,  wie  wir  wissen,  X  direkt  diejenige  komplexe 
Variable,  welche  im  gewöhnlichen  Graufsischen  Sinne  dem  Bildpunkte 
der  Kreiselspitze  in  der  Äquatorebene  der  Einheitskugel  bei  stereo- 
graphischer Projektion  vom  Südpole  entspricht. 

Hier  sind  zunächst  die  Konstanten  K  und  L  zu  finden. 

Wir  haben,  wenn  wir  die  'S'-ßeihen  mit  dem  zweiten  Gliede  ab- 
brechen und  die  in  der  vorigen  Tabelle  angegebenen  Werte  benutzen: 
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.    .    i(co' — a)7t    .    .   „    .    3*(cö'  —  a)7t 
—  i  sm  -^ — - — h  ^^    sm  — ^~- —     7t  , 

X-_  .     ,    ^'"  ,    ^^        c^>'-''-'^ 

i((o'  —  &)  TT     ,       ^  3  *  (co ' h)7t 

cos  — ^ — V-  q^  cos  — ^^-— ^— - 

0,5913  —  0,0011    4,0563  ___  /^  k^  ^ 

1,1697  +  0,0011    4,0031  """  ^P^^' 

Sodann  berechnen  wir  zur  Bestimnanng  Yon  L  die  Gröfsen  l  und 
V  nach  den  Gleichungen  (18)  von  pag.  428: 

y         .  -O*'  (i(o'  —  ia)  y/- .  ^'  (ico'  —  co  -\-  ib)  ^ 

^  {ica'  —  ia)  ^  #  (^ö)'  —  co  -\-  ib)  ' 

hier  wollen  wir  V  noch  ein  wenig  umformen^  indem  wir  schreiben: 

y         .  /d'' ( —  ico'  —  CO  ~{~  ib)         i'7t\  .  ^' (co  ~{-  im'  —  ib)    ^     tc 

V'9'  ( —  i(o'  —  OD  -\-  ib)  CO  I  z^*  (co  -j-  ico'  —  ib)    '     ca  ' 

also  wird 

y,         Tt  .  ^'  {co  -\-  ico' —  ib) 

CO  %'  {co  -\-  ico' —  ib) 

Da   wir   auch    die   Reihe  für  d^'   mit   dem  zweiten   Gliede   abbrechen 
wollten j  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  unsere  Tabelle: 

i{co'  —  a)7t       „    „         3  *  (co '  —  a)7t 

cos  -^ — ^  er  cos  — ^^-— 

•j         n  2a)  ^  2co 


2ö)         .    .     i{co'  —  0)71    ,     .    ^    .     ^i{co' 
%  sm  -^ — j-  2.  ^^  sm  - 


2co  '      ^  2« 

%__  1,1617  —  0,0033  n_  .  ^^^ 

~~  2^  0,5913  —  0,0011  ~  2^  V^^; 

.    .     *■  (co '  —  b)'it        ^  .    9    .     3  *  (co '  —  b)7C 

—  ^  sm  -^ — 3  iq^  sm 

TT    7t  2co  2co 

CO  2  CO  i{co'  —  b)7t     ,      „         3*(co'  —  b)7t 

cos  ^ — \-  q^  cos  — ^-- — 

2a)  ^  ^  2cö 

TP    0,6068  +  0,0033  tc 


2  CO  1,1697  +  0,0011  2  CO  ^y^"""^' 

Hieraus  folgt 

X  =  ^  (L963  —  0,521)  =  ^  1,442. 

2a)  ^   ^  ^         /  2a)     ^ 

Diese  Werte  der  Konstanten  setzen  wir  in  Gleichung  (11)  ein, 
brechen  abermals  die  '9' -Reihen  mit  dem  zweiten  Gliede  ab  und  lösen 
die  trigonometrischen  Funktionen  in  einen  reellen  und  imaginären  Teil 

auf.    Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung  tt-  ■==  s  und  ziehen  unsere  Tabelle 

°  2o) 

von  pag.  450  zu  Rate,  so  ergiebt  sich: 

(\Q\  ;_orS11    i442^.9(^^^^^^^Q^^  +  Q>Q^^^cQs3g)  — ^(l,8766sins4-0,0125sin3g) 
(iöj  A— U,Öiie  '         (2,1514  sin  s  — 0,0130  sin 3 s)  +  * (1,9049  cos  s  — 0,0130  cos  3«)  * 

Wir  wollen  auf  dem  einzelnen  Halbbogen  zwischen  den  Parallel- 
kreisen e  und  e    zehn  Punkte  berechnen,  welche  bez.  den  äquidistanten 

29^^ 
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Werten  t  =  0^  ^  ^  -^^  •  *  -  —  zugehören  mögen.    Die  entsprechenden 

Werte  von  s  sind  s  =  0,  ^,  ^,  ...~  oder  s  =0^^  10^  20^,  .  .  .  90^. 

Die  zugehörigen  Werte  von  2  mögen  mit  yl^^  A^^,  Ag  .  .  .  Ag  bezeich.net 
werden.  Man  berechnet  praktischer  Weise  zuerst  den  absoluten  Betrag 
dieser  Gröfsen;  das  Verhältnis  des  reellen  und  imaginären  Teiles  ergiebt 
sich  dann  auf  trigonometrischem  Wege.  Das  Resultat  der  verhältnis- 
mäfsig  bequemen  Rechnung  zeigt  die  folgende  Tabelle: 

Ao=  —  0,577  i 

Ai  ==  0,164  —  0,549  i 
A,  =  0,304  —  0,470  i 
A3  =  0,406  —  0,356  i 
A^  =  0,464  —  0,227  i 
A5  =  0,480  — 0,108^* 
Aß  =  0,471  +  0,017  i 
A7  ==  0,439  +  0,118  i 
Ag  =  0,393  +  0,205  i 
A^  =  0,338  +  0,281  i. 

Der  letzte  Wert  liefert  eine  erwünschte  Kontrolle  unserer  Rechnung; 
es  mufs  nämlich  sein  absoluter  Betrag  gleich  dem  Radius  des  in  die 
Äquatorebene  stereographisch  projicierten  Parallelkreises  e\  d.  h.  gleich 

tang  ( Y  arc  cos  ej  sein.     In  der  That  wird 

log  I  A9 1  =  0,6434  —  1  =  log  tang  (23^  45') 

und  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (14)  bis  auf  einen  Fehler,  der 
1 
1000 


weniger  als  jzr^  des  ganzen  Wertes  beträgt. 


cos  (47«30')  =  0,6756  =  e'. 

Die  vorstehenden  Werte  von  A  geben  uns  für  die  Zeichnung  der 
Bahnkurve  in  stereographischer  Projektion  die  rechtwinkligen  Koordi- 
naten von  zehn  ihrer  Punkte,  welche  in  der  folgenden  Figur  durch  die 
Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .  markiert  sind.  Man  hat  dabei  nur  zu  beachten, 
dafs  die  positive  reelle  und  imaginäre  Axe  der  A- Ebene  durch  Pro- 
jektion aus  denjenigen  beiden  Meridianen  der  Einheitskugel  entstehen, 
welche  bez.  durch  die  positive  x-  und  y-Axe  hindurchgehen.  Da  die 
erstere  in  die  letztere  von  der  Vertikalen  gesehen  durch  eine  Drehung 
im  Sinne  des  Uhrzeigers  übergeführt  wird  (vgl.  die  in  Figur  4  auf 
pag.  18    enthaltene  Festsetzung),    so   gilt  das  Entsprechende    für   die 
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positive  reelle  und  imaginäre  Axe  der  A -Ebene.  Zählen,  wir  die  reelle 
Axe  positiv  nacli  rechts,  so  müssen  wir  die  imaginäre  Axe  nach  unten, 
also  umgekehrt  wie  es  in  der  Gaufsischen  Ebene  zu  geschehen  pflegt, 
positiv  rechnen.     Hierauf  beziehen  sich  die  Pfeile  in  der  Figur. 

Die  Bahnkurve  setzt, 
wie  die  Figur  zeigt,  auf  der 
negativ  imaginären  Axe  ein 
und  umläuft  die  Vertikale 
im  Sinne  des  Uhrzeigers. 
Die  Verschiedenheit  in  den 
Längen  der  Teilbögen  0  1 , 


12,  2  3, 


welche  sämt- 


lich in  demselben  Zeitinter- 


valle 


I^ig.  65. 


-  durchlaufen  werden, 

V 

giebt  uns  gleichzeitig  ein 
Bild  von  der  wechselnden 
Geschwindigkeit  der  Kreisel- 
spitze. Der  weitere  Verlauf 
der  Bahnkurve  jenseits  des 
Punktes  9  ist  den  Sym- 
metrieverhältnissen entsprechend  vervollständigt  worden. 

Insbesondere  bemerken  wir  noch,  dafs  die  Spannweite  des  einzelnen 
Halbbogens  unserer  Bahnkurve,  die  Gröfse  ij^oj,  von  deren  Berechnung 
bereits  pag.  269  gesprochen  wurde,  allgemein  durch  den  Wert  des  Ex- 
ponenten Lt  für  t  =  03  gegeben  ist.  Unsere  Bahnkurvengleichung 
liefert  nun  für  ijjaj  den  Wert 

ll^ai==^  Leo  =  (l  -^  V)  CO  Jt. 

In  unserem  Beispiele  wird  also  speziell 


^c 


=  1,442  ~ 


129U6'48' 


Auch  die  Berechnung  der  übrigen  Elemente  der  Kreiselbewegung, 
z.  B.  die  Berechnung  der  Horizontalprojektionen  unserer  beiden  Impuls- 
kurven, bietet  nun  gar  keine  Schwierigkeit  mehr.  Die  Ähnlichkeit  in 
der  analytischen  Darstellung  dieser  Kurven  mit  der  Darstellung  unserer 
Bahnkurve  wird  dabei  eine  qualitative  Ähnlichkeit  in  dem  Verlauf 
dieser  Kurven  mit  der  eben  angezeichneten  bewirken. 

Zum  Schlüsse  möchten  wir  nachdrücklichst  auf  die  merkwürdige 
Einfachheit  und  den  ganz  elementaren  Charakter  der  somit  gewonnenen 
numerischen  Berechnangsweise  der  Kreiselbahnen  hinweisen.  Der 
analytische  Apparat  der  elliptischen  Funktionen  versieht  uns  nicht  nur 
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mit  der  theoretiscli  genauen  Bahnkurvengleichung  (17),  sondern  auch,  was 
nicht  minder  bemerkenswert  ist,  mit  einer  höclist  elementaren,  praktisch 
ausreichenden  Näherungsformel  (in  unserem  Beispiele  Gleichung  (18)), 
welche  weit  vollständiger  und  bequemer  ist,  als  die  am  Schlüsse  des 
vierten  Kapitels  entwickelten  angenäherten  Methoden.  Natürlich  ist 
die  Zulässigkeit  der  in  Rede  stehenden  Näherungsformel  an  die  Be- 
dingung gebunden,  dafs  man  das  Argument  der  '9'- Funktion  vorher 
auf  das  den  Nullpunkt  umgebende  Periodenparallelogramm  reduziert 
und  dafs  man,  falls  es  nötig  ist,  ein  Periodenrechteck  von  gröfserer 
Breite  als  Höhe  in  ein  solches  von  gröfserer  Höhe  als  Breite  trans- 
formiert hat.  Die  Leichtigkeit,  mit  welcher  diese  Reduktion  (durch 
die  Punktionalgleichungen  der  '^-Funktionen)  bez.  diese  Transformation 
(durch  die  Transformationsgleichung  (3))  bei  den  '9' -Funktionen  aus- 
geführt werden  kann,  bildet  einen  der  Vorzüge,  welche  die  Rechnung 
mit  den  -O*- Funktionen  vor  der  direkten  Auswertung  der  elliptischen 
Integrale  auszeichnet. 

Dafs  in  unserer  Näherungsformel  die  transcendenten  Konstanten 
03,  0}',  a  und  &  vorkommen,  kann  den  elementaren  Charakter  der 
Näherungsmethode  ebenso  wenig  beeinträchtigen,  wie  das  Vorkommen 
der  Exponentialgröfsen  oder  der  trigonometrischen  Funktionen,  da  jene 
öröfsen  ebenso  wie  diese  ohne  Umstände  aus  den  betreffenden  Tafeln 
entnommen  werden  können.  Wenn  man  also  eine  elementare  analytische 
Behandlung  der  Kreiselbewegung  wünscht,  so  ist  diese  gerade  auf  dem 
Gebiete  der  elliptischen  Funktionen  zu  suchen  und  durch  Abbrechen  der 
^-Reihen  zu  realisieren. 

Überhaupt  können  wir  sagen,  indem  wir  die  Ergebnisse  dieses 
Paragraphen  etwas  verallgemeinernd  aussprechen:  Eine  d'-Beihe  bedeutet 
praMisch  nichts  anderes  als  eine  Summe  von  swei  trigonometrischen  Termen, 
Jede  Formel  mit  elliptischen  Funktionen  läfst  sich  für  die  Zwecke  des 
numerischen  Bechnens  durch  eine  solche  mit  wenigen  trigonometrischen 
Funktionen  ersetzen. 

§  7.     Darstellung   der  Bewegungen  des  kräftefreien  Kreisels  durch 
elliptische  Punktionen. 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  die  Bewegung  des  kräftefrßien 
unsymmetrischen  Kreisels,  welche  früher  (vgl.  pag.  149  ff.)  nur  bis  zur 
Aufstellung  der  elliptischen  Integrale  geführt  worden  ist,  nach  dem 
Vorbilde  der  Theorie  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  eingehender 
untersuchen  und  durch  die  elliptischen  Funktionen  explicite  darstellen. 

Wir  werden  uns  hier  auf  die  analytische  Seite  des  Problems  be- 
schränken dürfen,  da  wir   die  geometrischen  Eigenschaften  dieser  Be- 
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wegung  schon  früher  (Kap.  III  §  2)  im  Anschlüsse  an  Poinsot  aus- 
giebig diskutiert  haben.  In  erster  Linie  wünschen  wir  zu  zeigen,  wie 
auch  hier  unsere  Parameter  a^  ß,  y  ^  8  die  einfachste  und  vollständigste 
Beschreibung  des  Bewegungsvorganges  vermitteln. 

Um  eine  kurze  Bezeichnung  zu  haben,  belegen  wir  die  ganze  Klasse 
der  hier  zu  betrachtenden  Bewegungen  mit  dem  schon  früher  benutzten 
Namen  der  Foinsot-Bewegungen. 

Wir  setzen  zunächst  die  früher  (pag.148 — 150)  gewonnenen  Formeln 
her,  welche  für  das  Folgende  hauptsächlich  in  Betracht  kommen.  Es 
sind  dieses  zunächst  die  beiden  algebraischen  Integrale  der  kräftefreien 
Kreiselbewegung,  die  Sätze  von  der  Konstanz  der  lebendigen  Kraft  und 
der  Impulslänge: 


Bezeichnet  ferner  u  das  Quadrat  der  Länge  des  Drehungsvektors 

so  berechneten  sich  j)^,  q^  und  r^  als  lineare  Funktionen  von  u,  wobei 
insbesondere 

^^^  {G  —  A)(ß—  B) 

war;  die  Zeit  t  aber  wurde  das  folgende  elliptische  Integral 


(3)  ^  =  -  f 


du 


in  welchem  die  Konstante  w,  (welche  pag.  149  mit  c  bezeichnet  wurde), 
den  Wert 

{B  —  G    ,    G  —  Ä    ,    A-B\_        ,-^(Ä  -  B){B--G)(C-~Ä) 


ABG 


^A\  o  /B  —  G    ,    G-A    ,    A-B\ 

(4)    m  =  2  (— j-  +  -^  +  -^j  =  -. 

hat.  Die  im  Räume  feste  Impulsaxe  wählten  wir  bequemer  Weise  zur 
dritten  Koordinatenaxe  des  im  Räume  festen  Systems  x,  y,  z.  Dann 
drückten  sich  die  Richtungskosinusse  c,  c',  c"  dieser  Axe  gegen  die 
im  Körper  festen  Hauptträgheitsaxen  X,  Y,  Z  einfach  durch  die  folgen- 
den Gleichungen  aus: 

Um  die  Behandlung  des  kräftefreien  Kreisels  möglichst  enge  an 
die  des  schweren  Kreisels  anzuschliefsen,  wollen  wir  jetzt  statt  der 
Integrationsvariabein  u  eine  neue  v  einführen,  welche  gleich  cos  d"  =  c'' 
ist.    Wir  haben  dann  nach  (5) 

(6)  ^  =  "^5 
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die  Beziehung  zwischen  u  und  v  lautet  daher  nach  (2) 

^v  C^    ~~  (C  —  Ä)(C—B) 

Um  t  durch  v  auszudrücken ^  berechnen  wir  aus  (6)  und  (7) 

Ferner  folgt  aus  (1)  durch  Elimination  von  q^  oder  jq^: 


S(Ä  —  B)q'  =  (2hC—  GH^  4  —  ^'  +  ^'^'^ 


c 

A_ 

Ö 


r  = 


G^B  —  C)    f{2hB  —  G')G 
AG{B 


91  (i^hB-G')G  _    ,\ 
Ä)   \   {B  —  C)G^  ^  I' 

2  _    G\A  -  C)    /(2hA-G')C  _  J\ 
^    ~  BC(A  —  B)   \   (A  —  OG'  /' 


mithin 

(9)  ^^^_ 

BG{A  —  B)   \   {A  —  C)G^ 

Führen  wir  noch  die  Abkürzungen  ein 

/  ^  __{2hA  —  G^)G        ,^^  {2hB—^G^)G 
r   ~   (A  —  C)G^  ^     ^     ~    (B  ~  C)  G^    ^ 

so  können  wir  schreiben 

(10)  ^2  =  _4_-,/F. 

Unser  Integral  (3)   lautet   daher,   in   die   neue  Variable   v   trans- 
formiert,  mit   Rücksicht    auf  (8),   (10)    und   den   in  (4)    angegebenen 

Wert  von  m:  ^  i 

pdv 

*~Jvf' 

Unter  der  Quadratwurzel  steht  jetzt  das  Polynom  vierten  Grades  F. 
Seine  Nullstellen  -^  =  4-6  und  v  =  +  e'  geben  die  sämtlichen  Ver- 
zweigungspunkte der  zweiblättrigen  Biemannschen  Fläche  [v ,  Y^j  an, 
auf  welcher  wir  im  Folgenden  zu  operieren  haben.  Je  zwei  überein- 
anderliegende Punkte  der  Biemannschen  Fläche  sind  durch  gleiche  Werte 
von  V  und  entgegengesetzt  gleiche  von  "j/F  charakterisiert. 

Um  die  gegenseitige  Lage  der  Verzweigungspunkte  beurteilen  zu 
können,  berechnen  wir  aus  (9)  zunächst 

^^     ■'  .        e  e   _    (A  —  G){B—C)G^  ' 

ferner  setzen  wir  bezüglich  der  Hauptträgheitsmomente  Ä,  B,  G  voraus: 

Ä>B>C. 
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Dann  werden  nach  (9')  und  (10')  die  Vorzeichen  von  e^,  e"^  und  e"^  —  e^ 
bez.  gleich  den  Vorzeichen  der  Gröfsen 

^-hA—G^    2hB—G',2hC—G\ 

Die  letzteren  ergeben  sich  aber^  wenn  wir  ans  den  Gleichungen  (1) 
der  Reihe  nach  p^,  q^  und  r^  eliminieren.     Dann  entsteht  nämlich 

(2hÄ—  a'  =  JB{Ä  —  B)q'+  C(Ä—C)r\ 

(11)  \2hB-  G'  =  Ä(B  —  Ä)p'-{-C{B—C)r\ 

[2hC-G'===Ä{G-Ä)p'  +  B{C  —  B)qK 

Hier  ist  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung^  da  p^,  q^,  r^  bei  der 
thatsächlich  stattfindenden  Kreiselbewegung  reelle  positive  Gröfsen  sind, 
wegen  der  für  die  Hauptträgheitsmomente  festgesetzten  Ungleichung 
jedenfalls  positiv,  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  sicherlich 
negativ.  Dagegen  kann  die  rechte  Seite  der  zweiten  Gleichung  (wegen 
B  —  J.  <  0  und  B — C>0)  sowohl  positiv  wie  negativ  sein.  "Wir 
teilen  daher  die  Bewegungen  des  kräftefreien  Kreisels  in  zwei  ver- 
schiedene Klassen  2hB  —  G^  >  0  und  2}iB  —  G^^  <  0  ein;  den  Grenz- 
fällen 2hB  —  (t^  ==  0,  welche  beiden  Klassen  gemeinsam  sind,  gehört 
unter  Anderem  die  instabile  Rotation  um  die  mittlere  Hauptträgheitsaxe 
mit  i>  =  0,  r==0  zu.  Wir  wollen  aber  im  Folgenden  vorerst  nur 
solche  Bewegungen  betrachten,  welche  zu  der  Klasse  2hB — (r.^  >  0 
gehören.     Dann  haben  wir 

2}iÄ—G'>0,    2}iB—G^>(),2}iG—G^<0, 

und  dementsprechend 

e^>0,    e'2>0,    e^>e'\ 

Die  vier  Ver^weigungspunMe  +  e,  +  ^'   liegen   also   sämtlich   auf  der 
reellen  Axe  und  folgen  auf  einander  in  der  Reihenfolge: 
—  oo<  —  e<  —  e'<  +  ß'<ß<  +  oo. 

Die  folgende  Figur  stellt  einen  durch  die  reelle  Axe  gelegten  Aus- 
schnitt aus  der  Riemannschen  Fläche  (1;,  ]/F)  vor.     Auf  der  so   ent- 


-i\\rv\^y 


Fig.  6Q. 


stehenden  Doppelgeraden  unterscheiden  wir  die  vier  Segmente  ( —  e,  —  e'\ 
( — e',  +ß')?  (+^';  4"^)  ^^^  ^^^  im  Unendlichen  geschlossene  Segment 
(-f-  e ,    cx> ,    —  e).     Nach    Gleichung  (9 ')    ist    V  in   dem   ersten    und 
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dritten  dieser  Segmente  positiv,  in  dem  zweiten  und  vierten  negativ. 
Damit  also  t  reell  ausfallt,  ist  die  Integrationsvariable  v  auf  eins  der 
erstgenannten  Segmente,  sagen  wir  auf  das  Segment  (+  e\  -(-  e)  zu 
beschränken.  Um  dieses  haben  wir  sie,  damit  dt  überdies  positiv  wird, 
fortgesetzt  in  demselben  Sinne  (vgl.  den  Pfeil  der  Figur)  herumzuführen. 
Die  untere  Grenze  des  Integrals  legen  wir  in  den  Verzweigungspunkt 
i;  =  e. 

Im  Folgenden  bezeichnen  wir  mit  2  m  den  Zuwachs,  den  ^  bei  einem 
vollen  Umlauf  um  unser  Integrationssegment  ee    erfährt,  setzen  also 


(12)  » -/^- 


Derselbe  Zuwachs  2co  entsteht  dann  auch  bei  einem  (in  geeignetem 
Sinne  gerechneten)  Umlauf  um  das  Segment  ( —  e,  —  e).  Andrerseits 
bezeichnen  wir  (aus  später  ersichtlichen  Gründen)  den  Zuwachs,  den  i^ 
bei  einem  Umlauf  um  eins  der  beiden  anderen  Segmente  ( —  e,  e)  bez. 
(e,  oo,  — e)  annimmt,  mit  4,i(o\  so  dafs  also  beispielsweise  wird 

-\-e  —  00 

Die  Gröfsen  2cö  und  Aito'  heifsen  die  Perioden  unseres  überall  endlichen 
Integrals  t. 

Vor  allem  müssen  wir  uns  jetzt  mit  unseren  Parametern  a,  ß, 
y^  ^  beschäftigen.  Wir  leiten  zunächst  Integralausdrücke  für  die  Loga- 
rithmen dieser  Gröfsen  aus  den  pag.  43  gegebenen  Gleichungen  (4)  ab. 

Beispielsweise  haben  wir  nach  der  ersten  dieser  Gleichungen 
n  ^^  ä\oga  _  ir    ,     q  +  ip    ß 

Um  hier  den  Quotienten  —  durch  bekannte  Gröfsen  auszudrücken,  ver- 
gleichen wir  die  dritten  Horizontalreihen  in  den  Schematen  (3)  und  (9) 
von  pag.  17  und  21  miteinander.    Wir  finden  dann 

(14)  «y  =  ^^,    ßS  =  '^-^,    aS-\-ßr  =  o". 

Verbindet  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit  der  Identität  ccd — ßy=:l  ^ 

so  ergiebt  sich 

(14-)  aö  =  '~tl,     ^y  =  £:_li. 

Aus  (14)  und  (14')  folgt  nun  durch  Division 

ß  ic'  -\-  e c'  —  1 

a         c"-f-  1        ic'  —  c 
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Hier  tragen  wir  noch  die  in  (5)  angegebenen  Werte  von  c^  c\  c"  ein 

und  erhalten: 

^ Ap  ^  iBq  G  —  Gr 

cc 


(15) 


Gr+a 
Mithin  geht  Gleichung  (13)  über  in 

(16) 


Ap  —  iBq 


d  log  a ir    ^^  q  -^  ip  Ap  +  **^3 

—  ¥  + 


dt  2^2  Gr  +  G 

Auf   der   rechten    Seite  wollen    wir  p,  q^  r  durch  v  ausdrücken. 
Bringen  wir  auf  gleichen  Nenner,  so  ergiebt  sich  rechts 

iiAp'^+  Bq^  +  Gr')  +  JGr  +  {A  —  B)pq 
2(Gr+G) 

Im  Zähler  ist  der  erste  Term  nach  dem  Satze  der  lebendigen  Kraft 
konstant  =  2i}i*j  der  letzte  Term  wird  nach  Gleichung  (10)  gleich 
GyV.  Mithin  nimmt  (16),  wenn  wir  für  r  den  Wert  aus  Gleichung  (6) 
substituieren,  die  Form  an: 


(16') 


d  log  cc 


'-^  +  '^-+vy 


dt  2(1? +1) 

Ersetzen  wir  endlich  die  Differentiation  nach  t  durch  eine  solche 
nach  V,  so  ergiebt  sich 


(16") 


2ih    ,    iG       .    ^>-=f 
dloga         ~W  +  -g'+^^ 


1 

yv 


^^  2(v  +  1) 

Die  IntegraldarsteUung  von  log  a  lautet  daher,  wenn  wir  die  un- 
wesentliche Integrationskonstante  weglassen: 


(17) 


log 


«=/ 


2ih    .    iG       ,    ^/-^ 


2  («  +  1) 
in  entsprechender  Weise  findet  man 


log/3  = 
logy  = 


dv 


(17) 


logd 


/     ^ 

^  c 

v  +  yr 

J 
■  /     ^ 

%{v  — 
iG 
0 

1) 

v  +  Yv 

J 

p    2ih 

/     ^ 

2(»  — 
iG 
C 

1) 
v  +  yv 

dv 
dv 

yf' 

dv 


^  2('ü  +  i)         yv 

Wir  haben  nun  das  Verhalten  dieser  Integrale  auf  unserer  Rie- 
mannschen  Fläche  [v^  V^jy  insbesondere  die  Lage  der  Unendlichkeits- 
stellen zu  untersuchen. 
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Betrachten  wir  z.  B.  log  a.  Von  den  ünendlichkeitsstellen  des 
Integranden^  d.  i.  den  Stellen  ^  =  --|-6^  ih^'?  "^^^  —  1;  ^;  =  cx)  kommen 
die  Verzweigungspunkte  +6  und  +  e'  als  Ünendlichkeitsstellen  des 
Integrals  nicht  in  Betracht^  weil  hier  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens 
kleiner  als  1  ist.  Die  beiden  anderen  Stellen  i?  =  —  1  und  ^  =  oo 
repräsentieren  auf  der  ßiemannschen  Fläche  je  zwei  übereinanderliegende 
Punkte.  Wir  werden  nun  sehen^  dafs  log  a  in  den  heiden  übereinander- 
liegenden Punkten  -y  =  oo^  aber  nur  in  einem  der  Punkte  v  =  —  1 
logarithmisch  unendlich  wird. 

Bei  der  Untersuchung  der  Stelle  v  =  oo  können  wir  im  Zähler 
der  Integraldarstellung  (17)  die  beiden  ersten  Terme  gegen  den  dritten 
yV  fortlassen^  weil  jene  von  niedrigerer  Ordnung  unendlich  werden 
wie  dieser.  Streichen  wir  auch  im  Nenner  1  gegen  v,  so  behalten  wir 
einfach  übrig 
(18)  loga=J^  =  ^logv. 

Diese  Rechnung  gilt  gleichmälsig  für  beide  Punkte  v  =  oo  der 
Riemannschen  Fläche  und  für  alle  vier  Parameter  a^  ß^  y,  d.  Wir 
sehen  also: 

Für  V  ==  (X)  ^Verden  die  Logarithmen  aller  vier  Parameter  in  beiden 
Blättern  der  Fläche  logarithmisch  unendlich. 

Wir  fügen  noch^  indem  wir  uns  auf  die  Erklärungen  von  pag.  404 
und  auf  die  Darstellung  von  log  a  in  Gleichung  (18)  stützen^  hinzu: 

Bei  einem  positiven,  auf  der  Riemannschen  Fläche  geschlossenen  ein- 
maligen Umlauf  um  eine  der  heiden  Stellen  'y  =  cx)  erfahren  die  Loga- 
rithmen unserer  vier  Parameter  den  Zuwachs  —  7t  i. 

Indem  wir  zur  Stelle  v  =  —  1  übergehen^  bemerken  wir  zunächst^ 
dafs,  wenn  v  +  1  =  0,  d.  h.  Cr  -\-  G  ==  0  ist,  nach  den  beiden  letzten 
Gliedern  von  Gleichung  (15)  gleichzeitig  auch  entweder  Äp  -\-  iBq 
oder  Äp  —  iBq  verschwindet.  Das  eine  findet  im  einen,  das  andere 
im  anderen  Blatte  der  Riemannschen  Fläche  statt. 

In  demjenigen  Blatte  nun,  wo  Äp  +  iBq  verschwindet,  bleibt  nach 

Gleichung  (16)  — ~~.  und  also  auch  log  a  endlich,  weil  hier  das  NuU- 

werden  des  Nenners  durch  das  des,  Zählers  aufgehoben  wird.  Wir 
merken  insbesondere  noch  den  Wert  von  ]/F  an,  der  sich  aus  dem 
soeben  erwiesenen  Verschwinden  des  Zählers  in  Gleichung  (17)  ergiebt: 


In    dem    anderen   Blatte    dagegen,   m^o   Äp  —iBq   verschwindet, 
findet  ein  Unendlichwerden  von  log  a  statt.     Die  Art  des  Unendlich- 
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Werdens  ergiebt  sich  folgendermafsen.  Da  die  Werte  von  ]/F  in  über- 
einanderliegenden Punkten  der  Riemannschen  Fläche  sich  nur  im  Vor- 
zeichen unterscheiden^  so  wird  für  die  in  Rede  stehende  Stelle  der 
Wert  von  "j/F  dem  soeben  angegebenen  entgegengesetzt  gleich;  wir 
haben  jetzt: 

VT^^  +  K-w  +  ^V' 

Der  Zähler  in  Gleichung  (17)  wird  also  einfach  gleich  2]/F;  so  dafs 
sich  ergiebt: 

(180  log«=JVTT  =  log(«  +  l). 

Untersucht  man  in  entsprechender  Weise  das  Verhalten  von  log  ß , 
log  fj  log  d  an  den  Stellen  ^;  =  +  1,  so  kommt  man  zu  dem  folgenden 
zusammenfassenden  Resultat: 

Die  Logarithmen  unserer  Parameter  a,  ß,  y^  d  werden  je  in  einem 
der  vier  m  den  Werten  -y  =  -|-  1  gehörigen  Tunkten  der  Biemannschen 
Fläche  (v,  YV)  logarithmisch  wnendlich.  Der  Zuwachs,  den  diese  Loga- 
rithmen hei  einem  positiven  einmaligen  Umlauf  um  die  hetreffende  TJn- 
endlichJceitsstelle  erfahren,  ist,  wie  aus  Gleichung  (18')  hervorgeht,  gleich 

+  27ti. 

Die  Verteilung  der  UnendlichkeitssteUen  auf  die  beiden  Blätter 
der  Riemannschen  Fläche  ist  in  Fig.  66  pag.  457  durch  Beifügung  der 
Buchstaben  a,  ß,  y,  d  angedeutet. 

Das  Verhalten  unserer  Parameter  auf  der  Riemannschen  Fläche  im 
vorliegenden  Falle  ist  hiernach  nicht  ganz  so  einfach  wie  im  Falle  des 
schweren  symmetrischen  Kreisels.  Ihre  Logarithmen  sind  jetzt  nicht 
wie  früher  Normalintegrale  dritter  Gattung^  da  sie  im  Ganzen  an  drei 
Stellen  der  Riemannschen  Fläche  unendlich  werden ,  nämlich  je  an  zwei 
bei  V  =  oo  und  je  an  einer  bei  v  =  ^1  gelegenen  Stelle.  Dieser 
Umstand  hat  für  die  spätere  Darstellung  durch  die  -O" -Funktionen  seine 
gewichtigen  Konsequenzen. 

Nunmehr  gehen  wir  von  den  Logarithmen  zu  den  Parametern 
selbst  über.  Dabei  verwandelt  sich  die  logarithmische  Unstetigkeit  (18') 
in  eine  einfache  Nullstelle,  die  Unstetigkeit  (18)  aber  in  eine  Unend- 
lichkeitsstelle, in  deren  Umgebung  sich  a  (und  entsprechend  ß,  y  und  d) 
wie  CYv  verhält.  Hieraus  folgt,  dafs  unsere  Parameter  im  Unendlichen 
der  Riemannschen  Fläche  verzweigt  sind;  sie  ändern  sich  nämlich  bei 
einem  auf  der  Fläche  geschlossenen  Umlauf  um  einen  der  beiden  Punkte 
i;  =  oo  im  Vorzeichen.  Überall  sonst  sind  sie  relativ  zur  Riemannschen 
Fläche  unverzweigt  und  bleiben  dementsprechend  bei  allen  denjenigen 
Umläufen  ungeändert,  welche  den  Wert  von  t  ungeändert  lassen.    Ferner 
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nelinien  sie  bei  den  j^Periodenumläufen^^,  bei  denen  sicli  t  um  2g)  bez. 
4^a)'  vermehrt,  gewisse  cliarakteristisclie  Paktoren  an,  deren  Loga- 
rithmen als  Perioden  der  Integrale  (17)  berechnet  werden  könnten. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  nehmen  wir  den  Umtehrgedanken  aus 
§  3  dieses  Kapitels  auf.  Wir  betrachten  also  von  jetzt  an  t  als  unab- 
hängige Variable  und  deuten  diese  in  einer  komplexen  i^- Ebene.  In 
dieser  Ebene  zeichnen  wir  das  früher  beschriebene  schachbrettartige 
Muster  (vgl.  Figur  64),  welches  die  Ebene  in  unendlich  viele  Recht- 
ecke einteilt,  mit  dem  Unterschiede,  dafs  die  Länge  der  horizontalen 
und  vertikalen  Rechtecksseiten  jetzt  2g)  und  4  a)'  beträgt.  Jedes  einzelne 
dieser  Rechtecke  stellt  eine  konforme  Abbildung  unserer  Riemannschen 
Fläche  {v,  ]/F)  vor. 

Es  genügt  nun  (wie  früher)  die  Werteverteilung  der  Funktionen 
a(t),  ß(t)j  y(t)j  d(t)  in  einem  dieser  Rechtecke  zu  verfolgen,  weil  der 
Übergang  zu  den  benachbarten  Rechtecken  durch  Multiplikation  mit 
den  vorher  genannten  Konstanten  bewerkstelligt  wird.  Betrachten  wir 
z.  B.  (vgl.  Fig.  67)  das  Rechteck  mit  den  Ecken 

CO -{- 2iG)\     —05-1-2^03',     — cj  —  2io',     (o  —  2iG)\ 
Da  jeder  Parameter  auf  der  Riemannschen  Fläche  an  einer  Stelle  0 
und  an  zwei  Stellen  oo  wird,   mufs    es    auch  in   unserem   Rechtecke, 

welches  ja  ein  eindeutiges  Ab- 
bild der  Fläche  ist,  für  jeden 
Parameter  eine  Nullstelle  und 
zwei  Unendlichkeitsstellen  geben. 
Wie  liegen  diese  Stellen? 

Um  die  Nullstellen  zu  er- 
mitteln, berechnen  wir  den  Wert 
des  Integrals  erster  Gattung  t  von 
e  bis  1 .  Da  e  einen  Cosinus  be- 
deutet (den  Cosinus  des  kleinsten 
Winkels,  welchen  die  Axe  Z  mit 
der  Axe  ^  bei  der  Kreiselbe- 
wegung bildet),  so  ist  jedenfalls 
e^l  und  der  Wert  des  genannten 
Integrales  imaginär.  Wir  setzen 
ihn  gleich  i  s  und  haben ,  da 
]/F^  nur  die  Quadrate  von  v 
enthält: 


Fig.  67. 


(19) 


1 

dv    


/dv    _  _  rdv    . 
yv~~   J  yv 
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Hiernach  sind  die  Nullstellen  von  y  und  ß  direJct  gegeben  durch 
t=^is  und  t=  —  is.  Um  ferner  zu  den  Nullstellen  von  a  und  d 
zu  gelangen^  gehen  wir  entweder  im  oberen  oder  unteren  Blatte  von  e 
durch  das  Unendliche  hindurch  nach  —  e  und  von  da  nach  dem  Punkte 
v  =  —  1.  Das  Integral  t  nimmt  hierbei  einen  der  Werte  +  ^im'+is  an. 
Von  diesen  liegen,  als  Punkte  der  i^-Ebene  gedeutet,  die  Werte  2i(X)' — is 
und  —  2i(o''\-  is  in  unserem  Periodenrechteck.  Der  eine  von  ihnen 
liefert  die  Nullstelle  von  a^  der  andere  die  von  S.  Wie  sich  im  Einzelnen 
die  Nullstellen  von  y  und  ß  auf  die  Punkte  +  is  und  die  Nullstellen 
von  d  und  cc  auf  die  Punkte  +  (2^0)'  —  is)  verteilen,  ist  nicht  schwer 
zu  entscheiden.  Wir  gehen  hierauf  indessen  nicht  ein,  sondern  ver- 
weisen dieserhalb  auf  Figur  67. 

Die  Lage  der  Unendlichkeitsstellen  ferner  ist  durch  den  Wert  des 
Integrales 


/ 


VT 


charakterisiert.     Hierfür  können  wir  auch  schreiben,  da   V  nur  gerade 
Potenzen  von  v  enthält: 


Der  Wert  dieses  Ausdruckes  ist  aber  nach  Gleichung  (12')  bekannt, 
nämlich  gleich  ico'.  Verlegen  wir  den  Integrationsweg  in  das  andere 
Blatt,  so  ergiebt  sich  ersichtlich  — ico'  statt  -\- io'.  In  der  t-JEbene 
entsprechen  daher  den  beiden  übereinander  liegenden  Punkten  -^=00, 
den  Unendlichheitsstellen  unserer  Parameter,  die  Punkte  t  =  -{-  i(x)\ 

Aufser  den  angegebenen  und  in  Figur  67  verzeichneten  Punkten 
sind  natürlich  die  sämtlichen  äquivalenten  Punkte,  welche  sich  von 
jenen  um  die  Periodenvielfache  2mco  -{-  ^m'ico'  unterscheiden,  gleich- 
falls Null-  bez.  Unendlichkeitsstellen.  Die  Ordnung  des  Null-  und 
Unendlichwerdens  ist  dabei  dieselbe  wie  auf  der  Riemannschen  Fläche. 
Die  Ordnung  der  Nullstellen  ist  durchweg  gleich  1,  die  der  Unendlich- 
keitsstellen gleich  Y* 

Auf  die  Lage  der  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  gründen  wir 
nun  die  analytische  Darstellung  unserer  Parameter  durch  '9'- Quotienten. 
Dabei  ist  wohl  zu  bemerken,  dafs  an  der  Definition  der  «^'-Funktion 
(vgl.  pag.  418)  eine  kleine  Änderung  deshalb  vorzunehmen  ist,  weil  die 
Perioden  unseres  Integrals  erster  Gattung,  welche  früher  2©  und  2iG)' 
hiefsen,  jetzt  mit  2«)  und  4iaj'  bezeichnet  wurden.     Dementsprechend 


464       VI.  Darstellung  der  Kreiselbewegung  durch  elliptisclie  Funktionen. 

ist  in  der  Reihendarstellung  sowie  in  den  Funktionalgleicliungen  der 
'^'-Funktion  etc.  durchweg  2(x)'  durch  4  a)'  zu  ersetzen.  Um  Zwei- 
deutigkeiten zu  vermeiden,  wollen  wir  diese  '^- Funktion  mit  0(^) 
bezeichnen  —  allerdings  sehr  im  Gegensatz  zu  der  von  Jacobi  ein- 
geführten Bedeutung  dieses  Zeichens  —  während  wir  die  Bezeichnung 
O'(^)  für  die  mit  den  Grölsen  2ca,  2i(x)'  gebildete  Reihe  reservieren. 
Ausführlich  geschrieben  lautet  daher  die  Definition  der  beiden  im 
Folgenden  neben  einander  zu  benutzenden  Funktionen  -O"  (t)  und  0  (t) 
folgendermaßen : 

2(1)' 7t  ISOJ' 7t 

Q(t)  =  ^(t,2cD,4.ico')  =  e~~~^sm^—  e      ^^     »in  ^  H 

Um  zur  Darstellung  von  a  zu  gelangen,  betrachten  wir  nun  den 

Quotienten 

Q(t  —  2ico'  +  is) 

yQ{t  —  ia)e(t  +  im') 

Dieser  wird  an  denselben  Stellen  und  von  derselben  Ordnung  null 
und  unendlich  wie  unser  Parameter  a.  Überdies  ändert  er  sich  ebenso 
wie  dieser  bei  Vermehrung  von  t  um  2<x)  bez.  um  Aicj'  nur  um  kon- 
stante Faktoren.  Dividieren  wir  also  ß:  durch  diesen  Quotienten,  so 
bekommen  wir  eine  nirgends  im  Endlichen  verschwindende  und  nirgends 
unendlich  werdende  eindeutige  Funktion,  welche  sich  mit  konstanten 
Faktoren  multipliziert,  wenn  t  um  eine  der  Perioden  vermehrt  wird. 
Von  einer  solchen  Funktion  weist  man  aber  genau  so  wie  pag.  420 
nach,  dafs  sie  die  Form   'ke^^  haben  mufs.     Mithin  folgt: 

(20)  a  =  \  d^^        e{t-2i.'+isl^ 

In  entsprechender  Weise  ergiebt  sich: 


( 


(20) 


^  ^        -]/Q{t  —  ico')-Q{t  +  ico')^ 

y  =  h^e^"^ 


yeit  —  im')  'Q{}-\-im'Y 
7      1  +  Qit  A-  2im'  —  is) 

\e^^^  ^  • 

]/0(i  —  im')  •  0(i  +  im') 


Hier  sind  noch  die  Konstanten  'k  und  l  zu  bestimmen. 
Bezüglich  der  Konstanten  l  zeigen  wir  zunächst,  dafs 

(21)  h--\,    \--\ 

sein  mufs.     Aus  den  Gleichungen  (14') 
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folgt  nämlicli^  dafs  diese  Produkte  ebenso  wie  v  selbst  doppelperiodische 
Funktionen  mit  den  Perioden  2(x)  und  4ico'  sind.  Yermebren  wir  nun 
t  um  2a),  so  würde  sieb  ad  und  ßy  bez.  um  die  Faktoren 

ändern,  da  die  in  ad  und  ßy  auftretenden  0- Funktionen  im  Quotienten 
ungeändert  bleiben.  Andrerseits  würden  sich  dieselben  Grölsen,  wenn 
wir  t  um  4:i(o'  vermehren,  um  die  Faktoren 

ändern.  Diese  sämtlichen  vier  Faktoren  sind  also  gleich  1  zu  setzen, 
was  nur  dadurch  zu  erreichen  ist,  dafs  wir,  wie  oben  angegeben, 
Z^^  ==  —  l^y  ?3  =  —  ?2  nehmen. 

Wir  wollen  ferner  zeigen,  dafs 

(22)  ^2  =  h  +  ^ 

ist.  Zu  dem  Zwecke  gehen  wir  von  einer  der  Gleichungen  (14)  aus, 
welche  wir  mit  Rücksicht  auf  (5)  so  schreiben  können: 

(23)  ^y^'^^-AP. 


^G 


Nun  zeigen  aber  die  in  den  GL  (9)  für  p^  und  q^  berechneten  Werte, 
dafs  p  und  q  bei  einem  einmaligen  Umgang  um  die  Verzweigungs- 
punkte V  =  e  und  v  =  e\  bei  welchem  t  um  2ß3  wächst,  sich  im  Vor- 
zeichen ändern,  dafs  sie  aber  bei  einem  Umgange  um  die  Punkte 
V  =  e  und  v  =  —  e,  während  dessen  t  um  4ia)'  wächst,  ungeändert 
bleiben.  Andrerseits  würde  nach  den  Gleichungen  (20)  und  (21),  wenn 
wir  t  um  2co  bez.  4ia)'  vermehren,  ay  die  Faktoren  annehmen 

Der  erste  dieser  Faktoren  ist  also  gleich  —  1,  der  zweite  gleich  -|-  1  zu 
setzen.    Dies  führt  mit  Notwendigkeit  auf  die  angegebene  Relation  (22). 
Somit  bleibt  nur  noch  die  eine  Gröfse  \  übrig.     Ihr  Wert  ergiebt 
sich  aus  (20)  durch  logarithmische  Differentiation: 

{^A\  7    ___äloga        dYog(d{t — '^ico' -\- is) 

V^^^  ^1  ^  -dt  dt  " 

dlogQ{t-\-i(ii')     ,    d\og  Q(t~ico')\ 


_!_  il  [d  log  Q{t-\-ico')     ,    dlog  Q(t~ico')\ 
"+■21  dt  +  dt  1 


Hier   können   wir  für   t   irgend   einen   speziellen  Wert    einsetzen,    für 
den  der  zugehörige  Wert  von  v  und  also  auch  (nach  (16'))   der  Wert 
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von  — ^f—  bekannt  ist.     Z.  B.  kann  man  t  ==  —  is  nehmen,  worauf 

dt  .  ^ 

I     ^      t/t?  2^/^     ,    iG       dlo^a         iG 

wird.     Es  folgt  dann 

(<^A'\  7    *ö^    ,    0'(2*a)')    ,      1    [Q'iico' — is)         0'(*cö'+*^)1 

^   ^  1  """  20  "•"  0  (2*«')  ■+"  Y  i0(^ö>'  — ^s)         e(^^+7s)l  * 

Hieraus  erkennt  man^  dafs  l^  rein  imaginär  ist,  so  dafs  wir  l-^  lieber 
gleich  il  setzen,  wo  l  reell  ist. 

Man  könnte  den  Ausdruck  für  l-^  bez.  für  l  leicht  noch  etwas  ver- 
einfachen; indessen  legen  wir  hierauf  keinen  Wert,  da  wir  im  Folgen- 
den die  Gröfse  l  seilst  neben  den  Gröfsen  co,  co'  und  s,  welche  allein 
zur  Festlegung  der  Bewegung  nicht  ausreichen,  cds  eine  der  eharakteristi- 
scJien  Konstanten  der  Poinsot- Bewegung  ansehen  werden. 

Die  vollständige  Tabelle  unserer  Konstanten  4-  lautet  nun  folgender- 
mafsen: 
(26)   \  =  il,    l^  =  i(l+^),    Z3  =  _,-(z  +  ^),    l^  =  -il. 

Um  auch  die  Konstanten  h  zu  bestimmen,  gehen  wir  auf  die  An- 
fangswerte der  a,  jS,  7,  d  zur  Zeit  i^  =  0  zurück  und  drücken  diese 
nach  der  ursprünglichen  Definition  von  pag.  21  durch  die  Anfangs  werte 
der  Eulerschen  Winkel  9,  z^,  '9'  aus.    Wir  haben  dann 

«0  ==  cos  Y  ^  ^^^' 

Die  Anfangszeit  i^  =  0  ist  nun  so  gewählt,  dafs  in  ihr  v  =  e  und 
also,  nach  den  Grleichungen  (9),  q  =  0  wird.  Aus  (5)  ergiebt  sich  aber, 
dafs  mit  q  auch  der  Richtungscosinus  c'  zwischen  der  Y-  und  der 
0-Axe  verschwindet.  Der  Winkel  zwischen  diesen  beiden  Axen  ist 
also  ein  Rechter.  Wir  nannten  aber  diejenige  Gerade  der  XY-Ebene, 
welche  senkrecht  zur  ^-Axe  steht,  die  Knotenlinie.  Mithin  fallen  für 
^  =  0  die   Knotenlinie  und    die    F-Axe  zusammen.     Es  ist    demnach 

(Pq==  —  -^  zu  nehmen.     Der  Winkel  ifj^  ferner  ist  gänzlich  in  unsere 

Willkür  gegeben.  In  der  That  kann  der  Verlauf  der  Bewegung  in 
keiner  Weise  davon  abhängen,  wie  wir  das  xy0-Sj8iem.  im  Räume 
orientieren.  Wir  können  insbesondere  also  auch  die  x-Axe  in  der 
Anfangslage  mit  der  Knotenlinie  zusammenfallen  lassen  und  dement- 
sprechend ijJq  =  0  wählen.  Dann  aber  zeigen  die  genannten  61eich.ungen 
von  pag.  21,  dafs 

(26)  ^o  =  -^o;     ßo=-yo 

wird.     Setzen  wir  andrerseits  in  den  Grleichungen  (20)  i^  =  0,  so,  er- 
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kennen  wir^  dafs  nach  diesen  Gleichungen 

/9ß/\  s ^     ßo, yo_ 

wäre.     Damit   die   letzten   Gleichungen   mit   den   vorhergehenden  ver- 
träglich sind^  mufs  notwendig 

(27)  \  ==  \,     \  =  ^3 
genommen  werden. 

Um  schliefslich  den  gemeinsamen  Wert  von  \  und  \  einerseits,  von 
\  und  ^3  andrerseits  zu  bestimmen,  gehen  wir  auf  die  Gleichungen  (14') 

(28)  «^  =  ^,    /3r  =  ^ 

zurück.    Hier  wollen  wir  die  rechterhand  stehenden  doppeltperiodischen 
Funktionen  von  t  v-\-l 

2 

durch  t  darstellen.    Da  v-^-l  für  t=  ihC^^o' — i^)  verschwindet  und 
für  i^  =  +  ia)'  unendlich  wird,  so  hat  der  Ausdruck 

0(*  —  2*0)'+  is)  0(i  4-  2*0)'—  is) 
Q(f  —  ico')  Q{t-\-  ico') 

dieselben  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  in   der  ^- Ebene  wie  v-^l. 
Er  ist  überdies  gleichfalls  eine  doppeltperiodische  Punktion  und  kann 

sich    daher  von  '——   nur    um    eine    Konstante    unterscheiden.      Wir 

haben  also 

.pp.  v-\-l  p  0(^  —  2*0)'  +  is)  Q(t  +  ^im  —is) 

und  entsprechend 

r9Q'\  ^  — ^  _  p'    Qit  —  is)e{t  +  is) 

^^^  -^  2      ~~  ^    0  (*  —  *ü)')  0  (^  +  ico') ' 

Die  Werte  der  hiermit  eingeführten  Konstanten  0  und  C,  welche 
natürlich  nicht  mit  dem  Trägheitsmomente  C  verwechselt  werden 
dürfen,  ergeben  sich  leicht,  wenn  wir  etwa  in  (29)  t==is^  in  (29') 
j^=2i(ö' — is  einsetzen.  Dann  werden  die  linken  Seiten  gleich  +  1 
bez.  —  1,  und  die  0- Quotienten  der  rechten  Seiten  gleich 

0(2*0)'—  2*s)- 0(2*0)') 


•S)7t 


bez. 

gleich 

0(*ß)'  - 

-  is) '  0'(*o)'-(- 

*s) 

0(2*0)'- 

0(*O)'  — 

—  2  is) .  0  (2 
*s)  •  0(3*00' ■ 

ica') 
—  is) 

0(2*0)'- 
0(*o)'  — 

—  2*s)-0(2*o)')     _ 
■*s)-0(*o)'+*s) 

(0,'- 

c 

Mithin  haben 

wir 

(30) 

G- 

0(*O)'  — 

~~*    0(2*0)' 

is)  Q{icß 

—  2*s)  0 

/+is) 
(2*0)')   ? 

0' 

i(0'  —  S)7t 

0. 

30* 
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Setzen  wir  nun  in  den  Gleiclinngen  (28)  linkerhand  die  Werte  der 
a^  ßj  y,  d  aus  (20)  ein  und  drücken  wir  die  rechten  Seiten  nach.  (29) 
aus,  so  heben  sich  die  von  t  abhängigen  Bestandteile  heraus  und  wir 
erhalten  unmittelbar: 

also  mit  Rücksicht  auf  (27): 

(31)         ^i  =  i/c,  \=^yw,  \  =  Y^\  h  =  VG 

Die  Vorzeichen  dieser  sowie  der  in  (20)  vorkommenden  Quadrat- 
wurzeln sind  so  zu  wählen ,  dafs  die  aus  letzteren  entspringenden  Werte 
von  cCq^  ß^j  y^,  Öq  mit  dem  vorher  besprochenen  Anfangszustande  über- 
einstimmen. 

Alles  Vorhergehende  zusammenfassend  Mnnen  wir  also  unsere  Para- 
meter durch  das  nachstehende  elegante  Gleichungssystem  darstellen: 

'     —  i/r  iit      Q(f  —  ^i^'-\-^8) 
a—    yue     |/0(^_^-^')0(^^^co')^ 

1^  (^-etü'+  is)  0  0  +  is) 


(32) 


]/0(^  — *«')  00  +  ia>') 


XTt 


"x/n      m       ,,,(^+^0^--^-^)  e{t~is) 

s^  ycc-'-''      e  {t  +  2ico' -  is)     ^ 

^  1/0  0  ~  *■«')  00  +  ioo'y 

0  (ico'  —  is)  0  {ioo'  -f-  *'^) 


c 


0(2^0)'—  2is)  Q{2iG)') 


Durch  diese  Gleichungen  sind  die  sämtlichen  Poinsot-Bewegungen 
in  ein  einheitliches .  analytisches  Schema  gebracht.  Wenn  wir  für  die 
vier  darin  auftretenden  Konstanten  w^  co',  s  und  l  alle  möglichen 
reellen  Werte  einsetzen,  müssen  sich  alle  möglichen  Bewegungen  des 
kräftefreien  Kreisels  ergeben.  Durch  eine  Abzahlung  überzeugt  man  sich 
übrigens  leicht,  dafs  unsere  vier  Konstanten  wirklich  von  einander 
unabhängig  sind,  ihre  Zahl  also  nicht  weiter  herabgedrückt  werden 
kann.  Alle  weiteren  Sätze,  welche  wir  im  Folgenden  aufstellen  werden, 
sind  einfache  Folgerungen  aus  diesem  analytischen  Schema. 

Wir  richten  unsere  Aufmerksamkeit  zunächst  auf  die  Bahnkurve, 
welche  irgend  ein  Punkt  des  Kreisels,  der  von  0  den  Abstand  1  hat, 
im  Räume  beschreibt.  (Die  Bahnkurven  aller  übrigen  Kreiselpunkte, 
deren  Abstand  von  0  nicht  gleich  1  ist,  sind  natürlich  jenen  Bahn- 
kurven geometrisch  ähnlich.)  Die  Lage  des  betreifenden  Punktes  gegen 
den  Kreisel  charakterisieren  wir  wie  früher  durch  die  komplexe  Gröfse 
A,  die  Lage  im  Räume  durch  A. 
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Dann  bestellt  zwischen  A  und  A  die  uns  von  früher  her  bekannte 
Beziehung: 

Tragen  wir  hier  für  a,  ß,  y,  d  die  gefundenen  Werte  ein,  so  ist  l  als 
Funktion  von  t  bekannt.  Diese  Funktion  liefert  dann  in  der  früher 
beschriebenen  Weise  direkt  die  stereographische  Projektion  der  Bahn- 
kurve auf  die  ;r^- Ebene. 

Besonders  einfach  wird  die  Gleichung  für  die  Bahnkurve  der  im 
Abstände  1  von  0  auf  der  Z-Axe  gelegenen  PimMe.  Wir  wählen  den 
auf  der  positiven  ^-Axe  gelegenen  Punkt  aus-,  (für  den  auf  der  negativen 
Z-Axe  gilt  das  Folgende  mutatis  mutandis  gleichfalls).  Diesem  ent- 
spricht nach  Gleichung  (1')  von  pag.  430  der  Wert  A  =  oo«  der  zu- 
gehörige Wert  von  l  werde  mit  Xz  bezeichnet.  Die  Gleichung  der 
Bahnkurve  in  stereographischer  Projektion  lautet  daher  nach  (33)  einfach 

Az  ="  — 

7 

oder,  wenn  wir  aus  (32)  einsetzen: 

(^ö4j  Az—  —  ^e  Q{t-is) 

Gan^  entsprechende  Darstellungen  müssen  sich  aber  auch  für  die 
Bahnkurven  von  Funkten  der  anderen  Hauptaxen  aufstellen  lassen,  da 
man  ja  die  Bezeichnung  der  Axen  vertauschen  kann.  Diese  Dar- 
stellungen lassen  sich  auch  direkt  aus  der  Gleichung  (33)  herleiten. 
Wir  setzen  hier  für  A  diejenigen  Werte  ein,  welche  den  im  Abstände 
1  von  0  auf  der  positiven  Y-  und  X-Axe  gelegenen  Punkten  zukommen. 
Es  sind  dieses  (s.  Gleichung  (1')  von  pag.  430)  die  Werte  [\  =  i  und 
A  =  1.     Die  Gleichung  der  Bahnkurve  für  diese  Punkte  lautet  daher: 

Cii-\-   ß  _    Ci  +   ß 

Man  überzeugt  sich  nun,  indem  man  aus  (32)  einsetzt,  dafs  auch 
diese  Ausdrücke  als  einfache  Theta- Quotienten  geschrieben  werden 
können.  Dabei  sind  aber  die  Perioden  der  hier  auftretenden  Thetas 
nicht  wie  bisher  2(0,  4icö',  sondern  vielmehr  bei  Xy  4g3,  2ica'  und 
bei  /Ix  4c3,  2(0  -\-  2i(o\  Der  Grund  für  diese  Verschiedenartigkeit  der 
Perioden  liegt,  wie  man  noch  näher  ausführen  könnte,  offenbar  darin, 
dafs  wir  bei  der  Auswahl  der  Integrationsvariabein  v  und  bei  der  Be- 
rechnung von  t  die  auf  unsere  drei  Axen  XYZ  bezüglichen  Daten 
(Pj  Qf  ^?  ^)  -S;  ^  ^tß-)  i^  unsymmetrischer  Weise  benutzt  haben. 

Die  Umrechnung  der  vorstehenden  Thetaausdrücke  in  die  neuen  mit 
halbierten  bez.  verdoppelten  Perioden  gehört  in  ein  von  den  Mathematikern 
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vielfaeh.  angebautes  und  in  theoretischer  Hinsicht  wichtiges  Gebiet ,  in 
die  sog.  Transformationstheorie  der  elliptischen  Funktionen.  Es  ist  sehr 
interessant,  dafs  diese  aus  rein  abstrakten  Gesichtspunkten  entwickelte 
Theorie,  die  wir  im  Folgenden  noch  mehrfach  streifen  werden,  bei  unserer 
Behandlung  der  Poinsot- Bewegung  eine  konkrete  Anwendung  findet. 
Leider  können  wir  hier  unmöglich  ausführlich  auf  diese  Theorie  ein- 
gehen; wir  müssen  uns  darauf  beschränken,  soviel  als  für  den  gerade  vor- 
liegenden Zweck  erforderlich  ist,  davon  mitzuteilen  und  ad  hoc  abzuleiten. 

Durch  die  angedeuteten  Überlegungen  erkennt  man  nun  die  Richtig- 
keit der  folgenden  zusammenfassenden  Angabe: 

Die  Bahnkurve,  welche  ein  im  Abstände  1  von  0  gelegener  Punkt 
einer  der  drei  Hauptaxen  hei  der  Poinsothewegung  heschreibt,  läfst  sich 
allemal  in  hemerkenswert  einfacher  Form  durch  eine  elliptische  Funktion 
zweiter  Art  ersten  Grades  'beschreiben.  Die  Perioden  dieser  elliptischen 
Funktion  sind,  je  nachdem  es  sich  um  einen  Punkt  der  Z-,  Y-  oder 
X-Axe  handelt^  2(»,  4^cö',  oder  4aj,  2ia)'  oder  endlich  4co,  2co  -f-  2i(o\ 

Dagegen  verhalten  sich  die  Ausdrücke  für  A,  welche  nach  Gl.  (33) 
den  Bahnkurven  der  übrigen  Kreiselpunkte  entsprechen,  bei  Vermehrung 
von  t  um  eine  der  Perioden  So,  4icj'  nicht  rein  multiplikativ;  sie 
sind  daher  nicht  als  elliptische  Punktionen  zu  bezeichnen. 

Sodann  betrachten  wir  der  Vollständigkeit  halber  die  neun  Richtungs- 
cosinus a,  h,  Cj  a',  Vj  c\  a" ,  V\  c\  welche  die  Axen  des  beweglichen 
XY^- Systems  mit  den  Axen  des  festen  ^^^- Systems  bilden.  Wir 
wollen  mit  Hülfe  von  Umrechnungen,  welche  abermals  in  die  Trans- 
formationstheorie der  elliptischen  Punktionen  hineingehören,  zeigen, 
dafs  auch  diese  Gröfsen  sich  in  sehr  einfacher  Weise,  nämlich  als 
elliptische  Funktionen  zweiter  Art  ersten  Grades  mit  den  Perioden  2(o, 
2 im'  darstellen  lassen.  Genauer  gesagt,  gilt  dieses  nicht  von  den 
Richtungscosinussen  selbst,  sondern  einerseits  von  den  komplexen  Ver- 
bindungen derselben 

a-^iij     a'-^-iVy     a'-^-iV^ 

(sowie  den  konjugierten  Gröfsen)  und  andrerseits  von   den   Cosinussen 

Cy  C\  C" . 

Wir  schreiben  uns  zunächst  die  Ausdrücke  dieser  Gröfsen  in  den 
«,  /3,  y,  8  hin,  welche  sich  unmittelbar  durch  Vergleich  der  Schemata 
(3)  und  (9)  von  pag.  17  und  21  ergeben  und  verifizieren  an  den  fertigen 
Ausdrücken  die  Richtigkeit  des  angegebenen  Resultates.  Die  fraglichen 
Ausdrücke  lauten: 
.     |a  +  i&  =  a2„^2^        a'+i&'=     i(«2_^|32)^  a"  +  ^&"  =  -2«/3, 


§  7.     Über  die  Poinsot- Bewegung.  471 

Betrachten  wir  etwa  die  erste  dieser  Grröfsen,  a-\-ih.  Nach 
Gleichung  (32)  haben  wir:  iTt         , , 

(36)     a  +  il^Ce^-*^'^'-''-'+/'^+,:':^^_,.  .  ^^^^+"^- 

^      ^  '  0  (^  —  tco  )  Q{t -f- 100  ) 

Der  Nenner  verschwindet  für  t  =  ico' -\- 2mc3 -{- im'ico^  sowie 
für  t  =  —  icj'  -\-  2m(o  -\-  4:mico\  In  ihrer  Gesamtheit  sind  also  die 
Nullstellen  des  Nenners  gegeben  durch 

t  ==  —  icj'  -f-  2m(o  -\-  2m'i(x)\ 

Ferner  verschwindet  der  Zähler,  wie  man  leicht  aus  den  Eigen- 
schaften der  0- Funktion  folgert  für  t=c()  -\-iG)'  —  iS'^2mG)  -\-  Amio)' 
und  für  t  =  co  —  ico' —  is  +  2ma3  -f-  4m'i«'.  Die  Gesamtheit  dieser 
i^-Werte  läfst  sich  so  schreiben 

t  =  CO  -\-  i(o'  —  is  -{-  2mco  +  2m'i(o\ 

Übei-dies  ändern  sich  Zähler  und  Nenner,  nachdem  man  sie  noch 

tTti 

mit  dem  gemeinsamen  Faktor  e  ^"^  multipliziert  hat,  bei  Vermehrung 
von  t  um  2(x)  und  2 im    bez.  um  die  Faktoren 

7t  03  iTt    ,      ,     ,  .     ,, 

{t-\-is  —  ita)     ,„    ,  ,      . 

_  1^    _(-e  ^       ^  (Zähler), 

7t  Oi  iTt    .^    ,     .     ,. 

—  1 ,   —  e  "^       "^  (Nenner). 

Dies  sind  aber  gerade  diejenigen  Faktoren,  um  welche  sich  auch  Zähler 
und  Nenner  des  folgenden  mit  den  Perioden  2»,  2i(o'  gebildeten 
-0-- Quotienten  ändern,  mit  dessen  Nu.ll-  und  Unendlichkeitsstellen  auch 
die  Null-  und  ünendlichkeitsstellen  von  a  -\-  ih  übereinstimmen: 

d'(t  —  CO  -{-  is  —  ico') 
d'{t  +  ico') 

Von  diesem  kann  sich  also  die  obige  Kombination  von  0 -Reihen 
nur  durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden.  Wir  bekommen  somit 
die  folgende  Relation  zwischen  den  0-Funktionen  von  den  Perioden  2(o, 
4:ico'  und  den  -0 -Reihen  von  den  Perioden  2a),  2i(X)': 


(37) 


-  {t  —  tot)  -{- ^ s) 


^  Q^(t  —  2i(o'  +  is)  +  e  ^  e^{t  +  is) 

^  Q(t  —  ico')  e{t  +  i(o') 

^    Q'  {t  —  (o  -\-  is  —  ico') 
^1 


d^{t  +  i(o') 

Zur  Bestimmung  von   G^   setzen  wir  t  =  —  is,  worauf  die  linke 
Seite  wegen  des  in  (32)  angegebenen  Wertes  von  C  übergeht  in 

Q{^i(o') 
0(2*s  —  2^co')* 
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Wir  haben  also  zunäclist 
(370  ^1  =  0(2^. 


e(2ia)') 


^(is  —  ico') 


Dieser  Wert  läfst  sich  aber  noch  weiter  vereinfachen  und  ganz  auf 
O'-Punktionen  zurückführen.  Wir  stellen  zu  dem  Zwecke  die  folgende 
allgemeine  Relation*)  voran: 

^^^  0(2^         ^(t^)^(t^+coy 

Um  ihre  Richtigkeit  einzusehen/  bemerke  man^  dafs  sich  die  Zähler 
der  rechten  und  linken  Seite  bei  Vermehrung  von  t  um  2w  und  2ico' 
genau  um  die  gleichen  Faktoren  ändern.  Die  Zähler  sind  also  bis  auf 
eine  multiplikative  Konstante  einander  gleich.  Setzt  man  noch  t  =  t-^, 
so  sieht  man^  dafs  diese  Konstante  richtig  gewählt  ist. 

In  Grieichung  (38)  wollen  wir  nun  insbesondere  die  Werte  t  =  ico^ 
t^  =  is  —  ico'  eintragen.     Dann  folgt: 

Q{2is —  2ico')        ^'{is  —  ico')  -O*  (w  -|-  is  —  ico') 
Mithin  können  wir  statt  (37')  einfacher  schreiben: 

(39)  o,  =  ^^-^^f^-^. 

^^  ^  ^  [CO  -]-  IS  t(0  ) 

Die  Gleichung  (36)  für  die  gesuchte  Gröfse  a  -\-  ib  nimmt  daher 
wegen  (37)  und  (39)  die  folgende  definitive  Form  an: 

a  +  ih  r==         '^(''^^)  Q^i^t-coJ^is-ico')  ^2-^^ 

•^  ^{(o-\-is — i(o)  Q'{t-\-i&) 

In  ganz  entsprechender  Weise  kann  man  die  sämtlichen  in  (35) 
angegebenen  Ausdrücke  umrechnen  und  auf  '9' -Funktionen  von  den 
Perioden  2a)^  2 ico'  reduzieren.  Wir  stellen  die  Besultate  in  der  folgen- 
den Tabelle  msammen: 

^  (ico')  d'(t  —  CO  -\-  is  —  ico') 


(40) 


a  --{-  ib 


^  {is  —  ico'  -\-  (o)  &  (t  -\-  ico') 


p2ilt 


n'  -X-  ib'=  i  -Q'C^  +  ^^O^C^  +  ^g-^^O    .i 
^  -r  ^^         ^^(^'s  — *«'+  CO)  &(t  +  ico')   ^ 


d'-\-  iV'= 


Q'{co)  ^{t-\-  is) 


-  (i —  iüy'-^is) 


C    =1 


'  Q"  {is  —  ico'  -\-  co)  Q'  (f  -\-  i  co') 

^  {is)  Q'{t--  co) 

-O"  {is  —  ico'  -\-  co)  %"  (f  -{-  ico') 

^(cQ  +  is)  %'{t) 

'9'  {is  —  i  co'  ~\-  co)  Q'  (f  ~\-  ico') 
^  {is  ~{-  ico')  &  {t  -\-  ico'  -{-  co) 
^  {is  —  ico'  +03)  ^  {t  -{-  ico') 


? 


(t-\~io)' —  is) 


"~öT  ii+i(»'—^ 


*)  Auch  diese  Formel,  ebenso  wie  die  Grieichung  (37)  etc.  wird  in  der  Lehre 
von  der  Transformation  der  elliptischen  Funktionen  systematisch  entwickelt. 
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Wir  haben  in  diesen  Grleichnngen  das  wesentlicliste  Resultat  einer 
berühmten  Arbeit  von  Jacobi*)  (Sur  la  rotation  d'un  corps  etc.)  auf 
einem  neuen  Wege  abgeleitet.  Dasselbe  lautet  in  unserer  Terminologie 
folgendermafsen : 

Die  neun  BicMungscosinus  zwischen  den  Axen  des  heweglichen  und 
des  festen  Koordinaten-Systems  (oder  richtiger  die  angegebenen  'komplexen 
Kombinationen  derselben)  sind  sämtlich  elliptische  Funktionen  ersten  Grades 
von  den  Perioden  2tö  und  2ico\ 

Wir  geben  scbliefslicb  zur  Betrachtung  der  Polhodie-  und  Herpol- 
hodiekurve^^)  der  Poinsot-Bewegung  über. 

Über  die  Polhodiekurve  vorderhand  nur  wenige  Worte.  Nach  den 
Gleichungen  (5)  sind  ihre  Koordinaten  p,  q^  r  den  Richtungskosinussen 
c,  Cj  c"  proportional;  sie  stellen  sich  daher  ebenso  wie  diese  durch 
elliptische  Funktionen  ersten  Grades  dar.  Dabei  werden  die  Faktoren, 
mit  denen  sich  Pp  q^  r  bei  Vermehrung  von  t  um  die  Perioden  2g?, 
2ica'  multiplizieren,  besonders  einfach,  nämlich  gleich  +  1,  wie  aus 
den  Gleichungen  (40)  ersichtlich.  Dies  ergiebt  sich  auch  aus  dem  Um- 
stände, dafs  die  Gröfsen  p^,  q^  und  r^  als  ganze  Funktionen  von  v 
doppeltperiodisch  sein,  d.  h.  bei  Periodenzuwächsen  den  Faktor  +  1 
aufweisen  müssen.  Bei  den  Quadratwurzeln  p,  g,  r  werden  daher  nur 
die  Faktoren  +  1  auftreten  können. 

Ausführlicher  gehen  wir  auf  die  Herpolhodiekurve  ein.  Ihre  Glei- 
chung schreiben  wir  in  der  Form  von  pag.  44  an: 


(^.  ( ^  da  d^\ 


Setzen  wir  in  die  erste  Gleichung  die  Werte  von  a  und  ß  aus 
(32)  ein,  so  erhalten  wir: 

^p  Q{t  —  2i(o'-\-is)  Q{t+is)    2iit-\-~  it-i(»'-{-is)    jQ\t—2im-\-is)       OXt  +  is)        Jtc  ) 
Q{t—i(o')Q{t+i(o')     ^  ""  '  \Q(f  —  2i(D'+is)       Q  (t  +  is)       2«  J 

Hier  wollen  wir  abermals  zu  '^-Funktionen  von  den  Perioden  2(o 
und  2i(o'  übergehen.  Bemerken  wir  zunächst,  dafs  die  Klammer  sich 
bei  Vermehrung  von  t  um  2c3  und  2i(o'  bez.  um  die  Faktoren  +  1 
und  —  1  ändert.     Dieselben  Änderungen  erleidet  aber  der  Quotient: 

*)  Vgl.  Ges.  Werke  Bd.  2  pag._293  oder  Grelles  Journal  Bd.  39. 
**)  Die  Darstellung  der  Polhodiekurve  und  teilweise  auch  die   der  Herpol- 
hodiekurve durch  elliptische  Funktionen  ist  zum  ersten  Male  von  Rueb  in  seiner 
Dissertation,  Utrecht  1834,  gegeben, 
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d'(t  —  CO  -|-  is) 
d^(t  +  is)      ^ 

mit  dessen  Null-  und  Unendliclikeitsstellen  ancli  die  Null-  und  XJnend- 
lichkeitsstellen  unserer  Klammer  übereinstimmen.    Wir  haben  also 

0'(^  —  2i(o'  +  is)        Q\t  -f-  is)         in  ^  &  {t  —  &  -\-  is) 

0(r^^^^^~27^7^ s)         Q'Jt  +  i^        2^  ~  ^       ^(t  +  is)      ' 

Die  Konstante  C^  bestimmen  wir,  indem  wir  etwa  t  =  ■ —  is  setzen,  zu 

^1         &  (cö)  ' 

Desgleichen  läfst  sich  der  0  -  Quotient  vor  der  Klammer  in  '9'-Funk- 
tionen  von  den  Perioden  2(x),  2ico'  umrechnen.    Es  wird  nämlich  offenbar 

^  Q{t--'2icQ'  -{-  is)Q{t-\-  is)   n    ^  {t -\-  is) 

Die  eingeführte  Konstante  C^  bestimmt  sich  wieder,  wenn  wir  t  =  —  is 
setzen.    Mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  C  aus  (32)  wird  dann  zunächst : 

p    e'(Oy&(ia}'  —  is) 

Zur  weiteren  Vereinfachung  dieses  Quotienten  gehen  wir  auf  die 
Gleichung  (38)  zurück.  Setzen  wir  daselbst  i^  =  0,  t^==  ico' —  is^  so 
erhalten  wir: 

2  0^(0)  _  Q^'  (0)  ^  (co) 

0  (2ico'  —  2is)        &  {ico'  —  is)  0"  {co  -\-  ico'  —  is) 
Mithin  wird 

c  =  1.       _:^W 


2    d'{co  -\-ico'  —  is) 
Hiernach  ergieht  sich  für  7t  -^  in  der  folgende  definitive  Wert: 

[^^l)     7t-JrtK—         ^^a>+ico'-is)^  ^(t  +  im') 

Dieser  Ausdruck  weist  die  gröfste  Analogie  mit  dem  früheren 
Ausdruck  für  die  Herpolhodiekurve  des  schweren  symmetrischen  Kreisels 
(Gleichung  (13)  und  (13')  von  pag.  437)  auf.  Er  ist  nicht  nur  gleich- 
falls eine  elliptische  FunMion  ersten  Grades,  sondern  er  kann  auch,  in- 
dem wir  für  s  eine  geeignete  Substitution  machen,  direkt  in  jenen  über- 
geführt werden.  Im  folgenden  Paragraphen  werden  wir  aus  dieser  Be- 
merkung wichtige  Konsequenzen  zu  ziehen  haben. 

In  entsprechender  Weise  können  wir  noch  den  Ausdruck  von  q 
bilden.     Nach  Früherem  (vgl.  pag.  124)  wissen  wir,   dafs  ^   eine  Kon« 

staute  (==  -yt)  ist.    Wir  können  daher  in  dem  oben  angegebenen  all- 
gemeinen Werte  von  q  sogleich  ein  spezielles  t  einsetzen,  z.B.  i^=  -f"  ^^ 
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Dann  verscliwindet  y  und  es  wird  gleiclizeitig  (wegen  ccd  ~  ßy  =  1) 
o;(J=  1.    Wir  bekommen  daher 


d.  h. 


^  .     ^  {dlog  a\         ^  ,  dlog  a 


Auch   hier   wollen  wir   von   den   0-  zu  den  '9' -Funktionen   über- 
gehen.   Wir  erreichen  dieses  durch  die  folgenden  Substitutionen: 


und 


Q'(2is —  2ico') 1    i  0^' (is —  ico')  ^^  ^' {oa  -\-  is  —  ico') 

0  {2is—  2*0)')         Y  1  '9'(ts  —  i(o')  "•     '^■(00  +  is  —  ico') 

Q'  (is —  ico')    ,    0'(*s-|-  ico') %•' {is  —  ico')  i^t 


Q  (is — i(o')  ^^  Q  (is  -^  ico')         ^  (is  —  ico')  2« 

Die  erste  dieser  Gleichungen  folgt  aus  (38)  durch  logarithmische 
Differentiation;  die  zweite  verifiziert  man,  wenn  man  die  rechte  und 
linke  Seite  auf  ihr  Verhalten  bei  Periodenzuwächsen  vergleicht  und 
eine  additive  Konstante  richtig  bestimmt. 

Statt  des  ursprünglichen  Wertes  von  q  können  wir  auf  solche  Weise 
schreiben : 
(42)  _p  =  i(2^?  +  i!^  +  ^^-i-t^^). 

^        -^  ^  \  '         2(0         '        ^"(03   -^  tS  -\-  ICO  )/ 

Als  Gesamtresultat  dieses  Paragraphen  ergiebt  sich,  dafs  auch  für 
die  Behandlung  der  Poinsot-Bewegungen  unsere  Parameter  a,  ß,  y,  d 
ein  sehr  geeignetes  Instrument  liefern.  Sind  ihre  Ausdrücke  in  0- Reihen 
einmal  gefunden,  so  haben  wir  die  Darstellung  aller  übrigen  Elemente 
der  Bewegung  in  der  Hand.  Zwar  waren  diese  Ausdrücke  selbst  hier 
nicht  ganz  so  einfach,  wie  in  der  Theorie  der  schweren  Kugelkreisels; 
auch  konnten  wir  beim  Übergang  von  den  0-  zu  den  '9' -Funktionen 
etwas  umständliche  Umrechnungen  nicht  vermeiden.  Diese  liegen  aber 
in  der  Natur  der  Sache  begründet  und  haben  im  Hinblick  auf  die 
Transformationstheorie  der  elliptischen  Funktionen  an  sich  ein  gewisses 
Interesse.  Wollten  wir  die  Benutzung  unserer  0 -Reihen  überhaupt  ver- 
meiden und  mit  Jacobi  etwa  direkt  auf  die  Ausdrücke  der  neun  Richtungs- 
kosinusse ausgehen,  so  würde  die  Vollständigkeit  der  Entwickelungen 
darunter  leiden.  Insbesondere  würden  uns  die  schönen  Resultate  über 
die  von  einem  Punkte  der  Hauptträgheitsaxen  beschriebenen  Bahnkurven 
entgangen  sein. 
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§  8.     Konjugierte  Poinsot- Bewegungen.    Jacobis  Theorem  über  den 

Zusammenhang  zwischen  der  Bewegung  des  kräftefreien 

unsymmetrischen  und  des  schweren  Kugelkreisels. 

Nachdem  die  Behandlung  der  einzelnen  Poinsot-Bewegung  erledigt 
ist,  kommen  wir  nun  dazu,  die  Beziehungen  zweier  in  bestimmter 
Weise  einander  zugeordneter,  sog.  „konjugierter^^  Poinsot -Bewegungen 
zu  schildern.  Dabei  wird  sich  ein  in  der  Litteratur  viel  genanntes 
Theorem  von  Jacobi  ergeben,  welches  einen  bemerkenswerten  Zu- 
sammenhang zwischen  der  Bewegung  des  schweren  Kugelkreisels  und 
der  Theorie  der  konjugierten  Poinsot-Bewegungen  statuiert. 

Zu  dem  Zweck  gehen  wir  nochmals  auf  die  Polhodiekurve  zurück 
und  zeigen,  dafs  ein  und  dieselbe  Polhodiekurve  stets  in  doppelter 
Weise  als  Polhodiekurve  einer  Poinsot-Bewegung  aufgefafst  werden 
kann,  dafs  sie  nämlich  gleichzeitig  die  Polhodiekurve  für  zwei  ver- 
schiedene reelle  kräftefreie  Kreisel  darstellt. 

Eine  Polhodiekurve  besteht  (vgl.  die  Figur  von  pag.  131)  stets 
aus  zwei  symmetrisch  gleichen  Ästen.  Beschreibt  der  Punkt  mit  den 
Koordinaten  j?,  ^,  r  den  einen  Ast,  so  durchläuft  der  Punkt  — p, 
—  q^  — r  den  anderen  Ast  in  entgegengesetzter  Richtung.  Bei  der 
einzelnen  Poinsot-Bewegung  wird  natürlich  nur  der  eine  Ast  von  dem 
Endpunkt  des  Drehungsvektors  bestrichen. 

Wir  fragen  j  oh  der  andere  Äst  die  gleiche  Bolle  hei  einer  anderen 
Poinsot-Bewegung  spielt. 

Die  Antwort  ergiebt  sich  sofort  aus  den  Eulerschen  Gleichungen. 
Nach  Voraussetzung  genügen  die  Koordinaten  p,  q,  r  den  Gleichungen: 

dp        B  —  C  dq        G  —  A  dr        A  —  B 

Dann  erfüllen  aber  ersichtlich  die  Koordinaten  des  diametralen 
Punktes  p  ==  — Pj  q  =  —  q^  r'  =  —  r  die  folgenden  Gleichungen: 
/^x      dp'  B  —  C    r   r      da'  G  —  A    ,    ,      dr'  A—B     ,    , 

Die  Großen  p  ^  q  ^  r'  gehören  also  einem  anderen  Kreisel  als  Brehungs- 
homponenten  himu,  dessen  Trägheitsmomente  —  wir  wollen  sie  mit  J.', 
B\  C  bezeichnen  —  mit  den  Trägheitsmomenten  des  ursprünglichen 
Kreisels  durch  die  Belationen  verhunden  sind: 

r9\    ^^~  ^'  —  _  ^  —  ^      G'  —  A'  _  __  G  —  A       A'  —  B'  _  _  A—B 
{Z)         j7—  —  A      ^         B'       ~~  B      '  G'  G      ' 

Wir  haben  zunächst  zu  zeigen,  dafs  durch  diese  Gleichungen  ein 
reeller  Kreisel  definiert  wird,  d.  h.,  dafs  eine  Massenverteilung  von  den 


§  8.     Über  konjugierte  Poinsot- Bewegungen;  Jacobis  Theorem.  477 

Hauptträgheitsmomenten  Ä\  JB\  C  möglich  ist.  Zu  dem  Zwecke  ge- 
nügt eSj  sich  zu  überzeugen^  I)  dafs  die  Gröfsen  Ä',  JB\  C  sämtlich 
positiv  sind,  und  II)  dafs  sie  den  bekannten  Ungleichungen  von  pag.  100 
(denselben  Ungleichungen ,  welche  auch  zwischen  den  Seiten  eines  ge- 
wöhnlichen Dreiecks  bestehen,)  genügen. 

I)  Die  Gleichungen  (2)  stellen  drei  lineare  homogene  Gleichungen  für 
die  Unbekannten  Ä'^  B\  C  dar;  durch  diese  sind  natürlich  nur  die 
Verhältnisse  A' \  B' :  C  bestimmt.  Und  zwar  finden  wir  durch  Auf- 
lösung dieser  Gleichungen  leicht: 

(3)    A':  B':  C^  A{B  +  C  —  Ä) :  B{C  +  A  —  B)  :  C{A+B—  C). 

Die  rechts  stehenden  Gröfsen  sind  aber  sämtlich  positiv,  da  ja  die 
Ay  By  C  den  für  die  Realität  des  ursprünglichen  Kreisels  erforderlichen 
Ungleichungen  genügen  sollen.  Wählen  wir  also,  was  gestattet  ist, 
eine  der  Gröfsen  A',  B\  C  als  positiv,  so  werden  nach  der  vorstehen- 
den Proportion  auch  die  beiden  anderen  Gröfsen  positiv  sein  müssen. 

II)  Hätten  wir  umgekehrt  die  Gleichungen  (2)  nach  den  J.,  J5,  0 
aufgelöst,  so  hätten  wir  offenbar  die  folgende  Proportion  erhalten: 
(30  A:B:C=A'(B'+G  —  A'):B\C'  +  A'--B'):GXA'+B'—Cy 
Hiernach  verhalten  sich  also  auch  die  drei  Gröfsen  JB'+ C — J.', 
C'-j-A'—B',  A'-\-B'—C  wie  drei  positive  Zahlen.  Da  doch 
mindestens  eine  von  ihnen  positiv  sein  mufs,  werden  es  also  auch  die 
beiden  anderen  sein. 

Hiermit  ist  unser  Kreisel  A\  B\  C  als  reell  nachgewiesen. 
Wir  wollen  ferner  auch  die  Konstanten  2  h'  und  G'  unseres  zweiten 
Kreisels  mit  den  Konstanten  2  h  und  G  des   ersten  in  Zusammenhang 
bringen.     Dafs   nämlich  die  Drehkomponenten  p\  q^  r    zwei  Integral- 
gleichungen von  der  Form 

A'p^+B'a^  +  Cr^  =2h\ 
A''p'+B'\''+C''r''=  G'^ 

genügen,  ist  von  vornherein  klar,  da  diese  Gleichungen  eine  direkte 
analytische  Folge  der  (in  den  JL',  B\  G'  geschriebenen)  Eulerschen 
Gleichungen  (1)  sind.  Der  fragliche  Zusammenhang  ergiebt  sich  un- 
mittelbar aus  den  Gleichungen  (11)  von  pag.  457.  Wir  schreiben  uns 
diese  in  der  folgenden  Form  auf: 


(4) 


BG 

G^ 

= 

A 

'G 

B 

q' 

+ 

A~ 
B 

C 

r^ 

2hB  — 
CA 

G' 

== 

B 

~C 

A 

f 

+ 

B  — 

A 

C 

^2 

2hC  — 
\        AB 

G' 

= 

C 

~B 

A 

f 

+ 

C- 
A 

B 

a' 
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(40 


WC 

a  A' 

^h'C  —  G'^ 


A 

G' 

B' 

g'^ 

+ 

A 

B' 

G' 

r\ 

B' 

G 

A' 

/^ 

+ 

B' 

A' 

G^ 

r'\ 

G 

B' 

J/ 

-/^ 

+ 

G' 

A' 

B' 

q:\ 

A'B' 

In   diesen   beiden   Gleichungstripeln   sind   nun  die  rechten   Seiten 

einander  entgegengesetzt  gleich.     Mithin    ergeben  sich    die    folgenden 
Relationen: 

'lli'A'  —  G'''             2hA  —  G^         2WB'-G'^  2hB~G^ 

(5)     ^ 


B'G'         ~  BG       ^  G'A'  GA 

2WG-G'^  2hG—G^ 


A'B'         ~  AB       ' 

von  denen  die  dritte  vermöge  (2)  eine  Folge  der  beiden  ersten  ist. 
Zwei  von  ihnen  können  darauf  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  von 
h'  und  G'  zu  den  Trägheitsmomenten  Ä\  B\  C  benutzt  werden.  Somit 
sind  die  5  Konstanten  Ä\  B\  G\  h',  G'  bis  auf  einen  Proportionalitäts- 
faktor bekannt.  Auf  diesen  Faktor^  welcher  notwendig  unbestimmt 
bleibt^  kommt  es  aber  bei  der  Bewegung  in  keiner  Weise  an. 

Die  durch  die  Verhältnisse  Ä':  B':  C':¥:  G'  definierte  Poinsot- 
Bewegung  ist  die  oben  erwähnte^  zu  der  Bewegung  Ä:B:C:h:G  'kon- 
jugierte. Umgekehrt  ist  diese  letztere  Bewegung^  wie  unmittelbar  aus 
der  Symmetrie  der  Gleichungen  folgt,  die  konjugierte  zu  jener  ersteren. 
Man  bemerke  noch,  dafs,  wenn  für  den  einen  der  beiden  konjugierten 
Kreisel,  wie  wir  voraussetzten,  die  Beziehung 

Ä>B>G 
gilt,  dafs  dann  für  den  anderen  Kreisel  die  Ungleichung 

Ä'<B'<C 
folgt;   ferner,    dafs,   wenn   die    eine    der   beiden   konjugierten  Kreisel- 
bewegungen, wie  wir  annahmen,  zu  der  Klasse 

2hB—G^>0 
gehört,  dafs  dann  die  andere  Bewegung  in  die  Klasse 

2KB'—G'^<0 

hineingehört. 

Wir  müssen  ferner  den  Zusammenhang  zwischen  den  „transcendenten" 
Konstanten  w,  (o\  s  und  l  beider  konjugierter  Kreisel,  welche  für  uns 
noch  wichtiger  sind,  wie  die  „elementaren^^  Konstanten  Ä:B:C:h:Gj 
feststellen. 

Zunächst  sieht  man,  dafs  die  Konstanten  cd  und  co'  für  beide  Kreisel 
dieselben  sind.     Die  Gleichheit  von  gj  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  aus 
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der  Bedeutung  dieser  Gröfse.  co  bedeutet  nämlich^  wie  wir  sagen  können^ 
die  Zeitj  während  welcher  der  Drehungsvektor  den  zwischen  den  Ko- 
ordinatenebenen q^  ==  0  und  p  ==  0  ausgespannten  Bogen  der  Polhodie- 
kurve  bestreicht.  In  der  That  wird  nach  den  Gleichungen  (9)  des 
vorigen  Paragraphen  ^  =  0  für  v  =  e^  d.  h.  für  ^  =  0  und  p  ==  0  für 
V  =  e'j  d.  h.  für  t  =  m.  Die  beiden  diametralen  Äste  der  Polhodiekurve 
und  insbesondere  der  eben  genannte  Bogen ^  (aus  dessen  kongruenter 
und  symmetrisch  gleicher  Wiederholung  sich  die  ganze  Polhodiekurve 
zusammensetzt),  werden  aber  von  den  Drehungsvektoren  der  konjugierten 
Kreisel  in  demselben  Tempo  durchlaufen.  Also  mufs  in  der  That  (X) 
für  beide  Kreisel  gleich  sein. 

Die  Grieichheit  von  cj'  ferner  könnten  wir  ähnlich  erweisen,  wenn 
wir  den  vorstehenden  Schlufs  auch  für  imaginäre  Werte  der  Zeit  zu- 
lassen wollen.  Wir  können  aber  auch  so  verfahren:  Es  ist  nach  den 
Gleichungen  (6)  und  (10)  von  pag.  455,  456 

Nun  ergiebt  sich  der  Wert  von  ico'  für  die  eine  und  die  andere 
Kreiselbewegung,  wenn  wir  als  untere  Grenze  des  betreffenden  Integrales  t 
denjenigen  Wert  von  r  bez.  r',  für  welchen  g  =  0  bez.  q  =  0  ist,  und 
als  obere  Grenze  den  Wert  r  =  oo  bez.  ^'=00  nehmen.  Die  beiden 
so  entstehenden  Integrale  sind  aber  nach  der  vorstehenden  Gleichung 
identisch,  da  sich  die  genannten  oberen  und  unteren  Grenzen  vermöge 
der  Beziehung  p'  =  — p,  ü  =  —  Q'?  ^'=  —  ^  entsprechen. 

Anders  liegt  die.  Sache  für  die  Konstanten  s  der  beiden  Bewegungen, 
die  wir  als  s  und  s'  unterscheiden.     Es  war 


IS 


/dv 
yv 


Führen  wir  wie  in  (6)  die  Integrations variable  r  ein,  so  wird 

WO  die  untere  Grenze  derjenige  Wert  von  r  ist,  für  den  q  verschwindet, 

die  obere  der  Wert  r  =  j^-     In  entsprechender  Weise  ist  is'  zu  de- 
finieren: 

wobei  als  untere  Grenze  derjenige  Wert  von  r   zu  denken  ist,  für  den 

c 
q   verschwindet,  als  obere  Grenze  der  Wert  r'=  -^7-   In  den  Integralen 


(8) 
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(7)  und  (7')  sind  also  nur  die  unteren  Grenzen  entsprechende  Werte; 
die  oberen  Grenzen  sind  durchaus  verschieden ;  mithin  werden  auch  die 
Konstanten  s  und  s'  verschieden  ausfallen. 

Wir  betrachten  endlich  die  Konstanten  l  und  V.  Da  die  einzelne 
Poinsot-Bewegung  Yon  yier  Willkürlichkeiten  abhängt  und  da  die  kon- 
jugierte Poinsot- Bewegung  durch  die  ursprüngliche  vollständig  mit- 
bestimmt istj  wird  es  möglich  sein,  die  Konstanten  l  und  V  einzeln 
durch  cjj  co',  s  und  s'  auszudrücken.  Wir  erreichen  dieses  folgender- 
mafsen.     Nach  den  Gleichungen  (5)  von  pag.  43  haben  wir 

^+'«-2'(/'ii-*ii) 

für  die  eine  der  beiden  konjugierten  Bewegungen.  Bedeuten  a^  ß', 
y\  d'  die  nach  dem  Schema  der  Gleichungen  (32)  gebildeten  Werte 
der  a,  ß,  y,  d  für  die  andere  Bewegung,  so  gilt  gleichzeitig: 

Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  konjugierten  Polhodiekurven  liefert 

\^di-^dt)^~\^  Tf-^  -W) 
oder 

.  (dlogd  _  dlogß\  _  _    ,   ,  (d  log  d'  _  d  log  ß'\ 
P""  \    dt  dt    1  ~       P  ^  \     dt  dt     )' 

In  dieser  Gleichung  setzen  wir  für  t  die  speziellen  Werte  t=  —  is' 
und  t  =  —  is  ein.  Im  ersten  Falle  verschwindet  l\  im  zweiten  Falle  l 
aus  unserer  Gleichung,  so  dafs  wir  im  ersten  Falle  ?,  im  zweiten  V 
getrennt  erhalten.     Für  l  ergieht  sich  so  der  folgende  Wert: 

9 '7  _]_    *^  ®'( — ^'^  —  is'  -\-  '^ico')         Q'(is — is') 

'     2  w         0  ( —  is  —  is'  -{-  2ia}')         Q  (is  —  is') 

-^(*s-*"«')  Q'(0)Q(2ico'  —  2is)  Q{i(o'  —  is')  0  (ico'  +  is') 


0  (is  —  is')  0  ( —  is  —  is'  -\-  2ico')     0  (ico'  —  is)  0  (ico'  -\-is) 

Der  entsprechende  Wert  von  V  folgt  durch  Vertauschung  von  s  und  s\ 

Um  die  rechte  Seite  zu  vereinfachen,  denken  wir  vorübergehend 
die  Gröfse  —  is'  als  variabel  und  fragen  nach  den  Unendlichkeits- 
stellen der  rechts  stehenden  Ausdrücke  in  dieser  Variabein,  die  wir 
mit  f  bezeichnen  wollen. 

Der  erste  Term  wird  ersichtlich  unendlich  grofs  für  die  Werte 

(I)  f  =  is —  2i(o' -\- 2m(D -j- 4cm'i(X)' 

und  zwar  allemal  mit  dem  Residuum  -{-  1 .     Ebenso  wird   der  zweite 
Term  unendlich  für 

(II)  f  =  —  is  -\~  2mco  -{-  Am'ico' 
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und  zwar  mit  dem  Residuum  —  1.  Der  dritte  Term  wird  an  allen  den 
genannten  Stellen  (I)  und  (II)  und  nur  an  diesen  ebenfalls  unendlich.  Um 
die  Residuen  zu  berechnen^  bemerken  wir  (1)^  dafs  für  f  =  is  —  2iG)'j 
sowie  für  t'  =  —  is  das  Residuum  —  1  beträgt^  und  (2)^  dafs  unser 
dritter  Term  bei  Vermehrung  von  t'  um  2(ö  bez.  um  4icoV  den  Paktor 
—  1  bez.  +  1  aufnimmt.  Hiernach  wird  das  Residuum  dieses  dritten 
Termes  an  den  Stellen  (I)  und  (II)  allgemein  gleich  ( —  l)^+i  sein. 
Es  werden  daher  die  TJnendlichkeitsstellen  des  ersten  Termes  bei  geradem^ 
die  des  zweiten  Termes  bei  ungeradem  m  durch  das  Unendlichwerden 
des  dritten  Termes  aufgehoben.  Mithin  bleiben  nur  die  folgenden  Un- 
endlichkeitsstellen bestehen : 

(r)     t'  =^       is  -(-  2cl>  +  2ico'  -{-  4:mco  +  4tm'iG)'j  (Residuum  +  2); 
(ir)   f  ==  —  is  -{-  Amcj  -{-  Am'ico'y  (Residuum  —  2). 

Dies  ist  eine  Anordnung  von  Unendlichkeitsstellen  ^  wie  sie  einer 
in  f  doppeltperiodischen  Punktion  von  den  Perioden  4ca  und  4^*03' 
entspricht.  In  der  That  bleibt  auch  die  rechte  Seite  von  (8)  bei  Ver- 
mehrung von  f  um  4g3  und  Aicj'  gänzlich  ungeändert. 

Wir  können  nun  leicht  die  fragliche  doppeltperiodische  Punktion 
durch  '9' -Punktionen  von  der  Periode  2  co  und  2ic3'  ausdrücken.  Be- 
trachten wir  nämlich 

^, /t' — *s  —  2(ö  —  2ico' \  c^r  ß' ~\- '^s\ 

^   \  2  )  ^   \~^-) 

^/t'—-is  —  2  CO  —  2ico'\  ^/*'+^s\ 

» \ ^ ;       *  i-y-j 

Diese  Gröfse  hat  gerade,  als  Punktion  von  t'  aufgefafst^  die  Unendlich- 
keitsstellen (F)  und  (ir)  mit  den  richtigen  Residuen  und  ist  doppelt- 
periodisch von  den  Perioden  Am,  Aicj'.  Sie  kann  sich  daher  von  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (8)  nur  um  eine  additive  Konstante  c, 
d.  h.  um  eine  von  f  unabhängige  Gröfse  unterscheiden^  welche  man  durch 
Einsetzen  eines  speziellen  Wertes  (z.  B.  f  ==  —  icj')  bestimmt;  und 
zwar  findet  man  so  c  = 

CO 

Wir  führen  noch  die  Abkürzungen  ein 

/r\\  ^     S  r  S     — j—  S  -1 

(9)  —j-  =  C3  —a,     — ^-  =  h, 

setzen  also 

(9')  s  =  —  G)'  +  a  +  &j     s' =  co' — a+&; 

dann  können  wir  den  ^uleM  ermittelten  Wert  von  2il  folgendermafsen 
schreiben: 

Klein-Som  merfeld,  Kreiselbewegimg.  31 
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Der  entsprechende  Wert  von  V  ergiebt  sich^   wie  erwähnt,   wenn 
wir  in  (8)  s  mit  s'  vertauschen.     Man  erhält  dadurch 

/-,^,N  ^  -jf    ,    SiTC d^'jico'  —  ia)  d^' {co  +  ico'  +  ih) 

\^IK)  )  Ali    -f-    ^^   —  %^{i^'  —  ia)  ^{ca  +  i(o'  -{-il)' 

Wir  merken   noch  die  aus  (10)  und  (10')   folgenden  Formeln  an: 

(11) 


'  n    \y\  '»'(cQ  +  ico'  -\-  ih)  SiTt 


.--y         y/N  &' (ico'  —  ia) 

^  ^  '9'  {ico'  —  iä) 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  Konstanten  s,  s\  l^  V  ist  damit 
gefunden. 

Wir  können  uns  nun  auf  den  Standpunkt  stellen,  dafs  es,  ge- 
wissermafsen  aus  Symmetriegründen,  praktischer  wäre,  die  einzelne 
Poinsot-Bewegung  statt  durch  die  Grröfsen  g9,  g)\  s  und  l  lieber  durch 
die  vier  Gröfsen  o,  co',  s  und  s'  oder  auch  durch  die  Gröfsen  co,  o)',  a 
und  h  festzulegen,  indem  wir  die  konjugierte  Poinsot-Bewegung  mit  in 
Betracht  ziehen. 

In  diesen  Konstanten  wollen  wir  uns  insbesondere  die  im  vorigen 
Paragraphen  abgeleiteten  Gleichungen  (41),  (42)  der  HerpoThodielurve 
noch  einmal  hinschreiben.  Dieselben  lauten,  wenn  wir  sogleich  einige 
Reduktionen  anbringen: 

7t{a-\-h)        f  ^'  {iw  —ia)       ■9-'((ü-\-i(x)'-\-ib)  \ 

d"' (0)  2w~~      [ -d-iiw'  —  ia)      ^(w+itü'+i6)  j     ^(ß—^co  —  i(o'-{-ia-\-ih) 

^  +  ^^  =  ^>T^M^^  e  ^(^_,-^')        —, 

.  (%'' {ico'  —  ia)         ^' {(o-\- ico' -\- ih)    .    ^' {(o -\- ia -{- i^X 
^  =  '^  \Q'{ia3'  —  ia)  ^{co-\-  ico'  -{-  ih)    '     d'ico  +  ia+  ih))  ' 

Dies  sind  aber  genau  die  Formeln  für  die  Polhodiekurve  des 
schweren  Kugelkreisels,  wie  wir  sie  pag.  436,  437  aufgestellt  haben, 
mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dafs  bei  unseren  jetzigen  Formeln  der 
Faktor  • ~  hinzugetreten  ist. 

Schreiben  wir  uns  in  gleicher  Weise  die  Gleichungen  der  Herpol- 
hodiekurve  des  konjugierten  Kreisels  hin,  so  bekommen  wir  Formeln, 
die  sich  von  den  vorhergehenden  nur  durch  Vertauschung  von  +  a 
mit  —  a  unterscheiden;  so  entstehen  aber  gerade  unsere  früheren 
Gleichungen  der  Herpolhodiekurve  des  schweren  Kugelkreisels,  mit  dem 

Unterschiede,  dafs  jetzt  der  Paktor  +  y  gegen  früher  hinzugetreten  ist. 

Wir  haben  also  das  merkwürdige  Resultat: 

Die  Koordinaten  der  HerjgoThodiekurven  unserer  beiden  'konjugierten 
Kreisel  von  den  Konstanten  cj^  (o\  a  und  b  sind  in  jedem  Zeitmoment^ 
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identisch  mit  den  durch  —  2  resp.  +  2  dividierten  Koordinaten  der  Polhodie- 
resp.  HerpoThodie'kurve  des  schweren  Kugelkreisels  von  denselben  Konstanten. 

Hier  liegt  offenbar  ein  tieferer  Znsammenliang  zwischen  unseren 
konjugierten  Poinsot- Bewegungen  und  der  Bewegung  des  schweren 
Kugelkreisels  verborgen ,  den  wir  durch  die  folgenden  Überlegungen 
aufzuklären  beabsichtigen. 

Wir  denken  uns  die  beiden  konjugierten  KrefeeLi™,^.den  gemein- 
samen Punkt  0  bei  zusammenfallender  Axe  de|  JEm^tees^  und  gemein- 
samer Anfangslage  rotieren  und  fragen  nach  der  Relativbewegung  der 
beiden  zugehörigen  umgekehrten  Bewegungen^  d.  h.  derjenigen  beiden 
Bewegungen  j  welche  der  umgebende  Raum  einem  Beobachter  auszu- 
führen scheint,  der  seinen  Standpunkt  das  eine  Mal  auf  dem  einen, 
das  andere  Mal  auf  dem  andern  der  beiden  konjugierten  Kreisel  nimmt. 

Die  beiden  ursprünglichen  direkten  Bewegungen  veranschaulichen 
wir  uns  nach  der  Vorschrift  Poinsots,  indem  wir  den  betreffenden 
Polhodiekegel  auf  dem  Herpolhodiekegel  ohne  Gleitung  abrollen  lassen. 
Die  umgekehrten  (inversen)  Bewegungen  erhalten  wir  hieraus  in  der 
Weise,  dafs  wir  umgekehrt  die  Polhodiekegel  festhalten  und  die  Her- 
polhodiekegel auf  ihnen  ohne  Gleitung  abwickeln.  Die  Relativbewegung 
der  beiden  Herpolhodiekegel  stellt  uns  dann  das  Poinsotsche  Bild  der 
Relativbewegung  der  umgekehrten  Poinsot-Bewegungen  dar. 

Nun  besitzen  aber  nach  Definition  konjugierte  Kreisel  diametral 
gelegene  Polhodiekurven  und  folglich  kongruente  Polhodiekegel.  In 
unserem  Falle  rollen  also  die  beiden  Herpolhodiekegel  auf  einem  und 
demselben  Polhodiekegel.  Und  zwar  berühren  sie  diesen  beständig 
längs  einer  und  derselben  Erzeugenden,  welche  durch  die  jeweiligen 
Werte  der  Verhältnisse  p  :  q:r  =  p  :  q  :r  gegeben  ist,  und  drehen 
sich  um  diese  mit  ein  und  derselben  Winkelgeschwindigkeit 

Vp^  +  ^'  +  ^'  =  Vp^'  +  ^''  +  ^'^ 

im  entgegengesetzten  Sinne.  (Wir  haben  uns  vorzustellen,  dafs  der 
eine  Herpolhodiekegel  den  Polhodiekegel  von  innen,  der  andere  von 
aufsen  berührt,  so  dafs  sie  bei  ihrer  im  entgegengesetzten  Sinne  statt- 
findenden Drehung  beständig  in  Kontakt  bleiben  können.)  Wenn  aber 
zwei  Kegel  ohne  zu  gleiten  auf  einem  dritten  abrollen  und  dabei  dauernd 
in  Kontakt  bleiben,  so  rollen  sie  auch  ohne  Gleitung  aufeinander  ab. 
Wir  können  somit,  um  die  fragliche  Relativbewegung  zu  erhalten,  den 
Polhodiekegel  ganz  ausschalten  und  direkt  den  einen  Herpolhodiekegel 
auf  dem  anderen  abwickeln.  Auf  diese  Weise  gewinnen  wir  aus  dem 
Poinsotschen  Bilde  der  ursprünglichen  Kreiselbewegungen  zugleich  das 
Poinsotsche  Bild  der  oben  genannten  Relativbewegung. 

31* 


484      VL  Darstellung  der  Kreiselbewegung  durch  elliptische  Funktionen. 

Halten  wir  nach.  Belieben  einen  der  beiden  Herpolhodiekegel  fest^ 
so  spielt  dieser  für  die  ßelativbewegung  die  Rolle  des  Herpolbodie- 
kegels^  während  der  andere  Herpolhodiekegel  als  Polhodiekegel  der 
Relativbewegung  zu  bezeichnen  sein  würde.    Wir  sehen  also: 

Herfolhodie-  und  Polhodiekegel  unserer  Relativbewegung  sind  mit 
den  beiden  Herpolhodiekegeln  der  ursprünglieJien  Ein^elbe^vegungen  identisch. 

Etwas  anders  liegt  die  Sache,  wenn  wir  aufser  den  Kegeln  die 
auf  ihnen  verlauf  enden  Herpolhodie-  und  Polhodiekurven  der  Relativ- 
bewegung in  Betracht  ziehen.  Diese  sind  nicht  etwa  ohne  Weiteres  mit 
den  Herpolbodiekurven  der  konjugierten  Poinsot-Bewegungen  identisch. 
Denn  erstens  rollen  ja  diese  letzteren  Kurven  auf  den  Polhodiekurven  der 
Poinsot-Bewegungen  ab,  welche  in  Bezug  auf  0  diametral  liegen.  Mithin 
müssen  sich  auch  diejenigen  beiden  Punkte  der  Herpolhodiekurven, 
welche  in  jedem  Momente  den  Endpunkt  des  Drehungsvektors  in  den 
Poinsot-Bewegungen  geben,  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  0  befinden. 
Um  überhaupt  zwei  auf  einander  abrollende  Kurven  zu  haben,  müssen 
wir  also  die  eine  Herpolhodiekurve  durch  ihr  diametrales  Gregenbild  in 
Bezug  auf  0  ersetzen.  Aber  auch  die  so  entstehenden  beiden  Kurven, 
die  Herpolhodiekurve  der  einen  und  das  diametrale  Gegenbild  der 
Herpolhodiekurve  bei  der  anderen  Poinsotbewegung,  sind  noch  nicht 
direkt  die  Polhodie-  und  Herpolhodiekurve  der  Relativbewegung.  Wir 
überzeugen  uns  nämlich  leicht,  dafs  die  Drehgeschwindigkeit  des  Pol- 
hodiekegels  in  der  Relativbewegung  doppelt  so  grofs  ist  wie  die  Dreh- 
geschwindigkeit in  den  ursprünglichen  Einzelbewegungen.  In  der  That 
müssen  wir  den  als  Polhodiekegel  fungierenden  Kegel  bei  der  Relativ- 
bewegung erst  in  die  Lage  des  Polhodiekegels  bei  der  Poinsot-Bewegung 
überdrehen,  was  durch  die  Drehung  ( — pdt^  —  qdt^  — rdt)  geschieht 
und  dann  in  die  Lage  des  als  Herpolhodiekegel  dienenden  Kegels, 
wozu  die  Drehung  {p'dt,  qdt,  r'dt)  =  { — jgdt^  — qdt,  — rdt)  er- 
forderlich ist.  Die  in  der  Zeit  dt  stattfindende  Gesamtdrehung  be- 
trägt also  bei  der  Relativbewegung  ( —  2pdt,  —  2qdt,  — 2rdt)*^  die 
Winkelgeschwindigkeit  ist  daher  bei  richtiger  Wahl  des  Vorzeichens 
2  Yp^  +  ^^  +  ^^  j  d.  h.  doppelt  so  grofs  wie  bei  den  ursprünglichen 
Poinsot-Bewegungen. 

Nun  erhalten  wir  die  Herpolhodie-  und  Polhodiekurve,  indem  wir 
uns  auf  den  betreffenden  Kegeln  in  der  Richtung  der  instantanen  Dreh- 
axe  die  Gröfse  der  Winkelgeschwindigkeit  abtragen.  Wir  kommen  dabei 
ersichtlich  zu  Kurven,  welche  der  Herpolhodiekurve  der  einen  und  dem 
diametralen  Gegenbilde  der  Herpolhodiekurve  der  anderen  unserer  kon- 
jugierten Poinsot-Bewegungen  geometrisch  ähnlich  und  in  dem  doppelten 
Mafsstabe  angefertigt  sind.    Es  ergiebt  sich  so: 
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Die  Koordinaten  der  Herpolhodie-  und  Folhodiekurve  unserer  Belativ- 
hewegung  entstehen  aus  den  Koordinaten  der  Herpolhodielcurven  der  leiden 
'konjugierten  Foinsot-Bewegungen ,   indem  man  diese  mit  -\-  2   und  —  2 


Wir  haben  aber  oben  ausgerechnet^  dafs  die  mit  +  2  und  —  2 
multiplizierten  Koordinaten  der  Herpolhodiekurven  bei  den  Poinsot- 
Bewegungen  genau  übereinstimmen  mit  den  Koordinaten  der  Herpol- 
hodie- und  Folhodiekurve  des  schweren  Kugelkreisels.  Berücksichtigen 
wir  noch^  dafs  eine  Bewegung  durch  Angabe  ihrer  Herpolhodie-  und 
Folhodiekurve  völlig  bestimmt  ist,  so  gewinnen  wir  das  merkwürdige 
Resultat: 

Die  Bewegung  des  schweren  Kugelkreisels  ist  identisch  mit  der  Be- 
lativbewegung  der  m  zwei  konjugierten  Foinsot-Bewegungen  gehörigen  in- 
versen  Bewegungen. 

Dies  ist  das  eingangs  erwähnte^  berühmte  Jacobische  Theorem  — 
allerdings  in  einer  von  der  ursprünglichen  Jacobischen  nicht  unwesent- 
lich abweichenden  Formulierung.  Der  Zusammenhang^  welcher  hier 
zwischen  zwei  verschiedenen  Rotationsproblemen  ausgesprochen  wird^ 
ist  in  der  That  ein  überraschender  und  liegt  keineswegs  auf  der  Ober- 
fläche der  Dinge. 

Um  diesen  Zusammenhang  im  Einzelnen  noch  deutlicher  zu  ver- 
stehen, können  wir  uns  insbesondere  fragen:  Was  entspricht  in  den 
Poinsot-Bewegungen  der  Figur enaxe  des  Kugelkreisels ^  was  der  Vertikalen? 
Die  Antwort  hierauf  lautet  einfach  so :  Die  Impulsaxe  der  einen  Foinsot- 
Bewegung  giebt  die  Figurenaxe,  die  der  anderen  die  Vertikale.  Bemerken 
wir  nämlich  Folgendes:  Die  in  Rede  stehenden  transcendenten  Kegel 
sind  sämtlich  in  dem  Sinne  periodisch,  dafs  sie,  um  eine  gewisse  Axe 
durch  einen  gewissen  Winkel  gedreht,  mit  sich  zur  Deckung  kommen. 
Diese  „Feriodicitätsaxe^^  ist  nun  bei  dem  Herpolhodiekegel  der  Foinsot- 
Bewegungen  die  im  Räume  feste  Axe  des  Impulses,  bei  dem  Folhodie- 
und  Herpolhodiekegel  der  Kugelkreisel -Bewegung  die  Figurenaxe  und 
die  Vertikale.  Da  nun  die  Kegel  wechselweise  übereinstimmen,  so 
werden  auch  ihre  „Feriodicitätsaxen^^  zusammenfallen  müssen.  Die 
Axe  des  Impulses  der  einen  Foinsot-Bewegung  ist  also  mit  der  Vertikalen, 
die  der  anderen  mit  der  Figurenaxe  des  Kugelkreisels  identisch. 

Aus  dem  Jacobischen  Theorem  ergiebt  sich  weiterhin  eine  merk- 
würdig einfache  Konstruktion  für  die  gegenseitige  Lage  von  Vertikaler  und 
Figurenaxe  bei  der  Bewegung  des  schweren  Kugelkreisels.  Wir  denken 
uns  die  Trägheitsellipsoide  der  beiden  konjugierten  Kreisel  konstruiert 
und  so  gestellt,  dafs  ihre  Hauptaxen  zusammenfallen.  Frojizieren  wir  die 
Schnittkurve  dieser  beiden  EUipsoide  von  0  aus,  so  erhalten  wir  den  ge- 
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meinsamen  Polhodiekegel  der  konjugierten  Kreisel.  Darauf  konstruieren 
wir  uns  zu  irgend  einer  Erzeugenden  p  :  q:  r  des  Kegels  die  zugehörige 
Impulsaxe  im  einen  und  im  anderen  Kreisel^  d.  li.  die  Geraden  Äp :  Bq :  Cr 
und  Ä'p:B'q:C'r\  Rein  geometrisch  finden  wir  diese  Geraden^  indem 
wir  in  den  Durchstofsungspunkten  der  Erzeugenden  mit  den  Trägheits- 
ellipsoiden  die  Tangentialebenen  legen  und  von  0  aus  auf  diese  die 
Lote  fällen.  Diese  beiden  Lote  geben  dann  direkt  die  gegenseitige 
Lage  von  Vertikaler  und  Figurenaxe  bei  der  Bewegung  des  Kugel- 
kreisels an.     Ihr  Neigungscosinus  wird,  wie  man  sieht^  einfach  gleich 

Zum  Überflufs  wollen  wir  noch  einen  zweiten  Beweis  geben.  Wir 
wollen  nämlich  jetzt  noch  das  Jacobische  Theorem  an  den  Zusammen- 
Setzungsformeln  der  a^  ß,  y,  d  verifizieren. 

Unsere  beiden  Poinsot-Bewegungen  seien  wie  früher  durch  die 
Parameter  a^  ß,  y,  d  und  a\  ß\  y',  d'  bestimmt.  Die  zugehörigen 
umgekehrten  Bewegungen  des  Raumes  sind  dann  nach  pag.  30  durch 
die  folgenden  Parameterwerte 

d^  —  ß?  —  7;  cc     und  d'^  —  ß\  —  y',  a 

bestimmt.  Die  Relativbewegung  unserer  beiden  konjugierten  Kreisel^ 
d.  h.  diejenige  Drehung ,  welche  den  einen  Kreisel  aus  seiner  Lage  zur 
Zeit  t  in  die  Lage  des  anderen  Kreisels  überführt^  erhalten  wir  aber 
dadurch^  dafs  wir  (1)  den  einen  der  beiden  Kreisel  aus  seiner  Lage 
zur  Zeit  t  in  seine  Anfangslage  zurückbringen  und  (2)  aus  dieser  in 
die  Lage  des  anderen  Kreisels  überdrehen.  Ebenso  ergiebt  sich  die 
Relativbewegung  der  beiden  umgekehrten  Bewegungen  dadurch^  dafs 
wir  (1)  die  eine  der  beiden  umgekehrten  Bewegungen^  sagen  wir  die 
durch  8\  —  ß\  —  y\  a  gegebene  rückgängig  machen,  was  durch  eine 
Drehung  von  den  Parametern  a\  ß\  y',  ö'  geschieht  und  sodann  die 
andere  umgekehrte  Bewegung  d,  —  ß^  —  y,  a  ausführen.  Wir  haben 
also,  um  die  Relativbewegung  der  umgekehrten  Bewegungen  zu  erhalten, 
die  folgenden  beiden  Drehungen  nach  einander  auszuführen: 

(1)    a\  ß\  /,  d'     und     (2)    d,  —ß,  —y,  a. 

Nach  den  Zusammensetzungsformeln  von  pag.  32  hat  nun  die 
resultierende  Drehung,  welche  in  ihrer  Wirkung  der  Aufeinanderfolge 
der  Drehungen  (1)  und  (2)  gleichkommt,  die  folgenden  Parameter: 

a'':=a'8  —  ß'y,     ß'' =  —  aß  +  ß'oc 
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Wir  wollen  zeigen,  dafs  dieses  in  der  That  die  Parameter  des 
Kugelkreisels  sind. 

Zu  dem  Zwecke  haben  wir  für  a^  ß,  y,  Sycc',  ß'j  y\  ^'  ihre  Aus- 
drücke in  den  0 -Funktionen  bei  Zugrundelegung  der  Konstanten  o), 
cö'j  s  und  s  bez.  w^  co',  a  und  6  einzutragen  und  haben  abermals  Yon 
den  0-  zu  den  0'- Funktionen  überzugehen.  Dabei  brauchen  wir  nur 
beispielsweise  a'  und  ß"  zu  berechnen,  da  sich  die  beiden  anderen 
Parameter  aus  diesen  durch  Vertauschung  von  +  %  und  —  %  herleiten 
lassen. 

Für  a"  erhalten  wir  nach  den  Gleichungen  (32)  von  pag.  468 
folgende  Darstellung: 

iTt   ,      ^  .     ,   ,     .    ,   ,     .    ^ 

''  ^  ^  Q{t~i(o')e{t  +  ico') 

Hier  stimmt  zunächst  der  Exponentialfaktor  mit  demjenigen  Ex- 
ponentialfaktor  überein,  welcher  bei  der  Bewegung  des  schweren  Kugel- 
kreisels in  dem  Ausdrucke  von  a  auftrat.  In  der  That  haben  wir  nach 
Gleichung  (11) 

■9"'  {ioi  —  id) 
ßi il'  —  l)t  ___  p       -d- {i cü'  —  i a) 

Ferner  rechnet  man  leicht  nach,  dafs  unser  0- Quotient  bei  Vermehrung 
von  t  um  2(0  und  2ia>'  bez.  die  Faktoren  +  1  und 

XTt   is  —  is                      ITt  ,,    , 
(i03  —  ta) 

ß         0)  2  __     ß  ID 

aufnimmt.  Dies  sind  aber  dieselben  Faktoren,  mit  denen  sich  bei 
denselben  Vermehrungen  der  '9' -Quotient 

&{t  —  ig) 

multipliziert.  Da  auch  die  Unendlichkeitsstellen  in  der  ^- Ebene  überein- 
stimmen, mufs  unser  obiger  Ausdruck  bis  auf  eine  Konstante  diesem 
'^-Quotienten  gleich  sein.  Eben  dieser  O'- Quotient  trat  aber  auch  in 
dem  Ausdruck  des  Parameters  a  bei  der  Bewegung  des  schweren  Kugel- 
kreisels auf  Dafs  schliefslich  auch  die  multiplizierenden  Konstanten  in 
den  beiden  verglichenen  Ausdrücken  übereinstimmen,  wollen  wir  ohne 
Beweis  erwähnen. 

Was  sodann  den  Wert  von  ß''  betrifft,  so  haben  wir 


ß^'^yCG'e 


t^-^'H^a 


■ ( tili  -\-lS)  ——  ( lOi  ~\-ts) 


Q{t  —  icü')Q{t  +  ica') 
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Wiederum  ändert  sich  der  rechts  stehende  Bruch  nur  um  gewisse 
konstante  Faktoren^  wenn  wir  eine  der  Perioden  zu  t  hinzufügen, 
nämlich  um  die  Faktoren  +  1  bez. 

iTt  I      ,    ,   .    is-\-is'\  iit  .     , 

Dieselben  Paktoren  nimmt  aber  auch  der  folgende  -9' -Quotient  auf. 

<ö'(^  —  03  +  ih) ^  ^(^  —  CT  +  ih) 

Mithin  wird  /3"  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (11)  dem  nach- 
stehenden Ausdrucke  proportional  werden: 

^  d^it  —  ico')  d'it  —  ico') 

Dies  ist  aber  der  variable  Bestandteil  des  Wertes  yon  ß  bei  der  Be- 
wegung des  schweren  Kugelkreisels.  Endlich  stimmt  auch  der  konstante 
Proportionalitätsfaktor  überein/  was  wir  jedoch  nicht  ausdrücklich  be- 
weisen wollen. 

Somit  ist  die  Identität  der  Parameter  a''^  ß'\  y'\  8"  unserer  ße- 
lativbewegung  mit  den  Parametern  cc,  ß,  y,  d  des  schweren  Kugel- 
kreisels dargethan,  worin  ein  abermaliger  und  zwar  der  denkbar  direkteste 
Beweis  des  Jacobischen  Theorems  liegt.  — 

Die  hier  gegebene  Formulierung  des  Jacobischen  Theorems  ist, 
wie  erwähnt,  von  der  ursprünglichen  Jacobischen*)  etwas  verschieden. 
Jacobi  zerlegt  nämlich  die  einzelne  Poinsot-Bewegung  in  einen  periodi- 
schen und  einen  nicht-periodischen  Bestandteil  oder,  wie  wir  vielleicht 
nach  Analogie  mit  Früherem  sagen  dürfen,  in  einen  Nutations-  und 
einen  Präcessions- Bestandteil.  Der  Präcessions- Bestandteil  führt,  für 
sich  betrachtet,  den  Körper  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  Impulsaxe  herum  und  wird  so  eingerichtet,  dafs  der  übrig- 
bleibende Nutations- Bestandteil  eine  rein  periodische  in  sich  zurück- 
laufende  Bewegung  darstellt.  Die  Präcessionsgeschwindigkeit  wird  dabei 
im  Wesentlichen  durch  die  Konstante  Z,  die  Nutationsbewegung  durch 
die  in  der  Darstellung  der  Poinsot-Bewegung  auftretenden  '^'-Quotienten 
gegeben.  Jacobi  denkt  sich  nun  den  Präcessions -Bestandteil  dadurch 
herausgeschafft,  dafs  er  die  Bewegung  auf  ein  im  Baume  bewegliches 
Axenkreuz  xy^  bezieht,  welches  mit  der  Präcessionsgeschwindigkeit  l 
um  die  (mit  der  Impulsaxe  zusammenfallende)  0-Axe  gleichförmig  rotiert. 
An  diesem  Axenkreuz  gemessen  ist  die  Bewegung  eine  reine,  periodisch 
wiederkehrende  Nutation.  Indem  Jacobi  gleicher  Weise  die  konjugierte 
Poinsot-Bewegung  von  ihrem  Präcessions-Bestandteil  befreit,   fragt  er 

*)  Ges.  Werke  Bd.  II  pag.  480. 
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nacli  der  Relativbewegung  der  beiden  konjugierten  Nutationen  und 
findet j  dafs  diese  mit  der  Nutationsbewegung  des  schweren  symmetri- 
schen Kreisels  identisch  ist.  (Jacobi  kann  hier  den  symmetrischen 
Kreisel  an  Stelle  des  Kugelkreisels  setzen,  da  die  Bewegungen  beider, 
wie  wir  wissen,  sich,  kurz  gesagt  (vgl.  pag.  234),  nur  um  einen  Ex- 
ponentialfaktor  unterscheiden,  d.  h.  nur  in  ihrem  Präcessions -Bestand- 
teile verschieden,  in  ihrem  Nutations-Bestandteile  dagegen  gleich  sind.) 
Offenbar  ist  unsere  Formulierung  des  Jacobischen  Theorems  einfacher  und 
weitergehend  als  die  Jacobische,  da  sie  Nutation  und  Präcession  gleich- 
zeitig berücksichtigt.  Wir  wollen  den  Satz,  wie  wir  ihn  oben  ausge- 
sprochen haben,  kurz  „das  vervollständigte  Jacobische  Theorem"  nennen. 

Auch  im  Beweise  sind  wir  erheblich  von  Jacobi  abgewichen. 
Jacobi  beschreibt  die  Lage  des  XYZ-  gegen  das  rr^/^-System  in  den 
beiden  konjugierten  Poinsot- Bewegungen  durch  die  neun  Richtungs- 
cosinusse a,  .  .  .  c",  d.  h.  durch  die  Koeffizienten  derjenigen  ternären 
Substitution,  welche  die  Koordinaten  XYZ  in  die  xy0  überführt. 
Bei  der  Aufsuchung  der  Relativbewegung  mufs  er  daher  0wei  ternäre 
Substitutionen  zusammensetzen  und  die  3x3  =  9  Koeffizienten  der 
resultierenden  Substitution  berechnen.  Demgegenüber  besteht  die  Ver- 
einfachung bei  dem  von  uns  zuletzt  gegebenen  Beweise  darin,  dafs  wir 
statt  der  ternären  0wei  hinäre  Substitutionen  zusammensetzten  und  nur 
die  2x2  =  4  Koeffizienten  der  resultierenden  Drehung  nötig  hatten. 
Übrigens  ist  der  Beweis  von  Jacobi  selbst  in  seinen  hinterlassenen 
Papieren  nur  angedeutet;  er  wurde  erst  nach  seinem  Tode  von  Lottner*) 
ausgeführt. 

Die  Möglichkeit,  das  Jacobische  Theorem  in  dem  hier  gemeinten 
Sinne  zu  vervollständigen,  d.  h.  die  konjugierten  Poinsot- Bewegungen 
direkt  ohne  vorherige  Absonderung  der  Präcessions -Bestandteile  zu- 
sammenzusetzen, ist  wohl  zuerst  von  Halphen**)  bemerkt  worden. 

Einen  sehr  einfachen  elementaren  Beweis  giebt  Hr.  Darboux***) 
von  dem  Jacobischen  Theorem.  Darboux  fragt  geradezu  nach  der 
Kraft,  welche  zur  kinetischen  Realisierung  unserer  Relativbewegnng 
erforderlich  ist  und  findet,  dals  diese  mit  der  Schwerkraft  identisch  ist. 
Einen  ähnlichen  Gredankengang  schlägt  wenig  später  HerrRoutht)  ein. 


*)  Vgl.  Jacobis  ges.  Werke,  Bd.  II,  pag.  510  u.  if. 
**)  Comptes  Rendues,  Bd.  100,  pag.  1065—1068. 

***)  Journ.  de  Liouville  1885  in  der  pag.  234  cit.  Arbeit;  vgl.  auch  die  Noten 
XVIII  und  XIX  zum  Cours  de  Mecanique  von  Despeyrous-Darboux  Bd.  II. 

f)  Quaterly  Journal  of  Mathem.  vol.  XXIII  1888.  On  a  tbeorem  of  Jacobi 
in  dynamics.  Vgl.  auch  Bd.  II  der  Eigid  dynamics  desselben  Verf.,  art.  174,  175 
und  206. 
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Auf  die  sonstigen  Arbeiten^  die  sich  mit  dem  Jacobischen  Theorem  be- 
fassen (Padova  in  den  Atti  d.  Acad.  di  Torino,  vol.  XIX  1884  und 
Atti  d.  R.  Istit.  di  Veneto^  yoI.  III  1892;  Halphen^  Fonctions  EUiptiques^ 
Bd.  11^  Cap.  2  und  3,  A.  de  Saint-Germain  in  der  pag.  115  citierten 
Monographie)  können  wir  hier  nicht  eingehen. 

Zum  Schlufs  noch  einige  Bemerkungen  über  Zweck  und  Bedeutung 
des  Jacobischen  Theorems. 

Wir  haben  in  dieser  Hinsicht  vor  allem  zu  betonen^  dafs  dieses 
Theorem  einen  rein  Mnematisehen  Charakter  hat.  In  der  That  ist  der 
Begriff  der  Relativbewegung  lediglich  ein  kinematischer  Begriff.  Über 
die  kinetische  Realisierung  einer  Relativbewegung  wissen  wir  von 
vornherein  nichts.  Sie  wird  im  Allgemeinen  unter  ganz  anderen  Be- 
dingungen erfolgen  müssen^  als  diejenigen  sind^  unter  denen  die  be- 
treffenden Einzelbewegungen  vor  sich  gehen.  Dementsprechend  kommt 
es  beim  Jacobischen  Theorem  gerade  auf  die  kinematisch  definierten 
Polhodie-  und  Herpolhodiekurven  an,  während  die  kinetisch  wichtigeren 
Impulskurven  bei  unserem  Beweise  zurücktraten.  Wir  werden  also 
sagen  müssen:  Das  Jacobisehe  Theorem  statuiert  keinen  mechanischen, 
sondern  nur  einen  geometrischen  Zusammenhang  zwischen  der  Poinsot- 
Bewegung  und  der  Bewegung  des  Kugelkreisels. 

Ferner  kann  man  im  Zweifel  sein,  ob  die  Poinsot-Bewegung  wirk- 
lich so  viel  einfacher  und  übersichtlicher  wie  die  Bewegung  des  schweren 
Kugelkreisels  ist^  dafs  es  sich  verlohnt^  diese  Bewegung  auf  jene  zurück- 
zuführen. Allerdings  läfst  sich  die  Poinsot-Bewegung  bis  zu  eineni  ge- 
wissen Grade  der  Vollständigkeit  durch  elementare  Mittel  (durch  Ab- 
rollen eines  EUipsoides  auf  einer  Ebene)  beschreiben.  Indessen  darf 
man  den  Gegensatz  zwischen  elementarer  und  transcendenter  Abhängig- 
keit nicht  überschätzen.  Es  kann  sehr  wohl  sein,  dafs  eine  in  trans- 
cendenter Form  gegebene  Bewegung  für  die  numerische  Rechnung  und 
für  die  Anschauung  nicht  komplizierter  ist,  wie  eine  algebraisch  dar- 
stellbare. 

Aber  selbst  wenn  wir  annehmen,  dafs  wir  die  einzelne  Poinsot- 
Bewegung  in  all  ihren  Details  vöUig  beherrschen,  so  besitzen  wir 
deshalb  noch  keine  klare  Vorstellung  von  der  Relativbewegung  zweier 
solcher  Bewegungen  bez.  der  zugehörigen  umgekehrten  Bewegungen. 
In  der  That  ist  das  Bild  einer  Relativbewegung  in  der  Anschauung 
sehr  schwer  zu  fassen.  Es  dürfte  kaum  möglich  sein,  ohne  längere 
Entwickelungen  von  dem  Jacobischen  Theorem  aus  zu  einer  klaren 
Vorstellung  beispielsweise  von  der  Bahnkurve  der  Kreiselspitze,  der 
Polhodie-  und  Herpolhodiekurve  in  der  Bewegung  des  Kugelkreisels 
vorzudringen.   Wir  möchten  uns  deshalb  der  von  Jacobi  ausgesprochenen 
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Ansicht  niclit  anschliefsen^  dafs  man  in  der  gleichzeitigen  Betrachtung 
der  konjugierten  Poinsot- Bewegungen  ein  Mittel  besitzt,  um  die  Be- 
wegung des  schweren  Kreisels  wirklich  von  Grund  aus  zu  verstehen. 

Trotzdem  ist  der  durch  Jacobi  erschlossene  Zusammenhang  zwischen 
Poinsot-Bewegung  und  Bewegung  des  Kugelkreisels  in  kinematischer 
Hinsicht  so  merkwürdig  und  interessant,  dals  wir  ihn  hier  nicht  mit 
Stillschweigen  übergehen  konnten. 

§  9.    Die  Lagrangeschen  Gleichungen  für  die  a^  ß^  y^  d  des  schweren 

Kugelkreisels  und  ihre  direkte  Integration.    Zusammenhang  zwischen 

der  Bewegung  des  Kugelkreisels  und  einem  Probleme  der 

Punktmechanik. 

Nachdem  sich  im  Vorhergehenden  unsere  Parameter  cc,  ß^  y,  8 
in  mannigfacher  Beziehung  so  ausgezeichnet  bewährt  haben^  werden 
wir  uns  in  diesem  abschliefsenden  Paragraphen  fragen,  ob  wir  ihnen 
nicht  in  der  Theorie  des  schweren  Kugelkreisels  eine  noch  centralere 
Stellung  dadurch  verleihen  können ,  dafs  wir  sie  von  vornherein  bei 
der  Aufstellung  der  DifFerentialgleichungen  und  deren  Integration  zu 
Grunde  legen.  Es  hat  ja  etwas  Unbefriedigendes,  dafs  wir  diese  Para- 
meter erst  gegen  Ende  der  Theorie  (in  diesem  Kapitel)  ausgiebig  ge- 
braucht haben,  während  wir  die  ursprüngliche  Integration  mit  den 
Eulerschen  Winkeln  cp,  ^^  d'  bewerkstelligten.  Demgegenüber  wollen 
wir  nun  zeigen,  dafs  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des 
schweren  Kugelkreisels,  in  den  a,  /3,  y^  d  geschrieben,  eine  überraschend 
einfache  Gestalt  annehmen  und  dafs  sich  das  ganze  Integrationsgeschäft 
bei  konsequenter  Benutzung  unserer  Parameter  sehr  viel  eleganter  und 
kürzer  wie  bei  der  früheren  Methode  gestaltet  und  mit  einem  Schlage 
zu  der  definitiven  Darstellung  der  Bewegung  durch  '^-Quotienten  führt. 

Der  Umstand,  dafs  wir  diese  Entwickelungen  erst  jetzt  bringen, 
und  dafs  wir  uns  bisher  mit  schwerfälligeren  analytischen  Methoden 
begnügt  haben,  liegt  lediglich  in  der  Anordnung  des  Stoffes,  nicht  in 
der  Natur  der  Sache  begründet.  Die  folgenden  Betrachtungen  setzen 
nämlich  einige  Vorkenntnisse  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
voraus,  die  erst  in  diesem  Kapitel  vorbereitet  werden  könnten.  Nur 
aus  diesem  Grunde  haben  wir  bisher  auf  die  konsequente  Verwertung 
der  «,  ßy  y^  d  verzichtet. 

Noch  nach  anderer  Richtung  hin  sind  die  folgenden  Ausführungen 
bemerkenswert.  Wir  werden  nämlich  die  Bewegung  des  schweren 
Kugelkreisels  mit  der  Bewegung  eines  einzelnen  Massenpunktes  im  Räume 
von  vier  Dimensionen  in  Zusammenhang  bringen,  so  wie  wir  sie  im 
vorigen  Paragraphen  mit  der  kräftefreien  Bewegung  des  unsymmetrischen 


(1) 


492      VI.   Darstellung  der  Kreis elbewegung  durch  elliptische  Funktionen. 

Kreisels  verglichen  haben.  Dabei  ist  der  hier  gemeinte  Zusammenhang 
ein  durchgreifender,  auch  in  kinetischer  Hinsicht  gültiger,  während  der 
Yon  Jacobi  entdeckte  nur  kinematischer  Natur  war. 

Gleichzeitig  werden  wir  Gelegenheit  haben,  einen  Ausblick  in  eine 
eigentümliche,  eventuell  mehrdimensionale  Auffassung  der  mechanischen 
Probleme  im  Sinne  der  Punktmechanik  zu  nehmen,  für  welche  unsere 
Behandlung  des  Kugelkreisels  ein  vorzüglich  einfaches  Beispiel  darbietet. 

Den  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtungen  bilden  die  allgemeinen 
Lagrangeschen  Gleichungen  des  schweren  Kugelkreisels.  Es  wurde 
bereits  pag.  155  die  wunderbare  Thatsache  betont,  dafs  die  Form  dieser 
Gleichungen  für  alle  möglichen  Koordinaten,  durch  welche  wir  die 
Lage  eines  mechanischen  Systems  beschreiben  mögen,  dieselbe  bleibt. 
Die  Bewegungsgleichungen  leiten  sich  allemal  aus  dem  Ausdrucke  T 
der  lebendigen  Kraft  und  dem  Ausdrucke  dA  der  Arbeit  bei  einer 
unendlich  kleinen  Verrückung  (bez.  aus  der  potentiellen  Energie  V) 
nach  ein  und  derselben  Regel  ab.  Wie  pag.  158  erwähnt,  bleibt  das 
Lagrangesche  Schema  sogar  im  Wesentlichen  bestehen,  wenn  man  die 
Lage  des  Systems  durch  überzählige  Koordinaten  festlegt,  d.  h.  durch 
Gröfsen,  welche  mittelst  einer  (oder  mehrerer)  Relationen  i^=const. 
(bez.  J\,  JFg;  •  •  •  =  const.)  verknüpft  sind.    Man  hat  dann  nur  statt  T 

den   Ausdruck   T  -{-  XF  (bez.   T  -\-  X^F^ -\-  K^F^ -\ )   zu   benutzen, 

wo  die  „Lagrangeschen  Multiplikatoren"  X  so  zu  bestimmen  sind,  dafs 
die  Lösungen  der  Lagrangeschen  Gleichungen  mit  den  Bedingungs- 
gleichungen verträglich  werden. 

Diese  Regel  wollen  wir  jetzt  benutzen,  um  die  Bewegungsgleichungen 
des  schweren  Kugelkreisels  in  den  a,  /3,  y^  8,  aufweiche  schon  pag.  158 
hingewiesen  wurde,  anzuschreiben.  Verstehen  wir  unter  [A],  [B],  [f], 
[A]  die  Komponenten  des  Impulses,  unter  A,  B,  f,  A  die  Komponenten 
der  äufseren  Kraft,  welche  zu  den  Lagenkoordinaten  a,  /5,  y^  d  gehören, 
so  haben  wir  ohne  Weiteres: 

ITAI        ^(T^IF)         .       d{T+lF)  d{T+XF)  d{T+lF) 

A--^-Z         R  _  -ll         r  --11         A--ir 

B, 


^  \ 

^r '  LH 

=  — 

^[A] 

diT  +  XF) 

dt 

da 

^[B] 

diT-\-XF) 

dt 

dß 

dm 

8(T+XF) 

dt 

dv 

^[A] 

d{T-\-lF) 

dt 

dS 
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Die  Bedeutung  der  hier  benutzten  Grröfsen  ist  folgende:  Zunächst 
lautet  die  Bedingungsgleichung ^  welche  die  c^,  /3,  7',  (5^  verknüpft,  wie 
wir  wissen^ 

(3)  F===ad  —  ßy  =  l, 

Sodann  ist  die  potentielle  Energie  F=PcoS'0'.  Da  nach  den 
Definitionsgleichungen  (8)  von  pag.  21  cos  &  =  ad  -\-  ßy^  so  haben 
wir^  in  den  a^  ß,  y^  d  geschrieben^ 

(4)  Y==T{ad  +  ßy). 

Bei  der  Berechnung  der  kinetischen  Energie  T  des  Kugelkreisels 
gehen  wir  von  dem  Ausdrucke 

aus,    wollen   aber,    um  Zweideutigkeiten  in    der  Bezeichnung  zu    ver- 

M 
meiden,  im  Folgenden  statt  A  lieber  —  schreiben.     Benutzen  wir  für 

p  -\-  ic[,  — p  -\-  i^^y  ^  die  Werte  aus  den  Gleichungen  (5)  von  pag.  43, 
so  ergiebt  sich 

r==  M[{ßd'—  dß')  {ay'—ya')  —  {yß'—  ad')  (Sa'—ßy)], 
=  M  [  (ad  —  ßy)  {aä'  —  ß'/) } . 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichung  F  ==  1   gewinnen  wir  also 
den  aufserordentlich  einfachen  Wert: 

(5)  T=M{a8'—ß'yy 

Wegen  der  angegebenen  Werte  von  F,  V  und  T  gehen  die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  in  die  folgenden  über: 

(  [A]  =  Md',        [B]  =  —  My\    [rj  =  —  Mß\    [A]  =  Ma', 
A    ==  — P(J,       B   =  — Py,       r   =  — P/3,       A    =  —  Pa, 

Eliminieren  wir  aus  (6)  die  Impuls-  und  Kraftkomponenten,  so 
haben  wir,  indem  wir  die  Gleichungen  in  der  umgekehrten  Reihen- 
folge schreiben: 

Ma" —  /l«  =  —  P«, 

Mß''  —  ?Lß==  +  Pß, 


(6) 


(7) 


ad  —  ßy=  1. 

My''~Xy=^  +  Py, 

[Md''—Xd  =  —  Pd. 


Dies  sind    die    überaus   einfachen    und  symmetrischen    Bewegungs- 
gleichungen des  schweren  Kugelkreisels  in  den  a,  /3,  y^  d. 
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Wir  kommen  später  auf  diese  Differentialgleicliungen  ausfülirlicli 
zurück.  Zunächst  wollen  wir  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und 
die  vorstehenden  Gleichungen  in  ihren  reellen  und  imaginären  Teil 
auflösen j  indem  wir  von  den  a^  ß^  y^  ö  zu  den  Quaternionengröfsen 
Ä,  Bj  Gy  D  übergehen.     Da  nach  pag.  21 

a  =  D  +  iG,      ß  =  —  B-\-iÄ, 

y  =  B+iÄ,       d=       D  —  iC, 
so  ergiebt  sich: 

MÄ''  —  ^A  =  +  PÄ, 

MB''—XB=-i-PB, 


(8) 


MG''—XC  =  —  BG, 


MI)''—XD=-  BD, 

Die  somit  erhaltenen  Lagrangeschen  Differentialgleichungen  des 
schweren  Kugelkreisels  in  den  Ä,  B,  G,  D  sind^  wie  man  sieht  ^  in 
ihrer  Bauart  von  den  vorhergehenden  Gleichungen  nicht  verschieden; 
nur  die  Form  der  Bedingungsgleichung  erscheint  geändert. 

Diese  Gleichungen  legen  nun  eine  Deutung  der  Kreiselbewegung  im 
Sinne  der  Punktmechanik  des  vierdimensionalen  Raumes  aufserordent- 
lich  nahe. 

Wir  wollen  die  ihrer  Definition  nach  reellen  Gröfsen  Ay  B,  G^  D 
als  gewöhnliche  rechtwinklige  Koordinaten  im  Räume  von  vier  Dimen- 
sionen auffassen  und  zwar  denken  wir  an  einen  vierdimensionalen  Raum^ 
der  die  genaue  Verallgemeinerung  unseres  gewöhnlichen  Euklidischen 
dreidimensionalen  Raumes  bildet.  Wir  werden  also  insbesondere  in 
unserem  vierdimensionalen  Räume  den  Pythagoräischen  Lehrsatz  zur 
Anwendung  bringen  und  dementsprechend  die  Entfernung  zweier  Punkte 
A-^j  B^y  G-^j  D^;  A^j  B^,  G^j  B^  durch  den  Ausdruck  messen: 

y{Ä,  -  A,y  +  {B,  -  B,y  +  (0,  -  G,f  +  (A  -  D,r. 

In  diesem  Räume  soll  nun  die  ,, Bewegung"  eines  Punktes  von  der 
Masse  M  untersucht  werden;  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  dieses 
Punktes  werden  wir  nach  dem  eben  Gesagten  gleich 

A'^-^B'^  +  G'^  +  D'^ 

setzen;  seine  kinetische  Energie  wird  mithin  sein: 

(9)  T  =  ^{A'^  +  B'^  +  G'^-\-B''). 

Ferner  wollen  wir  annehmen^  dafs  unser  Punkt  einer  äufseren  Kraft 
unterliegt j  deren  potentielle  Energie  an  der  Stelle  A,  B^  G,  D  des 
vierdimensionalen  Raumes  gleich  ist: 
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(10)  F=  y  (-  ^2  —  jB2  _|_  C2  -f  D2). 

Endlich  soll  der  Punkt  gezwungen  sein  ^  auf  der  um  den  Koordinaten- 
anfang geschlagenen  ^^EinlieitskugeP^  zu  verbleiben^  d.  b.  sein  Abstand 
vom  Koordinatenanfang  soll  beständig  gleich  1  sein.  Dies  bedeutet 
zufolge  unserer  obigen  Pestsetzung  über  das  Mafs  der  Entfernungen 
im  vierdimensionalen  Raume^  dafs  beständig  die  Bedingungsgieichung 
erfüllt  sein  soll 

(11)  F  =  Ä'  +  B'+G^-\-D'  =  l, 

Unter  der  „  Bewegung  ^^  des  Punktes  im  Räume  von  vier  Dimen- 
sionen verstehen  wir  dabei  nichts  anderes  als  den  Inbegriff  solcher 
Koordinatenänderungen,  welche  den  um  eine  Zeile  vermehrten  DifPeren- 
tialgleichungen  für  die  Bewegung  des  Punktes  im  Räume  von  drei 
Dimensionen  genügen. 

Das  vierdimensionale  Bewegungsproblem,  welches  hierdurch  definiert 
ist,  können  wir  kurz  bezeichnen  als  die  Bewegung  eines  sphäriseJien 
Pendels  im  Baume  von  vier  Dimensionen  unter  dem  Einflufs  des  durch 
(10)  charakterisierten  Kraftsystems.^) 

Bilden  wir  nun  die  Differentialgleichungen  dieses  sphärischen  Pendels 
etwa  nach  Analogie  mit  den  bekannten  Lagrangeschen  Gleichungen  erster 
Art  im  Falle  der  dreidimensionalen  Punktmechanik,  so  ergeben  sich 
genau  die  Gleichungen  (8).    Wir  können  also  sagen: 

Die  Bewegung  des  schweren  KugeTkreisels  ist  identisch  mit  der  Be- 
wegung eines  sphärischen  Bendels  im  Baume  von  vier  Dimensionen  unter 
dem  Einflufs  des  vorher  angegebenen  Kraftsystems, 

Um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir  den  Punkt  der 
vierdimensionalen  Kugel,  dessen  rechtwinklige  Koordinaten  jeweils 
gleich  den  Quaternionenparametern  des  Kugelkreisels  sind,  den  Be- 
präsentanten    der    Kreiselbewegung    nennen   und   wollen   uns   von   der 

*)  Das  genaue  Analogon  des  dreidimensionalen  sphärischen  Pendels  im  Räume 
von  vier  Dimensionen  wäre  offenbar  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  auf  der 
Einheitskugel  in  einem  Kraftfelde,  dessen  potentielle  Energie  einer  der  Koordi- 
naten Jl,  5,  0,  D  proportional  ist  oder,  etwas  allgemeiner,  nur  von  einer  dieser 
Koordinaten  abhängt.  Die  Mveauflächen  dieses  Kraftfeldes  bestehen  aus  einem 
System  paralleler  (dreifach  ausgedehnter)  „Ebenen"  des  vierdimensionalen  Raumes, 
ebenso  wie  die  Niveauflächen  der  Schwere  im  Räume  von  drei  Dimensionen  aus 
dem  Systeme  der  sämtlichen  Horizontalebenen  bestehen,  während  die  Niveau- 
flächen unseres  Kraftfeldes  (10)  ein  System  von  Flächen  zweiten  Grades  darstellen. 
Natürlich  ist  dieser,  dem  sphärischen  Pendel  im  engeren  Sinne  analoge  Kreisel 
integrabel.  Er  gehört  in  der  von  Herrn  Liebmann  (Math.  Ann.  Bd.  50,  pag.  65) 
gegebenen  Liste  zu  dem  als  reell  hervorgehobenen  Falle  (5),  bei  welchem 

vorausgesetzt  wird. 
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Bewegung  dieses  Repräsentanten  ein  mögliclist  klares  Bild  zu  ver- 
schaffen  suchen.  Dabei  handelt  es  sich  in  erster  Linie  darum ^  die 
uns  von  früher  her  bekannten  Bewegungsgesetze  des  Kreisels^  die 
Impulssätze  n  ==  const^  N  =  const  und  den  Satz  der  lebendigen  Kraft 
als  Eigenschaften  der  Bewegung  des  Repräsentanten  umzudeuten.  Diese 
Gesetze  sollen  hier  von  neuem  auf  Grund  der  Gleichungen  (8)  ab- 
geleitet werden.  Und  zwar  werden  wir  genau  so  verfahren^  wie  wir 
es  bei  der  Behandlung  des  dreidimensionalen  sphärischen  Pendels  auf 
Grund  der  in  rechtwinkligen  Koordinaten  x^  y,  0  geschriebenen  La- 
grangeschen Gleichungen  erster  Art  thun  würden. 

Wir  multiplizieren  zunächst  die  Gleichungen  (8)  der  Reihe  nach 
mit  B^  A,  Dy  G  und  nehmen  die  Differenz  der  beiden  ersten  und  der 
beiden  letzten  Gleichungen.     So  ergiebt  sich: 

M{A''B  —  B''Ä)  =  0, 

M{C''B  —  B"C)  =  Q. 

Offenbar  sind  die  linken  Seiten  vollständige  Differentialquotienten 
nach  der  Zeit.    Wir  können  daher  integrieren  und  erhalten  ^  wenn  wir 

die  Integrationskonstanten  mit  -^ —  und  — - —  bezeichnen: 


(12) 


M{A'B  —  B' A)  ^"^-^ , 
M{CB  —  B'G)  =  '^^' 


Die  Wahl  der  Konstantenbezeichnung  deutet  an^  in  welcher  Weise 
diese  Gleichungen  mit  unseren  früheren  Integralgleichungen  n  =  const 
und  N  =  const  zusammenhängen.  Um  diese  Gleichungen  in  Worte  zu 
fassen^   bemerken  wir^    dafs   die   linken   Seiten   den  Inhalten  gewisser 

infinitesimaler  Dreiecke  proportional  sind.    Es  ist  z.  B.  --(JL'JB  —  B'A)dt 

gleich  dem  Inhalt  des  Dreiecks  mit  den  Ecken  0^  0^  0^  0;  A^  B,  0,  0; 
A-\-dA*^  B -\- dBj  0,  0.  Daraufhin  überzeugt  man  sich  von  der 
Richtigkeit  der  folgenden  Aussage: 

Ber  Bepräsentant  des  Kugelkreisels  bewegt  sich  so,  dafs  der  BadiusveMor 
vom  Koordinatenanfang  nach  dem  ProjeMionsjmnTct  des  Bepräsentanten  auf 
die  (zweifach  ausgedehnten)  Ebenen  C  =  B  =  0  ie0,  J.  =  j5  =  0  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen  beschreibt. 

Unsere  Impulssätze  n  =  const  und  N  =  const  sind  hierdurch  in 
engste  Beziehung  zu  den  Plächensätzen  der  gewöhnlichen  Punktmechanik 
gebracht^  wie  denn  auch  die  Ableitung  der  Gleichungen  (12)  mit  der 
üblichen  Ableitung  der  Flächensätze  genau  parallel  lief. 
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Um  sodann  den  Satz  der  lebendigen  Kraft  von  Neuem  zu  gewinnen^ 
multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (8)  der  Reihe  nach  mit  A'^  B ,  C\  JD' 
und  addieren. 

Berücksichtigen  wir^  dafs  nach  Gleichung  (11) 

(13)  AA'  +  BB'  +  CO'  +  DD'  =  0 
ist^  so  ergiebt  sich 

M{ÄÄ'-\-  B'B''+  C'C''+  D'D'')  =  P  {AÄ  +  BB'-  CG  —  DD'). 

Wiederum  stehen  rechts  und  links  vollständige  Differentialquotienten. 
Wir  integrieren  daher  und  finden,  unter  h  die  Integrationskonstante 
verstanden  : 

(14)  ~iÄ'+  B''+  C'+D'')  =  y  (^2  +  JS^  —  0^  -  D')  +  h 
oder,  wenn  wir  die  Abkürzungen  aus  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  benutzen 

Wir  sind  somit  zum  Satze  der  lebendigen  Kraft  gelangt  und  zwar 
genau  durch  denjenigen  Prozefs,  den  man  in  der  Mechanik  des  einzelnen 
Punktes  bei  Rechnungen  mit  rechtwinkligen  Koordinaten  anzuwenden 
gewöhnt  ist.  Um  diesen  Satz  im  Sinne  der  vierdimensionalen  Punkt- 
mechanik zu  deuten,  berücksichtigen  wir,  dafs  T  dem  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  des.  Repräsentanten  proportional  ist;  wir  können  dann 
etwa  sagen: 

Unser  Eepräsentant  passiert  iei  seiner  Bewegung  die  einzelne  Niveau- 
fläche V  ==  const.  stets  mit  der  gleichen  Geschwindiglceit,  welche  sich  aus 
der  Konstanten  h,  der  Masse  M  und  dem  Werte  des  m  der  hetr.  Niveau- 
fläche gehörigen  Potentiales  V  nach  der  letzten  Formel  leicht  berechnen  läfst. 

Schliefslich  wollen  wir  noch  die  Gröfse  des  Lagrangeschen  Multi- 
plikators A  berechnen.  Dieser  giebt  uns  den  „ Druck ^^  an,  welchen 
unser  Massenpunkt  auf  die  ihn  führende  Kugelfläche  in  radialer  Richtung 
ausübt,  oder,  wenn  wir  wollen,  die  Spannung  des  von  0  auslaufenden 
Armes,  an  dessen  Ende  unser  Massenpunkt  befestigt  ist.  Wir  multi- 
plizieren zu  dem  Zwecke  die  Gleichungen  (8)  der  Reihe  nach  mit  J., 
jB,  Cj  D  und  addieren.  Dabei  ergiebt  sich  wegen  der  Bedingungs- 
gleichung ^2  _|_  j52  ^  C2  ^  jr)2  _  1. 

^  =  M{AA"+  BB"+  CC"+  DD')  —  P{A'+B'—  G'—D'). 
Es  ist  aber  nach  Gleichung  (13) 

AA"+  BB"+  GG"+  DD"  =  -  {A''+  B"+  C^+  D''), 
also  mit  Rücksicht  auf  (14) 
M(AA"+  BB"+  GG"+  DD")  =  —  P(A'  -j-B'—G'  —  D')  —  2h 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  32 
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Der  angegebene  Wert  von  X  reduziert  sich  daher  auf 

(15)  A  =  —  2  P  (^2  _^  52  _  (72  _  jr)2y  _  2  Ä  =  4  F  -  2  Ä. 

Dieses  Ergebnis  wollen  wir  folgendermafsen  als  Satz  aussprechen: 

'Beim  Durchgänge  durch  die  gleiche  Niveaufläche  F=  const  drückt 
der  Bepräsentant  stets  mit  der  gleichen  Stärke  /l  =  4  F  —  2  h  senkrecht 
gegen  die  ihn  tragende  Kugelfläche. 

Wir  gehen  nun  dazu  über^  die  oben  angekündigte  Revision  unseres 
früheren  Integrationsverfahrens  zu  geben.  Wir  werden  geradezu,  indem 
wir  von  den  Differentialgleichungen  der  Ä^  B,  C,  D  bez.  der  a,  ß^ 
y^  d  ausgehen^  in  gröfster  Kürze  eine  vollständige  und  neue  analytische 
Theorie  der  Kreiselbewegung  entwickeln^  ohne  die  früheren  Resultate 
als  bekannt  vorauszusetzen. 

Durch  die  Gleichungen  (12)  —  (15)  ist  der  Anfang  des  Integrations- 
prozesses in  den  Quaternionengröfsen  A,  B,  G^  D  bereits  gemacht. 
Zur  Weiterführung  benutzen  wir  die  Hülfsgröfse 

(16)  u=  -A^—B^+  C^+D^ 

und  versuchen  diese  als  Punktion  von  t  auszudrücken.     Hierzu   dienen 
folgende  Rechnungen. 
Wir  bilden 

u=2{—  AA'  —  BB'  +  CG'  +  BD') 

und  kombinieren  diese  Gleichung  mit  (13),  wobei  sich  ergiebt: 
(  AA'  +  BB'=  —  ~, 

(17) 

CG'  +  I)D'=  +  ~- 

Darauf  quadrieren  und  summieren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  und 
der  Gleichungen  (12)  und  finden: 

(18)        (^^+ij^)(^-+i?-)  =  ^^üq^^-Z)!. 

Ebenso  folgt  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (17)  und  (12) 

(18')  {0''+B^){G'^^D'^)  =  ^^^^-^^^~^- 

Ferner  haben  wir  wegen  der  Definition  von  u  und  der  Bedingungs- 
gleichung ^2  +  5^  +  0^  +  D'^  =  1 : 

(19) 

SO  dafs  wir  statt  (18)  auch  schreiben  können: 
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A'^-\-B'^== 


SM\1  —  u) 

\2 


^     "1"^     ~"  SM^l  +  u) 

und 

A'2_i    TD^2    ,     /.'2    1     T)'2         M'u' '  +  4.  (n' +  N')  +  S  nNu 
A     +±i     +0     +i;      =  4.M\l-u') 

Mit  diesem  Werte  gehen  wir  in  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  hinein. 

Wir  erhalten  dann: 

wo  U  folgende  Bedeutung  hat: 

(20)  U=^A^MhOi  —  u')~{n'  +  N'  +  2nNu) ~  MPu (l—u^) } ; 
hiernach  bestimmt  sich  t  durch  das  elliptische  Integral 

(21)  '-/^- 

e 

Die  untere  Grenze  e  des  Integrals  denken  wir  uns  in  einen  der 
Wurzelwerte  von  U  ==  0  gelegt.  Die  beiden  anderen  Wurzelwerte 
seien  e'  und  e'\  Wir  führen  sogleich  die  folgenden  Bezeichnungen  für 
einige  charakteristische  Werte  von  t  ein: 

e'  —CO  —1  -}-l 

/c^-i  f\  r  du         .     ,  r  du         .  f^  du  ,7  r  du 

(21)     0  =  1-—=:.     IG)  =  1— =;     %a=  /— =,     10=  I —^ 

^    ^        JVü'  JVü'  Jyu'         J  yu 

e  e  e  e' 

Kehren  wir  die  in  (21)  enthaltene  Beziehung  zwischen  t  und  u 
um^  so  ergiebt  sich  u  als  eine  doppeltperiodische  Funktion  von  t  mit 
den  Perioden  2cö  und  2ic3\  Somit  haben  wir  unsere  früheren  Ent- 
wickelungen  den  neuen  Bezeichnungen  angepafst. 

Nunmehr  gehen  wir  auf  die  ursprünglichen  Differentialgleichungen  (7) 
für  die  a^  ß,  y  j  d  zurück^  welche  für  das  Folgende  doch  bequemer  sind^ 
wie  die  in  den  Quaternionengröfsen  geschriebenen  Gleichungen  (8)^  wie 
sich  später  zeigen  wird.  Hier  tragen  wir  den  Wert  von  A  aus  Glei- 
chung (15)  ein  und  denken  uns  u  als  doppeltperiodische  Funktion  von 
t  berechnet.    Wir  erhalten  so: 


/2P      ...  2Ji  —  P\ 


d^ci 


Die  Differentialgleichungen  für  die  beiden  anderen  Parameter  y  und  d 
sind  den  angegebenen  genau  gleich. 

32* 
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Unser  Problem  hängt  somit  von  der  Lösung  dieser  linearen  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  mit  doppeltperiodiscJien  Koeffizienten  ab. 
Über  solche  Gleichungen  mögen  zunächst  einige  historische  Notizen 
Platz  finden. 

Die  vorstehenden  Differentialgleichungen  gehören  zu  einem  Grlei- 
chungstypus,  welcher  in  der  Litteratur  vielfach  studiert  worden  ist. 
Wir  bezeichnen  sie  als  Lamesche  Gleichungen^  da  sie  Verallgemeinerungen 
derjenigen  Differentialgleichungen  darstellen,  welche  zuerst  von  Lame 
bei  einer  Aufgabe  der  Wärmeleitung  behandelt  worden  sind.  Gegen- 
über den .  allgemeinsten  Gleichungen,  welche  Lames  Namen  tragen, 
sind  unsere  Differentialgleichungen  durch  die  wichtige  Eigenschaft  aus- 
gezeichnet, dafs  ihre  Integrale  eindeutige  Punktionen  von  t  sind.  Solche 
Gleichungen  sind  ganz  besonders  von  Her  mite  und  zwar  gerade  im 
Anschlufs  an  die  Rotationsprobleme  (s.  unten)  untersucht  worden.  Es 
ist  daher  berechtigt,  diese  Gleichungen  allgemein  mit  Hermites  Namen 
zu  belegen  und  sie 'als  den  Hermiteschen  Fall  der  Lameschen  Gleichungen 
zu  bezeichnen. 

Aus  der  Form  der  Differentialgleichung  kann  man  das  Statthaben 
des  Hermiteschen  Falles  nach  allgemeinen  Regeln  folgendermafsen  ent- 
scheiden. Man  suche  die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung 
—  wir  handeln  zunächst  von  der  Gleichung  für  a  —  d.  h.  diejenigen 
Punkte  der  t-Woene  auf,  an  denen  in  der  Entwickelung  der  Integrale 
andere  als  ganzzahlige  Potenzen  vorkommen.  Diese  singulären  Punkte 
sind  in  unserem  Falle  mit  den  Unendlichkeitsstellen  des  Koeffizienten 
von  a  identisch,  welche  keine  anderen  sind,  wie  die  Unendlichkeits- 
stellen der  Funktion  u(t)^  d.  h.  wie  die  Stellen 
t  =  im'  -j-  2m(D  -\-^  2m'i(D\ 

Darauf  mache  man  eine  Potenzentwickelung  an  einer  dieser  Stellen, 
z.  B.  an  der  Stelle  t  =  icj'  und  setze 

a  =  a^^t — i(x)')~'^-\-  a-^(t  —  ia)')~^+^  +  '  *  *; 
wobei  die  Koeffizienten  der  Entwickelung  und  der  Exponent  n  aus  der 
Differentialgleichung   zu   bestimmen   sind.     Für  —   ergiebt   sich   dabei 
eine  Reihe,  welche  mit  dem  Terme 

n  (n  -f-  1) 
(t  —  iooy 

beginnt.  Desgleichen  entwickele  man  den  Koeffizienten  von  a  in  eine 
nach  Potenzen  von  t  —  icj'  fortschreitende  Reihe,  welche  mit  der 
( —  2)*®'^  Potenz  beginnen  wird.    Das  erste  Glied  dieser  Reihe  werde  mit 

m 

{t  —  ioi'Y 
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bezeichnet^  {m  =  ^, Multip] ikator  des  Unendlicliwerdens").    Alsdann  be- 
stimmt sich  n  ans  der  Gleichung 

(23)  n(n-j-l)  =  m. 

Sollen  nun  die  Integrale  unserer  Differentialgleichung  eindeutige 
Funktionen  von  t  werden^  so  mufs  offenbar  n  eine  ganze  Zahl  sein. 
Die  vorstehende  Gleichung  giebt  uns  daher ^  umgekehrt  gelesen ,  eine 
Bedingung^  welcher  der  Multiplikator  m  im  Hermiteschen  Falle  ge- 
nügen mufs.     Wir  sehen  also: 

Das  StattJiahen  des  Hermiteschen  Falles  läfst  sieh  aus  der  Differential- 
gleichiing  heraus  dadurch  beurteilen,  dafs  man  den  Multiplikator  m  auf- 
sucht, mit  welchem  der  Koeffizient  von  a  an  der  Stelle  t  =  ia)'  und  an 
den  äquivalenten  Stellen  unendlich  wird.  Dieser  Multiplikator  mufs  die 
Form  n(n  -{-  1)  haben,  unter  n  eine  ganze  positive  Zahl  verstanden. 

Die  eben  genannte  Bedingung  ist  hier  nur  als  notwendige  Be- 
dingung für  die  Eindeutigkeit  der  Integrale  abgeleitet;  dafs  sie  zugleich 
die  hinreichende  Bedingung  dafür  darstellt ^  ist  auf  Grund  der  Parallelo- 
grammeinteilung der  ^- Ebene  nicht  schwer  zu  sehen^  soll  aber  hier 
übergangen  werden. 

Wir  überzeugen  uns  nun  leicht^  dafs  unser  Kriterium  bei  den 
Gleichungen  (22)  erfüllt  ist.   Wir  betrachten  zu  dem  Zwecke  das  Integral 


u 

.    ,         C  du 


substituieren    wir   u  =  ■—    und    entwickeln    ü    ^    nach    aufsteigenden 

Potenzen  von  v,  so   ergiebt  sich  nach  Ausführung  der  Integration  in 
erster  Annäherung 

,        .    ,  -i/~Mi  -\/~M 

also  umgekehrt 

Führt  man  die  Rechnung  ein  Glied  weiter,  so  erhält  man,  wie  wir 
des  Späteren  wegen  hinzufügen,  in  derselben  Weise: 

Aus  Gleichung  (24)  bestimmt  sich  der  Multiplikator,  von  welchem 
oben  die  Rede  war,  unmittelbar.    Wir  haben  einfach 
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aus  Gleichung  (23)  folgt  daher 

n  =  1. 
Wir  können  hiernach  sagen: 

In  den  Gleichungen  (22)  liegt  wirklich  der  Hermitesche  Fall  der 
Lameschen  Gleichung  vor,  und  swar  das  einfachste  Vorkommnis  desselben, 
der  Unterfall  n  =  1. 

Die  Integrale  der  Hermite-Lameschen  Gleichung  sind  nun^  zumal 
in  dem  einfachsten  Falle  n=lj  sofort  hingeschrieben.  Man  überzeugt 
sich  zunächst,  dafs,  da  die  Differentialgleichung  bei  Vermehrung  von  t 
um  2  03  und  2ica'  völlig  ungeändert  bleibt,  auch  ihre  Integrale  gegen- 
über Vermehrungen  des  Argumentes  um  Perioden  ein  sehr  einfaches 
Verhalten  zeigen  müssen.  Nennt  man  nämlich  zwei  partikuläre  Lösungen 
der  Differentialgleichung  ^^(t)  und  ^gCO;  ^^  ^ocmh  sich  ^^{t  -\-  2(o)y 
^-^{t  -\-  2iG3')  (und  ebenso  ^^{t  -\-  2(o),  z^{t  -\- 2i(x)'))  aus  ^-^  und  z^ 
linear  zusammensetzen  lassen.  Durch  spezielle  Auswahl  der  partikulären 
Lösungen  z^  und  z^  kann  man  sogar  erreichen,  dafs  ^^(^+2ca)  und 
z^(t -\- 2iG}')  direkt  mit  ^-,^(1^)  proportional  wird,  so  dafs  also 

z^{t  +  2ß))  =  ^^1  (0;     h  {t  +  2icD')  =  (5^^  (t) 
wird.    Entsprechend  läfst  sich  die  andere  partikuläre  Lösung  0^  wählen. 
Das    Verhalten    dieser    Partikular -Lösungen     gegenüber    wiederholten 
Periodenzuwächsen  ist  hiernach  klar. 

Nun  bezeichneten  wir  eindeutige  Punktionen  von  t,  welche  sich 
bei  Vermehrung  des  Arguments  um  Perioden  in  dieser  Weise  „multi- 
plikativ^^  verhalten,  allgemein  als  elliptische  Funktionen  zweiter  Art. 
Dieselben  können,  wie  wir  wissen,  als  Produkt  eines  Exponentialfaktors 
und  eines  #- Quotienten  dargestellt  werden,  wobei  so  viele  '0'- Funktionen 
im  Zähler  und  Nenner  auftreten,  als  der  Grad  der  Funktion,  d.  h.  die 
Anzahl  der  im  einzelnen  Periodenrechteck  gelegenen  TJnendlichkeits- 
stellen  beträgt.  Diese  Anzahl  ist  im  Falle  der  Hermite-Lameschen 
Gleichung  überdies  von  vornherein  bekannt.  Wir  sahen  nämlich,  dafs, 
wenn  m  =  n{n-{-l)  ist,  eine  und  nur  eine  ^- fache  Unendlichkeits- 
stelle bei  t  =  im'  (und  den  äquivalenten  Punkten)  vorhanden  war. 
Die  aus  dem  Multiplikator  m  zu  bestimmende  Zahl  7^  giebt  also  direkt 
den  Grad  der  elliptischen  Funktionen  an.  Wir  gewinnen  also  das 
folgende  Resultat: 

Die  Hermite-Lamesche  Gleichung  tvird  allgemein  durch  elliptische 
FimMionen  zweiter  Art  n^^  Grades  integriert  In  dem  hier  vorliegenden 
einfachsten  Falle  n=l  reichen  wir  insbesondere  mit  elliptischen  Funktionen 
0^veiter  Art  ersten  Grades  aus. 

Wir  bemerken  ferner,  dafs  unsere  Differentialgleichung  bei  Ver- 
tauschung von  t  mit  —  t  völlig  ungeändert  bleibt.    Daraus  folgt,  dafs 
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zugleicli  mit  0  (t)  immer  aucli  0  ( —  t)  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung darstellt.  Ist  insbesondere  ^(t)  als  eine  der  multiplikativen 
partikulären  Lösungen  gewählt^  so  ist  auch.  0  ( —  f)  eine  multiplikative 
Lösung,  welche  im  allgemeinen  von  0(t)  yerschieden  ist.  Wir  können 
also  die  im  Vorstehenden  genannten  Lösungen  0-^  und  0^  he0.  gleich  set0en: 

^1  =  ^(0?   ^2==^(— 0- 

Im  Übrigen  fügen  wir  die  selbstverständliche  Bemerkung  hinzu: 

Die  allgemeine  Lösung  ergiebt  sich   aus  unsern   Partihularlösungen 
in  der  Form 

(25)  c,0(t)  +  c,s{-t), 

WO  q  und  c^  die  willkürlichen  Lntegrationskonstanten  sind. 

In  unserem  Falle  7i  =  1  hat  0  (t)  die  folgende  einfache  Form 

(26)  ^(')-'^"a^y 

wo  die  eingeführten  Konstanten  /l  und  t-^  aus  der  Differentialgleichung 
zu  bestimmen  sind.  Die  folgende  Rechnung^  welche  zu  dieser  Kon- 
stantenbestimmung dient,  läfst  gleichzeitig  erkennen,  dafs  0(t)  bei 
richtiger  Konstantenwahl  der  in  Rede  stehenden  Differentialgleichung 
wirklich  genügt,  und  liefert  somit  einen  expliciten  Beweis  der  sämt- 
lichen vorhergehenden  Bemerkungen. 
Wir  betrachten  vorerst  die  Grölse 

z"        d^  log  z    ,    (dlogzy  ^ 
'^  \    dt    ) 


z 


dt^ 


(^^)    I  dnogd^{t~t^) dnog^{t  —  i(o')    .    /.    ,    dlogd^(t~t^) dlogd^(t—ia)y 

~"  dt^  dt^  i-V'^T-  ^^  ^^  ) 

Dieselbe  wird  nur  an  den  Stellen  t  =  t-^  und  t  =  i(o'  sowie  an  den 
äquivalenten  Stellen  unendlich,  und  zwar  an  den  ersteren  von  der 
ersten,  an  den  letzteren  von  der  zweiten  Ordnung.  Entwickeln  wir 
nämlich  -^  nach  dem  Taylorschen   Lehrsatze  bei  i^  ==  0,    so   er- 

giebt sich 

also 

y^^ )  dt''     ~     *^   •"  3^'(o)    "T       • 

Mithin  lautet  die  Entwickelung  unseres  obigen  Ausdrucks  an  den 
Stellen  t  =  t^  bez.  t  =  ico^^  wenn  wir  nur  die  unendlich  werdenden 
Terme  hinschreiben: 

Z''  2 


z"  2  I  2         /,     ,     d\<dg^{i(Q'  —t^)\     ,  .p..      ,         .     ,s 


z  t  —  t^ 

Z  0  —  ico') 
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Wir  können  nun  durch.  Wahl  von  l    die  Unendlichkeitsstelle  bei 
t  =  t-^  in  Fortfall  bringen;  wir  brauchen  nur  zu  setzen 

-  d  log  -O-  {t^  —  ica') 

gleichzeitig  verschwindet  dann  auch  in  unserer  zweiten  Entwickelung 
der  Term  mit  (i^  —  iG)')~'^.     Diese  lautet  daher  jetzt: 

(29)  ,  ?  =  (r=W  +  --- 

oder,  wenn  wir  noch  das  konstante  Glied  der  Potenzreihe  mitnehmen 
wollen : 

^"^^ ^       z~(t  —  i(x>y      \        dt^        1  ~^,  3^'(o)'» 

Ferner  sieht  man  es  der  in  (27)  gegebenen  Darstellung  sofort  an, 

dafs  —   eine   doppeltperiodische   Funktion  von   den  Perioden  2  a)   und 

2ico'  ist.  Es  werden  daher  die  Entwickelungen  (28)  und  (29)  aufser 
für  die  Stellen  t  =  t^  und  t  ==  im'  auch  für  die  sämtlichen  äquivalenten 
Stellen  gültig  sein.  Mithin  werden  bei  unserer  Wahl  von  l  aufser  der 
Stelle  t^==t-^  auch  die  sämtlichen  mit  ihr  äquivalenten  Stellen  als 
Unendlichkeitsstellen  in  Fortfall  kommen  und  es  wird  andrerseits  die 
Gleichung  (29)  nicht  nur  an  der  Stelle  t  =  i(o\  sondern  auch  an  den 
sämtlichen  äquivalenten  Stellen  gültig  sein.    Somit  haben  wir  bewiesen: 

Bei   tmserer  Wahl  von  l  ist  —    eine    doppeltperiodische    Funktion 

von  t,  tvelche  an  den  Stellen  t  =  ico'  und  den  äquivalenten  Stellen  und 
nur  an  diesen  von  der  zweiten  Ordnung  mit  dem  Multiplikator  2  im- 
endlieh  wird. 

Eine  ebensolche  Funktion  ist  aber  nach  obigem 

2  P     ... 

Die  Differenz  beider  wäre  also  eine  doppeltperiodische  Funktion,  welche 
für  keinen  Punkt  der  ^- Ebene  unendlich  wird.     Eine  solche  Funktion 
reduziert   sich   aber   notwendiger  Weise    auf   eine   Konstante    c.    Wir 
haben  also: 
(30)  ^_i|,,(0  =  c. 

Dies  ist  direkt  eine  Lamesche  Gleichung.    Wir  sehen  mithin: 
Bei  der  ohigen  Wahl  von  l  genügt  unsere  elliptisehe  Funktion  ersten 
Grades  0(t)  der  Hermite-Lameschen  Gleichung 


(30')  ,"^(^u{t)  +  c). 
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Die  in  dieser  Grieicilung  vorkommende  Gröfse  c  hängt  dabei  von 
der  noch  disponibeln  Konstanten  t^  ab.  Durch  passende  Wahl  dieser 
Konstanten  wird  es  daher  möglich  sein^  der  Konstanten  c  einen  be- 
liebigen Wert  zu  erteilen j  und  es  insbesondere  so  einzurichten ,  dafs  die 
vorstehende  Gleichung  direkt  in  die  erste  oder  zweite  der  Gleichungen  (22) 
übergeht. 

Um  dieses  zu  erreichen^  drücken  wir  zunächst  die  Gröfse  c  in 
einer  für  das  Folgende  bequemen  Weise  durch  t^  aus.  Wir  setzen  zu 
dem  Zwecke  in  (30)  t===ic3'  und  schreiben: 

(31)  ^=l?-¥^(*)  +  5«(0);^,.„, 

Darauf  betrachten  wir  den  Ausdruck: 

derselbe  ist  eine  doppeltperiodische  Funktion  von  den  Perioden  2  co 
und  2ic3'j  welche  an  keiner  Stelle  der  ^ Ebene  unendlich  wird.  In  der 
That  heben  sich  die  bei  t  =  im  und  den  äquivalenten  Punkten  ge- 
legenen Unendlichkeitsstellen  des  ersten  und  zweiten  Termes  nach  den 
Gleichungen  (24)  und  (28')  gerade  auf.  Unser  Ausdruck  ist  also  eine 
Konstante j  so  dafs  wir  schreiben  können: 

Den  Wert  von  q  bestimmen  wir  auf  doppelte  Weise  ^  indem  wir 
einmal  t  ==  ia  und  ^f  =  —  1 ,  das  andere  Mal  t=  cd  —  ih  und  ^t  =  -f- 1 
setzen.    Wir  erhalten  so 

_  (d^\og%^{t~  i(^')\  P 

^1  ~~  V  dt^  )  M 

t  =  ia 

und 

__  / dnog  ^  (t  —  ico')\  P 


j^y\       , 


1         \  dt^  /  ^    M 

Entsprechend  ergiebt  sich  für  ^^(i^)  der  doppelte  Ausdruck 

P      /j\  _         dUogd^(t  —  i(o')     ,    (dUog  ^(t  —  ia)\  P 

t  =  ia 

und 

P       .  .  _         dUog  d^(t  —  i(x)')     ,     (d^  log^jt—  ia}')\  ,     P 

t=z(x)  —  ib 

Wir  schreiben  uns  insbesondere  die  hieraus  folgenden  Entwick- 
lungen an  der  Stelle  t  =  im'  hin^  welche  wir  mit  dem  konstanten 
Gliede  abbrechen;  sie  lauten  nach  (28'); 
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bez. 

Diese  Entwickelungen  setzen  wir  rechterhand  in  Gleichung  (31) 
für  das  dritte  Glied  ein.  Gleichzeitig  ersetzen  wir  das  erste  und  zweite 
Glied  durch  die  Entwickelungen  (29')  und  (24').  Alsdann  heben  sich, 
wie  es  sein  mufs,  die  für  t  =  ico'  unendlich  werdenden  Bestandteile 
heraus  und  wir  bekommen: 


(32)  c  =  -[ -^, )       +[ j^, ) ^^ 

f  =  iü}  t^=ict 

bez. 

(cinog&{t~t,)\  ,    {d'log»it-ico')\  2h -P 

(^d/  j  c  —  —  \^     —jp        ;      -f-  y  jj-,         ;  ^  ■ 

t=  ico  1  =  0)  —  ib 

Somit  haben  wir  für  die  in  Gleichung  (30')  eingehende  Konstante  c 
zwei  verschiedene  Darstellungen  gewonnen.  Wir  benutzen  sie  dazu, 
um  die  Gröfse  t^  in  solcher  Weise  zu  bestimmen,  dafs  Gleichung  (30') 
in  die  erste  oder  zweite  der  Gleichungen  (22)  übergeht.  Dies  erreichen 
wir  dadurch,  dafs  wir  einmal 

(33)  t^  =  ia, 
das  andere  Mal 

(33')  t^  =  c3  —  ih 

setzen,  wobei  nach  (32)  und  (32')  in  der  That 

_         2h+P 
^~  M 

bez. 

_  _  2h— P 

^  ~  M 

wird.  Wählen  wir  also  die  in  imserer  elliptischen  Funktion  ^(t)  vor- 
hommenäCy  noch  disponible  Konstante  t-^  so,  wie  in  den  Gleichimgen  (33) 
und  (33')  angegeben,  so  haben  wir  in  den  so  entstehenden  FimUionen 
Partikularlösungen  der  beiden  Gleichungen  (22)  vor  uns. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  dals  unsere  Parameter  a 
und  ß  diesen  Partikularlösungen  bis  auf  einen  konstanten  Faktor 
gleich  sind. 

Zunächst  werden  wir  den  Wert  von  a  nach  dem  Schema  der  all- 
gemeinen Lösung  (25)  in  der  Form  anzusetzen  haben: 

(34)  a  =  c^^{t)  +  c,s{-t). 
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Der  zu  a  konjugierte  Parameter  S  lautet  dann,  da  wegen  der  be- 
sonderen Form  Yon  0(t)  unsere  Lösungen  0(t)  und  ^( — t)  konjugiert- 
imaginäre  Grröfsen  sind: 
(340  d  =  c,0{t)+c,0{-t), 

unter  c-^  und  c^  die  zu  c^  und  c^  konjugierten  Konstanten  verstanden. 

Wir  werden  nun  sehen,  dals  wir  entweder  c^  (und  also  auch  c^) 
oder  c^  (und  also  auch  ^i)  gleich  Null  setzen  müssen. 

Wir  benutzen  zu  dem  Zwecke  die  aus  den  Definitionsgleichungen 
der  a^  ß,  y,  d  von  pag.  21  folgenden  Gleichungen : 

(35)  a8  =  --^,      ßy=—^--. 

Die  erste  derselben  zeigt,  dafs  die  Nullstellen  von  a  und  ö  mit  denen 
von  u-\-  1,  d.  h.  mit  den  Stellen  i^  =  +  ^a  -|-  2  mco  -\-  2m'i(o'  über- 
einstimmen. Setzen  wir  also  t  =  ia^  so  mufs  entweder  a  oder  d  ver- 
schwinden. In  den  Gleichungen  (34)  haben  wir  daher  entweder  ^2  =  0 
oder  c-^  =  0  zu  nehmen.  Setzen  wir  andrerseits  t  =  —  ia,  so  ergiebt 
sich  auf  dieselbe  Weise,  dafs  wir  entweder  c^  =  0  oder  c^  =  0  nehmen 
müssen.  Wir  haben  also  in  der  That  die  beiden  oben  bezeichneten 
Möglichkeiten,  entweder  c^  oder  c^  gleich  Null  zu  setzen.  Ob  wir 
dieses  oder  jenes  thun  wollen,  macht  keinen  grofsen  Unterschied  aus. 
In  jedem  Falle  ergiebt  sich,  dafs  unsere  Parameter  a  und  8  den  parti- 
kulären Lösungen  0  (t)  und  ^  ( —  t)  direM  proportional  sind. 

Wählen  wir  z.  B.  c^==^0 ,  so  bekommen  wir,  indem  wir  für  ^  {ß)  und 
die  darin  vorkommenden  Konstanten  die  gefundenen  Ausdrücke  eintragen: 

d-'  {ia—i(a) 

^{ia  —  ioj')  *    ^it  —  ia) 


■■G.  e 


^(t  —  im')  ' 

■9-'  {ia  —  iia) 
'  d-{ia  —  i(J)  ^    ^  (t+ia) 


d'(t-{-  i(o') 

(Hätten  wir  die  andere  Möglichkeit  q  =  0   gewählt,    so   würden  sich 
nur  die  Ausdrücke  von  a  und  d  gegenseitig  ausgetauscht  haben.) 

Ganz  ebenso  findet  man  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (35), 
wenn  man  das  eine  Mal  t  =  co  —  ih ,  das  andere  Mal  t  =  —  co  -\-  ih 
setzt,  dafs  auch  ß  und  y  direkt  den  multiplikativen  Partikularlösungen 
unserer  zweiten  Gleichung  (22)  bis  auf  einen  Faktor  gleich  sind.  Die 
Ausdrücke  von  ß  und  y  werden  auf  solche  Weise: 

^'  (co  —  ib  —  i  (xi  ) 

n d-{M  —  ih  —  ioi)^  ^(t  —  CO  -\-  ih) 

t9"'  (ty  —  ib  —  ico') 
~  ^(aj  —  ib  —  i(x)')   &(t  -j-  CO  —  ib) 
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Somit  haben  wir  unsere  früheren  Werte  der  a^  ßy  y ^  8  (vergl. 
pag.  420  und  428)  auf  kürzestem  und  direktestem  Wege  wiedergewonnen. 
Es  bleibt  nur  noch  die  Bestimmung  der  multiplizierenden  Konstanten  q 
und  Cg  übrige  welche  sieb  genau  auf  die  pag.  425  und  426  angegebene 
Weise  bewerkstelligen  lälst.  Wir  brauchen  hierauf  nicht  nochmals 
einzugehen. 

.  Die  Differentialgleichungen  für  die  A^  B^  G,  D,  welche  ebenfalls 
Lamesche  Gleichungen  und  von  denen  für  die  a,  ß,  y,  d  überhaupt 
nicht  verschieden  sind,  lassen  sich  natürlich  genau  ebenso  integrieren. 
Die  Vereinfachung,  welche  die  a^  ß,  y,  d  gegenüber  den  Ä^  B,  G,  D 
mit  sich  bringen,  kommt  erst  in  den  Endresultaten  zur  Geltung,  wo 
sich  zeigt,  dafs  die  «,  /3,  7,  d  den  multiplikativen  Partikularlösungen 
unserer  Lameschen  Gleichungen  direkt  proportional  sind,  während  sich 
die  Äj  Bj  C,  D  aus  ihnen  linear  zusammensetzen.  — 

Der  Hauptzweck,  den  wir  mit  diesem  Nachtrag  verfolgten:  zu 
zeigen,  dafs  unsere  Parameter  «,  /3,  7,  d  nicht  nur  für  die  Formulierung 
der  Schlulsresultate,  sondern  auch  für  die  direkte  Integration  des 
Kreiselproblems  von  Nutzen  sind,  ist  hiermit  erreicht. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  das  hier  gegebene  Integrationsverfahren 
genau  den  Intentionen  Hermite's  entspricht,  welche  dieser  Autor  in 
seinen  berühmten  Untersuchungen  über  die  Anwendungen  der  elliptischen 
Funktionen  (den  pag.  151  citierten  Applications  des  fonctions  elliptiques) 
niedergelegt  hat.  Während  aber  Hermite  von  dem  Problem  des  schweren 
Kreisels  nur  den  Spezialfall  des  gewöhnlichen  sphärischen  Pendels  be- 
handelt, gelang  es  uns,  dank  der  Einführung  der  «,  ß,  y,  d  seine  Methode 
auf  die  Behandlung  des  schweren  Kugelkreisels  (unseres  vierdimensio- 
nalen  sphärischen  Pendels)  auszudehnen,  von  welchem  der  Übergang 
zu  einem  beliebigen  symmetrischen  Kreisel  jederzeit  nach  den  früheren 
Regeln  möglich  ist.  Und  während  Hermite  für  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  ^,  ^,  0  des  gewöhnlichen  sphärischen  Pendels  bez.  für 
deren  komplexe  Verbindungen  x  +  W?  ^  —  ^V?  ^  elliptische  Punktionen 
zweiter  Art  zweiten  Grades  findet,  ergeben  sich  für  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  Ä,  B,  G,  D  unseres  vierdimensionalen  sphärischen  Pendels 
oder  vielmehr  für  deren  komplexe  Verbindungen  a,  ß,  y,  d  elliptische 
Funktionen  ersten  Grades,  so  dafs  also  die  Hermiteschen  Resultate  selbst 
durch  das  Vorstehende  eine  Vereinfachung  erfahren.  Um  die  vollständige 
Parallelität  der  Hermiteschen  und  der  hier  gegebenen  Entwickelungen 
zu  würdigen,  vergleiche  man  insbesondere  pag.  109  u.  ff.  des  genannten 
Werkes. 

Gleichzeitig  werden  wir  durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  noch 
§inem  anderen  in  der  Litteratur  bereits  vorliegenden  Ansätze  gerecht. 
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Herr  Tait  stellt  sich  nämlich  in  der  pag.  142  citierten  Arbeit  die 
Aufgabe^  allgemein  die  Rotationsprobleme  auf  Grund  der  Quaternionen- 
theorie  zu  behandeln.  Besonders  elegant  sind  seine  Resultate  im  kine- 
matischen Teile;  aber  auch  im  kinetischen  Teile  finden  sich  bemerkens- 
werte Ansätze^  welche  enge  mit  unsern  letzten  Betrachtungen  zusammen- 
hängen. Dabei  fafst  Tait  unsere  vier  Quaternionenparameter  A,  B,  0,  D, 
wie  es  in  der  Quaternionentheorie  üblich  ist,  in  die  eine  komplexe  Grröfse 

q===iA  +  jjB-i-'kC-i-D 

zusammen  und  bildet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher 
diese  Gröfse  genügt  (vgl.  insbesondere  Art.  30  der  genannten  Arbeit), 
und  zwar  sogleich  für  den  allgemeinsten  Fall  einer  beliebigen  un- 
symmetrischen Massenverteilung  und  eines  beliebigen  äufseren  Kraft- 
systems. Indessen  gelingt  es  ihm  nicht,  von  dieser  Differentialgleichung 
aus  zu  einer  allgemeinen  Integration  vorzudringen,  vielmehr  erklärt  er 
diese  Aufgabe,  wie  es  bei  der  angestrebten  Allgemeinheit  kaum  anders 
möglich  ist,  für  „unentwirrbar  kompliziert^^. 

Unsere  obigen  Betrachtungen  zeigen  nun,  dals  in  dem  allerdings 
ganz  speziellen  Fall  des  schweren  Kugelkreisels  die  Differentialgleichung 
für  die  Quaternion  q  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  vier 
Differentialgleichungen  für  die  Quaternionenkomponenten  Ä^  J5,  C,  D 
eine  äulserst  einfache  Gestalt  annehmen  und  ein  sehr  elegantes  Integra- 
tionsverfahren zulassen.  Gleichzeitig  erkennen  wir  aber,  dafs  es  für 
die  analytische  Durchführung  der  Integration  praktisch  ist,  von  den 
Quaternionengröfsen  Ä,  jB,  C,  D  wieder  zu  unseren  Parametern  «,  /3, 
7,  d  überzugehen,  welche  in  analytischer  Hinsicht  von  unübertrefflicher 
Einfachheit  sind.  Jedenfalls  werden  wir  hiernach  unser  vorliegendes 
Integrationsverfahren  als  spezielle  Durchführung  des  den  Vertretern  der 
Quaternionentheorie  in  Sachen  der  Rotationsprobleme  vorschwebenden 
Ideales  ansehen  dürfen. 

Was  die  Beziehung  der  Kreiselbewegung  zur  Punktmechanik  be- 
trifft, so  bemerken  wir,  dafs  die  obigen  Auseinandersetzungen  als  ein 
spezielles  Beispiel  für  eine  allgemeine  mathematische  Methode  anzusehen 
sind,  nach  welcher  man  jedes  noch  so  komplizierte  mechanische  Problem 
in  gewissem  Sinne  als  ein  Problem  der  Punktmechanik  auffassen  kann. 
Man  ordnet  nämlich  dem  mechanischen  System,  wie  oben  geschehen, 
einen  einzelnen  Massenpunkt,  einen  „Repräsentanten^^  zu,  indem  man 
die  Lagenkoordinaten  des  Systems  als  Koordinaten  des  Repräsentanten 
deutet.  Dabei  wird  man  entsprechend  der  Anzahl  der  benutzten 
Lagenkoordinaten  in  einen  Raum  von  eventuell  höherer  Dimensionen- 
zahl   geführt.     In    diesem  Räume   legt   man  ferner  im   Anschlufs   an 
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den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  eine  geeignete  Bestimmung  über 
die  Messung  der  Entfernungen  zu  Grunde;  man  berechnet  nämlich, 
die  Entfernung  zweier  unendlich  benachbarter  Punkte  oder^  wie  man 
sich  kürzer  ausdrückt^  das  Linienelement  des  betreffenden  Raumes 
durch  die  Gleichung 

dS^=:2Tdt\ 

wo  die  rechte  Seite  ersichtlich  eine  definite  quadratische  Form  der 
unendlich  kleinen  Koordinatendifferenzen  der  beiden  Punkte  wird^  und 
definiert  im  Übrigen  die  Bewegung  des  Massenpunktes  wieder  durch 
das  Bestehen  der  Lagrangeschen  Gleichungen. 

Dann  entsprechen  sämtliche  Lagen  ^  welche  der  Repräsentant  bei 
der  so  definierten  Bewegung  einnimmt^  sämtlichen  Lagen ^  welche  das 
ursprüngliche  mechanische  System  nacheinander  durchläuft.  Die  Be- 
wegung des  Repräsentanten  wird  ein  genaues  Abbild  von  der  Bewegung 
des  Systems. 

Es  ist  klar^  dafs  die  hier  skizzierte  mehrdimensionale  Punkt- 
Auffassung  der  mechanischen  Probleme  im  Grunde  nur  eine  TJmdeutung 
der  ursprünglichen  Fragestellung  ist.  Sie  vermittelt  keine  eigentlich 
neue  Erkenntnis^  sondern  gestattet  nur  eine  in  vielen  Fällen  bequeme 
Formulierung  desselben  Sachverhaltes. 

Wie  nützlich  diese  punktmechanische  Auffassung  immerhin  werden 
kann,  zeigt  gerade  am  deutlichsten  unser  Beispiel  des  Kugelkreisels. 
Hier  führte  uns  die  Analogie  mit  dem  auf  einer  vierdimensionalen 
Einheitskugel  beweglichen  Massenpunkte  zu  einer  wesentlichen  Ver- 
einfachung des  Integrationsverfahrens  und  gestattete  uns,  die  von  früher 
her  bekannten  Integralsätze  der  Kreiselbewegung  in  neuer  und  sehr 
anschaulicher  Weise  aufzufassen  und  auszusprechen. 

So  einfach  wie  im  vorliegenden  Falle  wird  die  punktmechanische 
Deutung  im  Allgemeinen  allerdings  nicht  ausfallen.  Man  mufs  nämlich, 
wie  bereits  angegeben,  in  dem  Räume,  in  welchem  die  Bewegung  des 
Repräsentanten  verfolgt  werden  soll,  allgemein  zu  reden,  eine  von  der 
gewöhnlichen  abweichende  Bestimmung  über  das  Mafs  der  Entfernungen 
zu  Grunde  legen  und  mufs  dementsprechend  eine  kompliziertere  und 
willkürliche  Art  von  Geometrie  und  Mechanik  postulieren.  Demgegen- 
über besteht  das  Bemerkenswerte  an  unseren  obigen  Ausführungen 
gerade  darin,  dafs  wir  hier  mit  der  elementaren  Euklidischen  Geometrie 
auskommen,  indem  wir  alle  Eigenschaften  des  realen  dreidimensionalen 
Raumes  direkt  auf  den  vierdimensionalen  Raum  unseres  Repräsentanten 
übertragen. 

Den  Mathematikern  ist  die  in  Rede  stehende  mehrdimensionale 
Auffassung    der   mechanischen   Probleme    seit  den   wichtigen  Arbeiten 
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Yon  Beltrami*)  aus  dem  Jahre  1869  und  von  Lipschitz**)  aus  dem 
Jahre  1872  geläufig.  In  weiteren  Kreisen  dürfte  sie  aber  erst  durch 
das  schöne  Werk  von  Hertz  über  die  Prinzipien  der  Mechanik  vom 
Jahre  1894  Eingang  gefunden  haben^  welches  ganz  und  gar  auf  diesen 
mehrdimensionalen^  punktmechanischen  Vorstellungen  beruht.  — 

Wir  beschliefsen  dieses  Kapitel^  indem  wir  die  historischen  Notizen 
von  pag.  429  und  430  durch  einige  neue  und  sehr  interessante  Angaben 
vervollständigen. 

Als  der  Druck  dieses  Heftes  in  der  Hauptsache  bereits  beendet 
war^  wurden  wir  von  Herrn  0.  Bolza- Chicago  darauf  aufmerksam  ge- 
macht^ dafs  Weierstrass  bereits  im  Jahre  1879  bei  Gelegenheit  einer 
Vorlesung  i^&er  die  Anwendungen  der  elliptischen  Funktionen  unsere  cc^  ß^ 
y  y  d  zur  Darstellung  der  Bewegung  des  schweren  symmetrischen  Kreisels 
verwertet  hat.  Eine  Ausarbeitung  dieser  Vorlesung  ist  uns  von 
Herrn  J.  Hänlein-Berlin  in  liebenswürdigster  Weise  zur  Verfügung 
gestellt.  Beiden  Herren  möchten  wir  an  dieser  Stelle  unsern  besten 
Dank  aussprechen. 

Weierstrass  betont  in  jener  Vorlesung  zunächst,  dafs  die  Be- 
trachtung der  neun  Richtungscosinusse  bei  dem  Problem  des  schweren 
symmetrischen  Kreisels  rechnerische  Komplikationen  mit  sich  bringt, 
welche  man  vermeidet,  wenn  man  zur  Festlegung  der  einzelnen  Drehung 
die  drei  in  der  Anmerkung  von  pag.  60  genannten  Eulerschen  sym- 
metrischen Drehungsparameter  l,  ^^  v  benutzt.  Von  diesen  geht  er 
mittels  der  Proportion  X  :  ^  :  v  :  1  ==  Ä:  B  :  C  :  D  zu  unseren  vier 
Quaternionengröfsen  über,  welche  durch  Hinzufügung  der  Bedingungs- 
gleichung -4^-f-jB^-|-  C^  -\-  D^  ==  1  bis  auf  einen  gemeinsamen  Vor- 
zeichenwechsel festgelegt  werden.  Die  geometrische  Bedeutung  der 
Ä,  B^  Cj  D  wird  in  dem  Sinne  der  Gleichungen  (14)  von  pag.  38 
mit  Hülfe  von  Drehungsaxe  und  Drehungswinkel  erläutert.  Endlich 
bildet  Weierstrass  die  komplexen  Verbindungen  Ä  -j-  iB^  C  -f-  iD, 
d.  h.  im  Wesentlichen  zwei  von  unsern  vier  Parametern  a^  ß,  7,  ö 
und  bestimmt  diese  als  elliptische  Funktionen  zweiter  Art  ersten 
Grades  mittels  gewisser  Formeln,  welche  sich,  auf  den  Fall  des  Kugel- 
kreisels spezialisiert,  genau  mit  unserer  Darstellung  von  pag.  420  und 
428  decken.  (Ein  rein  äufserlicher  Unterschied  besteht  darin,  dafs 
Weierstrass  die  ^-Funktion  statt  der  '^'-Function  verwendet  und  übrigens 
A,  ft,  V,  Q  statt  Ay  B,  Gy  D  schreibt.) 

*)  Mem.  deir  Istituto  di  Bologna,  ser.  II,  t.  VIII,  Teorica  generale  dei  para- 
metri  diiFerenziali. 

**)  Grelles  Journal  Bd.  74,  Untersuchung  eines  Problems  der  Variationsrechnung, 
in  welchem  das  Problem  der  Mechanik  enthalten  ist. 


512      VI.  Darstellung  der  Kreiselbewegung  durch  elliptische  Funktionen. 

Dagegen  fehlt  bei  Weierstrass  (abgesehen  von  den  Ausführungen 
des  letzten  Paragraphen)  die  Beziehung  der  Parameter  a^  ß,  y^  d  zu 
der  komplexen  Variabein  ^  welche  wir  uns  auf  der  Riemannschen  Kugel- 
fläche ausgebreitet  dachten^  und  die  Gleichung  für  die  lineare  Trans- 
formation dieser  Variabeln  bei  Ausführung  der  Drehung  (a,  ß,  y,  d)\ 

Was  nun  speziell  diesen  letzteren  Punkt  betrifft^  so  sind  wir  in- 
zwischen in  der  Lage^  einen  noch  viel  älteren  und  noch  viel  interessanteren 
historischen  Nachweis  beizubringen.  Bei  der  kürzlich  erfolgten  Durch- 
sicht des  Gaufsischen  Nachlasses  hat  sich  nämlich  gezeigt^  dafs  diese 
ganze  Vorstellungs weise  bereits  Gaufs  vollständig  geläufig  war,  und 
ferner,  dals  die  Grundlagen  der  Quaternionentheorie  explicite  in  den 
gelegentlichen  Aufzeichnungen  von  Gaufs  enthalten  sind.  Wir  eitleren 
zu  diesem  überraschenden  Ergebnis  einige  Sätze  aus  einer  vorläufigen 
Mitteilung  ,,Über  den  Stand  der  Herausgabe  von  Gaufs'  Werken",  Nachr. 
der  Kgl.  Ges.  der  Wiss.  zu  Göttingen,  Heft  1,  1898: 

"^^  Gaufs  hat  bereits  genau  so,  wie  später  Riemann,  eine  komplexe 
Variable  ^  =  x  ~\-  iy  auf  der  Kugel  gedeutet  und  hat  gewufst,  dafs 
sich  die  Drehungen  der  Ku|el  um  ihren  Mittelpunkt  durch  lineare 
Substitutionen  dieses  ^  von  bestimmter  einfacher  Bauart  darstellen! 
Und,  was  noch  überraschender  scheinen  kann,  er  hat  die  „Mutationen 
des  Raumes"  (wie  er  sagt),  d.  h.  die  Drehungen  des  Raumes  um  den 
Koordinatenanfangspunkt,  verbunden  mit  einer  beliebigen  von  letzterem 
auslaufenden  Ähnlichkeitstransformation,  bereits  1819  durch  dieselben 
vier  Parameter  dargestellt,  welche  die  spätere  Quaternionentheorie  benutzt; 
er  bezeichnet  den  Inbegriff  dieser  vier  Parameter  als  „Mutationsskala" 
und  giebt  die  expliciten  Formeln  für  die  Zusammensetzung  zweier 
Skalen  (also  die  Multiplikation  zweier  Quaternionen) ,  wobei  er  die 
symbolische  Schreibweise  (ah cd)  -  {aßy  d)  =  {AB Gl))  benutzt  und 
ausdrücklich  bemerkt,  dafs  es  sich  dabei  um  einen  nicht  kommutativen 
Prozefs  handelt!" 

Um  noch  einmal  auf  die  oben  genannte  Weierstrassische  Vor- 
lesung zurückzukommen,  so  bemerken  wir,  dafs  Weierstrass  bei  der. 
Behandlung  des  kräftefreien  Kreisels  die  a,  ß,  y^  8  nicht  verwendet. 
Vielmehr  geht  er  hier  auf  die  Jacobischen  Richtungscosinus  aus,  die 
er  nach  vorheriger  Integration  der  Eulerschen  Gleichungen  ziemlich 
direkt  als  elliptische  Funktionen  ersten  Grades  hinzuschreiben  vermag. 
Ein  kurzer  Bericht  über  diese  Methode  findet  sich  in  dem  Mathematischen 
Wörterbuch  von  Hoffmann-Natani,  Bd.  VI,  pag.  273,  unter  „Rotation^^ 
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Anzeige  von  Heft  III  der  Kreiseltheorie. 


Nach  längerer  Pause,  welche  durch  meinen  Übergang  in  ein  neues 
Lehramt  bedingt  wurde ,  folgt  auf  das  zweite  Heft  der  Theorie  des 
Kreisels  (erschienen  1898)  nunmehr  ein  drittes  Heft.  Dasselbe  bildet 
nicht,  wie  es  beabsichtigt  war,  den  Schluß  des  Werkes;  es  zeigte  sich 
nämlich,  daß  sich  der  Stoff  außerordentlich  dehnte,  sobald  das  all- 
gemeine mathematische  Schema  der  Theorie,  gemäß  dem  ursprünglichen 
Plane  des  Werkes,  auf  die  besonderen  Bedingungen  des  Versuches  oder 
auf  die  mannigfachen  Fragestellungen  der  yerschiedenen  an  der  Kreisel- 
theorie interessierten  Spezialwissenschaften  angewandt  wurde.  Deshalb 
sind  in  diesem  Hefte  von  den  Anwendungen  der  Kreiseltheorie  nur  die- 
jenigen auf  Astronomie  und  Geophysik  zur  Darstellung  gekommen;  die 
technischen  und  physikalischen  Anwendungen  yerbleiben  für  ein  viertes 
(letztes)  Heft. 

Während  sich  der  Beginn  der  vorliegenden  Lieferung  inhaltlich  an 
die  vorangehenden  Kapitel  anlehnt  und  in  einem  Nachtrag  zu  Kap,  VI 
den  auf  der  Horizontalebene  spielenden  Kreisel  behandelt  (durch  Nähe- 
ruugsrechnungen  mit  strenger  Pehlerabschätzung),  geht  der  Inhalt  des 
Kapitels  VII  wesentlich  über  den  Kreis  derjenigen  Probleme  hinaus, 
welche  in  der  analytischen  Mechanik  idealer  Mechanismen  behandelt  zu 
werden  pflegen.  Hier  werden  die  allgemeinen  Erfahrungen  über  die 
Wirkung  der  Reibungseinflüsse  dargestellt  und  im  Anschlüsse  daran  die 
Reibung  im  Stützpunkte  des  Kreisels  und  deren  Wirkung,  das  Auf- 
richten der  Kreiselaxe,  ausführlich  diskutiert.  Da  einerseits  die  er- 
fahrungsmäßigen Grundlagen  für  den  Ansatz  der  Reibungsprobleme 
nicht  sehr  sicher  sind,  da  andrerseits  die  mathematischen  Schwierig- 
keiten bei  der  strengen  Durchführung  des  Ansatzes  sehr  groß  sein 
würden,  so  wird  die  Behandlung  zum  Teil  auf  graphischem  Wege,  mit 
Zuhilfenahme  von  Vernachlässigungen  und  Näherungsmethoden  durch- 
geführt, wie  solche  bereits  an  früheren  Stellen  der  Kreiseltheorie  wieder- 
holt empfohlen  wurden.  Die  Schärfe  dieser  Methoden  reicht  völlig  aus, 
sofern  man  als  eigentliches  Ziel  im  Auge  behält:  von  den  in  der  Wirk- 
lichkeit zu  beobachtenden  Erscheinungen  ein  klares  qualitatives  und  ein 
innerhalb  der  Fehlergrenze  der  Beobachtungen  genaues  quantitatives 
Bild   zu   entwerfen.     Neben   der  Reibung   im   Stützpunkte  werden  als 


weitere j  die  ideale  Kreiselbewegimg  entstellende  Ursachen  der  Luft- 
widerstand^ die  Elastizität  des  Kreiselmaterials  und  der  Unterlage  be- 
rücksichtigt. Hierbei  waren  zum  Teil  bereits  die  Rücksichten  auf  spätere 
Anwendungen  maßgebend^  zum  Teil  sollten  diese  Untersuchungen  als 
ein  Beispiel  zur  Mechanik  der  wirklichen  Erscheinungen  oder,  wie  es 
hier  gelegentlich  ausgedrückt  wird,  zur  irdischen  Mechanik  dienen  (im 
Gegensatz  zur  himmlischen  Mechanik,  in  welcher  die  hier  behandelten 
Einflüsse  meist  nicht  in  Betracht  kommen,  oder  zur  reinen  analytischen 
Mechanik,  in  welcher  solche  Einflüsse  zu  Gunsten  der  Eleganz  der 
mathematischen  Entwickelung  gewöhnlich  vernachlässigt  werden).  In 
einem  Nachtrag  zu  diesem  Kapitel  wird  sodann,  unter  Hinzuziehung 
von  Beobachtungsmaterial,  die  Behandlung  des  auf  der  Ebene  spielen- 
den Kreisels  mit  Rücksicht  auf  die  Reibung  ergänzt. 

Kapitel  VHI  behandelt  in  einem  ersten  Abschnitt  die  astronomi- 
schen Anwendungen  der  Kreiseltheorie,  in  einem  zweiten  die  geo- 
physikalischen. 

In  den  klassischen  Problemen  der  Präcession  und  der  durch  die 
Mondbewegung  erzwungenen  Nutation  konnten  füglich  neue  Ergebnisse 
nicht  beigebracht  werden.  Der  Gegenstand  ist  von  altersher  so  er- 
schöpfend behandelt  worden,  daß  die  vorliegende  Darstellung  lediglich 
darauf  hinzuzielen  hatte,  die  für  den  Nichtfachmann  nicht  immer  durch- 
sichtige Darstellungsweise  der  Astronomen  durch  ein  anschaulicheres 
Verfahren  zu  ersetzen.  Das  Mittel  hierzu  bot  eine  Methode  von  Gauß 
zur  Störungsrechnung,  welche  hier  nach  verschiedenen  Richtungen  aus- 
gebaut wird. 

Im  Gegensatz  hierzu  sind  die  in  dem  geophysikalischen  Abschnitt 
untersuchten  Probleme  zum  Teil  jüngsten  Datums.  Es  handelt  sich 
hier  namentlich  um  die  freien  Nutationen  der  Erdaxe,  deren  Periode 
von  Chandler  festgestellt  wurde,  und  weiter  um  die  Erscheinung  der  Pol- 
schwankungen überhaupt.  Sowohl  in  der  Darstellung  des  objektiven 
Sachverhaltes  wie  in  der  Erklärung  desselben  dürfte  die  hier  gebotene 
Behandlung  entschiedene  Portschritte  aufweisen.  Wegen  der  grund- 
legenden Wichtigkeit  der  Frage  wurden  bei  der  Erklärung  der  vierzehn- 
monatlichen Chandlerschen  Periode  auch  die  erforderlichen  Hilfssätze 
aus  der  Hydrodynamik  und  der  Elastizitätstheorie  aufgenommen  und 
auf  vereinfachtem  Wege  bewiesen.  Ferner  wurde  zur  Erklärung  der 
jährlichen  Periode  der  Polschwankungen  die  Theorie  der  meteorologi- 
schen Massentransporte  entwickelt,  wobei  sich  abermals  die  in  den 
früheren  Heften  betonte  Impulstheorie  und  die  freiere,  begriffliche  Auf- 
fassung der  dynamischen  Differentialgleichungen  als  besonders  frucht- 
bar erwies.    Den  Schluß  des  geophysikalischen  Abschnittes  bildet  die 


Bespreclinng  der  berülimten  Foncaultsclien  Kreiselversuclie  zum  Nachweis 
der  Erdrotation.  Hier  kam  es  einerseits  darauf  an^  unnötige  mathema- 
tisclie  Schwierigkeiten  auszuschalten^  welche  in  deu  älteren  Darstellungen 
der  Foucaultschen  Versuche  einen  breiten  Raum  einnehmen^  andererseits 
die  störenden  Einflüsse  hervorzukehren  und  ihrer  Größenordnung  nach 
abzuschätzen. 

Auf  Wunsch  meines  hochverehrten  Lehrers  F.  Klein  habe  ich 
schließlich  darauf  hinzuweisen^  daß  ich  bei  der  Abfassung  dieses  Heftes 
noch  in  weit  höherem  Grade  wie  bei  den  vorangehenden  Heften  über 
den  Inhalt  der  ursprünglichen,  von  Herrn  Klein  gehaltenen  Universitäts* 
Vorlesung  hinausgegangen  bin.  Die  in  Kapitel  VH  gegebenen  Aus- 
führungen zur  Mechanik  der  störenden  Einflüsse  waren  in  jener  Vor- 
lesung nur  in  allgemeinen  Umrissen  postuliert  worden;  die  hierzu  er- 
forderlichen Integrations-  und  Näherungsmethoden  (auch  in  dem  Nachtrag 
zu  Kap.  VI)  sowie  alle  Einzelresultate  rühren  von  mir  allein  her.  Was 
die  astronomischen  Anwendungen  betrifft,  so  erkannte  Herr  Klein  die 
Vorzüge  des  Gaußischen  Verfahrens,  nach  welchem  er  in  jener  Vorlesung 
insbesondere  das  Präcessionsproblem  behandelte;  die  Anwendung  des- 
selben Verfahrens  auf  das  Problem  der  Nutationen  sowie  alles  Zahlen- 
mäßige habe  ich  dagegen  von  mir  aus  hinzugefügt.  Von  dem  Problem 
der  Polschwankungen  war  in  jener  Vorlesung  überhaupt  nicht  die  Rede, 
sodaß  die  hier  gebotenen  etwaigen  Fortschritte  (Kap.  VIII  §  6 — 8) 
als  mein  Eigentum  zu  betrachten  sind.  Für  die  Auffassung  der  Foucault- 
schen Versuche  waren  die  Grundlinien  bereits  von  Herrn  Klein  vor- 
gezeichnet. 

Im  übrigen  betone  ich  gern,  daß  mir  das  fortgesetzte  Interesse, 
welches  Herr  Klein  an  der  Weiterführung  des  Werkes  genommen  hat, 
sowie  die  mancherlei  Anregungen,  die  er  mir  bei  Vorbesprechungen 
und  bei  der  Korrektur  zukommen  ließ,  meine  eigene  Arbeit  wesent- 
lich erleichtert  haben.  Ferner  habe  ich  den  Herren  Schwarzschild 
und  Wiechert  zu  danken  für  viele  wertvolle  Nachweise  und  Berichti- 
gungen  zu    den    astronomischen   und    geophysikalischen  Gegenständen. 

Möge  das  vorliegende  Heft  nicht  nur  dem  Mathematiker  und  Physiker 
von  Nutzen  sein,  der  die  Mechanik  um  ihrer  selbst  willen  treibt  und  an 
der  Hand  des  hier  so  eingehend  ausgeführten  Beispiels  zu  einem  tieferen 
und  lebendigeren  Verständnis  der  Wissenschaft  vordringen  will,  sondern 
möge  dieses  sowie  das  folgende  Heft  auch  von  den  Vertretern  der  Astro- 
nomie, der  Geophysik  und  der  Technik  gern  zu  Rate  gezogen  werden, 
so  oft  dieselben  auf  ihrem  besonderen  Gebiete  mit  der  Theorie  der 
Kreiselwirkungen  in  Berührung  kommen! 

Aachen,  im  Juli  1903.  A.  Sommerfeld. 


Anhang  zu  Kapitel  YI. 
§  10.    Der  auf  der  Horizontalebene  spielende  Kreisel. 

Als  Gegenstück  zur  Theorie  des  Kreisels  mit  festem  Stützpunkte 
soll  die  Bewegung  des  Kreisels  mit  horizontal  beweglichem  Stützpunkte 
anhangsweise  behandelt  werden,  also  diejenige  Bewegung,  an  welche 
Erwachsene  und  Kinder  in  erster  Linie  bei  dem  Worte  „Kreisel- 
bewegung" denken.  Wir  beabsichtigen  hierbei  in  analytischer  Hinsicht 
lange  nicht  so  weit  zu  gehen,  wie  bei  dem  vorigen  Probleme,  sondern 
werden  zufrieden  sein,  wenn  wir  ein  klares  Bild  von  dem  qualitativen 
Charakter  der  Bewegung  entwerfen  können.  Dies  gelingt,  mit  Um- 
gehung aller  analytischen  Schwierigkeiten,  welche  sonst  auftreten  würden, 
wenn  wir  mit  begrenzter  Genauiglceit  rechnen  wie  solches  im  Kap.  IV, 
§  9  empfohlen  wurde.  Wollen  wir  die  Bewegung  nur  mit  derjenigen 
Schärfe  feststellen,  wie  sie  etwa  die  mit  blofsem  Auge  angestellte 
Beobachtung  eines  gewöhnlichen  Kreisel- Spielzeugs,  ohne  besondere 
Verfeinerung  der  Beobachtungsmittel  und  ohne  sorgsame  Ausschaltung 
von  Störungsursachen  liefert,  so  können  wir  uns  sogar  mit  einer  recht 
geringen  Genauigkeit  begnügen.  Vom  mathematischen  Standpunkte 
ist  offenbar  auch  eine  grobe  Näherung  logisch  befriedigend,  sofern  wir 
den  lei  unserer  Beehmmg  ^gelassenen  Fehler  abschätzen  können.  Auf 
diesen  Punkt  werden  wir  im  Folgenden  besonderen  Wert  legen.  Da- 
gegen würde  es  uns,  bei  Zugrundelegung  des  soeben  genannten  Mafs- 
stabes  für  die  anzustrebende  Genauigkeit,  wertlos  scheinen,  durch 
Heranziehung  höherer  analytischer  Hülfsmittel  den  Genauigkeitsgrad 
der  Rechnung  weiter  zu  verfeinern. 

Von  der  den  Kreisel  tragenden  Ebene  werden  wir  voraussetzen, 
dafs  sie  vollkommen  glatt ^  also  reibungslos  sei,  da  wir  auf  die  Wirkung 
der  Eeibung  im  nächsten  Kapitel  zurückkommen.  Der  Gegendruck 
der  Ebene,  die  Reaktion  B  derselben  gegen  den  Kreisel,  ist  dann 
senkrecht  gegen  die  Ebene,  also  vertikal  gerichtet.  Da  der  Stützpunkt 
0  nicht  mehr  so  sehr  wie  bei  dem  früheren  Problem  ein  geometrisch 
ausgezeichneter  Punkt  ist,  werden  wir  nicht  diesen,  sondern  den 
mechanisch    ausgezeichneten    Schwerpunkt    S    zum    Bezugspunkte    im 
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YI.  Anhang.    Der  auf  der  Horizontalebene  spielende  Kreisel. 


Sinne  von  Kap.  11^  §  2  wählen.  Die  Verbindungslinie  OS  heifst  wie 
früher  die  Figurenaxe^  ihr  Winkel  gegen  die  Vertikale  d".  Die  Ent- 
fernung OS  werde  mit  E,  die  Gresamtmasse  des  Kreisels  mit  M  be- 
zeichnet. Es  werde  abkürzend  P=^MgE  gesetzt^  so  dafs  P  wie 
früher  das  Moment  der  Schwere  um  die  zur  Pigurenaxe  senkrechte 
horizontale  Axe  durch  0  bei  horizontaler  Lage  der  Pigurenaxe  be- 
deutet. Wir  nehmen^  worin  keine  wesentliche  Spezialisierung  liegt, 
der  Kürze  wegen  an^  dafs  das  für  den  Schwerpunkt  konstruierte  Träg- 
heitsellipsoid  eine  Kugel  sei;  der  allen  Axen  durch  S  gemeinsame  Wert 
des  Trägheitsmomentes  heifse  Ä, 

Als  äufsere  Kräfte  kommen^  da  wir  die  Reibung  vernachlässigen^ 
nur  die  Schwere  Mg  und  der  Gegendruck  B  in  Betracht^  dessen 
Grröfse  sich  aus  dem  Folgenden  ergeben  wird.  Das  Potential  der 
Schwere  ist  (bis  auf  eine  willkürliche  Konstante) 


(1) 


V=  Mg^  =  Pcos'^, 


wo  0  =  E  cosd"  die  vertikale  Koordinate  des  Schwerpunktes  in  dem 
in  Pigur  68  angedeuteten  festen  Koordinatensystem  ist.  Dagegen  liefert 
der  Gegendruck  B  zur  potentiellen  Energie  keinen  Beitrag,  da  er  keine 

Arbeit  leistet,  sondern  senkrecht 
gegen  die  Bewegung  seines  An- 
griffspunktes gerichtet  ist.  Andrer- 
seits liefert  die  Schwere  in  unserem 
Bezugspunkte  8  kein  Drehmoment, 
während  der  Gegendruck  zu  einem 
Drehmomente  Anlafs  giebt,  welches 
die  „Knotenlinie"  zur  Axe  hat^  also 
diejenige  Linie,  welche  sowohl  auf 
der  Vertikalen  wie  auf  der  Piguren- 
^i§-  ^8-  axe  senkrecht  steht. 

Wir  fassen  wie  üblich  die  äufseren  Kräfte  zu  einer  Einseikraft 
und  einer  BreJikraft  (Kräftepaar)  hinsichtlich  des  Bezugspunktes  S 
zusammen.  Nach  dem  eben  Gesagten  ist  die  Einzelkraft  beständig 
vertikal  gerichtet  und  gleich  B  —  Mg,  Eie  Axe  der  Drehkraft  liegt 
dauernd  horizontal  und  senkrecht  zur  Figur enaxe;  der  Gröfse  nach  ist 
sie  gleich  dem  Momente  von  B  um  8. 

Die  wichtigsten  Aufschlüsse  über  den  Verlauf  der  Bewegung  liefert 
uns  hier  wie  überall  unser  Impulssatz  aus  Kap.  II,  §  5^  welcher  uns 
in  anschaulicher  Weise  die  Schwerpunkts-  und  Plächensätze  zusammen- 
fafst.  Der  Impuls  zerlegt  sich  hier  ebenfalls  in  zwei  Bestandteile^  den 
Einzelimpuls  (oder  Schiebestofs)  und  den  Drehimpuls  (oder  Drehstofs). 
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Die  Komponenten  des  ersteren  nach  den  im  Räume  festen  Koordinaten- 
axen  x^  y^  z  werden  wie  früher  mit  [X],  [Y]^  \Z\,  die  Komponenten  des 
letzteren  mit  l,  m^  n  bezeichnet.  Wir  werden  auch  die  Komponenten 
Ly  M,  N  des  Drehimpulses  nach  einem  im  Kreisel  festen  Koordinaten- 
system nötig  haben^  dessen  Anfangspunkt  der  Schwerpunkt  und  dessen 
Z-Axe  die  Figurenaxe  ist. 

Nach  dem  angezogenen  Impulssatze  ist  nun  die  Anderungsgeschwin- 
digkeit  jeder  Komponente  des  Einzelimpulses  und  des  Drehimpulses 
gleich  dem  augenblicklichen  Werte  der  entsprechenden  Komponente 
der  Einzelkraft  und  Drehkraft.  Aus  dem^  was  wir  über  Richtung 
und  Axe  dieser  letzteren  bemerkten^  folgt  aber,  dafs  die  Hörizontal- 
komponenten  des  Einzelimpulses  und  die  VertikaTkomponente  des  Dreh- 
impulses während  der  Bewegung  T^onstant  Meihen;  die  äufseren  Kräfte 
beeinflussen  nur  die  Vertikallcomponente  des  Schiehestofses  und  die  Hori- 
zontaTkomponenten  des  Brehstofses. 

In  Zeichen  heifst  dieses 

(2)  [X]  =  const.j     [^  =  const.,     n  ==  const. 

Da  nach  pag.  102  [X],  [Y]  und  \Z]  den  betreffenden  Schwerpunkts- 
geschwindigkeiten proportional  sind  ([X]  =  Mx'  etc.),  so  sagen  die 
beiden  ersten  Gleichungen  (2)  aus,  dafs  die  Horizontalprojektion  des 
Schwerpunktes  eine  gerade  Linie  mit  konstanter  Geschwindigkeit  durch- 
läuft. Natürlich  steht  und  fallt  dieses  Resultat  mit  der  Annahme, 
dafs  im  Stützpunkt  keine  Reibung  auftrete. 

Nehmen  wir  den  Impulssatz  für  die  dritte  Komponente  des 
Schiehestofses  (bez.  den  entsprechenden  Schwerpunktssatz)  hinzu,  so 
erhalten  wir: 

Diese  Gleichung  können  wir  als  Bestimmungsgleichung  der  BeaUions- 
'kraft  auffassen;  indem  wir  für  [Z]  den  Wert  ilf/  eintragen,  ergiebt  sich 

(3)  B  =  ilf/'  +  Mg. 

Aufser  der  Gleichung  n  ==  const.  besteht  auch  hier  die  Gleichung 

(4)  iV=  const., 

wie  wir  aus  dem  „modifizierten  Impulssatze"  IIb  von  pag.  145  schliefsen. 
Nach  diesem  Satze  ist  nämlich  die  Änderungsgeschwindigkeit  des  Dreh- 
stofses  relativ  mm  Körper  nach  Axe  und  Gröfse  gleich  dem  Dreh- 
moment der  äufseren  Kräfte  vermehrt  um  die  resultierende  centrifugale 
Drehkraft  (vgl.  pag.  144).  Letztere  verschwindet  beim  Kugelkreisel 
schlechtweg,  die  Axe  des  ersteren  steht  nicht  nur  auf  der  Vertikalen, 
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sondern  auch  auf  der  Pigurenaxe  senkrecht.  Infolgedessen  ist  die 
Änderungsgeschwindigkeit  der  Drehstofskömponente  N  nach  der  Figuren- 
axe  gleich  Null  und  diese  Komponente  selbst  konstant. 

Endlich  nehmen  wir  noch  den  Satz  der  lebendigen  Kraft  T+  V=h 
hinzu.  T  setzt  sich  hier  aus  zwei  Teilen  zusammen^  aus  der  leben- 
digen Kraft  der  Drehbewegung  T^  und  aus  der  der  fortschreitenden 
Bewegung  T^.  Die  letztere  drückt  sich  durch  die  Schwerpunkts- 
geschwindigkeiten aas  und  ist 

Wir  führen,  wie  beim  Kreisel  mit  festem  Punkte,  die  Abkürzung 

(5)  cos  ^"  =  11 

ein  und  haben  nach  Pigur  68 

^     ==     EUy  /     =     Eli. 

Bedenken  wir  noch,  dafs  die  Geschwindigkeitskomponenten  x  und  y' 
Konstante  sind,  so  können  wir  die  beiden  ersten  Glieder  von  T^  mit 
der  Konstanten  h  vereinigt  denken  und  diese  Glieder  unterdrücken. 
Wir  schreiben  daher  einfacher 

Die  lebendige  Kraft  der  Drehbewegung  T^  unterscheidet  sich  in 
nichts  von  der  lebendigen  Kraft  des  Kreisels  mit  festem  Stützpunkte. 
Der  Ausdruck  derselben  durch  die  Gröfse  u  =  cos  d"  wurde  bereits 
pag,  222  entwickelt.     Er  lautet,  für  den  Kugelkreisel  spezialisiert: 

Indem  wir  noch  für  F  den  Ausdruck  (1)  F=  Tu  benutzen,  schreiben 
wir  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  f olgendermafsen : 

(6)        Y{r^^  +  Ä^^r=r^)  + 

Da  nach  (2)  und  (4)  n  und  N  Konstante  sind,  liefert  uns  die 
Vorstehende  Gleichung  eine  Beziehung  zwischen  u  und  u  bez.  zwischen 
u  und  ^,  aus  welcher  die  wechselnden  Neigungen  der  Pigurenaxe  gegen 
die  Vertikale  als  Punktion  der  Zeit  entnommen  werden  können.  Wir 
rechnen,  indem  wir  auf  gleichen  Nenner  bringen,  zunächst  tP  aus  und 
erhalten  ii'^=  ü,  mit  Einführung  der  Abkürzung   TJ 

a  =  ME"^   bedeutet  dabei  das  Trägheitsmoment  der  im  Schwerpunkte 


§  10.    Der  auf  der  Horizontalebene  spielende  Kreisel.  517 

bonzentriert  gedachten  Gesamtmasse  M  um  eine  zur  Figurenaxe  senk- 
rechte Gerade  durch  0.     Es  folgt  nun: 

^  =  1/^   oder    dt  =  -%, 
(8)  {    ''  ^^ 

t 


/du 


Wir  wollen  sogleich  eine  entsprechende  Darstellung  für  den  Winkel 
^  geben,  den  die  Knotenlinie  des  Kreisels  mit  einer  beliebigen  festen 
horizontalen  Geraden  bildet.  (Den  dritten  Eulerschen  Winkel  (p  werden 
wir  im  Folgenden  nicht  explizit  nötig  haben.)  ^  bestimmt  sich  nach 
pag.  222  Gleichung  (4)  aus: 

d^        n  —  NcoB& 

lU   ^     A  sin^  a-     ' 

also  wenn  wir  wie  vorher  cos  %"  =  u  setzen,  aus 

dip  n  —  Nu 

U^  A(l—u^)' 

Wir  integrieren,  indem  wir  dt  nach  Gl.  (8)  Amok  du  ausdrücken  und 

erhalten: 

.„,.  ,  C  n  —  Nu     du 

Die  in  den  Gleichungen  (8)  und  (8')  gegebene  Integraldarstellung  der 
Bewegung,  die  schon  von  Poisson*)  herrührt,  vergleichen  wir  zunächst 
mit  der  entsprechenden  Darstellung,  die  früher  (pag.  223)  für  den 
Kreisel  mit  festem  Punkte  entwickelt  wurde.  Es  zeigt  sich  dabei 
einerseits  eine  grofse  Analogie  der  Formeln,  wir  bemerken  aber  andrer- 
seits, dafs  der  Ausdruck  von  [/"jetzt  etwas  komplizierter  ist  wie  früher. 

Während  der  frühere  Ausdruck  U  drei  Nullstellen  und  eine  Un- 
endlichkeitsstelle besafs,  hat  unser  jetziges  U  drei  Nullstellen  (die- 
jenigen Werte  von  u^  für  die  der  Zähler  verschwindet)  und  drei  Un- 
endlichkeitsstellen (nämlich  den  Wert  u  =  csd  und  die  Werte,  für  die 
der  Nenner  verschwindet). 

Aus  der  Analogie  der  jetzigen  und  der  früheren  Formeln  folgt 
unmittelbar,  dafs  ein  Teil  unserer  früheren  Resultate  ungeändert  be- 
stehen bleibt.  So  können  wir  z.  B.  den  Beweis  für  die  „Periodizitäts- 
eigenschaften  der  Bewegung^^,  von  denen  früher  die  Rede  war,  auf  den 
vorliegenden  Fall  unmittelbar  übertragen,  indem  wir  die  Schlüsse  von 
Kap.  IV,  §  4  wörtlich  wiederholen.  Es  ändert  sich  also  t  und  ^  je 
um  einen  bestimmten  Zuwachs,  nämlich  um  eine  sog.  „Periode^^,  wäh- 


*)    Ygl.  Poisson,  Traite  de  Mecanique  II,  Nr.  484  ff.. 
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rend  die  Integrationsvariable  lo  zwischen  denjenigen  beiden  Wurzel- 
werten e^  und  6-,  von  U  hin-  und  hergeführt  wird,  die  im  Intervalle 
—  1  und  +  1  liegen. 

Diese  Periodizität  tritt  besonders  deutlich  in  der  Bahnkurve  her- 
vor, die  der  Stützpunkt  auf  der  tragenden  Horizontalebene  beschreibt 
und  die  jetzt  passend  an  die  Stelle  der  in  Kap.  IV  betrachteten  Bahn- 
kurven tritt.  Wir  können  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
annehmen,  dafs  die  Projektion  S'  des  Schwerpunktes  S  auf  die  Hori- 
zontalebene festliegt,  dafs  also  die  horizontale  konstante  Schwerpunkts- 
geschwindigkeit im  besonderen  den  Wert  Null  hat.  (Im  anderen  Falle 
brauchten  wir  in  der  Horizontalebene  nur  statt  eines  festen  ein  mit 
der  horizontalen  Schwerpunktsgeschwindigkeit  gleichförmig  fortschrei- 
tendes Axenkreuz  zu  Grunde  zu  legen;  die  im  folgenden  zu  zeichnende 
Figur  würde  dabei  in  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  in  leicht  er- 
sichtlicher Weise  auseinandergezogen  werden.)  Unter  dieser  Annahme 
wandert  der  Schwerpunkt  auf  der  festen  im  Punkte  S'  errichteten 
Vertikalen  auf  und  ab  und  die  Bahnkurve  zieht  sich  zwischen  zwei 
konzentrischen,  um  den  Punkt  8'  beschriebenen  Kreisen  hin  und  her, 
die  den  beiden  Neigungen  cos  d"  =  e^  und  cos  d'  =  e^  der  Figurenaxe 
entsprechen.  Aus  den  genannten  Periodizitätseigenschaften  folgt  dann, 
dafs  die  aufeinander  folgenden  Bögen  der  Bahnkurve  zwischen  den 
beiden  Kreisen  e^  und  e^  wechselweise  symmetrisch  und  kongruent 
verlaufen.  Zur  qualitativen  Veranschaulichung  der  Bahnkurve  können 
direkt  die  früheren  Figuren  aus  Kap.  IV,  §  1  und  2  in  sinngemäfser 
Modifikation  dienen;  für  einen  besonderen  und  besonders  wichtigen 
Fall  werden  wir  die  Bahnkurve  im  Folgenden  genauer  berechnen  und 
die  soeben  angedeuteten  Überlegungen  im  Einzelnen  durchführen. 

Andererseits  würde  die  verschiedene  Bauart  unseres  U  im  jetzigen 
und  früheren  Falle  auch  manche  Unterschiede  in  der  weiteren  analy- 
tischen Behandlung  mit  sich  bringen.  Man  bezeichnet  die  Integrale 
in  (8)  und  (8'),  da  sie  um  einen  Grad  komplizierter  sind  wie  die 
früheren  elliptischen  Integrale,  als  hyperelliptische.  Der  Unterschied 
beider  zeigt  sich  besonders  im  komplexen  Gebiete,  wenn  wir  versuchen 
wollten,  unsere  Gröfsen  u  und  ip  als  Funktionen  der  Zeit  für  alle 
(auch  die  komplexen)  Werte  von  t  darzustellen*).  Es  ist  aber  nicht 
unsere  Absicht,  auf  die  hierbei  auftretenden  Schwierigkeiten  irgendwie 


*)  it  und  i/j  sind  im  Komplexen  nicht  mehr  eindeutige  Funktionen  von  i, 
wohl  aber  lassen  sich,  wie  man  in  der  Theorie  der  sog.  automorphen  Funktionen 
zeigt,  u^  ap  und  t  für  den  ganzen  komplexen  Wertebereich  durch  eine  Hülfs- 
variable  eindeutig  darstellen.  Ygl.  hierzu  F.  Klein:  The  mathematical  theory 
of  the  Top.  Princeton  Lectures.    New  York   1897,  insbes.  den  letzten  Abschnitt. 
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emzugehen.  Für  die  numerische  Beherrschung  der  Kreiselbewegung 
im  Reellen,  die  doch  allein  unser  Zweck  sein  kann,  würde  bei  dem 
gegenwärtigen  Stande  der  Theorie  auf  diesem  Wege  nichts  gewonnen 
werden.  Eher  würde  sich  hierfür  ein  Verfahren  empfehlen,  welches 
Weierstrafs*)  in  allgemeinen  Zügen  für  alle  ähnlichen  Probleme 
entworfen  hat  und  welches  darauf  abzielt,  u  als  Funktion  von  t  durch 
eine  trigonometrische  Reihe  mit  beliebiger  Genauigkeit  zu  berechnen. 
Indessen  können  wir  auch  yon  den  hierdurch  bedingten,  immerhin 
ziemlich  umständlichen  Rechnungen  absehen,  da  wir  uns,  wie  oben 
begründet  wurde,  mit  einer  geringen  Genauigkeit  begnügen  werden. 

Speziell  werden  wir  uns  für  das  Analogon  der  früher  behandelten 
pseudoregulären  Präcession  interessieren,  weil  diese  durch  die  gewöhn- 
lichen AntriebsYorrichtungen  in  der  Regel  realisiert  wird.  Wir  wollen 
also  voraussetzen,  dafs  der  Eigenimpuls  N  „sehr  grofs  sei^^  Dies  soll 
(vgl.  pag.  293)  bedeuten,  dafs  das  Quadrat  von  N  grofs  sei  gegenüber 
der  gleichbenannten  Gröfse  ÄP.     Z.  B.  können  wir  voraussetzen: 

Ferner  wollen  wir  etwa  annehmen,  dafs  der  Kreisel  zu  Beginn  der 
Bewegung  (t  =  ^q)  keinen  seitlichen  Anstofs  bekommen  hatte,  dafs  also 
seine  Anfangsbewegung  aus  einer  reinen  Rotation  um  die  Figurenaxe 
bestand.  Dann  liegt  der  anfängliche  Drehimpuls  in  Richtung  der 
Figurenaxe  und  ist  mit  N  zu  bezeichnen.  Ist  die  anfängliche  Neigung 
der  Figurenaxe  gegen  die  Vertikale  d^^  und  setzt  man  cos  #'0  =  ^0,  so 
wird  die  Projektion  des  Drehimpulses  auf  die  Vertikale 

(9)  n  =  Ne^. 

Ueberdies  erkennt  man,  dafs  für  t^t^  notwendig  %i  =  0  sein  mufs. 
Denn  die  Figurenaxe  ist  nach  Voraussetzung  zu  Beginn  Rotationsaxe, 
kann  also  ihre  Lage  im  Räume  momentan  nicht  ändern.  Aus  u  =0 
folgt  nach  Gl.  (8)    U=  0,  d.  h. 

2^fe(l  -O  -  2APe^{l-e^^)  +  2nNe^  _  J\r2  _  ^2  _  q. 

Hieraus  entnehmen  wir  den  für  unsere  Bewegung  gültigen  Wert  von 
hy  indem  wir  n  nach  (9)  durch  N  ausdrücken,  nämlich 

(10)  2Ah^2AFe^  +  N\ 

Wir  wollen  zunächst  TJ  in  seine  Linearfaktoren  spalten.  Im  Zähler 
von   TJ  mufs  sich  der  Faktor  e^  —  u  herausziehen  lassen,   da  ja   ü"  für 


*)    Über   eine  Gattung   reell   periodischer  Funktionen.     Monatsberichte   der 
Berliner  Akademie  1866,  pag.  97. 


520  VI.   Anhang.    Der  auf  der  Horizontalebene  spielende  Kreisel. 

II  =  ßQ  verschwindet.     In  der  Tliat  ergiebt  sicli  aus  (7)  mit  Rücksicht 

auf  (9)  und  (10): 

nn  TT    -  fa~^)  (^^-Pg  — ^^')  --  N'(e,-u)) 

Die  weiteren  Verschwindungsstellen  des  Zählers  und  Nenners  mögen 
e^,  e^  bez.  +  e  heifsen.  Indem  man  den  Nenner  gleich  Null  setzt, 
findet  man: 

(12)  ^^  =  1  +  ^; 

ferner  ergiebt  sich  durch  Nullsetzen  des  Zählers  und  Auflösung  einer 
quadratischen  Gleichung : 


(13) 


^^~~    4:ÄP 
^^~~    4:AP 


(i-i/r- 

SAPe,        16A^P^\ 

JV2     1      ]sr^   Jy 

(i+i/- 

SAPe,       16A^P^\ 

[e^l  ist  der  geometrischen  Bedeutung  nach  <  1;  le|  nach  Gl.  (12)  >  1. 
Da  wir  ÄP :  N^  als  kleine  Zahl  voraussetzen;  können  wir,  um  die 
Gröfsenordnung  von  e^  und  e^  festzustellen,  die  Quadratwurzel  in  (13) 
nach  dieser  Gröfse  entwickeln  und  erhalten: 


(14) 


2AP 


+ 


Es   ist  also  e^  wenig  kleiner  wie  Cq,    e^  sehr  grofs.     Die  gegenseitige 
Lage  der  fünf  Stellen  e^,  e^^,  e^j  +  e  wird  durch  Fig.  69  veranschaulicht. 


^1 


Fig.  ^^. 

Durch  seine  Linearfaktoren   dargestellt,  nimmt  daher   TJ  die  Form  an: 

.Jg.  7T==  IZ  fa  —  '^)  (^  —  gj)  (^2  —  '^)  . 

^     ^  a  {e^  —  u^)  "> 

2P 
der  Faktor  —  berechnet  sich  daraus,  dafs  sich  U  nach  der  früheren 

2  JP 
Darstellung  (11)  für  u  =  oo  wie   — — t*  verhalten  mufs. 

Betrachten  wir  nun  das  Integral  (8).  In  diesem  mufs  u  not- 
wendig zwischen  den  Grenzen  —  1  und  +  1  liegen  und  dt  reell  und 
positiv  sein.  Beginnen  wir  also  die  Integration  mit  dem  Anfangs- 
werte u  =^  Cqj  so  mufs  u  zunächst  abnehmen  bis  e^ ,  dann  zunehmen 
bis  Bq  u.  s.  f.,  da  einer  Unterschreitung  von  e^  oder  einer  Überschreitung 
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von  e^  ein  imaginärer  Wert  von  dt  entsprechen  würde.  (Damit  dt 
positiv  ausfällt;  ist  es  nur  nötige  das  unbestimmte  Vorzeichen  von 
yTTbei  jeder  Umkehr  der  Integrationsrichtung  ebenfalls  umzukehren.) 
Die  Integrationsvariable  ii  ist  also  auf  das  enge  Gebiet  zwischen  e^ 
und  e^  eingeschränkt.  Wir  schliefsen  daraus  ^  dafs  sich  der  Faktor 
e^  —  u  während  der  Integration  nur  sehr  wenig  ändert^  da  sein  Maximum 
^2  ~  ^1  ^^^  ^^^^  Minimum  e^  —  e^  sowohl  wegen  der  Gröfse  von  e^ 
wie  wegen  der  Kleinheit  von  e^  —  e^  nahe  zusammenfallen.  Wir  könnten 
ihn  hiernach  annähernd  konstant  setzen ^  etwa  gleich 

e^-UQ,     wo    11^  =  ^-^' 

Nach  (8)  und  (15)  ist  nun  die  genaue  Zeit  gegeben  durch: 

u 

wenn  t^^  den  der  Anfangslage  u  =  e^  entsprechenden  Zeitpunkt  be- 
zeichnet. Wir  führen  daneben  eine  angenäherte  Zeitbestimmung  ein^ 
indem  wir  e^  —  u  durch  den  angegebenen  Näherungswert  e^  —  Uq  er- 
setzen,  schreiben  also: 


(16)  ^'-^0=1/=^)/]/ 


(eo  —  %){u  —  ej 


du. 


Diese  beiden  Zeiten  stehen,  wie  man  leicht  einsieht,  in  der  Beziehung 
zu  einander,  dafs  stets 

(17)      it'-Qy^<t-t,<{t'-Qyf^. 


Haben  wir  also  den  angenäherten  Wert  der  Zeit  bestimmt,  so  ist 
damit  der  wahre  Wert  innerhalb  sehr  enger  Grenzen  bekannt.  Um  diese 
Grenzen  noch  näher  festzusetzen,  schreiben  wir  nach  (14): 


2e« 


y^=('-il+-)(i+il+-)=i-' 


26^ 


Wenn  z.  B.,  wie  wir  pag.  519  voraussetzten,  JV^^  >  100  J.P  ist,  so  weichen 
diese  Gröfsen  von  der  Einheit  um  weniger  als  10~^  nach  der  einen 
oder   anderen    Seite   hin   ab    und   unsere    angenäherte   Zeitbestimmung 
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untersclieidet  sich  von  der  wahren  um  weniger  als  -^  % .  Für  prak- 
tische Zwecke  dürfte  diese  Abweichung  überhaupt  nicht  in  Betracht 
kommen. 

Durch  die  Einführung  unserer  angenäherten  Zeit  ist  aber  das  Pro- 
blem aus  dem  Gebiete  der  hyperelliptischen  in  das  der  elliptischen  In- 
tegrale yerlegt.  Wir  könnten  auf  das  Integral  (16)  die  früheren  Me- 
thoden unmittelbar  anwenden  und  ti  als  elliptische  Funktion  der  an- 
genäherten Zeit  f  darstellen.  Die  erforderliche  Fehlerabschätzung  läfst 
sich  alsdann  aus  der  Ungleichung  (17)  entnehmen.  Wir  wollen  aber 
noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  die  Berechnung  auf  elementare 
Funktionen  zurückführen.  Bemerken  wir  zu  dem  Zweck;  dafs  sich  auch 
der  Faktor  ^~v?  wegen  der  Kleinheit  des  Integrationsinteryalles  e^—e^ 
nur  wenig  ändert  und  näherungsweise  gleich 

e^  —  u^ 

gesetzt  werden  kann.  Dementsprechend  führen  wir  eine  zweite  ge- 
näherte Zeitbestimmung  ein^  indem  wir  schreiben: 

u 

(18)  f  -  ^0  =  l/^^    (-T       ^"  • 

Zwischen  t  und  f  besteht  dann  die  Ungleichung: 


(19)  (^"-gl/^I-?s^.<^-^o<(^"-^o)l/ 


'0 


Die  Grenzen ;  die  hiernach  dem  wahren  Zeitwerte  gezogen  sind,  sind 
nicht  mehr  so  enge  wie  vorher.     Man  berechnet  nämlich  nach  (14): 


AP 
Diese  Faktoren  weichen  also  immer  noch  um  weniger  als  -^  =  10~^  von 

der  Einheit  ab;  da  die  in  (19)  aufserdem  noch  hinzutretenden  Faktoren 

y?2_Zl!fo  und  T/^^  ~  '^^  von  höherer  Ordnung  gleich  1   waren,  so   ist 

damit  auch  die  Abweichung  der  wahren  Zeit  t  von   der  angenäherten 
Zeit  f'  festgestellt.     Diese  Abweichung  beträgt   weniger  als   1%  der 
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wahren  Zeit,  ist  also  nicht  mehr  so  klein,  wie  vorher,  aber  für  unsere 
Zwecke  klein  genug. 

Das  Integral  (18)  führt  auf  cjklometrische  Funktionen.  Der  Be- 
quemlichkeit wegen  führen  wir  die  Abkürzungen  s^  v,  m  ein,  indem 
wir  setzen: 


e-='^  =  ^(l-eo')+--;     v  =^  u  ■ 


(20) 
dann  wird 


CO  = 


'Va 


r       du      =  r — 

J    y{e,  --u)(u  —  e^)       J    -]/t 


P  e. 


dv                      .      V         7t 
=:  ==  arc  sm ~ 

.2 ^,2  £  2    • 


also 

(21)  r-^„  =  -|(arcsin^-f). 

m  bedeutet  dabei  die  näherungs  weise  berechnete  Zeit,  während  welcher 
it  das  Integrationsintervall  von  e^  bis  e-^  oder  v  das  entsprechende  Ge- 
biet von  +6  bis  —  £  einmal  durchläuft.  Wir  nennen  cd  die  „halbe 
Periode  der  Kreiselbewe^ung^^  Sie  ist  gleich  derjenigen  Zeit,  während 
welcher  die  Figurenaxe  aus  der  einen  äufsersten  Neigung  Cq  in  die  andere 
äufserste  Neigung  e^  oder  aus  der  mittleren  Neigung  Uq  in  eben  diese 
Neigung  auf  kürzestem  Wege  zurückkehrt.  Nach  der  Zeit  2  cd  wieder- 
holen sich  die  Neigungen  der  Figurenaxe  periodisch.  Der  noch  un- 
bestimmt gelassene  Zeitpunkt  tQ  möge  der  Bequemlichkeit  halber  gleich 

Y  genommen  werden,  der  Nullpunkt  der  Zeit  f  also  mit  der  mittleren 

Neigung  der  Figurenaxe  {v-=0  oder  u  =  Uq)  zusammenfallen.    Grleichung 

(21)  geht  dann  über  in: 

(22)  r  =  -arcsin-^. 


Es   liegt  auf   der  Hand,    dafs    wir   diese    Beziehung   lieber 
kehren"  und  in  der  folg-enden  Form  schreiben  werden: 


■^6^ 


(23)  t?  ==  £  sin oder  u  ==  Uq  +  s  sin- 


03 


Damit  sind  die  wechselnden  Neigungen  der  Figurenaxe  in  expliziter 
Weise  als  Funktion  der  angenäherten  Zeit  t"  beschrieben.  Um  den  bei 
dieser  Berechnung  zugelassenen  Fehler  abzuschätzen,  d.  h.  um  den  Wert 
von  u,  der  zu  der  wahren  Zeit  t  gehört,  in  Grenzen  einzuschliefsen, 
brauchen  wir  nur  die  Ungleichung  (19)  in  gewisser  Weise  ebenfalls 
umzukehren.     Diese   Ungleichung   sagt  uns,   wieweit  die  wahren  und 
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angenäherten  Zeiten^  die  zu  gleiclieni  u  gehören^  höckstens  von  ein- 
ander abweichen.     Wir  können  sie  auch  so  schreiben: 

-]/'^-''>'l-<(t-t,)<t"-t,<'\/'-^^=:^4^{t-Q- 

r   e^  —  UQ  e^  —  e^^  ^         ^^  ^        r    e^  —  u^  e^  ~  e^^  ^         "^ 

Der  wahre  Wert  von  n^  d.  h.  der  Wert  von  u  zur  Zeit  t^  mufs  hier- 
nach gleich  einem  derjenigen  Werte  sein^  welche  sich  nach  Formel  (23) 
für  das  vorstehend  bezeichnete  Intervall  der  angenäherten  Zeit  bestimmen. 
Da  (von  der  Umgebung  der  Integrationsgrenzen  e^  und  e^  abgesehen) 
u  mit  wachsendem  t  beständig  wächst  oder  beständig  abnimmt^  so 
können  wir  auch  sagen:  Der  ivahre  Wert  von  ii  ist  zwischen  denjenigen 
Werten  enthalten  ^  welche  sich  für  die  angenäherten  Zeitpunkte 


(24) 


(^"-^o=l/j^^\^-^o)     und 


\  /  \  au, 

)   (^2  —  '^) 


nach  Gleichung  (23)  herechnen.  Die  gewünschte  Fehlerabschätzung  ist 
damit  geleistet. 

In  entsprechender  Weise  verfahren  wir  mit  dem  Winkel  if}  in 
Gri.  (8').  Setzen  wir  für  n  und  U  die  Werte  aus  (9)  und  (15)  ein^  so 
ergiebt  sich  zunächst 

(25)  "^^äVipJ  'i^r^^Y{e,-u){u-\ 

Wir  könnten  auch  hier  wieder  ein  angenähertes  Azimuth  ^'  einführen^ 
welches  sich  durch  ein  elliptisches  Integral  berechnen  läfst^  indem 
wir  den  Faktor  e^-—u  ersetzen  durch  e^  —  u^.  Indessen  gehen  wir  lieber 
gleich  einen  Schritt  weiter  und  schreiben: 

(^c\\  / "  _  ^       1       -1  /  a   e^—u^^    f      (gp  —  u)  du 

sodafs  sich  die  weitere  ßechnung  im  trigonometrischen  Gebiete  abspielt. 
Wir  substituieren  als  Integrationsvariable  die  angenäherte  Zeit  ^"5  nach 
Gl.  (18)  und  (23)  haben  wir 


dt 


und  daher 


']/{e^—u)  (tt  — 61) 
^*  ==  -^0  +  £  sm j   e^  —  u  =  B\\. 


7t  t"  U  '      '^t" 

sm  — 


=  IT  -H 2  —    "  (^     —  ^n)  +  COS 
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Die  Integrationskonstante  wurde  hierbei  so  gewählt^  dafs  f''  ver- 
schwindet  für  f  =  tQ  =  (d/2.  Wiederum  ist  der  angenäherte  Wert  von 
ijj  als  explizite  FunMion  der  angenäherten  Zeit  f'  dargestellt. 

Zwischen  dem  wahren  Azimuth.  ^  und  dem  genäherten  f''  besteht^ 
wie  der  Vergleich  von  (26)  und  (25)  ergiebt^  die  Beziehung 


(28)  ■  i^  ye^-eo[e.—o  ^"^^^  kr  V  l/'l-'^]"^  -"o  ^" , 
^     ^  1  — e^/   r    e^  —  u^^e^~e^   ^      ^^   ^1  —  e^^    V   e^  —  UQ^e^—e^   ^ 

Da  beide  Faktoren^  mit  denen  ijj''  multipliziert  ist,  wenig  von  1  ver- 
schieden sind,  ist  hierdurch  der  wahre  Wert  von  ^  mit  Hülfe  des  an- 
genäherten in  enge  Grenzen  eingeschlossen. 

Durch  1^  und  u  lassen  sich  die  übrigen  auf  die  Kreiselbewegung  be- 
züglichen Grröfsen  darstellen.  Besonders  werden  wir  uns  für  die  Bahn- 
hurve  des  Stüt^pimMes  in  der  tragenden  Horizontalebene  interessieren, 
weil  diese  bei  der  Bewegung  in  erster  Linie  ins  Auge  fällt  und  sich 
auch  experimentell  bequem  aufzeichnen  läfst  (vgl.  das  folg.  Kap.  §  10). 
In  der  Horizontalebene  breiten  wir  uns  eine  komplexe  Variable  §  aus, 
sodafs  der  Nullpunkt  derselben  mit  dem  Punkt  8'  zusammenfällt.  Den 
wechselnden  Lagen  des  Stützpunktes  0  entspricht  dann  eine  Folge  von 
I -Werten  und  die  Bahnkurve  sowie  das  Zeitmafs,  in  dem  sie  von  dem 
Stützpunkt  durchlaufen  wird,  sind  vollständig  bekannt,  wenn  wir  diese 
I -Werte  als  Funktion  der  Zeit  in  der  Form  |  =  /*  (t)  dargestellt  haben. 

Zunächst  ist  der  absolute  Betrag  von  §  nach  Fig.  68  leicht  anzu- 
geben; es  ist  nämlich 

(29)  \l\=^  08'  ^E8md^  =  E YT^^^ 

Sodann  ist  der  Winkel  des  Strahles  08'  (der  Projektion  der  Figuren- 
axe  auf  die  Horizontalebene)  gegen  einen  beliebigen  festen  Strahl  dieser 
Ebene  bis  auf  eine  Konstante  gleich  dem  Winkel  i/^,  den  die  Knoten- 
linie gegen  eine  beliebige  feste  horizontale  Gerade  bildet. 

Die  Gleichung  der  Bahnkurve  schreibt  sich  daher  in  der  folgenden 
Form: 

(30)  i,==EyT~^^^e'^, 

wobei  die  Berechnung  von  u  und  ^  nach  Gl.  (23)  und  (27),  die  Fehler- 
bestimmung nach  Ungleichung  (24)  und  (28)  zu  erfolgen  hat. 

Wir  werden  den  Gang  der  Rechnung  sogleich  an  einem  Zahlen- 
beispiel erläutern.  Vorher  wird  es  gut  sein,  um  den  Charakter  der 
Bahnkurve  zu  veranschaulichen,  weniger  genau  zu  verfahren.  Wir  wollen 
einmal  den  Unterschied  zwischen  wahrer  und  genäherter  Zeitbestimmung 
vernachlässigen  und  auch  sonst  einige  Vereinfachungen  eintreten  lassen, 
die   sich  durch  Entwicklung  nach  der  als  klein  vorausgesetzten  Gröfse 
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^--^-0~~  ^o')  +  •  •  •  =  ^^  (1  -  ^o')  +  •  •  • 
ergeben.     Wir  schreiben  in  dem  Sinne: 

u  =  u^  +  8  sin  ^,   yi-u^  =  yi  -  %'  (l  -  Y^j;^,  sin  ^) 

=  -)/l-V(l-^^sm-),    ^  =  ^(^-^o  +  -cos-)- 

Hiernach  wird  die  Yereinfacbte  Gleiclinng  der  Babnkurve 

iP  l  0)  7it\ 

.   _  \t  --  tQ-\ COS  1 

(31)  l^Eyi-u,^{l--  ^^  sm  — j  e 

Dieselbe  legt  folgende  Dentung  nahe:  Im  Mittel  bewegt  sich  der  Stütz- 
punkt  um  den  festen  Punkt  S'  auf  einem  Kreise  vom  Radius  J?  ]/l  ~  Uq^ 

P 

mit  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  -^  herum.     Dieser  Teil  der 

Bewegung  wird  als  eine  reguläre  Frä^ession  der  Figurenaxe  zu  be- 
zeichnen sein.  Ihr  überlagert  sich  eine  Schwankung  oder  Nutaüon  der 
Figurenaxe  von  der  Periode  2g9^  vermöge  deren  sowohl  Grröfse  als 
Richtung  des  Fahrstrahls  S'O  periodisch  abgeändert  wird.  Zeitdauer 
und  Betrag  der  Nutation  sind  gering^  desgl.  im  allgemeinen  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Präzession.  Die  Bahnkurve  des  Stützpunktes  be- 
steht daher  aus  einem  Kreise  mit  zahlreichen  auf  ihm  aufsitzenden  Zacken; 
sowohl  wegen  ihrer  Kleinheit  wie  wegen  der  Schnelligkeit,  mit  der  sie 
durchlaufen  werden,  entziehen  sich  die  Mutationen  der  groben  Beobachtung 
und  die  Bewegung  erscheint  in  erster  Linie  als  eine  reguläre  Präzession. 
Sie  hat  ganz  denselben  Charakter  wie  die  frühere  pseudoreguläre  Prä- 
zession  des  Kreisels    mit   festem  Stützpunkte   und  stimmt  mit  dieser 

P 

auch  in  der  Gröfse  der  Präzessionsgeschwindigkeit  ^    überein. 

Wir  kommen  nun  zur  genauen  Durchführung  eines  Zahlenbeispiels. 
Unser  Kreisel  sei  ein  homogener  Rotationskegel  von  der  Höhe  Ä==8cm^ 

3 

sein  Schwerpunkt  S  liegt  in  der  Entfernung  jE  =  —  i^  =  6  cm  von  seiner 

Spitze  0.  Soll  das  für  den  Schwerpunkt  konstruierte  TrägheitseUip- 
soid  eine  Kugel  sein^  so  mufs  der  Radius  des  Grundkreises  r  gleich 
der  halben  Höhe  sein.  Man  findet  nämlich  unschwer  für  die  Trägheits- 
momente C,  A^,  A  um  die  Figurenaxe^  bezw.  um  eine  zur  Figurenaxe 
senkrechte  Axe  durch  0,  bezw.  um  eine  ebensolche  Axe  durch  S: 


^j 


C^~Mt\  A,  =  l-^M{r^  +  A¥),    A=  ^-^  M  [r^  +  ^  h^) , 
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WO  M  die   gesamte  Masse   des  Kreisels   ist.     Durcb.   Grleiclisetzen    der 
Werte  von  Ä  und  C  ergiebt  sich  in  der  That 


Mithin  wird 
und 


r  =  —  h  =  4:  cm. 


Die  anfängliclie  Rotation;  welche  um  die  Figurenaxe  erfolgen  sollte^ 
möge  die  Umdrehnngszalil  20  pro  Sekunde  besitzen^  sodafs  die  Winkel- 
geschwindigkeit 2ji;  •  20  beträgt.     Es  ist  dann 

JV2  _  4j^2  .  400  .  A^ 
und 

ÄP~  MgE         ~     981,0-6      " -^^;^^^- 

Wir  haben  also  dieses  Verhältnis  erheblich  kleiner  gewählt^  als  es  vor- 
her Yorausgesetzt  wurde^  weil  sonst  die  zu  zeichnende  Figur  gar  zu 
wenig  charakteristisch  ausfallen  würde  und  die  Bahnkurve  von  einem 
Kreise  kaum  zu  unterscheiden  wäre.  Der  Grad  der  Annäherung^  der 
sich  ja  wesentlich  durch  die  Gröfse  dieses  Verhältnisses  bestimmt^  wird 
dementsprechend  im  folgenden  etwas  weniger  günstig  ausfallen^  wie 
bei  der  allgemeinen  Betrachtung.  Dies  schadet  indessen  nichts,  da  uns 
an  dieser  Stelle  nicht  die  Kleinheit  des  Fehlers  sondern  seine  Ab- 
schätzung in  erster  Linie  interessiert.  In  der  Anfangslage  (zur  Zeit  t^ 
möge  die  Figurenaxe  den  Winkel  45^  gegen  die  Vertikale  bilden.  Es 
ist  dann 


^0  =  1/1  =  0,707. 


Die  Gröfsen  e^  und  e^  ergeben  sich   durch  Nullsetzen  des  Zählers  von 
Uy  also  nach  (11)  durch  Auflösen  der  quadratischen  Gleichung: 

2  AF  (1  -  u^)  =  N^  (e^-  u). 

Setzt  man  die  angegebenen  Zahlenwerte  für  --r-p  und  e^  ein,  so  erhält 
man 

^^2  -  6,439  ^  =  - 3,552,    e^  =  0,609,    e^  =  5,830. 

Es  wird  daher 

^_VzA_  0,049,  ^^,==  "5^^  =  0,658,  V^  0,433, 


-  =  ]/|^^--6'38-lÖ-^-- 
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und 

Wir  berechnen  nocli  die  folgenden  Faktoren^   welche  nach  (24)   und 
(28)  für  die  Fehlerabschätzung  wesentlich  sind: 


1-61^  Y  e 

1  —  ^0^  1 A 


~^  =  l-L6.10-V 


^.      e.-^n    _    1    _^    1^9    .    10-1. 


-  Urv        6a  ßr. 


Nun  bestimmen  wir   die  Bahnkurve  und  zwar  beispielsweise  dasjenige 

^0-  2 


Stück  derselben^  welches  von  der  Anfangszeit  ^  =  i^^  =  —  bis  zur  Zeit 


^  =  ^g  =  _—  durchlaufen  wird.    Zwischen  diese  beiden  Zeitpunkte  schalten 

wir  noch  fünf  äquidistante  Zeiten  t^^  t^^  t^^  t^^  t^  ein.    Die  Länge  eines 

zwischen   ihnen    enthaltenen  Zeitintervalles   beträgt  dann  —  •     Diesen 

j/wahren^^  Zeitpunkten  ordnen  wir  nach  61.  (24)  je  zwei  ^^angenäherte^^ 
Zeitpunkte  zu. 

Z.  B.  gehören  zu  \  die  beiden  Werte 

r  -t^  =  {l-  4,6  .  10-2)  ^  ui,d  ^-  _  ^^  =  (1  +  5,7  .  10-2)  |-- 
Bilden  wir  lieber  das  Produkt  ,    welches    in    unsern    Formeln    als 

CO    ' 

Argument  der  trigonometrischen  Funktionen  vorkommt,  und  drücken 
dieses  in  Gradmafs  aus,  so  ergiebt  sich 

!^  _  ^  +  (1  _  4  6  .  10-2)  ^  =  90«  +  28«  37' 
bezw. 

!^  _  |-  +  (1  +  5,7  .  10-2)  ^  =  90«  +  31«  43'. 

Nach  Gl.  (23)  gehören  zu  diesen  beiden  genäherten  Zeiten  die  folgen- 
den beiden  ^-Werter 

u  =  0,658  +  0,049  cos  (28«  37')  =  0,701 
bezw. 

u  =  0,658  +  0,049  cos  (31«  43')  =  0,699. 

Mithin  kann   der  wahre  Wert  von  u  zur  Zeit  t^   gleichgesetzt  werden 

u  ==  0,700  ±  %^ '  0,001, 
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unter  ^  (ebenso  wie  unten  unter  d^^  d^'' .  . .)  einen  unbekannten  ecbten 
Bruch,  verstanden. 

Aus  den  Grenzen  für  u  ergeben  sieb  entsprechende  Grenzen  für 
die  Länge  des  Vektors  S'O  =  Eyi  —  it^.  Drücken  wir  letztere  in  mm 
aus,  so  finden  wir  dafür  die  beiden  äufsersten  Werte  42,78  und  42,90  mm. 
Wir  schreiben  daher  iür  t=t^:  E  ]/! -  u^  =  42,84  ±  &'  •  0,06  mm. 

Es  handelt  sich  sodann  um  die  Richtung  des  Vektors  S'O  zur 
Zeit  t^^  also  um  den  Winkel  ^.  Wir  berechnen  zunächst  die  Näherungs- 
werte jjj''^  welche  nach  Gl.  (27)  zu  den  oben  angegebenen  Grenzwerten 
von  f  gehören,  nämlich  für 

^  =  90^  +  280  37',  ^"  =  0,220  (28' 3T  -  -^  sin  28^37')  =  15' 


==  90«  +  31^43',  ^"  =  0,220  (31M3'  ~  ^  sin  31^43')  ==  21'. 


Der  erste  dieser  Werte  entspricht  der  Neigung  u  =  0,701  der  Piguren- 
axe;  die  Unsicherheit  desselben  folgt  aus  der  üngl.  (28),  welche  besagt, 
dafs  für  den  wahren  Wert  von  ip  bei  eben  jener  Neigung  gilt: 

(1  -  1,6  .  10-1)  15'  <  1^  <  (1  +  1^9  .  10-1)  15' 
oder 

13'  <  ^  <  18'. 

Ebenso  ergiebt  sich  für  den  wahren  Wert  von  ^  bei  der  Neigung 
u  ==  0,699  der  Figurenaxe  aus  (28): 

(1  -  1,6  .  10-1)  21'  <  1/;  <  (1  +  1,9  •  10-1)  2r 

^'  ^'  18'  <  ^  <  25; 

Da  zur  Zeit  t=t^^  wie  wir  sahen,  die  Gröfse  -^t  j'edenfalls  zwischen 
u  =  0,701  und  0,609  liegt,  mufs  der  Winkel  ^  jedenfalls  zwischen  13' 
und  25'  enthalten  sein.     Wir  schreiben  daher  für  t  =  t^: 

ilj  =  W±  ^" .  6'. 


In  derselben  Weise  sind  die  Gröfsen  u,  ^  ]/l  —  ^^^,  f  für  die  Zeit- 
punkte t  =  t^j  t^y  ...  zu  bestimmen.  (Für  den  Anfangs  wert  t  =  iQ  er- 
giebt sich  offenbar  und  zwar  genau  u  =  eQ  =  0,707,  J5]/l  —u^  =42,43 mm, 
^  =  0.)    Das  Resultat  der  Rechnung  enthält  die  Tabelle  von  pag.  530: 
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Fig.  70. 


Auf  Grund  dieser  Zahlen  ist  Fig.  70  gezeichnet.  Sie  zeigt,  wie 
sich  die  Bahnkurve  zwischen  den  beiden  Begrenzungskreisen  vom  Radius 
Eyi  —  e^  =  42,4  mm  und  E  ]/!  —  e^  =  47,6  mm  hin-  und  herzieht. 
Den  gröfseren  der  beiden  Kreise  tangiert  sie,  auf  dem  kleineren  sitzt 
sie  mit  Spitzen  auf.     Dafs  wir  mit  begrenzter  Grenauigkeit  rechneten^ 
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kommt  darin  zum  Ausdruck^  dafs  die  Balinkurve  niclit  als  mathema- 
tische Linie  sondern  als  Streifen  von  wechselnder  Breite  erscheint, 
ferner  darin,  dafs  den  Zeitpunkten  t^  kein  bestimmter  Punkt  der  Linie, 
sondern  ein  gewisser  Bereich  des  Streifens  entspricht,  der  in  der  Figur 
kenntlich  gemacht  ist.  Dieser  Bereich  wird  um  so  gröfser,  die  Sicher- 
heit unserer  Rechnung  also  um  so  geringer,  je  weiter  wir  uns  von  der 
Anfangszeit  ^  ==  i^o  entfernen.  Die  Zeitpunkte  t_^j  t_^j  .  .  .  gehen  der 
Anfangszeit  t^  in  demselben  Abstände  vorher,  wie  die  Zeitpunkte 
ti,  t^y  .  .  .  ihr  folgen.  Die  Bahnkurve  für  i^  <  i^o  e^gi^l^t  sich  aus  der  für 
t^  t^  einfach  durch  Spiegelung  an  dem  Strahle  f  =  0. 

Man  wird  beim  Anblick  unserer  Figur  zugeben,  dafs  unsere  an- 
genäherte Berechnung  hinsichtlich  der  Gestalt  der  Bahnkurve  allen  An- 
sprüchen genügt,  die  man  vom  naturwissenschaftlichen  Standpunkte  aus 
an  die  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  stellen  kann;  hinsichtlich  des 
Zeitmafses,  in  dem  unsere  Bahnkurve  durchlaufen  wird,  kann  man 
zweifelhaft  sein,  ob  unsere  Annäherung  befriedigt,  da  z.  B.  für  t  =  tj^s 
der  Bereich,  innerhalb  dessen  die  Lage  des  Stützpunktes  unsicher  ist, 
etwas  grofs  wird.  Lidessen  können  wir  geltend  machen,  dafs  in  dieser 
Hinsicht  die  Grenauigkeit  unserer  Rechnung  etwa  parallel  derjenigen 
Genauigkeit  gehen  mag,  mit  der  sich  der  Ort  des  Stützpunktes  zu  einer 
gegebenen  Zeit  durch  eine  nicht  besonders  verfeinerte  Beobachtungs- 
methode feststellen  läfst. 

Vor  allem  aber  müssen  wir  bedenken,  dafs  der  wirkliche  Be- 
wegungsverlauf durch  die  Reibung  an  der  Unterlage,  von  der  wir  in 
diesem  Paragraphen  abgesehen  haben,  in  hohem  Grade  entstellt  wird. 
Wollten  wir  daher  die  vorangehenden  Rechnungen  verschärfen,  ohne 
dabei  auf  die  Reibung  Rücksicht  zu  nehmen,  so  hiefse  dieses,  sich 
mit  Kleinigkeiten  aufhalten  und  die  Hauptsache  verfehlen. 
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Kapitel  VII. 

Theorie  und  Wirklichkeit.  Einflufs  der  Reihiiiig,  des  Luftwider- 
standes, der  Elastizität  von  Material  nnd  Unterlage  anf  die  Kreisel- 

hewegung. 

§  1.     Der  Gegensatz   zwischen  rationeller  und    pliysikalisclier  oder 
zwischen  himmlischer  und  irdischer  Mechanik. 

Man  bezeiclinet  seit  alter sher  die  abstrakte  Mechanik^  welche  die 
Fülle  der  Bewegungserscheinungen  durch  mathematische  Deduktion  aus 
wenigen  Grundsätzen  abzuleiten  bestrebt  ist,  als  rationelle  (=  deduktive) 
Mechanik.  Daneben  tritt  diejenige  Behandlung  der  mechanischen  Pro- 
bleme^ welche  die  Wirklichkeit  in  ausgiebigerer  Weise  mit  Hinzuziehung 
von  Erfahrungsthatsachen  und  Experimenten  berücksichtigt^  fast  etwas 
schüchtern  als  physikcdische  (=  induktive)  Mechanik  auf.  Angesichts  der 
weitgehenden  Abweichungen  aber  zwischen  den  Resultaten  der  ab- 
strakten Theorie  und  den  That Sachen  der  Wirklichkeit  möchte  man 
die  Frage  aufwerfen,  ob  nicht  für  die  Mehrzahl  der  Anwendungs- 
gebiete die  physikalische  Mechanik  in  Wahrheit  die  rationelle  und  die 
sog.   rationelle  in  Wahrheit  höchst  unphjsikalisch  und  irrationell  ist. 

Der  Grund  für  die  uns  ständig  entgegentretenden  Differenzen 
zwischen  Theorie  und  Wirklichkeit  liegt,  wie  allbekannt,  in  dem  Auf- 
treten von  Energie  verzehrenden  oder  Energie  zerstreuenden  Kräften. 
Die  abstrakte  Theorie  stellt  sich  gerne  so,  als  ob  diese  Kräfte  nur 
sekundäre  Bedeutung  hätten,  als  ob  es  sich  dabei  um  Erscheinungen 
zweiter  Ordnung  handelte,  welche  das  Gesamtbild  zwar  trüben  aber 
nicht  völlig  entstellen  können.  Ein  etwas  krass  gewähltes  Beispiel 
möge  uns  lehren,  wie  weit  diese  Annahme  zutrifft. 

Das    deutsche  Infanteriegewehr  Modell  88    erteilt    dem   Geschosse 

eine  Anfangsgeschwindigkeit  von  ca.  620 (Die  Beobachtung  dieser 

Geschwindigkeit  geschieht  etwa  25  m  vor  der  Mündung.)  Sofern  wir 
den  Luftwiderstand  und  die  Luftreibung  ignorieren  wollen,  die  hier 
als  Energie  verzehrende  Momente  ins  Spiel  kommen,  ist  die  Flug- 
bahn  die  bekannte  Parabel  und    die  gröfste   Schufsweite  wird   erzielt 


§  1.    Rationelle  und  physikalische  oder  himmlische  und  irdische  Mechanik.     533 

bei  einem  Äbgangswinbel  (Eleyationswinkel)  von  45^  gegen  die  Hori- 
zontale. Nach  den  elementaren  Gesetzen  der  Wurfbewegung  berechnet 
sicli,  wenn  man  mit  v  den  gemeinsamen  Wert  der  vertikalen  und  der 
horizontalen  Anfangsgeschwindigkeit 

_  620    m 

~~  ■j/2    See 

bezeichnet,  die  bei  dem  genannten  Schusse  vorkommende  gröfste  Er- 
hebung jff  des  Geschosses  über  den  Erdboden  und  die  Schufsweite  W 
aus  den  Formeln: 

a=  -^  ==  ca.  10  km,        W=  —  =  ca.  40  km. 

Schlägt  man  aber  die  Schiefsvorschrift  für  die  Infanterie  auf,  welche 
das  auf  diesem  Gebiete  vorliegende  reiche  Beobachtungsmaterial  zu- 
sammenfafst,  so  findet  man  auf  Seite  17,  dafs  die  gröfste  beobachtete 
Schufsweite  ungefähr  4  km  beträgt  und  dafs  sie  einem  Abgangswinkel 
von  32^  entspricht.  Die  höchste  Erhebung  des  Geschosses  wird  bei 
dieser  Bahn  rund  Yg  km  und  liegt  nicht,  wie  bei  der  abstrakten  Wurf- 
bewegung,   in    der   Mitte,    sondern 


etwas    dahmter   m    der  Entfernune^  ^C^""^  [ 

2,2  km  von  der  Mündung.  y-^^^^^^y 


j^' 


'fr 


\3i'' 


Deutlicher    noch    wie    die    an-    ^^  \ 
gegebenen  Zahlen  redet  die  neben-    <~iomm,-~>. 
stehende  Figur.     Sie  zeigt,  dafs  die  i^ig.  7i. 

unter  Vernachlässigung  des  Luftwiderstandes  berechnete  Bahn  („ber.^^) 
auch  nicht  eine  entfernte  Annäherung  an  die  beobachtete  Bahn  („beob.^^) 
giebt. 

Allerdings  denkt  niemand  daran,  in  den  ballistischen  Problemen 
den  Luftwiderstand  zu  vernachlässigen.  Auch  kann  zugegeben  werden, 
dafs  sein  Einflufs  bei  geringeren  Geschwindigkeiten  nicht  so  stark  ins 
Gewicht  fallen  wird,  wie  bei  den  gewaltigen  Geschwindigkeiten  der 
modernen  Schufswaffen.  Denn  es  ist  theoretisch  verständlich  und  durch 
die  Beobachtung  bestätigt,  dafs  mit  wachsender  Geschwindigkeit  und 
ganz  besonders  in  der  Nähe  der  Schallgeschwindigkeit  der  Luftwider- 
stand rapide  zunehmen  mufs.  Trotzdem  dürfte  unser  Beispiel  geeignet 
sein,  uns  vor  einer  Überschätzung  der  Ergebnisse  der  rationellen 
Mechanik  und  vor  einer  Unterschätzung  von  sog.  „Nebenumständen" 
wie  Reibung  etc.  zu  warnen,  die  gegebenenfalls  leicht  zur  Hauptsache 
werden  können. 

Die  Abneigung  der  mathematischen  Schriftsteller  vor  der  Inangriff- 
nahme der  Reibungsprobleme  macht  sich  schon  bei  dem  grofsen  Be- 
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gründer  der  analytisclieiL  Mechanik,  bei  Lagrange,  geltend.  Er  er- 
wähnt an  keiner  Stelle  seines  Werkes  die  Reibung  der  festen  Körper 
auf  einander.  Diesem  nicht  nachahmenswerten  Beispiele  folgt  auch 
Xirchhoff  in  seinen  Vorlesungen  über  Mechanik.  Und  doch  ist  die 
Reibung,  nächst  der  Schwere,  wohl  die  wichtigste  Kraft  in  unserem 
Dasein.  Gewöhnlich  wird  sie  als  etwas  Schädliches  und  Unerwünschtes 
angesehen.  In  der  That  rühren  die  Energie  Verluste  und  daher  die 
Betriebskosten  bei  all  unseren  Maschinen,  Fahrzeugen  etc.  zum  gröfsten 
Teil  von  irgend  einer  Art  Reibung  her.  Es  hiefse  jedoch  ungerecht 
sein,  wenn  man  die  wohlthätigen  Seiten  der  Reibung  verkennen  wollte. 
Nur  die  Reibung  ermöglicht  es  uns,  dafs  wir  uns  auf  unserer  Erde 
nach  Belieben  vorwärts  bewegen  können,  sei  es  durch  die  Kraft  unserer 
Glieder,  sei  es  mit  Hülfe  irgend  eines  Gefährtes.  Man  erinnere  sich 
z.  B.,  dafs  im  Betriebe  der  Strafsenb ahnen,  wenn  durch  Eisbildung 
der  wohlthätige  Einflufs  der  Reibung  zwischen  Rad  und  Schiene  ge- 
schwächt ist,  der  Wagen  nicht  von  der  Stelle  kommt.  Weiter  aber: 
Die  Reibung  ermöglicht  es  mir,  den  Federhalter  zwischen  den  Fingern 
zu  halten,  falls  ich  nur  —  entsprechend  dem  unten  zu  besprechenden 
Reibungsgesetze  —  die  Finger  mit  einem  genügenden  Druck  gegen 
den  Halter  presse.  Die  Reibung  verhindert  die  Bücher,  die  auf  meinem 
(doch  gewifs  nicht  genau  horizontalen)  Schreibtische  liegen,  der  Schwere 
folgend  zur  Erde  hinab  zu  gleiten;  sie  verhütet,  dafs  der  Berg,  der 
vor  meinem  Fenster  liegt,  zu  Thale  kommt  und  die  Stadt  verschüttet. 

Woher  rührt  es  nun,  werden  wir  uns  fragen,  dafs  trotz  ihrer 
mafsgeb enden  Wichtigkeit  für  alle  irdischen  Verhältnisse  die  Reibung 
in  der  theoretischen  Mechanik  so  wenig  Beachtung  findet?  Ein  Grund 
hierfür  ist  historischer  Natur. 

Das  älteste  Anwendungsgebiet  der  mechanischen  Lehren  und  der 
älteste  Zweig  der  mathematischen  Naturwissenschaft  überhaupt  ist  die 
Astronomie.  Die  Begründer  und  Hauptförderer  der  Mechanik,  Galilei, 
Newton,  Lagrange,  Laplace  haben  wesentlich  astronomische  Fragen 
bei  ihren  Untersuchungen  im  Auge  gehabt.  Dadurch  ist  es  gekommen, 
dafs  die  theoretische  Mechanik  ein  Gewand  bekommen  hat,  das  wesentlich 
für  astronomische  Zwecke  zugeschnitten  erscheint.  Die  Himmelskörper 
nun  bewegen  sich  merklich  reibungslos  im  luftleeren  Räume  und  können 
für  die  meisten  Zwecke  als  einzelne  Massenpunkte  angesehen  werden. 
In  der  Mechanik  des  Himmels  also  —  aber  auch  nur  hier  —  treten 
die  Reibungserscheinungen  zurück.  Hier  steht  das  Problem  der  n  frei 
im  Raum  beweglichen  Massenpunkte,  die  mit  konservativen  Kräften 
auf  einander  wirken,  im  Mittelpunkte  des  Interesses,  ein  Problem, 
welches  vielfach  den  Hauptgegenstand  der  Vorlesungen  und  Lehrbücher 
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über  theoretisclie  Mechanik  ausmaclit,  welches  aber  in  den  irdiscben 
Geschellnissen  niemals  realisiert  wird. 

Man  bezeichnet  den  Sachverhalt  deutlicher^  wenn  man  statt  von 
rationeller  und  physikalischer  Mechanik  von  himmlischer  und  irdischer 
Mechanik  spricht.  Die  uns  überkommene  Form  der  theoretischen 
Mechanik  hat  ihren  Ursprung  und  ihr  eigentliches  Anwendungsgebiet 
in  der  Mechanik  des  Himmels.  Um  den  vielfach  verworrenen  und 
komplizierten  Verhältnissen  auf  der  Erde  gerecht  zu  werden,  mufs  sie 
durch  Erfahrungsmaterial  wesentlich  ergänzt  werden. 

Ein  anderer  Grund  für  die  geringe  Beachtung,  welche  die  Reibungs- 
probleme bei  den  Theoretikern  finden,  ist  die  geringe  Zuverlässigkeit 
der  physikalischen  Grundlagen  der  Reibungstheorie.  Wir  sind  uns  von 
vornherein  bewufst,  dafs  die  üblichen  Gesetze  z.  B.  über  die  gleitende 
Reibung  fester  Körper  auf  einander,  über  den  Luftwiderstand,  über 
die  Reibung  im  Innern  der  Flüssigkeiten  oder  über  die  innere  Reibung 
der  festen  Körper  nur  grobe  Annäherungen  sind,  dafs  die  physikalischen 
Umstände  bei  diesen  Vorgängen  äufserst  kompliziert  sind  und  vielleicht 
überhaupt  nicht  in  allgemeingültige  Formeln  gefafst  werden  können. 
Eine  naturgemäfse  Berücksichtigung  des  Luftwiderstandes  z.  B.  müfste 
von  der  Mitbewegung  der  umgebenden  Luft  ausgehen.  Die  Energie- 
verluste, die  der  Luftwiderstand  erzeugt,  wären  einerseits  aus  der 
inneren  Reibung  der  Luft,  andererseits  aus  der  Abgabe  von  Bewegungs- 
energie an  weiter  entfernte  Luftschichten  zu  berechnen.  Bei  sehr 
schnellen  Bewegungen,  die  mit  merklichen  Luft -Verdichtungen  und 
-Verdünnungen  verbunden  sein  werden,  erfolgt  die  Energieabgabe  mit 
Schallgeschwindigkeit;  hierbei  müfste  aufser  der  Trägheit  auch  die 
Elastizität  und  die  Thermodynamik  der  Luft  in  Rechnung  gesetzt 
werden.  Einen  Blick  in  die  Mannigfaltigkeit  der  hier  vorliegenden 
Verhältnisse  gestatten  uns  die  bekannten  schönen  Momentaufnahmen 
der  durch  die  Geschosse  erzeugten  Luftwellen.  Ihnen  gegenüber  mufs 
eine  Formel,  die  den  Luftwiderstand  durch  irgend  eine  Potenz  der 
Geschwindigkeit  ausdrücken  will,  geradezu  ärmlich  erscheinen.  Ebenso 
aussichtslos  wird  es  sein,  den  Schiß's  wider  st  and  angesichts  des  kom- 
plizierten Spieles  der  Wellen  in  der  Nähe  eines  Dampfers  in  eine  ein- 
fache Formel  hineinzwängen  zu  wollen.  Jedenfalls  werden  hier  nur 
ausgedehnte,  mit  den  gröfsten  Mitteln  durchgeführte  Versuche  einigen 
Aufschlufs  liefern.  Theorie  und  Rechnung  können  auf  diesen  Gebieten 
eher  als  Anleitung  zur  vernünftigen  Anstellung  von  Experimenten  wie 
zur  Voraussage  der  Erscheinungen  dienen.  In  manchen  Fällen  hat  die 
Theorie  Regeln  (sog.  Ähnlichkeitsgesetze)  liefern  können,  um  die  durch 
Modellversuche,    also    durch  Versuche    in  verkleinertem  Mafsstabe   ge- 
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fnndenen  Resultate  auf  die  gröfseren  Verhältnisse  der  wirkliclieii  Pro- 
bleme zu  übertragen.  Die  Leistung  der  Theorie  ist  in  solchen  Fällen 
sehr  wertvoll,  aber  doch  viel  bescheidener,  wie  z.  B.  bei  den  Problemen 
der  Himmelsmechanik. 

Die  Gröfse  des  Widerstandes  wird  in  den  vorgenannten  Beispielen 
aufserdem  von  der  besonderen  Form  des  Greschosses  oder  des  Schiffes 
abhängen.  Es  kann  durchaus  sein,  dals  eine  kleine  Abänderung  der 
Form  eine  erhebliche  Änderung  des  Widerstandsgesetzes  bewirkt.  Ähn- 
liches gilt  von  der  gleitenden  Reibung.  Hier  kommt  es  auf  scheinbar 
geringfügige  Umstände  weit  mehr  an,  als  man  erwarten  und  wünschen 
möchte.  Eine  durch  Abnutzung  veränderte  Oberfläche  verhält  sich 
anders  wie  eine  frisch  bearbeitete.  Teilchen  des  abgeriebenen  Materials 
oder  Staubkörnchen,  welche  sich  zwischen  den  Reibungsflächen  be- 
finden, können  die  Gröfse  der  Reibung  beträchtlich  beeinflussen;  ein 
Feuchtigkeitsniederschlag  aus  der  umgebenden  Luft  kann  wie  ein 
Schmiermittel  wirken  und  die  Reibungsgesetze  nicht  nur  quantitativ 
sondern  auch  qualitativ  gründlich  verändern.  Hier  gilt  also  der  für 
den  Naturforscher  höchst  unbequeme  und  störende  Satz:  Kleine  Ur- 
sachen, grofse  Wirkungen.  Vor  der  kritiklosen  Benutzung  von  Reibungs- 
ziffern mufs  aus  diesem  Grunde  gewarnt  werden.  Ziffern,  die  für  ge- 
wisse Versuchsumstände  gefunden  sind,  brauchen  deshalb  noch  nicht 
für  andere  Umstände  zu  gelten.  Diese  Ziffern  auf  zwei  oder  drei 
Dezimalen  anzugeben,  wie  es  in  den  technischen  Kalendern  ebensowohl 
wie  in  vielen  Lehrbüchern  der  Experimentalphysik  geschieht,  hat  jeden- 
falls keinen  Wert. 

Man  begreift  es  hiernach,  dafs  der  Lab  Oratoriums -Physiker,  der 
in  der  angenehmen  Lage  ist,  seine  Probleme  frei,  zum  Teil  nach 
ästhetischen  Gesichtspunkten  zu  wählen,  an  den  Reibungsfragen  gerne 
vorbeigeht,  weil  er  sich  aus  ihrem  Studium  keine  reinen  und  all- 
gemeinen Gesetze  verspricht.  Anders  steht  der  Techniker  zu  den 
Reibungsgesetzen,  die  für  ihn  Lebensfragen  sind.  Deshalb  rühren  die 
neueren  Beiträge  zur  Kenntnis  der  Reibungsgesetze,  die  wir  im  fol- 
genden Paragraphen  zu  nennen  haben  werden,  wesentlich  von  tech- 
nischer Seite  her. 

Aus  dieser  Sachlage  folgt  aber  weiter,  dafs  die  mathematische 
Behandlung  der  Reibungsprobleme  unter  anderen  Gesichtspunkten  zu 
erfolgen  hat,  wie  die  der  Probleme  der  rationellen  Mechanik.  Der 
Mathematiker  strebt  seiner  Erziehung  und  Gewohnheit  nach  dahin,  die 
ihm  vorgelegten  Probleme  mit  völliger  Schärfe  zu  lösen,  so  dafs  eine 
Berechnung  auf  beliebig  viele  Dezimalen  theoretisch  möglich  wird. 
Diese  Methode  ist  bei  den  Aufgaben  der  Himmelsmechanik  mit  Rück- 
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sieht  anf  die  grofse  Seliärfe  der  astronomisclien  Beobaclit-ungen  in  der 
Tkat  zweckmäfsig ;  bei  allen  Aufgaben  aber,  bei  denen  Reibungsein- 
flüsse etc.  wesentlich,  sind,  d.  h.  bei  allen  Aufgaben  der  irdischen  Me- 
chanik, würde  eine  solche  Genauigkeit  der  Rechnung  in  unschönem  Mifs- 
verhältnis  stehen  zu  der  Genauigkeit  der  physikalischen  Grundlagen. 
Hier  ist  es  vielmehr  angezeigt,  nicht  nach  quantitativer  Durchrechnung, 
sondern  nach  qualitativem  Verständnis  der  Erscheinungen  zu  streben, 
und  wo  man  quantitativ  vorgeht,  von  vornherein  nicht  mit  beliebiger 
sondern  mit  begrenzter  Genauigkeit  zu  rechnen.  Und  dies  um  so  mehr, 
als  die  mit  Reibungsgliedern  behafteten  DiJBferentialgleichungen  z.  B.  in 
der  Kreiseltheorie  reichlich  kompliziert  werden  und,  wie  man  gewöhn- 
lich sagen  würde,  „sich  nicht  integrieren  lassen^^.  Dem  gegenüber  be- 
tonen wir  den  Grundsatz:  man  soll  solche  Gleichungen  nicht  inte- 
grieren; man  soll  sie  interpretieren  und  konstruieren,  wie  wir  dies  im 
Folgenden  versuchen  werden. 

In  den  vorstehenden  Erörterungen  ist  begründet,  weshalb  und  in 
welchem  Sinne  wir  die  Reibungsprobleme  beim  Kreisel  zu  ausführ- 
licherer Behandlung  bringen  werden,  als  man  es  bisher  gethan  hat. 
Allerdings  bleiben  wir  hinter  dem  Ziel,  welches  man  erreichen  möchte, 
zurück,  weil  wir  uns  bei  dem  Fehlen  ausreichender  experimenteller 
Grundlagen  auf  eine  schematische  Behandlung  der  Probleme  beschränken 
müssen. 

§  2.     Bericlit  über  die  Eeibungsgesetze, 

Unsere  Kenntnis  der  Reibungsgesetze  ist  bekanntlich  von  Coulomb 
begründet.  Wir  gehen  hier  etwas  näher  darauf  ein,  weil  die  ein- 
schlägigen Fragen  in  den  Kreisen  der  Theoretiker  meist  wenig  be- 
kannt sind*). 

Coulomb  fand,  dafs  an  der  Grenze  zweier  auf  einander  gleitender 
fester  Körper  eine  Kraft  auftritt,  welche  für  jeden  der  beiden 
Körper  seiner  Bewegung  relativ  gegen  den  anderen  entgegengerichtet 
und  proportional  ist  dem  gesamten  Normaldruck,  mit  dem  die  Körper 
gegeneinander  geprefst  werden.  Der  Proportionalitätsfaktor  heifst 
Beihungshoeffident  (oder,  genauer  gesagt,  Reibungskoeffizient  der  Be- 
wegung).    Dieser  wird  als  Materialkonstante    oder   richtiger   als    eine 


*)  Zur  weiteren  Orientierung  verweisen  wir  auf  das  gerade  in  Reibungs- 
fragen sehr  reichhaltige  Lehrbuch  von  J.  Perry,  Applied  Mechanics,  New  York 
1898,  hin,  das  wir  für  diesen  und  den  vorigen  Paragraph  mehrfach  benutzt  haben. 
Einen  lehrreichen  Bericht  über  die  Gesamtliteratur  der  Reibung  verdankt  man 
F.  Masi:  Le  nuove  vedute  nelle  ricerche  theoriche  ed  esperimentali  sulF  attrito. 
Bologna  bei  Zanichelli  1897. 
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sowohl  für  das  Material  wie  für  die  OberflächenbescliaffenlLeit  der  beiden 
Körper  charakteristisclie  Konstante  angeseben.  Von  der  Geschwindigkeit 
des  Gleitens  soll  also  die  Reibung  und  der  Reibungskoeffizient  unab- 
hängig sein,  desgl.  von  der  Gröfse  der  Berührungsfläche  oder,  was 
bei  gleichem  Gesamtdruck  auf  dasselbe  herauskommt,  yon  der  Gröfse 
des  spezifischen  Druckes,  des  Druckes  auf  die  Flächeneinheit  der  Be- 
rührungsfläche. In  Formeln  heifst  das  Coulombsche  Reibungsgesetz, 
wenn  man  mit  ^  den  Reibungskoeffizienten,  mit  iV"  den  gesamten 
Normaldruck,  mit  W  die  Gröfse  des  Reibungswiderstandes  bezeichnet: 

Wir  wollen  diese  Aussage  zunächst  dahin  beschränken,  dafs  sie 
nur  für  die  trockene  JEteihung,  nicht  für  die  Reibung  bei  Anwesenheit 
eines  Schmiermittels  gelte.  Ferner  haben  wir  an  den  bekannten  Unter- 
schied zwischen  der  Reibung  der  Bewegung  und  der  der  Ruhe  (dyna- 
mische und  statische  Reibung)  zu  erinnern.  Wir  erläutern  die  Reibung 
der  Ruhe  folgendermafsen: 

Wenn  die  treibende  Kraft,  welche  die  Bewegung  des  Versuchs- 
körpers gegen  die  Unterlage,  oder  die  relative  Bewegung  beider  be- 
wirken soll,  nicht  ausreicht  um  die  Reibung  zu  überwinden,  werden 
wir  der  Reibung  nur  die  Gröfse  der  treibenden  Kraft  selbst,  der  sie 
das  Gleichgewicht  hält,  zuschreiben.  Dies  gilt  solange,  bis  die  treibende 
Kraft  einen  Grenzwert  überschreitet,  bei  dem  Bewegung  eintritt  und 
der  sich  wieder  proportional  dem  Normaldrucke  N  erweist.  Der 
Proportionalitätsfaktor  möge  mit  ii^  bezeichnet  werden  und  heifst 
Heibungskoeffi^ient  der  Muhe.  Das  Reibungsgesetz  für  die  Ruhe  kann 
man  daher  in  der  Gleichung  ausdrücken; 

Der  Reibungskoeffizient  der  Ruhe  ist  meist  beträchtlich  gröfser 
als  der  der  Bewegung.  Diesen  Umstand  sowie  das  Reibungsgesetz 
überhaupt  veranschaulicht  ein  schönes  Experiment,  welches  G.  Herr- 
mann*) angegeben  hat  und  welches  jeder  ohne  weiteres  wiederholen 
kann. 

Man  lege  einen  Stock  auf  seine  beiden,  in  gleicher  Höhe  aus- 
gestreckten Zeigefinger.  Darauf  nähere  man  die  Finger  einander.  Auf 
welchem  Finger  wird  der  Stock  zu  gleiten  beginnen?  Auf  demjenigen, 
der  weiter  von  dem  Schwerpunkt  des  Stockes  absteht;  denn  die  Normal- 
drücke JV^,  iVg,  mit  denen  der  Stock  auf  beiden  Fingern  aufliegt,  sind 
nach  dem  Hebelgesetze  für  jeden  Finger  proportional  dem  Abstand  des 


*)  Der  Reibungswinkel,  Festschrift  zum  Jubiläum  der  Univ.  Würzburg,  1882. 
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Schwerpunktes  von  dem  anderen  Finger;  bei  dem  weiter  abstehenden 
Pinger  ist  also  der  Normaldruck  der  kleinere;  nach  dem  Reibungs- 
gesetz ist  hier  auch  die  Reibung,  welche  dem  Gleiten  entgegenwirkt, 
kleiner  wie  bei  dem  anderen  Finger;  hier  mufs  also  die  Gleitung 
beginnen. 

Der  Stock  gleitet  nun  auf  diesem  Finger,  nicht  nur  bis  der  Abstand 
dieses  Fingers  vom  Schwerpunkt  des  Stockes  gleich  dem  des  anderen 
Fingers  geworden  ist,  sondern  noch  etwas  länger,  wegen  ^q  >  ^. 
Erst  wenn  sich  die  Schwerpunktsabstände  der  beiden  Finger  verhalten 
wie  ^:[Iq  tritt  ein  Wechsel  der  Bewegung  ein;  der  Stock  ruht  jetzt 
auf  demjenigen  Finger,  auf  dem  er  vorher  glitt  und  beginnt  auf  dem 
anderen  zu  gleiten.  Denn  die  Normaldrücke  N  auf  beiden  Fingern 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Schwerpunktsabstände,  also  in  dem 
genannten  Augenblicke  wie  ^qI  ^]  die  Reibung  der  Bewegung  an  dem 
einen  Finger  wird  dann  gleich  der  Reibung  der  Ruhe  an  dem  anderen 
und,  wenn  das  Gleiten  in  dem  bisherigen  Sinne  andauern  würde,  sogar 
gröfser  als  diese,  was  offenbar  widersinnig  ist.  Dieses  Spiel  wird  sich 
fortgesetzt    wiederholen,    wobei    der    Schwerpunktsabstand    desjenigen 

Fingers,  auf  dem  der  Stock  gleitet,  sich  jedesmal  bis  zum  —  ten  Teile 

des  Schwerpunktsabstandes  des  anderen  Fingers  vermindert.  Das  Resultat 
ist,  dafs  die  Schwerpunktsabstände  beider  Finger  sich  wechselweise 
verkleinern  und  dafs,  wenn  die  Finger  zusammengebracht  sind,  der 
Stock  von  ihnen  in  seinem  Schwerpunkte  unterstützt  wird,  also  frei 
schwebt ! 

Aufser  der  Veranschaulichung  der  Reibungsgesetze  gestattet  das 
Experiment  eine  Messung  des  Verhältnisses  ^^ :  ^,  Es  genügt  hierzu, 
einige  Umkehrpunkte  der  Bewegung  auf  dem  Stocke  zu  markieren 
und  ihre  Abstände  von  dem  Schwerpunkt  zu  messen.  Das  Verhältnis 
der  Abstände  zweier  auf  einander  folgender  Umkehrpunkte  liefert  das 
gesuchte  Verhältnis  der  Reibungskoeffizienten.  Die  Gesamtheit  der 
Umkehrpunkte  bildet  auf  beiden  Seiten  die  Punktfolge  einer  geometri- 
schen Reihe.  Wenn  der  Stock  nicht  zu  kurz  ist,  wird  die  Messung 
verhältnismäfsig  genau. 

Die  Verschiedenheit  der  Werte  von  ^q  und  ^  legt  die  Vermutung 
nahe,  dafs  ein  stetiger  Übergang  zwischen  dem  zur  Gleitgeschwindigkeit 
Null  gehörigen  Werte  ^^  und  dem  zu  merklich  gröfseren  Geschwindig- 
keiten gehörigen  Werte  ^  stattfinden  möge.  Diese  Vermutung  wird 
durch  Versuche  von  Jenkin  und  Ewing*)  bestätigt.     Bei  Materialien 


*)    London  Pbilos.  Transactions  Bd.  167  (1877),  S.  509. 
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mit  erheblich  verschiedenen  Reibungskoeffizienten  ^^  und  ^  konnte  der 
stetige  Übergang  in  der  That  nachgewiesen  werden. 

Wenn  wir  also  mit  Coulomb  die  Unabhängigkeit  des  Reibungs- 
koeffizienten von  der  Geschwindigkeit  behaupten  wollen  ^  müssen  wir 
hierbei  zunächst  das  Gebiet  sehr  geringer  Geschwindigkeiten  aus- 
schliefsen.  Wie  bewährt  sich  nun  diese  Unabhängigkeit  bei  gröfseren 
Geschwindigkeiten  ? 

Die  alten  Versuche  des  General  Morin,  die  in  den  Jahren  1831—1833 
in  Metz  angestellt  wurden   und    die  ein  Geschwindigkeitsintervall   bis 

4  —  umfassen^  schienen  die  Unabhängigkeit  zu  bestätigen.    Die  Morin- 

schen  Versuchsergebnisse  bilden  noch  heute  den  eisernen  Bestand  der 
Zahlenangaben  über  Reibungskoeffizienten  in  den  technischen  Hand- 
büchern und  den  Lehrbüchern  der  Experimentalphysik.  Eine  grofse 
Zuverlässigkeit  wird  ihnen  aber  kaum  zugeschrieben  werden  können^ 
schon  deshalb  nicht^  weil  nach  dem  im  vorigen  Paragraph  Gesagten 
solche  Zahlenangaben  in  hohem  Mafse  von  den  Nebenumständen  des 
Experimentes  abhängen. 

Das  Verhalten  des  Reibungskoeffizienten  bei  höherer  Gleitge- 
schwindigkeit blieb  jedenfalls  eine  offene  Prage^  die  erst  durch  die  Ent- 
wickelung  des  Eisenbahnwesens  und  der  Bremsvorrichtungen  aktuell 
wurde.  Zwischen  Bremsklotz  und  Radreifen  haben  wir  eine  richtige 
gleitende  Reibung  ohne  Schmiermittel^  während  die  Reibung  zwischen 
Rad  und  Schiene,  wenigstens  beabsichtigtermafsen  und  in  der  Regel, 
rollende  Reibung  ist  und  nur  in  dem  Ausnahmefalle  gleitende  Reibung 
wird,  wo  die  Räder  auf  den  Schienen  schleifen.  Über  die  Reibung 
zwischen  Bremsklotz  und  Rad  liegen  vor  allem  Versuche  von  Douglas 
Galton"^)  vor,  welche  im  gröfsten  Mafsstabe  mit  Unterstützung  der  Pirma 
Westinghouse  auf  verschiedenen  englischen  Linien  ausgeführt  wurden.  Ein 
Versuchs  wagen  von  Galton  enthielt  eine  ganze  Reihe  von  Tachometern 
und  Dynamometern.  Die  Tachometer  lieferten  die  Umfangsgeschwindig- 
keit der  Räder  und  die  Portbewegungsgeschwindigkeit  des  Wagens. 
Die  Gleitgeschwindigkeit  zwischen  Rad  und  Bremsklotz  ist  gleich  der 
ersten  dieser  Geschwindigkeit,  die  eventuelle  Gleitgeschwindigkeit 
zwischen  Rad  und  Schiene  gleich  der  Differenz  beider.  Die  Dynamo- 
meter mafsen  1)  den  Bremsdruck,  mit  dem  der  Bremsklotz  an  das  Rad 
geprefst  wird,  also  diejenige  Kraft,  die  für  die  Reibung  zwischen  Bremse 
und   Rad    als  Normaldruck  N  wirkt;    2)   den  Reibungs widerstand    W 


*)  Institution  of  Mechanical  Engineers  Proceedings  1878,  1879,  s.  insbes.  1879, 
S.  172  oder  Engineering  1879,  S.  371  oder  Reports  of  the  British  Association 
(Dublin)  1878. 


§  2.    Bericht  über  die  Eeibungsgesetze.  541 

zwischen  Bremse  und  Rad;  3)  den  Widerstand  gegen  die  Vorwärts- 
bewegung des  Zuges  pro  Achse,  der  sich  aus  Luftwiderstand,  rollender 
Reibung  an  den  Schienen  u.  s.  w.  zusammensetzt,  der  aber,  wenn  ein 
Gleiten  auf  den  Schienen  Platz  greift,  im  wesentlichen  den  Reibungs- 
widerstand W  dieses  Gleitens  darstellt.  Alle  diese  Tacho-  und  Dynamo- 
meter arbeiteten  selbstregistrierend  und  lieferten  somit  die  fraglichen 
Geschwindigkeiten  und  Kräfte  in  ihrer  zeitlichen  Veränderlichkeit.  Auf 
die  sehr  interessanten  Diagramme  dieser  Gröfsen,  die  so  erhalten  wurden, 
kann  hier  nur  hingewiesen  werden.  Wir  müssen  uns  auf  die  aus  ihnen 
zu  ziehenden  Folgerungen  betr.  die  Veränderlichkeit  des  Reibungskoef- 
fizienten beschränken.  Der  Koeffizient  der  Reibung  zwischen  Brems- 
klotz und  Rad  ergiebt  sich  durch  Division  aus  den  gemessenen  Kräften 
W  und  JV,  während  der  Koeffizient  der  Reibung  zwischen  Rad  und 
Schiene  aus  der  ebenfalls  gemessenen  Reibung  W  und  dem  auf  das 
einzelne  Rad  entfallenden  Teil  des  Wagengewichtes  Gr  folgt. 

Natürlich  zeigten  die  zu  gleichen  Gleitgeschwindigkeiten  bei  ver- 
schiedenen Versuchen  gehörenden  Reibungskoeffizienten  unter  sich  keine 
sehr  weitgehende  Übereinstimmung,  ihre  Gröfse  hing  sowohl  vom 
Wetter  und  der  dadurch  bedingten  Feuchtigkeit  der  gleitenden  Ober- 
flächen, wie  von  deren  Reinheit,  wie  auch  namentlich  von  der  Brems- 
dauer ab,  durch  welche  offenbar  eine  Steigerung  der  Temperatur  und 
damit  eine  Änderung  der  Oberflächenbeschaffenheit  bewirkt  wird.  Z.B. 
kam  es  vor,  dafs  nachdem  der  Bremsdruck  20  Sekunden  gewirkt  hatte, 
der  Reibungskoeffizient  auf  die  Hälfte  seines  ursprünglichen  Wertes 
zurückgegangen  war.  Trotzdem  zeigt  das  Mittel  der  erhaltenen  Reibungs- 
koeffizienten aus  sehr  vielen  (bis  100)  Versuchen  eine  deutliche  Ge- 
setzmäfsigkeit,  nämlich  eine  beständige  Abnahme  des  Eeibungs]{;oeffi0ienten 
mit  wachsender  GeschwindigTceit  Fig.  72 
giebt  den  Koeffizienten  der  Reibung 
zwischen  Bremsklotz  und  Rad  (Brems- 
klotz aus  Gufseisen,  Radreifen  aus  Stahl),  < 
und  zwar  in  der  ausgezogenen  Linie  den  , 
Mittelwert  der  Beobachtungen,  in  den 
punktierten  die  bei  jeder  Geschwindig- 
keit beobachteten  Gröfst-  und  Kleinst-  0  "~""^  lfir'''~ir~~~w  i&i^ 
werte.    Der  ö:anze  Streifen  zwischen  diesen  ^.    „^ 

Grenzlinien  ist  mit  Beobachtungspunkten 

erfüllt  zu  denken^  die  sich  nach  der  mittleren  Linie  hin  verdichten.  Man  er- 
kennt zunächst  wieder  den  Unterschied  zwischen  dem  Reibungskoeffizienten 
der  Ruhe  und  dem  bei  beträchtlicher  Bewegung.  Weiter  aber  zeigt  die 
Figur,  dafs  der  Reibungskoeffizient  bei  der  Geschwindigkeit  60 km/ Stunde 
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=  16,7  m/sec.  =  mittlerer  Schnellzugsgeschwindigkeit  weniger  als  die 
Hälfte^  bei  90  km/Stunde  =  25  m/sec.  =  höchster  zur  Zeit  in  Deutschland 
zulässiger  Fahrgeschwindigkeit  nurmehr  etwa  ein  Drittel  des  Reibungs- 
koeffizienten der  Ruhe  (0,33)  beträgt,  Natürlich  liefse  sich  die  Ab- 
hängigkeit zwischen  ^  und  v  unschwer  auch  durch  eine  oder  die  andere 
Formel  ausdrücken.  Wir  sehen  hiervon  sowie  von  der  Angabe  von 
Zahlenwerten  ab,  weil  die  Figur  alles  wiedergiebt,  was  ihrem  Genauig- 
keitsgrade nach  aus  den  Beobachtungen  zu  schliefsen  ist  und  weil  jede 
zur  Darstellung  der  Beobachtungen  benützte  Formel  in  hohem  Mafse 
Willkürlich  wäre.  —  Über  den  Koeffizienten  der  gleitenden  Reibung 
zwischen  Rad  und  Schiene  geben  die  Galtonschen  Versuche  einen 
minder  sicheren  Aufschlufs;  soviel  ist  jedoch  aus  ihnen  zweifellos  zu 
erkennen^  dafs  auch  dieser  Koeffizient  mit  wachsender  Geschwindigkeit 
von  seinem  Gröfstwerte  bei  kleiner  Geschwindigkeit  kontinuierlich  ab- 
nimmt. 

Ältere  französische  sowie  neuere  in  Deutschland  angestellte  Ver- 
suche*) lieferten  im  wesentlichen  das  gleiche  Ergebnis. 

Übrigens  aber  ist  zu  beachten,  dafs  die  Galton'schen  Versuche  sich 
auf  ein  sehr  ausgedehntes  Geschwindigkeitsintervall  beziehen.  Bei 
mäfsig  veränderlicher  Geschwindigkeit  ist  auch  die  Veränderlichkeit 
des  Reibungskoeffizienten  nur  gering;  man  hat  z.  B.  für  v  ==  2  bis 
6  m/sec.  nach  der  Kurve  der  Galtonschen  Mittelwerte  etwa  ft  =  0,27 
bis  0,23.  Diese  Unterschiede  sind  angesichts  der  allgemeinen  Unsicher- 
heit der  Reibungsziffern  unbedenklich  zu  vernachlässigen.  Die  Cou- 
lombsche  Annahme  eines  von  der  Geschwindigkeit  unabhängigen  Rei- 
bungskoeffizienten wird  hierdurch  für  ein  mäfsiges  Geschwindigkeits- 
intervall in  erster  Annäherung  bestätigt.  Bei  unserer  Anwendung  auf 
den  Kreisel,  bei  dem  Geschwindigkeiten  von  der  Ordnung  der  Schnell- 
zugsgeschwindigkeiten nicht  in  Betracht  kommen,  werden  wir  hiernach 
den  Reibungskoeffizienten  mit  Coulomb  konstant  setzen  dürfen. 

Auch  die  in  dem  Coulombschen  Gesetz  ausgesprochene  Unab- 
hängigkeit des  Reibungskoeffizienten  von  der  GrÖfse  der  Berührungs- 
fläche bedarf  der  experimentellen  Nachprüfung.  Hiernach  müfste  bei 
der  Bewegung  eines  Prismas  von  10  cm^  Grundfläche  und  4  cm  Höhe 
auf  einer  ebenen  Unterlage  dieselbe  Reibung  zu  überwinden  sein,  wie 
bei  der  Bewegung  eines  Prismas  von  20  cm^  Grundfläche  und  2  cm 
Höhe,  weil,  gleiches  Material  vorausgesetzt,  der  Gesamtnormaldruck 
gegen  die  Unterlage,  nämlich  das  Gewicht  des  Prismas,  beidemal  gleich 

*)  Ygl.  Organ  der  Fortsclir.  des  Eisenbaknwesens  1889,  S.  114.  Der  Brems- 
klotz bestand  hierbei  aus  Stahlgufs.  Die  Versuche  wurden  nicht  auf  der  Strecke, 
sondern  in  einer  Werkstatt  angestellt, 
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ist,  während  sich  die  Normaldrücke  pro  Flächeneinheit  in  beiden  Fällen 
wie  2  :  1  verhalten.  Es  scheint*),  dafs  sich  diese  Folgerung  in  der 
Erfahrung  gut  bestätigt,  sofern  nicht  durch  sehr  starke  spezifische 
Pressungen  merkliche  Deformationen  der  Unterlage  hervorgerufen 
werden.  — 

Bekanntlich  ist  auch  der  Vorgang  des  Abrollens  zweier  Oberflächen 
aufeinander,  der  sich  (scheinbar)  ohne  Gleitung  vollzieht,  wenn  auch 
in  geringerem  Grade  mit  Energieverlusten  verbunden.  Das  Gesetz  der 
rollenden  Bettung,  welches  man  üblicher  Weise  bei  der  Berechnung 
dieser  Energieverluste  zu  Grunde  legt,  wurde  ebenfalls  von  Coulomb 
aufgestellt.  Hierbei  ist  es  zweckmäfsig,  nicht  von  einer  reibenden 
Einzelkraft j  wie  bei  der  Gleitung  zu  sprechen,  sondern  von  einem 
Reibungsmomente,  welches  von  dem  zur  Abrollung  aufgewandten  Dreh- 
moment in  jedem  Augenblicke  zu  überwinden  ist.  Bezeichnet  wiederum 
N  den  gesamten  Normaldruck  an  der  Berührungsstelle  zwischen  der 
Unterlage  und  der  „Rolle^^,  M  das  Reibungsmoment,  so  setzt  man 

M=vK 

V  heifst  dabei  Koeffizient  der  rollenden  Beibung;  wie  die  Gleichung 
zeigt,  ist  er  keine  reine  Zahl  wie  der  Koeffizient  der  gleitenden  Reibung, 
sondern  von  der  Dimension  einer  Länge.  Auch  dieser  Koeffizient  wird 
als  Material-  bezw.  als  Oberflächenkonstante  angesehen.  Will  man  M 
durch  eine  in  der  Oberfläche  thätige  reibende  Einzelkraft  W  ersetzen, 
so  hat  man  die  letztere  gleich  Mjr  zu  setzen,  wenn  r  den  Radius  der 
Rolle  oder  bei  nicht  kreisförmigem  Umrifs  derselben  den  Krümmungs- 
radius an  der  betr.  Stelle  der  Umrifslinie  bedeutet;  diese  Einzelkraft 
W  ist  also  dem  Normaldruck  direkt  und  dem  Radius  umgekehrt  pro- 
portional. 

Über  den  Mechanismus  der  rollenden  Reibung  giebt  eine  schöne 
Arbeit  von  0.  Reynolds**)  einigen  Aufschlufs.  Reynolds  weist  nach, 
dafs  mit  der  Abrollung  infolge  elastischer  Deformationen  stets  eine  ge- 
wisse Gleitung  verbunden  ist. 

Nimmt  man  zur  Vereinfachung  der  Anschauung  an,  dafs  die  Unter- 
lage wesentlich  weicher  ist,  wie  die  Rolle  (Unterlage  aus  Kautschuck, 
Rolle  aus  Eisen),  so  kann  man  von  der  Deformation  der  Rolle  absehen 
und  hat  nur  die  der  Unterlage  zu  betrachten.  Letztere  wird  aus  einer 
muldenförmigen  Einsenkung  bestehen,  so  zwar  dafs  in  der  Mitte  der 
Einsenkung  die  Unterlage  gedehnt,  nach  den  Seiten  hin  aufgestaucht 


*)  Perry  1.  c.  pag.  67. 

**)   On  rolling  Friction,  London  Philos.  Transactions  Vol.  166,  Part  I  (1876) 
und  Ges.  Werke  Bd.  I,  S.  110. 
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Fig.  73. 


und  zusammengeprefst  ist.  Die  Berülirung  findet  alsdann  nicht  mehr 
in  einem  geometrischen  Punkt  statt,  sondern  in  der  Oberfläche  der 
Mulde,  deren  Mittelpunkt  wir  als  mittleren  Berührungspunkt  (P)  be- 
zeichnen. In  der  beistehen- 
den Figur  sind  eine  Anzahl 
von  Punkten  auf  Rolle  und 
Unterlage  markiert.  Die 
Punkte  auf  der  Rolle  sind 
äquidistant,  die  auf  der 
Unterlage  waren  es  vor  der 
Deformation,  sie  zeigen  also 
in  ihren  wechselnden  Ab- 
ständen schematisch  den  Sinn  der  eingetretenen  Formänderung  an.  Die 
mit  gleichen  Ziffern  versehenen  Punkte  sind  bei  fortschreitendem  Ab- 
roUungsprozefs  bestimmt,  als  mittlere  Berührungspunkte  der  Reihe  nach 
mit  einander  zusammenzufallen,  was  durch  die  mit  dem  Fortschreiten 
der  Rolle  verbundene  Dehnung  der  Unterlage  an  der  mittleren  Be- 
rührungsstelle ermöglicht  wird.  In  dem  augenblicklichen  Stadium  fallen 
diese  Punkte  aber  nicht  zusammen.  Es  mufs  daher  beispielsweise  der 
Punkt  4  von  dem  augenblicklichen  Stadium  bis  zu  demjenigen,  wo  er 
zum  mittleren  Berührungspunkte  geworden  ist,  um  dasjenige  Stückchen 
auf  dem  Rollenumfange  entlang  gleiten,  um  welches  die  beiden  Punkte 
4  in  der  Figur  abstehen.  Das  gleiche  gilt  für  jeden  Punkt  der  Be- 
rührungsfläche. In  dieser  findet  also  in  der  That  eine  gewisse  gleitende 
Reibung  statt. 

Der  gesamte  Energieverlust  der  rollenden  Reibung  wird  sich  zum 
Teil  aus  dem  mit  dieser  gleitenden  Reibung  verbundenen  Energiever- 
lust, zum  Teil  aus  der  zur  elastischen  Deformation  erforderlichen  Ar- 
beit zusammensetzen,  insoweit  nämlich  die  letztere  in  nicht  umkehr- 
barer Form  auftritt. 

Dafs  die  in  Fig.  73  dargelegte  Vorstellung  zutreffend  ist,  konnte 
Reynolds  folgendermafsen  experimentell  nachweisen.  Man  bemerkt, 
dafs  unter  den  oben  vorausgesetzten  Verhältnissen  die  Rolle  ihren  Um- 
fang nicht  auf  der  natürlichen  Oberfläche  der  Unterlage,  sondern  auf 
der  bei  P  gedehnten  abwickelt.  Mifst  man  den  Weg,  den  die  Rolle 
nach  einer  Umdrehung  zurückgelegt  hat,  auf  der  in  ihre  natürlichen 
Längenverhältnisse  zurückgekehrten  Unterlage,  so  wird  sich  derselbe 
etwas  kürzer  ergeben  müssen  als  der  Umfang  der  Rolle.  Dies  hat 
Reynolds  in  der  That  experimentell  nachgewiesen  für  den  Fall,  dafs  die 
Rolle  härter  ist  wie  die  Unterlage.  Das  umgekehrte  mufs  stattfinden 
und  findet  nach  Reynolds  statt,  wenn  die  Unterlage  erheblich  härter  ist 
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als  die  Rolle.  Sind  beide  aus  gleichem  Material^  so  ist  der  auf  der 
Unterlage  gemessene  Weg  wieder  etwas  kürzer  wie  der  Umfang  der 
Rolle  ^  woYon  die  obige  Überlegung  bei  näherem  Eingehen  ebenfalls 
Rechenschaft  ablegen  würde. 

Bis  zur  genauen  Messung  der  Gröfse  des  Reibungswiderstandes 
und  zur  Nachprüfung  des  Coulombschen  Ansatzes  ist  die  Reynolds'sche 
Untersuchung  nicht  durchgeführt.  Dafs  dieser  einfache  Ansatz  der 
Wirklichkeit  sehr  genau  entspricht,  ist  bei  der  komplizierten  Natur  des 
Vorganges  nicht  gerade   wahrscheinlich.  — 

Neben  der  gleitenden  und  rollenden  Reibung  spricht  man  drittens 
noch  von  der  bohrenden  Beibung,  und  zwar  da,  wo  sich  auf  einem 
Körper  ein  anderer  um  die  Normale  im  Berührungspunkte  beider  dreht. 
Da  in  diesem  Falle  die  Berührung  als  punktförmig  und  der  Berüh- 
rungspunkt als  Punkt  der  Drehaxe  vorausgesetzt  wird,  findet  theoretisch 
ein  Gleiten  beider  Körper  gegeneinander  nicht  statt.  Dieser  Umstand 
hat  zur  Einführung  der  besonderen  Bezeichnung  „bohrende  Reibung" 
Veranlassung  gegeben.  Indessen  führt  sich  der  Vorgang  sofort  auf 
den  der  gleitenden  Reibung  zurück,  wenn  man  nur  eine  etwas  aus- 
gedehnte Berührung  der  Körper  annimmt.  Man  kann  dann  von  einem 
mittleren  Radius  a  der  Berührungsfläche  sprechen  und  wird  die  rings 
um  die  Drehaxe  verteilten  Kräfte  der  gleitenden  Reibung  auf  diesen 
mittleren  Abstand  a  reduzieren  dürfen.  Sie  setzen  sich  offenbar  zu 
einem  Drehmoment  um  die  Normale  zur  Berührungsfläche  zusammen, 
dessen  Gröfse  sich  aus  dem  Gesetz  der  gleitenden  Reibung  berechnet  zu 

Der  Proportionalitätsfaktor  fi'  kann  als  Koeffizient  der  bohrenden  Eeibung 
bezeichnet  werden,  er  hat  die  Dimension  einer  Länge  und  hängt  aufser 
von  dem  Material  und  der  Oberflächenbeschaffenheit  auch  von  der  Aus- 
dehnung der  Berührungsfläche  ab.  Natürlich  soll  durch  die  Gleichung 
^i  =  lia  nicht  behauptet  werden,  dafs  sich  der  Koeffizient  der  bohren- 
den Reibung  aus  dem  der  gleitenden  Reibung  vorausbestimmen  liefse, 
wenn  man  die  Gröfse  der  Berührungsfläche  messen  könnte.  Vielmehr 
soll  diese  Gleichung  nur  einen  Anhalt  für  die  Bedeutung  des  Koeffi- 
zienten II  und  für  das  ungefähre  Gröfsenverhältnis  der  bohrenden  und 
gleitenden  Reibung  liefern,  einen  Anhalt,  der  uns  im  nächsten  Para- 
graph von  Nutzen  sein  wird. 

Ausdrücklich  haben  wir  uns  in  diesem  Bericht  auf  die  trockene 
Beibung  beschränkt,  trotzdem  ja  die  Reibung  unter  Anwendung  von 
Schmiermitteln  für  die  Praxis  das  weit  überwiegende  Interesse  hat.  Man 
ist  heutzutage  zu  der  Einsicht  gekommen,  dafs  die  letztere  ganz  anderen 
Gesetzen   gehorcht,    dafs    sie    nämlich    auf   den   Gesetzen    der   inneren 

Klein- Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  35 
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Reibung  zäher  Flüssigkeiten  berulit^  während  die  ältere  teclinisclie 
Litteratur  sie  nach,  dem  Coulombschen  Schema  der  trockenen  Reibung 
behandelt.  Wir  können  heute  (mit  Petroff  und  Reynolds)  Ton  einer 
hydrodynamischen  Theorie  der  Schmierung  sprechen,  einer  Theorie,  die 
durch  rationell  angestellte  Versuche  soweit  bestätigt  wird,  als  man  es 
nach  der  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  erwarten  kann*).  Das  wirk- 
liche physikalische  Verständnis  der  Schmiermittelreibung  ist  auf  diesem 
Wege  wesentlich  gefördert.  Wird  es  möglich  sein,  so  möchten  wir 
zum  Schlufs  fragen,  auch  die  trockene  Reibung  unserem  physikalischen 
Verständnis  näher  zu  bringen,  indem  wir  die  zwischen  den  reibenden 
Oberflächen  verbleibende  Luftschicht  als  eine  Art  Schmiermittel  auf- 
fassen und  auf  sie  die  Reibungsgesetze  der  kinetischen  Grastheorie  an- 
wenden? und  ferner:  Wieweit  ist  mit  Reibung  stets  auch  Abreibung 
der  Oberflächen  verbunden? 

§  3.     Qualitatives  über  die   gleitende  und  bohrende  Reibung  beim 

Kreisel. 

Um  den  Einflufs  der  Reibung  beim  Kreisel  mit  festem  Stützpunkte 
zu  studieren,  haben  wir  zunächst  zuzusehen,  unter  welchen  Umständen 
hier  die  Reibung  zustande  kommt.  Das  Bild,  welches  wir  uns  von 
diesen  Umständen  machen  werden,  ist  freilich  ein  sehr  schematisches 
und  idealisiertes  und  dürfte  von  Fall  zu  Fall  je  nach  den  besonderen 
Verhältnissen  der  jedesmaligen  Vorrichtung  erheblich  von  der  Wirk- 
lichkeit abweichen. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  beiden  Apparate,  welche  pag.  1  und  2  ab- 
gebildet sind.  Wenn  wir  von  der  Reibung  ganz  absehen  dürften,  würde 
die  Bewegung  beider  Apparate,  sofern  wir  bei  Nr.  2  die  Masse  der  Ringe 
gegenüber  der  Masse  des  inneren  Schwungkörpers  vernachlässigen,  nach 
genau  denselben  Gesetzen  erfolgen.  In  Hinsicht  auf  die  Reibung  aber 
verhalten  sie  sich  ganz  verschieden. 

Bei  dem  Apparat  von  pag.  2  treten  Reibungskräfte  in  den  Punkten  der 
drei  Lager  auf,  welche  die  Axe  des  äufseren,  des  inneren  Ringes  und  des 
Schwungrades  tragen.  Wir  haben  es  hier  im  Sinne  des  vorigen  Para- 
graphen mit  Flüssigkeitsreibung  zu  thun,  wenn  die  Lager  hinreichend 
geschmiert  sind.  Jedenfalls  wird  die  Reibungswirkung  in  einem  Dreh- 
momente bestehen,  welches  um  jede  der  drei  Axen  der  augenblicklichen 
Rotation  entgegenarbeitet.    Da  die  Bewegung  um  jene  drei  Axen  gerade 


*)  Ygl.  hierzu  den  oben  zit.  Bericht  von  Masi.  Wir  verweisen  ferner  auf 
die  durch  Berücksichtigung  aller  einschlägigen  technischen  Gesichtspunkte  ausge- 
zeichneten Versuche  von  H,  Stribeck:  Die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Grleit- 
und  Rollenlager.    Ztschr.  des  Yereins  deutscher  Ingenieure  1902,  Nr.  36,  38  und  39. 
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durcli  die  Eulerschen  Winkel  f,  d',  (p  gegeben  wird,  so  würde  in  den 
Lagrangeschen  Grleicliungen  für  diese  Winkel  je  ein  Zusatzglied  auf- 
treten^ welches  das  Reibungsmoment  für  die  fragliclie  Axe  bedeutet. 
Wir  gedenken  darauf  nicM  weiter  einzugehen,  sondern  beschränken 
uns  auf  das  Modell  von  pag.  1.  Hier  müssen  wir  zunächst  die  Gestalt 
des  unteren  Endes  der  Figurenaxe  und  die  Gestalt  der  Pfanne,  welche 
jene  trägt,  ins  Auge  fassen.  Wir  wollen  annehmen,  die  Figurenaxe  sei 
unten  'kugelförmig  abgerundet  und  die  Pfannenoberfläche  sei  em  Kreis- 
kegel;    die   Oberflächen   seien  trocken   und  nicht   elastisch  nachgiebig. 


Mg.  74  a. 


Mg.  74  b. 


Die  Berührung  zwischen  Kugel  und  Kegel  findet  dann  allemal  in  einem 
festen  horizontalen  Kreise  statt.  Die  Kugel  verschiebt  sich  bei  allen 
Bewegungen  der  Figurenaxe  in  sich.  Ihr  Mittelpunkt  bleibt  also  im 
Baume  genau  fest.  In  diesem  MittelpunMe  haben  wir  den  als  ruhend 
vorausgeseMen  PunM  0  des  Kreisels  vor  uns. 

In  dem  Modell  von  pag.  1  ist  der  Kegel,  der  die  Pfanne  begrenzt, 
sehr  flach;  für  die  theoretische  Berechnung  der  Reibung  wird  es  be- 
quem ja  sogar  unumgänglich  sein,  ihn  als  absolut  flach  vorauszusetzen, 
also  den  Kegel  in  eine  Ebene  ausarten  zu  lassen.  Der  kleine  Kreis,  in 
dem  die  Kugel  den  flachen  Kegel  berühren  würde,  schrumpft  dann  in 
einen  PunM  zusammen,  der  stets  genau  senkrecht  unter  dem  Kugel- 
mittelpunkt liegt.  Der  Begriff  „Stützpunkt"  zerlegt  sich  so  in  zwei 
Begriffe:  Fester  PunM  0  =  MittelpunM  der  Kiigel  und  BerührungspunU 
P  =  Greme  des  eben  genannten  Meinen  Berührungskreises. 

Freilich  dürfen  wir  uns  nicht  verhehlen,  dafs  wir  uns  auf  diese 
Weise  von  den  wirklichen  Bedingungen  unseres  Problemes  entscheidend 
entfernen,  dafs  wir  nach  dem  Grenzüb  er  gange  nicht  mehr  den  Kreisel 
mit  festem  Punkte   sondern  genau  genommen  den  auf  der  Unterlage 

35* 
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trei  beweglicilen  Kreisel  vor  uns  haben  und  dafs  die  Befestigung  des 
Punktes  0  in  dem  Mafse  in  Fortfall  kommt  ^  als  wir  den  Kegel  flacber 
werden  lassen.  Es  gebt  bier  wie  so  oft  in  den  Anwendungen^  dafs 
ein  Grenzübergang  matbematiscb  bequem  aber  pbysikaliscb  widersinnig 
ist  (man  denke  an  den  Übergang  von  molekularen  zu  unendlicb  kleinen 
Dimensionen  in  der  gesamten  tbeoretiscben  Pbysik)  und  dafs  man  nach 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  nur  bis  in  die  Nähe  der  Grenze  ^  nicht 
Ms  zur  Grenze  selbst  gehen  dürfte.  In  allen  solchen  Fällen  wird  die 
stillschweigende  Voraussetzung  gemacht^  dafs  die  mathematische  Be- 
handlung des  Grenzfalles  nicht  wesentlich  von  dem  Falle  der  Wirk- 
lichkeit abweicht,  eine  Voraussetzung;  die  durch  die  Resultate  der 
Behandlung  in  der  Regel  bestätigt  wird.  Die  entsprechende  Voraus- 
setzung wollen  wir  hier  ausdrücklich  hervorheben:  Wir  nehmen  an, 
dafs  seitliche  Bewegungen  des  Punktes  0  durch  geeignete  mechanische 
Vorrichtungen  an  der  Unterlage  ausgeschlossen  werden,  dafs  wir  aber 
im  Übrigen  die  Reibungswirkung  ohne  erheblichen  Fehler  so  berechnen 
dürfen,  als  ob  die  Unterlage  eine  Ebene  wäre. 

Der  Übergang  von  dem  ursprünglichen  Berührungsfo^me  zu  dem 
nunmehrigen  Berührungsjm)^Ä/e  ist  deshalb  geboten,  weil  wir  sonst  in 
endlose  Weiterungen  betr.  die  elastischen  Deformationen  an  der  Be- 
rührungsstelle verfallen  würden.  Wollten  wir  nämlich  mit  dem  Be- 
rührungsÄ;re^5e  operieren,  so  müfsten  wir,  um  die  Reibung  bestimmen 
zu  können,  zunächst  feststellen,  wie  sich  der  Gegendruck  der  Pfanne 
auf  den  Kreisel  über  den  Umfang  des  Berührungskreises  verteilt.  Dies 
ist  aber  eine  der  vielen  und  wichtigen  Fragen,  die  vom  Standpunkte 
der  Mechanik  starrer  Körper  unbestimmt  bleiben  und  zu  deren  Beant- 
wortung die  Elastizitätstheorie  herangezogen  werden  müfste.  All- 
gemein lassen  sich  bekanntlich,  wo  es  sich  um  die  Lagerung  eines 
Körpers  handelt,  nur  sechs  Auflagerunbekaimte  aus  den  sechs  Gleich- 
gewichtsbedingungen der  gewöhnlichen  Statik  im  Räume  bestimmen. 
Kommen  deren  mehr  vor,  so  bleiben  die  übrigen  statisch  unbestimmt. 
Bei  unserem  Berührungskreise  haben  wir  aber  unendlich  viele  Auf- 
lagerunbekannte, weil  der  Auflager  druck  in  jedem  Elemente  unseres 
Berührungskreises  nach  Gröfse  und  Richtung  unbekannt  ist.  Die 
Frage  gehört  also  in  das  Gebiet  der  Elastizität.  Müssen  wir  aber 
erst  einmal  die  elastischen  Deformationen  in  Rechnung  setzen,  so  müssen 
wir  auch  berücksichtigen,  dafs  der  BerührungsÄms  wegen  der  elastischen 
Abplattung  der  Oberflächen  thatsächlich  in  eine  Berührungs/Zäcfee  über- 
gehen wird.  Die  Gröfse  dieser  Fläche  und  die  Formänderungen  unserer 
Kegel-  und  Kugeloberfläche  müfsten  auf  elastischem  Wege  ermittelt 
werden.     Erst,  wenn  dies  geschehen,  könnten  wir   die  Verteilung  des 
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Gegendruckes  und  die  Gröfse  der  Reibung  angeben.  Die  aufserordent- 
licben  Schwierigkeiten,  welcbe  sich  hieraus  ergeben,  umgehen  wir  eben 
durch  unsere  Annahme  einer  absolut  flachen  Pfanne  und  einer  punkt- 
förmigen Berührung. 

Unter  dieser  Annahme  ergiebt  sich  der  Gegendruck  der  Pfanne 
oder  die  Reaktion  H  derselben  in  vertikaler,  d.  h.  zur  Pfanne  normalen 
Richtung  durch  die  einfache  Betrachtung,  die  wir  pag.  515  für  den 
auf  der  Horizontalebene  beweglichen  Kreisel  anstellten.  Aus  dem 
Impulssatze  folgt  nämlich  hier  wie  dort 

(1)  B  =  M{g  +  n, 

unter  z  die  vertikale  Koordinate  des  Schwerpunktes  in  dem  vom  Be- 
zugspunkte 0  auslaufenden  festen  ;ri/^- Koordinatensystem  verstanden 
(vgl.  Fig.  74b). 

Bezüglich  des  Vorzeichens  von  i?  ist  Folgendes  zu  beachten:  Die 
Pfanne  kann  vermöge  ihrer  Festigkeit  zwar,  wenn  es  nötig  ist,  einen 
aufserordentlich  hohen  'positiven  Gegendruck  hergeben,  (unter  positiv 
die  Richtung  von  unten  nach  oben  verstanden),  aber  nicht  den  ge- 
ringsten negativen.  Sobald  sich  ein  solcher  im  Verlauf  "einer  be- 
stimmten Bewegung  aus  (1)  berechnet,  würde  die  Pfanne  nicht  aus- 
reichen, um  die  Ruhe  des  Punktes  0  zu  sichern:  der  Kreisel  würde 
bei  verschwindendem  JR  die  Pfanne  verlassen  und  sein  unteres  Ende 
in  die  Höhe  schnellen.  Von  nun  ab  bewegt  er  sich  nicht  mehr  wie 
der  Kreisel  mit  festem  Stützpunkt,  sondern  beschreibt  eine  Poinsot- 
bewegung  im  freien  Räume  um  seinen  Schwerpunkt,  während  sich 
der  Schwerpunkt  selbst  den  Fallgesetzen  gemäfs  bewegt.  Wir  wollen 
solche  Bewegungen  von  der  Betrachtung  ausschliefsen,  also  annehmen, 
dafs  dauernd 

ist.  Es  steht  mit  dieser  Annahme  im  Einklang,  wenn  wir  späterhin 
sogar  voraussetzen  werden,  dafs  die  Schwerpunktsbeschleunigung  /' 
dauernd  sehr  klein  ist  gegen  die  Fallbeschleunigung  g,  so  dafs  wir 
den  Gegendruck  B  auf  seinen  „statischen"  Bestandteil 

(2)  jB  =  Mg  =  dem  Kreiselgewichte 

reduzieren  und  von  dem  „dynamischen  Bestandteil"  M/'  absehen  können. 
Dies  ist  eine  Vernachlässigung  (Vernachlässigimg  I),  die  wir  im  Interesse 
der  Durchführbarkeit  des  Reibungsproblemes  machen;  die  Gültigkeit 
unserer  Resultate  wird  dadurch  auf  eine  Klasse  von  Bewegungen  be- 
schränkt, die  wir  als  „Präcessions  -  ähnliche"  bezeichnen  können.  (Bei 
der  regulären  Präcession  ist  ja  <^  =  const.,  also  /'  ==  0-^  Präcessions- 
ähnlich  kann  daher  eine  Bewegung  genannt  werden,  wenn  /'  niemals 
von  Null  sehr  verschiedene  Werte  annimmt.) 
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Zugleich,  mit  B  ist  auch  die  Reibung  im  Berührungspunkte  P 
bekannt.  Wir  unterscheiden  dabei  zunächst  gleitende  und  bohrende 
Reibung^  bemerken  aber^  dafs  die  gesonderte  Berechnung  beider  zu 
Bedenken  Anlafs  giebt,  die  im  §  6  besprocben  werden  sollen.  Für  das 
Folgende  kommen  diese  Bedenken  nicht  in  Betracht^  da,  wie  wir  sehen 
werden,  bei  einigermafsen  beträchtlicber  Neigung  der  Figurenaxe  die 
bohrende  Reibung  gegenüber  der  gleitenden  Reibung  vernacblässigt 
werden  kann. 

Die  gleitende  Reibung  ist  eine  im  Berührungspunkte  P  angreifende 
Einzelkraft  von  der  Grröfse 
(3)  W=iiB, 

deren  Richtung  horizontal  ist  und,  ebenso  wie  die  Bewegungsrichtung 
von    P,    auf   der   augenblicklichen  Rotationsase    OB    senkrecbt   steht 

(vgl.  Fig.  75).      Für   den   Bezugspunkt    0 

ergiebt  sich  hieraus  eine  Drehkraft  von  der 

Gröfse 

(4)  M^  =  QiiB, 

wo  Q  den  Hebelarm  von  W  in  Bezug  auf 
0,  d.  i.  den  Radius  OB  der  begrenzenden 
Kugel  bedeutet.  Die  Axe  dieser  Dreh- 
kraft stimmt  mit  der  Richtung  der  Hori- 
zontalkomponente des  Drehungsvektors 
üb  er  ein. 

Die  bohrende  Reibung  berechnen  wir 
durch  ihr  Moment  ilfg,  welches  die  Verti- 
kale   OB   zur   Axe    hat    und    dem    Sinne 

nach  der  Vertikalkomponente  des  Drehungsvektors  entgegengesetzt  ist. 

Der  Gröfse  nach  ist  (vgl.  den  vorigen  Paragraph) 

(5)  Jfg  =  ii'B  =  ^aB, 

Wir  wünschen  uns  ein  Urteil  darüber  zu  bilden,  wann  der  eine  und 
wann  der  andere  Reibungseinflufs  überwiegen  wird.  Zu  dem  Zwecke 
berechnen  wir  die  zugehörigen  Arbeitsverluste  d%^  und  d%2  während 
eines  Zeitintervalles  dt.  Bedeutet  Q  die  Gröfse  der  augenblicklichen 
Rotationsgeschwindigkeit,  a  den  Winkel  zwischen  der  Vertikalen  und 
dem  Rotations  Vektor  OB,  also  Q  sin  a  die  Horizontal-,  Q  cos  a  die 
Vertikalkomponente  des  Drehungsvektors,  so  wird 

(6)  d%^==-M^Q^madt,     d%  ^  ~  M^Q  gos a dt 

und 

d%^ :  d%2  ==  9  sin  a  :  a  cos  a  ==  q  ig  a  :  a. 


Mg.  76. 
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Die  Gröfse  a,  welclie  im  vorigen  Paragraph  als  mittlerer  Radius  der 
Berührungsfläclie  gedeutet  wurde,  können  wir  entsprechend  der  Ent- 
stehungsweise  unseres  Berührungspunktes  P  aus  dem  ursprünglichen 
Berührungskreise  als  Radius  dieses  letzteren  ansprechen.  Die  Gröfse 
Qiga  andrerseits  bedeutet  (ygl.  Fig.  75)  den  Abstand  des  Berührungs- 
punktes P  von  dem  Durchstofsungspunkte  Q  der  augenblicklichen 
Rotationsaxe  mit  der  horizontalen  Pfannenoberfläche.  Unsere  vor- 
stehende Proportion  besagt  daher,  dafs  die  Arbeit  der  gleitenden 
Reibung  kleiner  oder  gröfser  wie  die  der  bohrenden  Reibung  ist,  je 
nachdem  die  augenblickliche  Rotationsaxe  den  Berührungskreis  durch- 
setzt oder  nicht.  Lassen  wir  den  Berührungskreis  nahezu  in  einen  Punkt 
zusammenschrumpfen,  so  folgt,  dafs  nur  bei  nahezu  vertikaler  Lage 
der  Rotationsaxe  die  bohrende  Reibung  neben  der  gleitenden  in  Be- 
tracht kommt,  dafs  dagegen  bei  merklich  nicht  vertikaler  Rotationsaxe 
die  gleitende  Reibung  erheblich  mehr  Arbeit  absorbiert  und  daher  er- 
heblich gröfseren  Binflufs  auf  den  Bewegungsverlauf  hat.  Hieraus 
leiten  wir  die  Berechtigung  ab,  im  Folgenden  die  iohrende  Beihung  im 
Allgemeinen  gegenüber  der  gleitenden  Beiiung  zu  vernachlässigen  (Ver- 
nachlässigung II).  Da  bei  den  zu  betrachtenden  Bewegungen  die 
Figurenaxe  nahezu  der  Rotationsaxe  folgt,  so  wird  die  genannte  Ver- 
nachlässigung solange  zulässig  sein,  als  die  Figurenaxe  nicht  merUich 
vertilcal  steht. 

Wir  wollen  die  Arbeit  der  gleitenden  Reibung  sogleich  noch  auf 
eine  zweite  Weise  ausdrücken,  nämlich   durch   die  Euler'schen  Winkel 
(fj  ^y  ^.     Wir   lösen   zu    dem  Ende  den  Rotationsvektor  Q    in    seine 
drei  Komponenten  (p\  ^',  d^'  nach  der  Figuren- 
axe, der  Vertikalen  und  der  Knotenlinie  auf. 
Projizieren   wir   alsdann   den   aus    den   drei 
Seiten   (p\  '^'y  d''   gebildeten   Linienzug    auf 
die  Horizontalebene  durch  0,  so  ergiebt  sich 
die    Horizontalkomponente     des    Rotations- 
vektors.    Dieselbe  wird  nach  Fig.  76: 


Q  sin.  o;  =  y%^'^  +  cp'^  sin^  d^. 
Nach  (4)  und  (6)  ergiebt  sich  daher 
(7)  d%^  =  -  Q^EYd^'^  +  cp'^  8m'~d^ dt. 
Durch  eine  kleine  formale  Umänderung 
können  wir  diesen  Ausdruck  als  lineare 
Funktion  der  Koordinatenänderungen  dd-,  dcp,  djjj  schreiben,  wie  wir 
ihn  zum  Ansatz  der  Lagrange'schen  Gleichungen  brauchen  werden. 
Wir  setzen  nämlich  (7)  so  um: 


Eig.  76. 
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(8)       ä^,^-Q^R(~~====£iL==  +  .-£^l£^J)- 

Die  Koeffizienten  von  dO",  d(p,  d^  in  diesem  Ausdruck  nennen  wir 
(vgl.  z.  B.  pag.  78)  die  „Komponenten  der  gleitenden  Reibung  im  Sinne 
der  Koordinaten  ^^  cp,  ijj^^  und  schreiben: 

(9)  Q^=-^^B~-==£=^,     <p  ^^^^E^^^t=,    V,=  0. 

^^      ^  ^^      y^'^  +  ^'^sin^'^  '         ^  ^^      y^'^+^^sin^^  '         ^ 

Bezüglich  der  Gröfse  dieser  Reibungskomponenten  werden  wir  uns 
ebenfalls  eine  Ungenauigkeit  zu  Schulden  kommen  lassen  (Vernach- 
lässigung III).  Bei  den  wichtigsten  Kreiselbewegungen  fällt  der  Rota- 
tionsvektor immer  nahezu  mit  der  Figurenaxe  zusammen.  Es  wird 
also  die  Komponente  cp'  des  Rotations vektors  nach  der  Figurenaxe 
erheblich  gröfser  wie  die  Komponente  d^'  nach  der  Knotenlinie.  Bei 
der  regulären  Präcession  wird  sogar  unter  Absehung  von  der  Reibung 
d"'  genau  gleich  Null.  Indem  wir  also  festsetzen,  dafs  in  den  Äus- 
drücken  der  Heibimgsarbeit  und  der  JReibungskräfte  %"'  gegen  cp'  gestrichen 
werden  soll,  beschränken  wir  unsere  Betrachtung  abermals  auf  die 
,,Präcessions  -  ähnlichen  Bewegungen". 

In  diesem  Sinne  schreiben  wir  (7)  und  (9) 

{  d%^  ==  +  Q^Rcp'  sin  d'dtj 
^     ^  1     0i  =  q=^^i2sin^,     Yi===0i  =  O. 

Einer  Erläuterung  bedarf  hierbei  noch  das  doppelte  Vorzeichen  in  (10). 
Es  ist  klar,  dafs  die  Quadratwurzel  in  Grl.  (7)  stets  mit  dem  positiven 
Zeichen  zu  rechnen  ist,  da  die  Reibungsarbeit  stets  negativ  ist.  Dasselbe 
gilt  von  den  Quadratwurzeln  in  Gl.  (8)  und  (9).  Entwickeln  wir  diese 
Wurzeln  nach  ^'/(p'j  so  haben  wir  sie  in  erster  Näherung  gleich 
l^'siu'O'l,  d.  h.  gleich  +9?'sin'^  zu  setzen,  je  nachdem  g?'  selbst  po- 
sitiv oder  negativ  ist.  Dies  gilt  insbesondere  auch  für  den  Wert  von 
(p^,  in  dem  wir  den  Nenner  |g)'sin'9^|  gegen  Faktoren  des  Zählers 
(p'sin^d'  gehoben  haben.  Das  obere  Vorzeichen  in  den  GL  (10)  ist 
also  in  denjenigen  Fällen  zu  wählen,  wo  der  Kreisel  um  die  Figuren- 
axe im  Sinne  des  Uhrzeigers  rotiert  (g)'>0,  Fig.  77a),  das  untere  im 
entgegengesetzten  Falle  (9)'<0,  Fig.  77b). 

Wir  haben  jetzt  alle  Vorbereitungen  zur  angenäherten  Lösung  des 
Reibungsproblemes  getroffen,  die  uns  im  nächsten  Paragraphen  be- 
schäftigen soll.  Namentlich  werden  wir  uns  dabei  von  der  aus  der 
Beobachtung  wohlbekannten  Thatsache  Rechenschaft  zu  geben  haben, 
dafs  die  Figurenaxe  des  Kreisels  durch  die  gleitende  Reibung  im  Mittel 
langsam  aufgerichtet  wird. 
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Es  wird  aber  gut  sein^  eben  diese  Tbatsacbe  scbon  vorher  auf 
einem  wenn  aucb  sebr  ungenauen  Wege  plausibel  zu  machen,  der  uns 
die  Wirkung  der  Reibung  rein  anschaulich  zu  verfolgen  erlaubt. 

Wir  nehmen  an,  der  Kreisel  befinde  sich  in  schneller  Rotation 
und  die  Rotationsaxe  falle  nahezu  mit  der  Figurenaxe  zusammen.  Ein 
gleiches  gilt  dann  auch  von  der  Impulsaxe,  deren  Lage  sich  ja  aus 
der  Lage  von  Figurenaxe  und  Rotationsaxe  bestimmt.  Wir  haben  also 
zur  Versinnlichung  des  Impulses  von  0  aus  einen  sehr  langen  Vektor  OJ 
abzutragen,  und  zwar  ungefähr  in  der  Richtung  der  positiven  Figuren- 
axe, d.  h.  nach  oben  hin,  oder  in  der  ungefähren  Richtung  der  negativen 
Figurenaxe,  d.  h.  nach  unten  hin  verlaufend,  je  nachdem  die  Rotation 
des  Kreisels  im  Sinne  des  Uhrzeigers  oder  im  entgegengesetzten  Sinne 
um  die  positive  Figurenaxe  erfolgt.  Die  Rotation  selbst  wird  durch 
einen  Vektor  OR  dargestellt,  welcher  annähernd  ebenso  wie  der  Impuls 
gerichtet  ist,  also  das  eine  Mal  nach  oben,  das  andere  Mal  nach 
unten.  Den  ersten  Fall  stellt  Fig,  77a,  den  zweiten  77b  dar.  Der 
Einflufs  der  gleitenden  Reibung  auf  die  Kreiselbewegung  äufsert  sich, 
wie  wir  sahen,  in  dem  Auftreten  eines  Momentes  M^j  welches  dieselbe 
Axe  wie  die  Horizontalkomponente  des  Rotationsvektors  und  den  ent- 
gegengesetzten Sinn  hat.  Tragen  wir  also  die  Horizontalkomponente 
OH  des  Rotationsvektors  in  unseren  beiden  Figuren  ein,  so  ist  da- 
durch der  Sinn  des  Reibungsmomentes  bestimmt.  Der  fragliche  Pfeil, 
welcher  M^  darstellt,  mufs  in  Fig.  77a  von  rechts  nach  links,  in  77b 
von  links  nach  rechts  verlaufen. 


rig.  77  a. 


Mg.  77  b. 


Nach  den  fundamentalen  Eigenschaften  des  Impulsvektors  setzt 
sich  nun  dieser  in  jedem  Zeitteilchen  dt  mit  dem  Zusatzimpuls  der 
äufseren  Kräfte  zusammen.  Soweit  letzterer  von  der  gleitenden  Reibung 
herrührt,    ist   er   gleich  M^dt-^   das  Resultat   seiner  Zusammensetzung 
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mit  dem  Impulsvektor  OJ  ist  in  den  beiden  Figuren  angedeutet.  In 
beiden  FäUen  bestellt  die  Wirkung  des  Zusatzimpulses  darin ^  dafs  die 
Horizontalkomponente  des  Gesamtimpulses  etwas  verkleinert  wird^  die 
Vertikalkomponente  ungeändert  bleibt.  Der  Oröfse  nach  wird  also  der 
Impuls  ehvas  gesch^üäcM,  der  BicMimg  nach  etwas  mehr  vertikal  gestellt. 
Sein  EndpimM  wandert  dabei  in  der  durch  den  Endpunkt  des  Anfangs- 
impulses gelegten  Hori^ontalebene  von  J  nach  J^, 

Der  Einflufs  der  Reibung  auf  die  Ricbtungsänderung  des  Impuls- 
vektors wird  offenbar  um  so  geringer  sein^  je  gröfser  die  jeweilige 
Länge  des  Impulsvektors  ist;  denn  die  Hinzufügung  der  kleinen  Strecke 
JJ^,  welche  nur  von  der  Grröfse  des  Gegendruckes  B,  vom  Reibungs- 
koeffizienten II,  dem  Kugelradius  q  und  dem  Zeitelement  dt  abhängt^ 
macbt  gegenüber  einem  langen  Vektor  OJ  weniger  aus  wie  gegenüber 
einem  kürzeren.  Die  ümlagerung  des  Impulsveläors  erfolgt  also  um  so 
langsamer  j  je  stärker  der  Anfangsimpuls  war  oder  je  schneller  der  Kreisel 
ursprünglich  rotierte. 

ISTatürlicli  wird  der  Impuls vektor  OJ  gleicbzeitig  auch  durch,  die 
Einwirkung  der  Schwere  abgeändert.  Aus  diesem  Grunde  verschiebt 
sich  der  Endpunkt  des  Impulses  in  jedem  Augenblicke  im  Sinne  der 
Axe  des  Schweremomentes ^  d.  h.  im  Sinne  der  Knotenlinie.  Da  aber 
die  Knotenlinie  auf  der  Figurenaxe  genau  und  auf  der  Impulsaxe  an- 
genähert senkrecht  steht,  solange  unsere  Voraussetzung  des  angenäherten 
Zusammenfallens  von  Figuren-  und  Impulsaxe  zutrifft,  bringt  die  Schwere- 
wirkung angenähert  keine  Änderung  in  der  Gröfse  und  Neigung  des 
Impulsvektors  gegen  die  Vertikale  hervor.  Da  überdies  die  Knoten- 
linie auf  der  Vertikalen  genau  senkrecht  steht,  tritt  der  Impuls -End- 
punkt auch  wegen  der  Schwerewirkung  nicht  aus  der  genannten  festen 
Horizontalebene  heraus.  Unsere  obigen  Behauptungen  bezüglich  der 
Gröfsen-  und  Lagenänderungen  des  Impulses  bleiben  also  auch  bei 
Berücksichtigung  der  Schwere  Wirkung  bestehen.  Man  bemerke  ins- 
besondere, dafs  der  Sinn  des  Schweremomentes,  welches  von  der  Lage 
des  Schwerpunktes  auf  der  Figurenaxe  abhängt,  für  unsere  Überlegung 
belanglos  ist.  Der  Impulsvektor  wird  also  je  länger  je  mehr  durch  die 
Heilung  aufgerichtet,  gleichviel  oh  der  Schwerpunkt  oberhalb  oder  unterhalb 
des  Unterstützungspunktes  liegt. 

Wir  möchten  nun  aber  zeigen  —  und  erst  mit  diesem  Nachweis 
erreichen  wir  unsern  eigentlichen  Zielpunkt  — ,  dafs  sich  ebenso  wie 
die  Impulsaxe  auch  die  Figurenaxe  des  Kreisels  verhält. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir,  dafs  zunächst  die  Botationsaxe  bei 
dem  Kugelkreisel  genau,  bei  dem  symmetrischen  Kreisel  angenähert 
der  Lage  der  Impulsaxe  folgen  wird.    Die  Figurenaxe  andrerseits  wird 
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fortgesetzt  um  die  jeweilige  Rotationsaxe  auf  einem  Kegel  umgedreht. 
Und  zwar  geht  bei  hinreicliend  starkem  Eigenimpuls  diese  Umdrehung 
viel  schneller  vor  sich^  wie  der  Wechsel  der  Rotationsaxe  selbst,  der- 
art, dafs  während  einer  vollen  Umdrehung  der  Figurenaxe  sich  die 
Rotationsaxe  nur  wenig  verschoben  hat.  In  der  That  wird  die  Be- 
wegung der  Impulsaxe  und  daher  auch  die  der  Rotationsaxe  um  so 
langsamer,  je  gröfser  der  dem  Kreisel  ursprünglich  erteilte  Impuls  war, 
während  die  Umdrehung  der  Figurenaxe  um  so  schneller  wird,  je 
gröfser  jener  Impuls  ist.  Von  einer  gewissen  Grröfse  des  Impulses  ab 
wird  also  die  Bewegung  der  Rotationsaxe  als  unendlich  langsam  gegen- 
über der  Bewegung  der  Figurenaxe  gelten  können.  Alsdann  fällt  die 
mittlere  Lage  der  Figurenaxe  dauernd  mit  der  Lage  der  Rotationsaxe 
zusammen  und  es  gilt  von  ihr  dasselbe,  was  für  die  Lage  der  Rotations- 
axe und  der  Impulsaxe  bereits  festgestellt  wurde:  Im  Mittel  mufs  sich 
auch  die  Figurenaxe  unter  der  Einwirkung  der  Reiiung  aufrichten,  und 
0war  um  so  langsamer j  je  schneller  die  anfängliche  Botation  war.  Dieser 
mittleren  Bewegung  werden  sich  kleine  Schwankungen  oder  Nutationen 
der  Figurenaxe  überlagern,  die  von  der  fortgesetzten  Umdrehung  um 
die  Rotationsaxe  herrühren  und  die  die  Figurenaxe  abwechselnd  der 
Vertikalen  nähern  und  von  ihr  entfernen.  — 

Dafs  die  Reibung  ein  Aufrichten  der  Figurenaxe  auch  dann  zur 
Folge  hat,  wenn  der  Schwerpunkt  oberhalb  des  Stützpunktes  liegt, 
und  daher  mit  der  Hebung  der  Figurenaxe  eine  Arbeitsleistung  ver- 
bunden ist,  kann  vielleicht  auf  den  ersten  Blick  überraschen.  Denn 
die  Reibung  kann  doch  stets  nur  Arbeit  verzehren  und  keine  Arbeit 
leisten.  In  Wirklichkeit  liegt  natürlich  die  Sache  so,  dafs  die  zur 
Schwerpunktshebung  erforderliche  Energie  aus  der  lebendigen  Kraft 
des  Kreisels  bestritten  wird,  von  der  auch  die  Reibung  zehrt.  Die 
Verkürzung  des  Impulsvektors,  welche  eine  Verminderung  der  leben- 
digen Kraft  zur  Folge  hat,  bildet  daher,  falls  der  Schwerpunkt  ober- 
halb des  Stützpunktes  liegt,  ein  notwendiges  Korrelat  zur  Aufrichtung 
des  Impulsvektors  und  zu  der  der  Figurenaxe. 

Das  Endergebnis  der  gleitenden  Reibung  ist  somit  die  auf- 
rechte Kreiselbewegung.  Der  zu  dieser  Bewegung  verfügbar  bleibende 
Impuls  ist  durch  die  anfängliche  Vertikalkomponente  n  des  Impuls- 
vektors gegeben,  durch  welche  sich  auch  die  gleichförmige  Rotations- 
geschwindigkeit bei  der  aufrechten  Bewegung  vorausbestimmt.  Nach- 
dem einmal  Impuls-,  Rotations-  und  Figurenaxe  in  der  senkrechten 
Lage  zusammengefallen  sind,  ist  die  gleitende  Reibung  aufser  Thätig- 
keit  gesetzt:  der  Kreisel  könnte  unserm  bisherigen  Ansatz  zufolge  in 
dieser  Lage  ungeschwächt  für  alle  Zeit  fortrotieren. 
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Letzteres  widerspriclit  aber  offenbar  der  gemeinen  Erfahrung^  wo- 
nacb  jede  Bewegung  dnrch  Reibungseinflüsse  scbliefslicb  definitiv  ver- 
nichtet wird.  In  der  That  ist  jenes  Ergebnis  auch  nur  eine  Folge  der 
willkürlichen  Unterscheidung  zwischen  gleitender  und  bohrender  Reibung 
und  der  Vernachlässigung  der  letzteren.  Wir  müssen  uns  daher  jetzt 
noch  ein  ungefähres  Urteil  über  die  Wirkung  der  iohrenden  Beibung 
verschaffen. 

Nach  dem  obigen  vorläufigen  Ansatz  liefert  die  bohrende  Reibung 
ein  Moment^  welches  der  Vertikalkomponente  des  Rotations vektors  ent- 
gegenwirkt. Im  Falle  von  Fig.  77  a  (Rotation  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
um  die  Figurenaxe)  ist  der  Rotationsvektor  nach  oben  gerichtet^  also 
würde  das  Drehmoment  M^  der  bohrenden  Reibung  durch  einen  Pfeil 
darzustellen  sein^  der  von  0  aus  nach  unten  läuft.  Dieses  Drehmoment 
setzt  sich  ebenso  wie  das  Drehmoment  der  gleitenden  Reibung  in  jedem 
Augenblicke  mit  dem  vorhandenen  Impuls  OJ  zusammen.  Hierbei  wird, 
wie  man  sieht  ^  der  Impuls vektor  von  der  Vertikalen  abgelenkt ^  indem 
sein  Endpunkt  etwa  von  J  nach  Jg  verlagert  wird. 

Das  gleiche  gilt  aber  auch  im  Falle  der  Fig.  77  b,  wo  der  Pfeil 
des  Drehmomentes  ilfg  nach  oben  weisen  würde  und  der  Impuls  bei  der 
Zusammensetzung  mit  M^  gehoben  wird.  Sein  Endpunkt  wandert 
dabei  etwa  von  J  nach  J^.  In  beiden  FäUen  ist  die  Umlagerung  des 
Impulses  zufolge  der  bohrenden  Reibung  mit  einer  Verkürzung  des  Im- 
pulses verbunden. 

Die  bohrende  Reibung  arbeitet  also  in  einer  Hinsicht  der  gleiten- 
den Reibung  entgegen:  sie  strebt  den  Impulsvektor  von  der  Vertikalen 
m  entfernen.  In  anderer  Hinsicht  wirkt  sie  in  gleichem  Sinne  wie  die 
gleitende  Reibung:  sie  schwächt  den  Impuls  dauernd.  Da  wir  sahen, 
dafs  der  Einflufs  der  bohrenden  Reibung,  solange  die  Rotationsaxe 
merklich  von  der  Vertikalen  verschieden  ist,  klein  gegenüber  dem  Ein- 
flufs der  gleitenden  Reibung  ist,  so  wird  dieser  letztere  jedenfalls  den 
Ausschlag  geben  und  es  wird  trotz  der  bohrenden  Reibung  ein  Auf- 
richten der  Figurenaxe  erfolgen.  Höchstens  könnte  das  Zeitmafs  des 
Aufrichtens  durch  den  Einflufs  der  bohrenden  Reibung  etwas  verzögert 
werden.  Andrerseits  ist  zu  beachten,  dafs  das  Aufrichten  um  so 
schneller  erfolgt,  je  kürzer  der  Impulsvektor  ist,  dafs  also  die  bohrende 
Reibung,  indem  sie  die  Länge  des  Impulsvektors  reduziert,  ihrerseits 
das  Aufrichten  indirekt  beschleunigt.  Diese  indirekte  Wirkung  der 
bohrenden  Reibung  wird  daher  ihre  direkte  Wirkung,  den  Impuls  vektor 
von  der  Vertikalen  abzulenken,  teilweise  kompensieren. 

Ist  aber  die  aufrechte  Lage  annähernd  erreicht,  so  tritt  die  bohrende 
Reibung  al§   die  Hauptsache  in   ihr  Recht,  weil  alsdann  die  gleitende 
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Reibung  sehr  klein  geworden  ist.  Durch,  die  bohrende  Reibung  wird 
der  nunmehr  vertikal  gestellte  Impuls  dauernd  weiter  geschwächt^  ohne 
dafs  der  Charakter  der  aufrechten  Bewegung  zunächst  wesentlich  ge- 
ändert wird.  Die  Rotationsgeschwindigkeit  der  aufrechten  Bewegung^ 
die  vermöge  der  gleitenden  Reibung  unverändert  fortbestehen  könnte, 
wird  also  durch  die  bohrende  Reibung  mehr  und  mehr  herabgesetzt. 
Schliefslich  mufs  der  Impuls  bis  auf  diejenige  Gröfse  reduziert  sein, 
bei  welcher  die  aufrechte  Bewegung  instabil  wird,  wenn  der  Schwerpunkt 
über  dem  Unterstützungspunkte  liegt.  Jede  kleinste  Störung  erzeugt 
jetzt  merkliche  Schwankungen  der  Figurenaxe,  die  bei  weiter  abneh- 
mendem Impuls  ihrer  Amplitude  nach  zunehmen,  bis  der  Kreisel  um- 
fällt und  nach  einigen  scheinbar  regellosen  letzten  Anstrengungen  defi- 
nitiv zur  Ruhe  kommt. 
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Differentialgleichung. 

Die  geeignetste  Grundlage  für  eine  eingehendere  Behandlung  unseres 
Reibungsproblems  liefern  die  Gleichungen  von  Lagrange  in  den  Euler- 
schen  Winkeln  g?,  ^,  '^.  Neben  den  Geschwindigkeitskoordinaten  9)', 
t^',  ^'  werden  wir  die  Impulskoordinaten  [0]  =  N,  [V]  =  n,  [0]  be- 
nutzen. Bei  Übernahme  der  Bezeichnung  N,  die  früher  als  Integrations- 
konstante eingeführt  wurde,  ist  zu  beachten,  dafs  diese  Impulskoordi- 
nate jetzt  nicht  mehr  konstant  ist,  sondern  durch  die  gleitende  Reibung 
stetig  abgeändert  wird,  wie  denn  bei  Berücksichtigung  der  bohrenden 
Reibung  auch  die  Impulskoordinate  n  variabel  werden  würde.  Die  auf 
den  Kreisel  wirkenden  Kräfte  bestehen  aus  der  Schwere  und  der  gleiten- 
den Reibung,  wenn  wir  (Vernachlässigung  II)  von  der  bohrenden  Rei- 
bung absehen.  Die  Schwere  giebt  nur  um  die  Knotenlinie,  die  gleitende 
Reibung  auf  Grund  unserer  Vernachlässigung  III  (s.  die  Gl.  (10)  des 
vorigen  §)  nur  um  die  Figurenaxe  zu  einem  Momente  Anlafs.  Die 
Koordinaten  der  äufseren  Kraft,  bezüglich  der  drei  Euler'schen  Winkel, 
werden  daher  durch  die  folgende  Tabelle  gegeben: 


<3P 

f 

# 

Schwere 

0 

0 

P  sin  'S" 

Grl.  Reibung 

^^  Qii  Mg  sin  ^ 

0 

0 

Hierbei  ist  auch  bereits  von  der  Vernachlässigung  I  Gebrauch  ge- 
macht, indem  der  Gegendruck  mit  seinem  statischen  Bestandteil  Mg 
identifiziert  wurde. 
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Die  örundgleicliuiigen^  von  denen  wir  auszugehen  haben,  sind  in 
ganz  älinliclier  Form  schon  pag.  154  und  pag.  220  u.  ff.  entwickelt 
worden;  sie  lauten: 

a)  Der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  des  symmetrischen  Kreisels: 

(1)  T  =  ~  (sin^  ^i^''  +  ^'2)  +  ^{cp'  +  cos  ^^0'- 

b)  Der  Zusammenhang  zwischen  Impuls-  und  Geschwindigkeits- 
koordinaten: 


(2) 


[y]  ==   %  =  11^  =  J.  siD.2  #^'  +  C  cos  «•  {(p    +  cos  ^1^'); 

[0]        =11  =  ^^' 


c)  Die  Auflösung  der  beiden  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen 
nach  den  öeschwindigkeitskoordinaten: 

d)  Der  partielle  Differentialquotient  der  lebendigen  Kraft  nach  der 
Koordinate  d^: 

(^)  ^  =  ^(cos^1/;-i^^)sm^^/;  =-^ Z^S^^" 

e)  Das  Gesetz  für  die  Impulsänderungen  oder  die  Lagrange'schen 
Gleichungen  im  engeren  Sinne: 

(5)  w-^> 

(7)  Ar  +  ^-  ''"^^/l^:  -  cos»  jy)  ^  p  ^.^  ^_ 

Statt  der  Gleichung  (7)  haben  wir  beim  reibungslosen  Kreisel  den 
Satz  der  lebendigen  Ki^aft  benutzt,  der  sich  dadurch  empfahl,  dafs  er 
die  Ausführung  einer  Integration  in  sich  schlofs.  Im  vorliegenden 
Falle  geht  dieser  Vorteil  verloren,  weil  der  Reibungs widerstand  keine 
konservative  Kraft  ist,  und  wird  daher  die  Gleichung  (7)  wegen  ihrer 
einfacheren  Bauart  bequemer  als  jener  Satz. 

Wir  woUen  die  Bedeutung  der  letzten  drei  Gleichungen  der  Reihe 
nach  durchgehen. 

Gleichung  (5)  sagt  aus,  dafs  die  Verühalkomponente  des  Impulses 
durch  die  gleitende  Beibung  nicht  heeinflufst  wird,  wie  wir  schon  im 
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vorigen  Paragraph  erkannten,  n  kann  daher  nach  wie  vor  als  eine  durch 
den  Anfangsznstand  gegebene  Integrationskonstante  angesehen  werden. 
Übrigens  folgt  dieses  Resultat  allein  aus  unserer  Vernachlässigung  II 
der  bohrenden  Reibung  und  ist  von  der  Einführung  oder  Nichtein- 
führung  der  Vernachlässigungen  I  und  III  unabhängig. 

Aus  Gl.  (6)  schlief sen  wir^  dafs  sich  der  Absolutwert  des  Eigen- 
impulses N  dauernd  im  gleichen,  nämlich  im  abnehmenden  Sinne  ändert. 
Wegen  der  Bedeutung  des  doppelten  Vorzeichens  (vgl.  pag.  552)  be- 
rechnet sich  nämlich  für  dN  aus  Gl.  (6)  ein  negativer  oder  positiver 
Wert^  je  nachdem  cp  oder^  was  auf  dasselbe  herauskommen  wird^  je 
nachdem  N  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Gröfse  von  N  können  wir 
hiernach  als  eine  Art  Zeitmesser  benutzen^  da  wir  den  Ablauf  der  Be- 
wegung ebensowohl  auf  die  abnehmenden  Werte  von  \N\  wie  auf  die 
wachsenden  Werte  von  t  beziehen  können.  Mit  anderen  Worten:  wir 
Mnnen  statt  der  Zeit  t  die  Gröfse  N  als  unabhängige  Variable  einführen. 
Ist  die  wechselnde  Lage  des  Kreisels,  insbesondere  der  Winkel  O*,  als 
Funktion  von  N  bekannt,  so  läfst  sich  der  zeitliche  Verlauf  der  Be- 
wegung nachträglich  feststellen,  indem  man  nach  (6)  berechnet: 

^^^  "^  Mg^iQj   sin^ 

In   Gl.  (7)  kommen  zunächst   drei  Veränderliche   vor,   nämlich  t^ 
N  und  d'.     Statt  d"  führen  wir  wie  früher  die  Hülfsgröfse 
(9)  u  ==  cos  d' 

ein,  überdies  eliminieren  wir  die  Variable  t  mittels  der  Gl.  (6)  und  be- 
nutzen nach  der  vorstehenden  Bemerkung  fernerhin  N  als  unabhängige 
Variable.  Zu  dem  Ende  ist  es  nur  nötig,  die  nach  der  Zeit  genommenen 
Differentialquotienten  von  d-  durch  solche  nach  N  zu  ersetzen.  Wir 
haben: 


(10) 


d^%'         ,  n,^     d'^u      dN  /        -n/j-  vq  d^u     .      „ 


Gl.  (7)  läfst  sich  daher  mit  Rücksicht  auf  (9)  und  (10)  in  die  folgende 
bemerkenswert  einfache  Form  schreiben: 

Das  Problem  ist  somit  auf  eine  einzelne  ge^vohnliche  Differentialgleichung 
{^weiter  Ordnung  zwischen  u  und  N  reduziert. 

Wir   beabsichtigen  nicht,   diese  Gleichung  in  geschlossener  Form 
oder  durch  irgend  welche  Reihenentwicklung  zu  integrieren.    Vielmehr 
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werden  wir  versuclien^  aucli  ohne  formelmäfsige  Integration  durch,  sach- 
gemäfse  Diskussion  der  Differentialgleichung  das  Wesentliche  über  den 
Verlauf  der  Integralkurve  zu  erfahren. 

Da  die  Gestalt  der  Integralkurve  wesentlich  von  ihrer  Krümmung 
und  diese  von  dem  zweiten  Differentialquotienten  abhängt^  so  werden 
wir  darauf  geführt^  die  rechte  Seite  von  (11)  näher  zu  studieren.  Und 
zwar  werden  wir  zunächst  feststellen^  wo  die  rechte  Seite  einen  Vor- 
zeichenwechsel aufweist.    Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Gleichung: 

(12)  (n  -  uN)  {N-un)-ÄP(l~  u^f  =  0. 

Hier  ist  es  noch  bequem^  mit  dem  Quadrat  der  Impulskonstanten  n  zu 
dividieren  und  die  Abkürzungen 

(13)  V  =  —,     +  ^  =  —r 

einzuführen.  Die  Gröfse  v  ist  dann^  ebenso  wie  der  Neigungscosinus 
u^  eine  reine  Zahl.  Das  Gleiche  gilt  nach  pag.  293  von  der  Gröfse 
+  m^,  wobei  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  wählen  sein  wird^ 
je  nachdem  P  positiv  oder  negativ  ist;  der  Schwerpunkt  also  über  oder 
unter  dem  Stützpunkte  liegt.  Unsere  Gleichung  (12)  verwandelt  sich 
so  in  eine  Gleichung  zwischen  den  drei  unbenannten  Zahlengröfsen  ii, 
V  und  m^j  nämlich  in: 

(14)  (1  -  liv)  {v~u)^±m^{l-  u^)\ 

Wir  deuten  u  als  Ordinate  ^  v  als  Abscisse  in  einer  -w, -y-Ebene ;  die 
durch  (14)  dargestellte,  in  dieser  Ebene  verlaufende  Kurve  vierter 
Ordnung  bezeichnen  wir  als  Leitlinie,  da  sie  der  später  zu  konstruieren- 
den Integralkurve  gewissermafsen  als  Führung  dienen  wird.  Die  In- 
tegralkurve der  Gl.  (11)  mufs  sich,  wie  wir  zeigen  werden,  um  unsere 
Leitlinie  in  unmittelbarer  Umgebung  derselben  herumschlängeln. 

Die  Gestalt  der  Leitlinie  ist  in  Fig.  78  dargestellt;  und  zwar  be- 
zieht sich  die ,  ausgezogene  Linie  auf  den  Fall  P  >  0,  wo  in  (14)  das 
positive  Zeichen  gilt,  die  punktierte  Linie  auf  den  Fall  P  <  0,  in 
welchem  m^  mit  dem  negativen  Vorzeichen  versehen  ist.  Wie  Gl.  (14) 
zeigt,  entsteht  die  letztere  aus  der  ersteren,  wenn  man  u,  v  mit  —Uj—v 
vertauscht,  wenn  man  also  die  erstere  Linie  um  den  Anfangspunkt  der 
u,  ^-Ebene  durch  den  Winkel  von  180^  dreht.  Hiernach  genügt  es, 
den  Fall  P  >  0  allein  zu  betrachten,  also  in  Gl.  (14)  lediglich  das 
obere  Vorzeichen  zu  berücksichtigen. 

Zur  Begründung  unserer  Figur  78  sei  folgendes  bemerkt:  Kon- 
struiert man  die  gleichseitige  Hyperbel  1  =^  uv  und  die  Gerade  v  =  u, 
so  teilen  diese  die  Ebene  in  sechs  Gebiete;  in  dreien  derselben  hat  die 
linke   Seite  von  (14)  positives,  in  den  übrigen  negatives  Vorzeichen. 
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Nur  in  den  ersteren  Gebieten^  die  in  der  Figur  durcli  Schraffierung 
kenntlicli  gemacht  sind^  bann  unsere  Leitlinie  verlaufen,  da  sonst  Grl. 
(14)  nicht  erfüllbar  wäre. 

Ferner  ist  es  für  die  Gestalt  der  Leitlinie  wesentlich,  dafs  wir  m^ 
als   Meine   Zahl   voraussetzen   dürfen.     Denn  wir   betrachten  nur   Be- 


u-^i 


wegungen,  bei  welchen  dem  Kreisel  anfänglich  eine  schnelle  Umdrehung 
oder  ein  starker  Impuls  erteilt  wurde.  Unter  einem  starken  Impuls 
verstehen  wir  aber  nach  pag.  293  einen  solchen,  für  den  i^T^  erheblich 
gröfser  als  die  gleichbenannte  Gröfse  JLP,  für  den  also  AFjN^  ein 
kleiner  echter  Bruch  f beispielsweise  <  — )  ist.  Da  nun  die  Vertikal- 
komponente n  des  Impulses  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  der  An- 
fangswert des  Eigenimpulses  ist,  so  wird  auch  AP/n^  ==  m^  ein  kleiner 
echter  Bruch.  In  der  Figur  haben  wir  nur  m^=l/9  gewählt,  weil  bei 
noch  kleinerem  m^  unsere  Zeichnung  undeutlich  würde,  während  wir 
für  die  Zwecke  der  späteren  Rechnung  an  der  Annahme  m^  <  — ^  fest- 
halten werden. 

Man  überzeugt  sich  sodann  nach  der  üblichen  Methode  der  Potenz- 
entwicklung leicht,  dafs  die  Punkte  F^{u  =  v=-1)  und  F^iu-=v^  —  V) 
Doppelpunkte  unserer  Kurve  werden  und  dafs  die  beiden  Kurventan- 
genten in  diesen  Punkten  mit  der  positiven  bezw.  negativen  Abscissen- 
axe  einen  Winkel  a  einschliefsen,  der  sich  aus 


tg«  =  l/r=^(P"^'^*-Pi) 


bezw.  aus 

Klein- Sommerfeld ,  Kreiselbewegung. 
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berechnet.  Im  Punkte  P^  ist  der  genannte  Winkel  also  ein  wenig 
gröfser^  in  JPg  ein  wenig  kleiner  wie  45^. 

Aus  61.  (14)  folgt  ferner  leicht,  dafs  unsere  Leitlinie  eine  und  nur 
eine  zur  ^-Axe  parallele  Tangente  mit  dem  Berührungspunkte 

u  =  - — 5 ,   V  =  ■—  i4:m^  +  - — 2 ) 
4w^^  2    \  4mv 

besitzt.  Hieraus  ist  zu  schliefsen,  dafs  die  beiden  durch  P^  nach  oben 
hin  verlaufenden  Kurvenäste  sich  in  einer  Schlinge  vereinigen.  Die 
beiden  durch  P^  nach  links  auslaufenden  Aste  können  sich  dagegen 
nicht  zusammenschliefsen,  da  der  obere  von  ihnen  sich  asymptotisch 
der  Abscissenaxe  annähert.  Das  gleiche  gilt  von  dem  durch  P^  nach 
unten  rechts  verlaufenden  Aste. 

Durch  diese  und  ähnliche  Betrachtungen  läfst  sich  die  Gestalt 
unserer  Leitlinie  mit  hinreichender  Sicherheit  im  Falle  P  >  0  fest- 
stellen. Ihre  Gestalt  im  Falle  P  <  0  wird  dann  durch  die  schon  er- 
wähnte Umdrehung  aus  jener  abgeleitet. 

Welchen  Nutzen  gewährt  uns  nun  die  Kenntnis  der  Leitlinie  für 
die  Integration  der  Gleichung  (11)?  Wir  schreiben  uns  diese  Gleichung 
zunächst  so  um,  dafs  darin  lauter  unbenannte  Gröfsen  vorkommen.  Zu 
dem  Zwecke  dividieren  wir  sie  mit  n^/A^  und  ersetzen 

-y^r^     durch    -2  -^-Y  • 
dN^  n^  dv^ 

d^u 
Der  Faktor  von  -t-k-   wird   auf  solche  Weise,   wenn   wir   die   übliche 

dv^  ^ 

Abkürzung  P  =  +  MgE  einführen: 


mit  der  weiteren  Abkürzung 


und  unsere  Gleichung  (11)  geht  über  in 

(15)  KM)^  S-  =  ^i^^T^  -  m^ . . .  (P>  0) 

bez.  in 

(16)  (^v^)^  ^  =  ^r-tr""^  +  «^^  •  •  •  (^<o)- 

Nun  verschwindet  die  rechte  Seite  jeder  dieser  Gleichungen  nur  in 
den  Punkten  der  zugehörigen  Leitlinie  und  es  tritt  daher  ein  Wechsel 
im  Sinne  der  Krümmung  unserer  Integralkurve  nur   ein,   wenn  diese 
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die  Leitlinie  übersclireitet.  Wegen  der  Bedeutung  von  u  =  cos  d" 
brauclien  wir  nur  denjenigen  Streifen  der  u^  -?; -Ebene  zu  betrachten^ 
der  zwischen  den  Geraden  -^t  =  +  1  enthalten  ist;  dieser  wird  von  der 
Leitlinie  in  vier  Gebiete  eingeteilt.  Das  jedem  Gebiete  zukommende 
Vorzeichen  von  d^u/dv^  ist  in  den  Figuren  79  und  80  eingetragen; 
man  stellt  es  am  einfachsten  dadurch  fest^  dafs  man  von  dem  Punkte 
u  =  V  =  0  ausgeht^  in  welchem  die  rechte  Seite  von  (15)  gleich  ~  m^^ 
die  von  (16)  gleich  +  m^  wird.  Hierdurch  ist  das  fragliche  Vor- 
zeichen für  jeden  Punkt  unseres  Streifens  bestimmt.  In  den  mit  + 
bezeichneten  Gebieten  ist  die  gesuchte  Integralkurve,  aus  der  Eichtung 
der  positiven  Ordinatenaxe  betrachtet^  konMv  gelmlmmt,  in  den  mit  — 
bezeichneten  Gebieten  honvex;  beim  Überschreiten  der  Leitlinie  besitzt  sie 
jedesmal  einen  WendepunU. 

Um  von  hieraus  die  Integralkurve  wirklich  konstruieren  zu  können^ 
müssen  wir  uns  zunächst  bestimmte  Anfangsbedingungen  geben.  Wir 
bezeichnen  den  anfänglichen  Neigungscosinus  der  Figurenaxe  gegen 
die  Vertikale  mit  Uq  und  setzen  etwa  fest,  dafs  zu  Beginn  der  Impuls- 
vektor genau  in  die  Richtung  der  Figurenaxe  falle,  dafs  also  der  Kreisel 
zu  Beginn  keinen  seitlichen  Änstofs  erhalte.  Dann  gibt  der  Anfangs- 
wert Nq  des  Eigenimpulses  zugleich  die  Gesamtlänge  des  Impulsvektors 
und  es  ist  die  Vertikalkomponente  des  Impulses  n  =  NqUq.  Unsere 
Integralkurve  beginnt  daher  in  einem  Punkte  P^,  dessen  Koordinaten 
Uqj  Vq  der  Gleichung  1=UqVq  genügen,  welcher  also  auf  der  (in  Fig.  79 
und  80  gestrichelt  eingezeichneten)  gleichseitigen  Hyperbel  liegt.  Ferner 
ist  hierdurch  zugleich  die  Anfangstangente  der  Integralkurve  bestimmt; 
wenn  nämlich  der  Impulsvektor  die  Richtung  der  Figurenaxe  hat,  so 
fällt  auch  die  augenblickliche  Rotationsaxe  in  die  Figurenaxe  hinein. 
Die  Figurenaxe  steht  also  momentan  im  Räume  still  und  es  ist 

du       ^  111  1       du        ^  .      du       ^ 

-TT  ==  0    und  daner  auch    -j-:^  =  0    sowie    — ~  ==  0. 
dt  dN  dv 

Unsere  Integralkurve  setzt  also  im  Punkte  Pq  mit  einer  horizontalen 

Tangente  ein. 

Von  dem  weiteren  Verlauf  der  Integralkurve  gilt  die  allgemeine 
Bemerkung:  dafs  sie)  auf  die  Äbscissenaxe  senhrecht  projiziert^  diese 
überall  einfach  überdecken  mufs.  Denn,  wie  oben  festgestellt,  nimmt 
der  Absolutwert  von  N  mit  wachsendem  t  beständig  ab,  desgleichen 

der  (notwendig  positive)  Wert  von   v  = Da  nun  zu  jedem  Werte 

von  t  nur  ein  Wert  von  it  gehören  kann,  so  kann  auch  jedem  Werte 
von  V  nur  ein  Wert  von  it  entsprechen. 

Betrachten  wir  nun  z.  B.  Fig.  79  (P  >  0).  Der  Anfangspunkt  Pq 
liegt  in  einem  Gebiete  negativer  Krümmung  (d.  h.  einem  Gebiete,  wo 

36* 
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d^u/dv'^  <  0)  5  die  Integralkurve  ist  also  von  oben  gesehen  konvex 
Da  sie  in  P^  eine  horizontale  Tangente  hat,  mufs  sie  nach  unten  um- 
biegen und  bald  zum  Schnitt  mit  der  Leitlinie  kommen.  Hierbei  geht 
sie  mit  einer  Wendung  in  ein  Gebiet  positiver  Krümmung  über,  ver- 
läuft also  von  jetzt  ab  nach  oben  hin  konkav.    Die  zwei  Möglichkeiten, 


UL'-i-i 


-^  IW^I 


=  -i 


Mg.  79. 


V^O 


Mg.  80. 

die  sich  nun  bieten,  sind  in  Fig.  79  angedeutet:  Die  Integralkurve 
mufs  die  Leitlinie  zum  zweiten  Mal  schneiden;  dieser  Schnittpunkt 
kann  nun  entweder,  von  P^  aus  gerechnet,  diesseits  von  F^  liegen, 
oder  jenseits.  Die  in  der  Figur  ausgezogene,  wellenförmige  Gestalt 
der  Integralkurve  entspricht  der  ersten,  die  punktierte  Gestalt  der 
zweiten  Möglichkeit.  Wir  wollen  mgen,  dafs  nur  die  erste  MöglicJikeü 
der  WirMicMeit  entspricht. 

Zum  Beweise  haben  wir  aufser  dem  Vorzeichen  der  Krümmung 
deren  Gröfse  zu  beachten.  Letztere  ist  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
u,  V  bekanntlich  durch  den  Ausdruck 
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a) 


'du\^\% 


('+©) 


gegeben.  Wir  werden  statt  dessen  als  einen  angenäherten  Ausdruck 
für  die  Krümmung  den  folgenden 

T  N       d^u 

^)   -d^ 

substituieren^  dessen  jeweiligen  Betrag  wir  direkt  aus  der  Differential- 
gleicbung  (19)  entnehmen  können.  Dieser  Wert  ist  allerdings  etwas 
zu  grofs  und  stimmt  nur  dann  mit  dem  genauen  Wert  der  Krümmung 
binreicbend  überein ^  wenn  die  Neigung  der  Kurventangente  gegen  die 
Abscissenaxe  klein  ist.  Dafs  dieses  in  unserem  Falle  zutrifft^  können 
wir  nicht  mit  Sicherheit  behaupten;  nur  soviel  ist  nach  einer  Be- 
merkung auf  der  vorigen  Seite  klar,  dafs  die  Neigung  der  Kurven- 
tangente niemals  unendlich  grofs  werden  kann;  denn  dann  würde  die 
Projektion  der  Integralkurve  auf  die  Abscissenaxe  diese  nicht  mehr 
eindeutig  überdecken. 

Auf  der  Leitlinie  selbst  hat  wie  wir  wissen  die  Integralkurve  die 
Krümmung  Null.  Ersetzen  wir  in  der  Grleichung  (15)  die  Zahl  m^ 
durch  eine  wenig  kleinere  oder  gröfsere,  so  entstehen  zwei  Nachbar- 
kurven der  Leitlinie  von  wesentlich  gleichem  Verlauf,  welche  beispiels- 
weise beide  durch  den  Punkt  P^  hindurchgehen  und  sich  asymptotisch 
der  positiven  Abscissenaxe  anschliefsen.  Wir  können  etwa  statt  der 
kleinen  Zahl  m^  das  eine  Mal  den  Wert  Null,  das  andere  Mal  den 
Wert  2m^  einsetzen.  Die  erste  unserer  Nachbarkurven  fällt  dann  in 
dem  uns  interessierenden  Gebiete  mit  der  Hyperbel  uv  =  1  zusammen, 
die  zweite  hat  die  Gleichung 

(1  -  uv)  (v-u)  =  2m\l-  u^. 

In  den  Punkten  der  ersten  bez.  zweiten  Nachbarkurve  besitzt  die 
Integralkurve  nach  Gl.  (15)  die  angenäherte  Krümmung 

d^u  —  m^  1 


dv^  {m^lLiy  m^iiH^^ 

bez. 

d^u        2m^  —  m^ 1 


dv^  (mV^)^  mV^^^ 

Der  Wert  von  m^  sollte  etwa  ^  sein.  Der  Reibungskoeffizient  ^ 
ist  ein  echter  Bruch;  als  Gröfsenordnung  kann  man  etwa  y  annehmen, 
so    dafs   [i^   etwa   —   wird.     Auch    die   Verhältniszahl   ^  =  -^  ist  ein 
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echter  Bruch^  da  der  Schwerpunkt  einen  merklichen  Abstand  von  dem 
festen  Punkte  haben  mufs^  wenn  anders  wir  es  überhaupt  mit  einem 
„schweren  Kreisel"  zu  thun  haben ^  während  die  die  Figurenaxe  nach 
untenhin  begrenzende  Halbkugel  sicherlich  einen  kleinen  Radius  be- 
sitzen wird.    Um  eine  bestimmte  Angabe  zu  machen^  wollen  wir  etwa 

A^  gleich  ~^~.  (d.  h.  i7=ca.  32  p)  setzen.    Unter  diesen  Voraussetzungen 

wird  die  angenäherte  Krümmung  der  Integralkurve  auf  unseren  beiden 
der  Leitlinie  benachbarten  Kurven  gleich  +  10^^  der  angenäherte 
Krümmungsradius  also  nur  gleich  ein  Milliontel  der  Einheitsstrecke 
unserer  Figur.  Dabei  ist  der  Abstand  unserer  beiden  Nachbarkurven 
von  einander  und  von  der  Leitlinie  ein  äufserst  geringer^  nämlich 
selbst  von  der  Grröfsenordnung  m^  und  er  vermindert  sich  überdies  mit 
wachsender  Annäherung  an  den  Punkt  P^. 

Die  Krümmung  der  Integrallmrve  alsOy  die  auf  der  Leitlinie  selbst 
den  Wert  Null  hat,  wird  in  nächster  Nähe  derselben  schon  sehr  grofs. 
Sobald  sich  die  Integralhirve  nur  merJdich  von  der  Leitlinie  entfernt  hat, 
mttfs  sie  schleimigst  ^üieder  umbiegen  und  sich  der  Leitlinie  abermals 
nähern:  Die  IntegraTkurve  ist  hiernach  gezivungen,  mit  äufserst  geringer 
Amplitude  und  Spannweite  um  die  Leitlinie  herummoscillieren,  ähnlich 
wie  ein  Massenpunkt  um  eine  Ruhelage  mit  kleiner  Amplitude  und 
kurzer  Schwingungsdauer  herumpendelt ^  wenn  er  schon  bei  geringer 
Entfernung  von  der  Ruhelage  durch  eine  grolse  Kraft  nach  jener 
zurückgetrieben  wird. 

Somit  ist  bewiesen j  dafs  der  in  der  Figur  79  punktiert  gezeichnete 
Verlauf  der  Litegralkurve  bei  kleinem  Werte  von  m^,  d.  h.  bei  grofsem 
Anfangsimpuls  unmöglich  ist  und  dafs  der  geschlängelte ,  ausgezogene 
Verlauf  mindestens  qualitativ  der  Wirklichkeit  entspricht.  Der  punktiert 
gezeichnete  Weg  mag  vielleicht  bei  schwachem  Anfangsimpulse  zur 
Geltung  kommen^  doch  gehen  wir  auf  diesen  minder  wichtigen  Fall 
nicht  ein.  Die  entsprechenden  Überlegungen  und  Konstruktionen  lassen 
sich  fast  Wort  für  Wort  auf  den  Fall  P  <  0  übertragen;  wir  können 
daher  behaupten,  dafs  auch  in  Fig.  80  die  Integralkurve  um  die  Leit- 
linie herumpendeln  mufs  und  niemals  erheblich  von  ihr  abbiegen  kann. 

Übrigens  läfst  sich  die  hier  befolgte  Schlufsweise,  die  wir  als 
graphische  Integration  bezeichnen  können,  sofort  auf  den  allgemeinen 
Fall  der  Differentialgleichung 


■fiu.v) 


übertragen,   wenn  die  Funktion   f(t(, 'y)   in  der  Umgebung  der  „Leit- 
linie" f{uyV)  =  0   ein   starkes  Gefälle   besitzt   und   der  Anfangspunkt 
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der  Integralkurye  der  Leitlinie  nicht  zu  fern  angenommen  wird.  Auch 
hier  mufs  die  Integralkurve  fortgesetzt  um  die  Leitlinie  herumpendeln. 

Über  die  Amplitude  und  Spannweite  der  Pendelungen  haben  wir 
bisher  nur  gesagt^  dafs  sie  äufserst  klein  sein  müssen;  wir  fügen  noch 
hinzu^  dafs  sie  um  so  Meiner  ausfallen  müssen^  je  Meiner  die  Zahl  m^, 
je  gröfser  also  der  anfängliche  Bewegungsimpuls  ist,  imd  dafs  sie  mit 
^nehmender  Annäherung  an  den  Punht  P^  abnehmen  müssen. 

Denken  wir  uns,  um  dieses  einzusehen,  die  Niveaulinien  des  Aus- 
drucks fiu,  v)  konstruiert,  welcher  unserer  Differentialgleichung  zufolge 
die  angenäherte  Krümmung  der  Integralkurve  bestimmt,  in  der  Weise, 
wie   dies   für    die   speziellen    Niveaulinien    f(itj  v)  =  0    (die  Leitlinie) 

und    f(Uj  v)  =  +  -. — 772    (die    beiden    oben    genannten  Nachbarkurven) 

geschehen  ist.  Diese  Niveaulinien  liegen  um  so  dichter,  je  kleiner  m^ 
ist,  aufserdem  verdichten  sie  sich  in  der  Nähe  des  Punktes  P^j,,  da  sie 
alle  durch  diesen  Punkt  hindurch  müssen.  Die  Dichtigkeit  der  Niveau- 
linien liefert  aber  direkt  einen  Mafsstab  für  die  Krümmungszunahme 
der  Integralkurve  in  der  Nähe  der  Leitlinie  und  für  ihre  Tendenz, 
nach  der  Leitlinie  zurückzukehren.  Noch  anschaulicher  können  wir 
uns  den  Ausdruck  f(u,  v)  als  ein  Relief  modelliert  denken,  indem  wir 
uns  den  absoluten  Wert  von  fiu^  v)  als  dritte  Koordinate  senkrecht 
zur  u,  V- Ebene  auftragen,  wobei  die  eben  genannten  Niveaulinien  zu 
Höhenlinien  des  Reliefs  werden.  Es  entsteht  so  eine  Rinne,  deren 
Sohle  in  der  Uy  -y -Ebene  liegt  und  mit  unserer  Leitlinie  zusammen- 
fällt und  deren  Böschungen  beiderseitig  um  so  steiler  ansteigen,  je 
kleiner  m^  ist  und  je  mehr  wir  uns  dem  Punkte  P^  nähern.  In 
letzterem  stellen  sich  die  Böschungen  genau  lotrecht.  Wiederum 
wächst  mit  der  Steilheit  der  Böschungen  die  Schnelligkeit,  mit  der 
die  Integralkurve  bei  seitlicher  Abbiegung  der  Leitlinie  wieder  zustrebt. 
Die  Integralkurve  verläuft  ähnlich  wie  die  Bahn  eines  schweren  Punktes, 
der  in  der  (reibungslos  gedachten)  Rinne  entlang  läuft,  zugleich  aber 
vermöge  eines  seitlichen  Anfangsanstofses  abwechselnd  rechts  und  links 
an  den  Rändern  etwas  aufläuft.  Während  die  bei  den  aufeinander- 
folgenden Seitenpendelungen  erreichte  Höhenlage  nach  dem  Energie- 
gesetz dieselbe  ist,  wird  die  in  horizontaler  Richtung  gemessene  Ampli- 
tude der  Seitenabweichung  um  so  kleiner,  je  gröfser  die  Steilheit  der 
Ränder  ist;  desgleichen  wird  die  Zeitdauer  der  aufeinanderfolgenden 
Pendelungen  oder,  was  auf  dasselbe  herauskommt,  die  längs  der  Sohle 
gemessene  Spannweite  der  Seitenpendelungen  geringer  bei  wachsender 
Steilheit  der  Ränder;  denn  die  nach  der  Rinne  zurücktreibende  Kraft, 
d.  h.  die  in  die  Böschung  fallende  Komponente  der  Schwere,  ist  dem 


568  VII-    Einilufs  von  Reibung,  Luftwiderstand,  Elastizität  etc. 

Gefälle  der  Böschung  proportional.  Die  Bahn  des  Massenpunktes  wird 
also^  auf  die  horizontale  Zeichenebene  projiziert^  was  die  Ausgiebigkeit 
der  aufeinanderfolgenden  Pendelungen  betrifft^  in  der  That  die  in  der 
Fig.  79  und  80  dargestellte  Form  annehmen,  welche  somit  auch  unserer 
Integralkurve  zukommen  wird. 

Die  Schlufsfolgerungen,  die  sich  von  hieraus  für  den  Ablauf  der 
Kreiselbewegung  ergeben,  liegen  auf  der  Hand,  Mit  wachsender  Zeit 
nimmt  der  Eigenimpuls  N  seiner  Gröfse  nach  ab.  Fiel  er  anfangs  in 
die  Richtung  der  Figurenaxe,  so  ist  anfangs  |JV|>|^|  und  mit 
wachsender  Zeit  nähert  sich  N  dem  Werte  n^  d.  h.  v  dem  Werte  1. 
Unsere  Integralkurve  zeigt  dann,  dafs  sich  gleichzeitig  it  dem  Werte  1 
oder  d"  dem  Werte  0  nähert.  Die  Figurenaxe  richtet  sich  also  durch 
den  Einfliifs  der  gleitenden  Eeihimg  allmählich  cmf. 

Hand  in  Hand  mit  der  Aufrichtung  der  Figurenaxe  geht  natürlich 
ihre  Präcession  um  die  Vertikale  von  statten,  deren  jeweilige  Ge- 
schwindigkeit sich  nach  Gl.  (3)  aus  dem  augenblicklichen  Werte  von 
d"  und  N  bez.  von  ii  und  v  berechnet.  Die  Aufrichtung  der  Figuren- 
axe wird  unterbrochen  und  ihre  Präcession  wird  begleitet  von  kleinen 
Nutationen  der  Figurenaxe,  die  durch  die  Seitenpendelungen  unserer 
Integralkurve  dargestellt  werden.  Biese  Nidationen  sterben  aber  in  dem 
Mafse  abj  ivie  sich  die  Figurenaxe  aufrichtet  und  sind  übrigens  von 
Hause  aus  um  so  Meiner^  je  gröfser  der  Anfangsimpuls  war,  voraus- 
gesetzt natürlich,  dafs  dieser  genau  oder  ungefähr  die  Richtung  der 
Figurenaxe  hatte. 

Ist  die  aufrechte  Lage  erreicht,  so  fällt  der  bisherige  Grund  für 
die  Abnahme  des  Impulses,  die  gleitende  Reibung,  fort.  In  der  That 
ergiebt  sich  mit  it  =  1  aus  Gl.  (6)  dN/dt  =  0;  es  bleibt  also  von  nun 
ab  JV  =  ^  oder  v  =  1:  Unsere  Integralkurve  endigt  im  FimUe  P^  und 
der  Kreisel  verharrt  in  der  aufrechten  Beivegung.  Die  endgültige  Ver- 
nichtung des  Bewegungsimpulses  fällt  nicht  der  gleitenden  sondern 
der  bohrenden  Reibung  zu,  wie  bereits  im  vorigen  Paragraph  aus- 
einandergesetzt wurde. 

§  5.    Angenäherte  formelmäfsige  Darstellung  des  Bewegungsverlaufes. 

Da  wir  auf  Grund  der  vorangehenden  Diskussion  die  Bewegung  der 
Figurenaxe  graphisch  beherrschen,  wird  es  nun  leicht  sein,  eine  näherungs- 
weise formelmäfsige  Darstellung  der  Bewegung  zu  geben.  Wir  fügen 
diese  nachträglich  hinzu,  teils  um  einige  numerische  Rechnungen  an- 
stellen zu  können,  teils  um  den  in  der  Einleitung  (pag.  5)  ausgesprochenen 
Grundsatz  zu  verwirklichen,  nach  welchem  „unsere  Kenntnis  der  Mechanik 
nicht  auf  die  Formel  basiert   sein  solle,   sondern  umgekehrt  die  ana- 
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lytische  Formulierung  als  letzte  Konsequenz  aus  einem  gründlicten 
Verständnis  der  meclianischen  Verhältnisse  von  selbst  zum  Vorschein 
komme^^ 

Der  Gedanke  bei  der  folgenden  Näberungsreclmung  bestellt  darin, 
dafs  wir,  was  die  Änderungen  Yon  ^  angeht,  für  die  oscillierende 
Integralkurve  der  Figuren  79  und  80  unsere  Leitlinie  selbst  substi- 
tuieren. Was  wir  dabei  vernachlässigen,  sind  die  Nutationen  der  Figuren- 
axe,  welche  die  Bewegung  nur  vorübergehend  und  in  geringem  Grade 
beeinflussen,  was  wir  aber  beibehalten  und  in  unseren  Formeln  zum 
einfachen  Ausdruck  bringen,  ist  das  Aufrichten  der  Figurenaxe,  die 
Abnahme  des  Impulsvektors  und  der  mittlere  Betrag  der  Präcession, 
d.  h.  alle  wesentlichen  Momente  der  Bewegung. 

Wir  sehen  also  die  Gl.  (14)  des  vorigen  Paragraphen  als  die 
während  der  Bewegung   angenähert   gültige  Beziehung    zwischen    dem 

Neigungscosinus  tt  =  cos  d"  und  der  Impulsgröfse  v  ==  —  an.  Um  die- 
selbe nach  V  aufzulösen,  schreiben  wir  sie  f olgendermafsen : 

Die  beiden  Wurzeln  v^j  v^  dieser  quadratischen  Gleichung  werden: 

ÄP 

Wegen  der  auch  jetzt  vorauszusetzenden  Kleinheit  der  Zahl  +  m^  =  — 2~ 

ziehen  wir  die  Quadratwurzel  nach  dem  binomischen  Satze  angenähert 
aus.     Es  ergiebt  sich: 

Da  ^t<l  ist,  wird  v^'^l,  ^2<1-  ^^^  Bedeutung  der  beiden  Wurzeln 
folgt  aus  Fig.  78.  Schneiden  wir  nämlich  die  ausgezogene  oder  die 
punktierte  Leitlinie  jener  Figur  mit  einer  zur  Abscissenaxe  parallelen 
Geraden  u  ==  const.,  wobei  0  <  t*  <  1  sein  möge,  so  erhalten  wir  zwei 
Schnittpunkte,  von  denen  der  eine  rechts  von  P^,  der  andere  links 
davon  zwischen  P^  und  P^  liegt.  Dem  ersteren  entspricht  ein  Abscissen- 
wert  t;^  >  1,  dem  letzteren  ein  solcher  v^  <il'  Wir  interessieren  uns 
nur  für  denjenigen  Teil  der  Leitlinie,  welcher  von  unserer  Integral- 
kurve umschlängelt  wird,   haben  also  nur  den  Wurzelwert  v^  zu  be- 
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rücksichtigen.  Gehen  wir  noch  zu  der  ursprünglichen  Bedeutung  der 
Zeichen  Vy  ti  und  m^  zurück,  so  können  wir  die  für  v^  gefundene 
Formel  so  schreiben: 

(1)  jv-__!^_^sin2^. 

^  ^  cos  ^  n 

Wir  erkennen  hieraus,  in  welcher  gegenseitigen  Äbhängig'keit  ^  gegen 
0  und  N  gegen  n  Iwnvergiert. 

Wir  berechnen  zweitens   die  Präcessionsgeschwindigkeit  t^',  die  zu 
den  wechselnden  Neigungen  der  Figurenaxe  gehört.     Aus  (1)  folgt 

n  —  N  cosd"        P 


A  sin^/O"  n 


COS#. 


Dies   ist  nach   Gl.  (3)  des  vorigen  Paragraphen  zugleich  die  gesuchte 
Präcessionsgeschwindigkeit.     Man  hat  also 

(2)  ^'  =  "^  ^^®  ^ 

und  schliefst,  dafs  sich  die  absolute  Gröfse  der  Präcessionsgeschwindigkeit 
heim  Aufrichten  der  Figurenaxe  etwas  beschleunigt 

Wir  fragen  sodann  nach  dem  zeitlichen  Verlauf  der  Bewegung, 
der  ja  aus  unserer  qualitativen  Darstellung  eliminiert  war.  Hierbei 
haben  wir  auf  die  Gl.  (8)  des  vorigen  Paragraphen 

dN 


MgiiQj   s 


MgiiqJ   sin'O' 

zurückzugehen.  (Das  obere  Vorzeichen  galt  bei  positivem  Anfangs- 
werte von  N,  also  bei  positivem  n,  das  untere  bei  negativem.)  Wir 
berechnen  dN  durch  ^  und  d^"  aus  Gl.  (1): 

dN  =  (-^  -  ^^  cos  d)  sin^d^ 

und  erhalten  dann 

,      --      n      i   f    d^  2ÄP  r        ^.A 

Mg^Q  (J    cos^'^  n^    J  ] 

Das  doppelte  Vorzeichen  dürfen  wir  durch  das  einfache  negative  er- 
setzen, wenn  wir  dafür  n  mit  dem  Zeichen  des  absoluten  Betrages 
versehen.  Führen  wir  die  Integrationen  aus  und  bestimmen  die  Inte- 
grationskonstante daraus,  dafs  %'=%'^  für  i^  ==  0  sein  soll,  so  ergiebt 
sich  das  folgende  Gesetz  für  den  zeitlichen  Verlauf  der  'Bewegung: 

(^)  ^  =  wi^  |(*g^o-tg^)  -  ^-  (sin^o-sin*)}. 

Das  zweite  Glied  der  {  }  ist  wegen  des  kleinen  Faktors  A^jn^  offenbar 
klein  gegenüber  dem  ersten  Gliede.  Dieses  erste  Glied  zeigt  uns,  dafs 
das   Aufrichten    der   Figurenaxe   ziemlich    langsam   von   statten   geht; 
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denn  im  Zähler  steht  die  grofse  Impulskomponente  n,  im  Nenner  der 
kleine  Eeibungsko effizient  ^i  und  der  kleine  Radius  q  der  Auflage- 
fläche. Die  Zeitdauer  des  Äufrichtens  wird  um  so  gröfser,  je  gröfser  der 
Anfang simjguls  war  und  je  Meiner  der  Meibungslweffment  [i  sowie  der 
Krümmungsradius  der  Äuflagefläehe  ist. 

Der  zahlenmäfsige  Wert  der  zum  Aufrichten  erforderlichen  Zeit 
ergiebt  sich  aus  (3)^  wenn  wir  '^  =  0  setzen^  zu 

(4)  2'=JjL{tg^„_M^.in^4. 

Die  aufrechte  Lage  ^vird  also  in  endlicher  Zeit  erreicht-^  die  Zeit  ist  hei 
sonst  gleichen  Umständen  im  wesentlichen  der  Tangente  der  Anfangs- 
neigung ^proportional. 

Es  erübrigt  nur  noch,  die  Bahnkurve,  die  ein  Punkt  der  Figuren- 
axe  beschreibt,  analytisch  und  zeichnerisch  darzustellen.  Wir  gehen 
dabei  einerseits  von  der  Grl.  (2) 

di\)       F         ^ 

-JT  =  —  COS'0', 

dt        n  ^ 

andrerseits  von  der  aus  (3)  folgenden  Beziehung  aus: 


cos  ^-9^ 


Durch  Division  folg:t 


ö^ 


d^  __         P         /     1  2  AP  2a.\ 

T^  ==  +  -^ ( ^  —  2-  COS^  '0') 

und  durch  Integration 

Da  die  Gestalt  der  Bahnkurve  in  keiner  Weise  von  dem  dem  Winkel  i\) 
vorzuschreibenden  Anfangswerte  i^q  abhängt,  haben  wir  von  der  Hin- 
zufügung einer  Integrationskonstanten  abgesehen. 

Hier  wollen  wir  eine  unwesentliche  Vernachlässigung  gestatten, 
durch  die  sich  das  folgende  vereinfacht.  Wir  wollen  nämlich  das 
zweite  Grlied  der  {  }  in  (6)  gegen  das  erste  wegen  des  Faktors  AFjn^ 
streichen.  Ferner  woUen  wir,  um  bestimmte  Vorzeichen  zu  haben, 
vorübergehend  annehmen,  dafs  der  Schwerpunkt  üher  dem  Stützpunkte 
liegt  und  dafs  der  anfängliche  Impulsvektor  die  ungefähre  Richtung 
der  positiven  Figurenaxe  habe.  Dann  ist  P  =  +  MgE  zu  setzen  und 
in  (6)  das  obere  Vorzeichen  zu  wählen.  Führen  wir  noch  die  schon 
früher  benutzte  Verhältniszahl  X  ==  qJE  ein,  so  schreibt  sich  Gl.  (6) 
f olgendermafsen : 
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A^i/^  =  logtg(~-y) 
oder  auch 

^  ^^U      2/      i  +  tg<a^/2 

oder  endlicli 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  JBahnlmrve  bei  positivem  P  und 
positivem  Anfangsimpulse.  Sie  gilt  ebenso  offenbar  bei  anderer  Wahl 
der  Vorzeichen  von  P  und  n,  wenn  man  nur  nötigenfalls  den  Sinn, 
in  dem  ip  gerechnet  wird,  umkehrt. 

Um  sie  verzeichnen  zu  können,  müssen  wir  sie  irgendwie  auf  die 
Zeichenebene  projizieren  und  zwar  empfiehlt  sich  wie  früher  die 
stereographische  Projektion.  Wir  schlagen  also  um  den  festen  Punkt  0 
die  Einheitskugel,  auf  welcher  unsere  Bahnkurve  verläuft,  wenn  der 
sie  erzeugende  Punkt  der  Pigurenaxe  den  Abstand  1  von  0  hatte, 
und  projizieren  vom  Südpol  der  Einheitskugel  auf  die  Aquatorebene. 
Der  Nordpol  geht  dabei  in  den  Punkt  0  über,  während  das  Bild 
irgend  eines  anderen  Punktes  der  Einheitskugel  von  0  den  Abstand 
r  ==^ig  '0^/2  und  das  Azimuth  ij)  hat.  r  und  ij)  sind  also  gewöhnliche 
Polarkoordinaten  des  stereographischen  Bildpunktes,  bezogen  auf  den 
Punkt  0  als  Anfangspunkt.  In  diesen  Koordinaten  geschrieben  wird 
das  Bild  der  Bahnkurve  nach  Grl.  (7): 

Ihre  Gestalt  ist  die  einer  Spirale,  u.  zw.  läuft  sie  in  den  Punkt  0  als 
eine  gewöhnliche  Archimedische  Spirale  aus,  während  sie  nach  der  anderen 
Seite  hin  sich  dem  Einheitspreise  asymptotisch  nähert 

Um  dieses  einzusehen,  beachte  man,  dafs  vermöge  der  Wahl  der 
Integrationskonstanten  in  Gl.  (6)  der  aufrechten  Endlage  ('0'  =  0  oder 
^  =  0)  das  Azimuth  i^  ==  0  und  dafs  allen  früheren  Lagen  der  Piguren- 
axe negative  Werte  von  ^  entsprechen.  Um  also  das  Verhalten  der 
Bahnkurve  in  der  Nähe  des  Punktes  0  zu  untersuchen,  haben  wir  ^ 
klein  vorauszusetzen  und  die  Exponentialfunktion  nach  Potenzen  von 
yl|Lct/^  zu  entwickeln.     Es  ergiebt  sich  so 

(8')  r  =  ->l^| 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Archimedischen  Spirale. 

Um  andrerseits  die  Bahnkurve  für  weit  zurückliegende  Zeiten  fest- 
zustellen, haben  wir  i/^  einen  grofsen  negativen  Wert  beizulegen,  also 
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e^/*¥'   als  klein  anzusehen,     r  nähert  sich  dabei    der  oberen  Grenze  1^ 
die  Bahnknrye  strebt  also  asymptotisch  dem  Einheitskreise  zu. 

In  der  Nähe  von  0  ist  die  Abnahme  des  Pahrstrahls  r  bei  einem  vollen 
Umlauf  um  0  gegeben  durch  2.^  7t]  dieselbe  ist  klein,  weil  A  und  ^  kleine 
Zahlen  sind,  verschwindet  aber  nicht  bei  Annäherung  an  0.  Dagegen  wird 
offenbar,  wenn  wir  die  Kurve  rückwärts  bis  in  die  Nähe  des  Einheitskreises 
verfolgen,  die  Zunahme  des  Fahrstrahls  bei  einmaligem  Umlauf  um  0 
mit  zunehmender  Näherung  an    den  Einheitskreis  verschwindend  klein. 

Man  kann  die  Gestalt  der  Bahnkurve  sehr  schön  experimentell 
feststellen,  wenn  man  die  Kreiselspitze  ihren  Weg  auf  einer  dagegen 
gehaltenen  berufsten  Fläche  aufzeichnen  läfst,  oder,  was  noch  empfehlens- 
werter ist,  wenn  man  senkrecht  zur  Kreiselaxe  einen  kleinen  Spiegel 
befestigt,  denselben  mit  einem  Projektionsapparat  beleuchtet  und  den 
zurückgeworfenen  Lichtfleck  auf  einem  Schirm  beobachtet.  Die  so  er- 
haltenen Kurven  haben  durchaus  den  Charakter  der  hier  geschilderten 
Spiralen,  nur  dafs  der  gieichmäfsige  Verlauf  der  Spirale  von  aufgesetzten 
Schlängelungen  (den  Nutationen)  unterbrochen  wird,  die  wir  bei  unserer 
Darstellung  vernachlässigt  haben. 

Figur  81  ist  unter  der  Annahme  X^  =  1/10  entworfen.  Sie  ent- 
spricht der  Wirklichkeit  insofern  nicht  gut,  als  der  wirkliche  Wert  ^^ 

meist  erheblich  kleiner  sein  dürfte.    An  ^^^ .^^ 

einer  früheren  Stelle  (pag.  565)  schätzten 
wir  ^2_io-i^  A2==10-^,  also  2,^-1/100, 
was  der  Wirklichkeit  näher  kommen  dürfte. 
Jedoch  würde  bei  Zugrundelegung  dieser 
Zahl  die  Zeichnung  schon  etwas  un- 
deutlich werden. 

Für  die  folgenden  Zahlenrechnungen 
wollen  wir  dagegen  den  letztgenannten 
Wert  benutzen.  Wir  fragen  uns  zunächst, 
wie  viele  Windungen  die  Bahnkurve  aus- 
führt, bis  sie  von  einer  gegebenen  Anfangs- 
lage aus  im  Nullpunkte  endigt.  Die  Anfangslage  sei  etwa '0'o==  60^.  Den  zu- 
gehörigen Wert  des  Azimuthes  ^q,  welcher  negativ  ausfallen  mufs,  entneh- 
men wir  aus  Gl.  (8)  oder,  noch  etwas  genauer,  aus  Gl.  (6),  indem  wir  das  im 
vorstehenden  vernachlässigte  Glied  dieser  Gleichung  mitrechnen;  er  wird: 

1     (-.         ,     /7t       ^A       AP  (^     .    sinS'O'oX] 
^o--x^|logctg(^-f)--^(^o  +  -Y^))- 

^^  =  60®  =  1,05  und  dem  schon  früher  vorausgesetzten 


Mg.  81. 


Mit  X^  =  10 
Wert  ^  = 


1/100  ergiebt  sich 

^0  = 


-  130,2. 
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Dies  ist  der  Anfangswert  des  Winkels  ^.  Da  der  Endwert,  bei  auf- 
rechter Stellung  der  Figurenaxe^  ij;  =  0  ist^  so  giebt  uns  ^^  zugleich, 
den  Gesamtwinkel ^  um  den  sieb  der  von  0  aus  gezogene  Fabrstrabl 
bei  der  Bewegung  gedreht  hat.  Die  Zahl  der  Windungen  der  Spirale 
wird  daher 

Die  Figurenaxe  umkreist  also  die  Vertikale  eine  erhebliche  Änmhl  von 
Malen  ^  bevor  sie  mit  ihr  zusammenfällt  Die  Ganghöhe  der  Bahnkurve 
wird  dementsprechend  in  stereographischer  Projektion  recht  gering  und 
erheblich  geringer  wie  im  Falle  der  Fig.  81^  wo  die  entsprechende 
Zahl  von  Umgängen  nur  2,1  beträgt. 

Wir  können  auch  die  Nutationen,  obwohl  sie  aus  unserer  Be- 
trachtung herausgefallen  sind,  nachträglich  ihrer  ungefähren  Häufigkeit 
nach  bestimmen.  Es  läfst  sich  zeigen,  dafs  die  Periode  r  der  Nuta- 
tionen  näherungsweise  denselben  Wert  wie  bei  der  reibungslos  voraus- 
gesetzten pseudoregulären  Präcession  hat  nämlich  (s.  Gl.  (15)  von 
pag.  305)  den  Wert 
(9)  .  =  ^. 

Zum  Beweise  gehen  wir  auf  die  Differentialgleichung  (7)  von 
pag.  558  zurück,  setzen  darin  '0'  ==  'O'^  +  ^^2  ^^^  verstehen  unter  ^^^ 
den  vorstehend  studierten  präcessionsähnlichen  Teil  der  Bewegung, 
unter  ^^^  die  hinzukommende  Nutation.  %^  ist  dann  eine  langsam  ver- 
änderliehe, '9*2  eine  schnell  veränderliche  aber  Meine  Gröfse.  Dement- 
sprechend wird  man  d^^'  gegen  ^^'  vernachlässigen  und  bei  der  Ent- 
wickelung  von  GL  (7)  nach  ^^^  nur  die  erste  Potenz  von  Q^^  beibehalten. 
Es  entsteht  mit  Rücksicht  auf  die  Definition  von  d^^  aus  der  Gleichung 
der  Leitlinie: 

Die  hier  angedeutete  Differentiation  liefert  einfach  (vgl.  §9,  Gl.  (13))  wo 
eine  analoge  Rechnung  auszuführen  sein  wird)  N^/Ä,  Die  Bestimmungs- 
gleichung  für  d^^  lautet  mithin:  d^^'  +  ^2jT  =  ^  ^^^  liefert  integriert 
die  obige  Periode. 

Bedeutet  andererseits  T  die  Zeitdauer  des  einzelnen  Präcessionsum- 
ganges  und  sieht  man  von  der  durch  das  Aufrichten  der  Figurenaxe 
bedingten  geringen  Beschleunigung  der  Präcessionsgeschwindigkeit  ab, 
so  kann  man  setzen: 


und  nach  Gl.  (2): 
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(10)  !^  ==  ^  cos  ^. 

Aus  (9)  und  (10)  ergiebt  sich  mit  ßücksiclit  auf  (1): 

—  =  -p^ =  -j^ — ^11 ^  cosO'  sm'9'  . 

r        ÄP  cos '9'        J-Pcos^-^V  n^  j 

Unter  %•  ist  hierbei  ein  Mittelwert  des  Neigungswinkels  ^  während  des 
fraglichen  Präcessionsumganges  verstanden.  Das  Verhältnis  T/r  be- 
deutet die  Änmhl  der  Nutationen,  die  auf  eine  Präcession  entfallen. 
Diese  Anzahl  ist,  wie  wir  sehen,  der  Gröfsenordnung  nach  gleich  n^/ÄP^ 
also  unter  den  obigen  Zahlenannahmen  gleich  100.  Die  unserer  Spirale 
sieh  überlagernden  Schlängelungen  sind  also  äufserst  mhlreieh  und  dicht 
Schliefslich  fragen  wir  noch  nach  dem  Zahlenwerte  der  Zeitdauer 
T,  in  der  sich  die  Figurenaxe  aufrichtet.  Diese  drücken  wir  etwa  in 
Einheiten  der  ümdrehungszeit  Tq  des  Kreisels  nach  erfolgtem  Aufrichten 
aus.  Alsdann  ist  der  Gesamtimpuls  genau  gleich  n  und  die  Länge  des 
Rotationsvektors  gleich  \n\IG  geworden.  Die  Zeitdauer  Xq  ergiebt  sich 
daher  aus 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  Gl.  (4),  so  entsteht: 

T        1   A    n^     1    {,     ^        2ÄP   .     ^  1 
Tq        27t  G  APl[i  l  o     0  n^  oj 

Mit  n^jAP  =  100,  A^  =  1/100,  ^^  =  60^  ergiebt  sich 

-?^  =  ~2730. 

Macht  der  Kreisel  nach  der  Aufrechtstellung  noch  fünf  Umdrehungen 
pro  See,  so  ist  r^  =  1/5  sec.  und,  wenn  man  insbesondere  A=  C 
nimmt,    T  =  546  sec.  =  ca.  10  Minuten. 

Bei  unseren  letzten  Berechnungen  sowie  bei  der  Beschreibung  der 
Bahnkurve  ist  indessen  zu  bedenken,  dafs  unsere  Betrachtungen  nur 
bis  in  die  Nähe  der  aufrechten  Lage,  nicht  bis  zu  dieser  selbst  zutreffend 
zu  sein  beanspruchen.  Denn  wir  haben  (Ungenauigkeit  II)  die  bohrende 
Reibung  gegenüber  der  gleitenden  vernachlässigt,  was  nur  bei  nicht  zu 
kleinem  Winkel  d^  zulässig  ist  (vgl.  pag.  551).  Von  unserer  Bahnkurve 
müssen  wir  daher  das  letzte,  in  den  Punkt  0  auslaufende  Stück  als 
unverbürgt  ansehen. 

Wir  wollen  endlich,  noch,  indem  wir  in  unseren  Formeln  fi  =  0 
setzen,  die  hier  betrachtete  Bewegung  in  das  System  der  reibungslosen 
Bewegungen  einordnen.    Wir  gehen  dabei  aus  von  Gl.  (5),  welche  mit 

^  =  0  liefert 

^'  ==  0  oder  d"  =  const. 
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Dies  ist  zugleicli  bei  yersch windender  Reibung  die  Gleichung  der  Bahn- 
kurve. Aus  den  Grl.  (1)  und  (2)  folgt  dann^  dafs  auch  N  und  ijj'  kon- 
stant werden.  Bei  verschwindender  Reibung  geht  also  die  hier  betrachtete 
Bewegung  in  die  reguläre  Präcession  über.  Deshalb  können  wir  sie  als 
„eine  Pr'äcessions-ähnliche^^  oder  eine  ^^durch  Reibung  gedämpfte  Prä- 
cession^^ bezeichnen.  Nehmen  wir  andrerseits  die  Nutationen  mit  in 
Rechnung j  die  in  unseren  Formeln  nicht  zum  Ausdruck  kamen^  die 
sich  aber^  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen^  unserer  Bewegung 
überlagern^  so  tritt  unsere  jetzige  Betrachtung  in  direkte  Beziehung  zu 
den  früheren  Untersuchungen  über  die  pseudoreguläre  Präcession  und 
zeigt  uns,  wie  diese  wichtigste  reibungslose  Bewegung  durch  die  Reibung 
modifiziert  wird. 

§  6.    Über  einen  beim  Ansatz  der  Reibungsproblenie  naheliegenden 
Fehler.     Naehträglielie  Rechtfertigung  der  obigen  Behandlung  und 
Hinweis  auf  das  Experiment. 

Der  gegenwärtige  Paragraph  hat  zunächst  den  Zweck,  unsere 
früheren  Angaben  über  die  Bestimmung  der  Reibungsarbeit  und  des 
Reibungsmomentes  (vgl.  §  3  pag.  550)  zu  rechtfertigen  bezw.  zu 
beschränken.  Dabei  werden  gewisse  charakteristische  Unterschiede 
zwischen  den  Reibungskräften  oder  allgemeiner  gesprochen  solchen 
Kräften^  die  ihrer  Gröfse  oder  Richtung  nach  von  der  Geschwindigkeit 
des  Systems  abhängen^  und  denjenigen  Kräften  zur  Sprache  kommen^ 
die  sich  nach  Grröfse  und  Richtung  allein  durch  die  jeweilige  Lage  des 
Systems  bestimmen  und  die  man  bei  den  Entwickelungen  der  theore- 
tischen Mechanik  in  erster  Linie  im  Auge  zu  haben  pflegt. 

Wir   haben  pag.  550  die  Arbeit  einer  unendlich  kleinen  Drehung 
um  eine  horizontale  und  eine  vertikale  Axe   gesondert  berechnet  und 
haben  die  erste  als  die  Arbeit  der  gleitenden^   die  letztere  als  die  der 
bohrenden  Reibung  angesprochen.     In  Formeln  war 
(d^^  =  —  ^BqQ  sin  a  dt 
[d^2  "=  ~~  II  BQ.  cos  a  dt  =  —  [iBaQ  cos  a  dt, 
wo  a  eine  Länge  von  der  Gröfsenordnung  des  Radius  des  Berührungs- 
kreises bedeutete.     Die   gesamte  Reibungsarbeit   also^   welche  bei  der 
unendlich  kleinen  Drehung  ^dt  um  eine  zur  Vertikalen  um  den  Winkel 
a  geneigte  Axe  zu  leisten  ist,  wäre  hiernach 
(2)  d%  =  —  ^BQ  (q  sin  a  +  a  cos  a)  dt. 

Ist  nun    dieses  Verfahren   ohne  weiteres  zulässig? 

Wir  wollen  zunächst  den  einfachen  FaU  eines  einzelnen  Massen- 
punktes betrachten,  der  sich  in  einer  Ebene  einmal  unter  dem  Einflufs 
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einer  sclion  durch  die  Lage  des  Punktes  bestimmten  Kraft  F,  das 
andere  Mal  unter  dem  Einflufs  einer  Reibungskraft  bewegt.  Die  Reibungs- 
kraft TT  ist  zwar^  wenn  wir  das  Coulomb scbe  Reibungsgesetz  zu  Grunde 
legen^  der  Gröfse  nacb  von  der  Grescbwindigkeit  unabhängig,  nämlich 
gleich  iiMj  wo  H  die  Reaktion  unserer  Ebene  auf  den  Punkt  be- 
deutet, aber  der  Richtung  nach  Yon  ihr  abhängig,  nämlich  der  Richtung 
der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  entgegengesetzt.  Auf  dem  Weg- 
stückchen ds  beträgt  nun  die  Arbeit  das  eine  Mal 

(3)  d%  =  F  cos  (P,  ds)  ds, 
das  andere  Mal 

(4)  d%^--  Wds  =  -  ^Eds, 

Andererseits  berechnen  wir  diese  beiden  Arbeitsgröfsen,  indem  wir 
den  Weg  ds  in  zwei  rechtwinklige  Komponenten  <^i:i?  und  dy  auflösen. 
Auf  dem  Wege  dx  leistet  P  die  Arbeit  P^  dx,  wenn  P^  die  Kompo- 
nente von  P  nach  der  ^-Axe  bedeutet.  Entsprechend  berechnet  sich 
die  Arbeit  auf  dem  Wege  dy]  als  Gesamtarbeit  ergiebt  sich  daher: 
(30  d%^F^dx+Pydy, 

was  bekanntlich  mit  (3)  stimmt. 

Wollen  wir  im  zweiten  Falle  ebenso  verfahren,  so  würden  wir 
sagen:  Führen  wir  zunächst  die  Bewegung  dx  aus,  so  wird  die  Arbeit 
von  W  auf  diesem  Wege  gleich  —  Wdx  =  —  ^Bdx]  denn  bei  der  Be- 
wegung dx  wirkt  die  Reibung  dem  Sinne  der  Bewegung  entgegen,  also 
in  der  Richtung  der  negativen  ^-Axe  und  ist  der  Gröfse  nach  durch 
Reibungskoeffizienten  und  Gegendruck  B  gegeben.  Ebenso  wird  die 
Arbeit  auf  dem  Wege  dy  gleich  —Wdy.  Im  Ganzen  erhielte  man  so: 
(4')  d^  =  -  W(dx  +  dy)  =  -  ^B  (dx  +  dy), 

was  ersichtlich  mit  (4)  nicht  stimmt. 

Die  Berechnung  der  Reibungsarbeit  aus  den  Arbeiten  der  Teilbe- 
wegungen ist  also,  in  dieser  Weise  ausgeführt,  unstatthaft.  Man  er- 
kennt aber  leicht,  wie  man  diese  Berechnung  zu  korrigieren  hat,  wenn 
man  an  der  Zerlegung  der  Bewegung  in  die  Komponenten  dx  und  dy 
festhalten  will:  Man  mufs  die  bei  der  thatsächlichen  Bewegung  ds  auf- 
tretende Reibung  TFin  zwei  Komponenten  W^  =  W'-t^  und  W.,=  W  —^ 

ds  y  ds 

zerlegen  und  die  Arbeit  dieser  Komponenten  bei  den  Teilbewegungen 
dx  und  dy  bestimmen.  Alsdann  ergiebt  sich  richtig  und  in  Überein- 
stimmung mit  (4): 

d^  =  -  {WJx  +  TT,  dy)  ==-^B  ^^'+/^'  • 

Ahnlich  hat  man  allemal  bei  Reibungswirkungen  und  allgemeiner 
bei  Kräften,   die  in  irgend  einer  Weise  von  der  Geschwindigkeit  ab- 
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hängen,  zu  unterscheiden:  zwischen  der  Arbeit,  welche  hei  den  TeiWe- 
wegungen,  in  die  man  die  fhatsächliche  Bewegung  zerlegen  mag,  m  leisten 
wäre,  wenn  eine  solche  Teilhewegung  für  sich  betrachtet  ^üird  und  ge- 
sondert vorhanden  wäre;  und  zwischen  derjenigen  Arbeit,  welche  die  bei 
der  thatsächlichen  Bewegung  auftretenden  Kräfte  bei  den  gedachten  Teil- 
bewegungen leisten^).  Für  den  Ansatz  der  Bewegungsgleichungen  hat  man 
die  zweite  Berechnungsweise  der  Arbeit  zu  Grrunde  zu  legen,  während 
die  erstgenannte  hierbei  irreführend  sein  würde. 

Im  §  3  wurde  aber  diese  Unterscheidung  bei  der  Aufstellung  der 
vorstehend  unter  (1)  wiedergegebenen  Ausdrücke  nicht  hervorgehoben. 
Vielmehr  wurde  die  bei  der  Rotation  Q  sin  a  dt  um  eine  horizontale 
Axe  zu  leistende  Arbeit  d^^  und  die  bei  der  Rotation  Q  cos  a  dt  um 
eine  vertikale  Axe  zu  leistende  Arbeit  d^^  gesondert  berechnet,  als 
ob  die  eine  oder  die  andere  Rotation  allein  vorhanden  wäre;  und  es 
wurde  stillschweigend  angenommen,  dafs  sich  die  Arbeit  d%,  die  bei 
der  Rotation  Qdt  um  eine  beliebig  geneigte  Axe  zu  leisten  ist,  additiv 
aus  jenen  Arbeit sgröfsen  d^^  und  d^2  zusammensetzt.  Dies  ist  nach 
den  obigen  Erfahrungen  nicht  zutreffend;  wir  müssen  daher  die  Be- 
rechnung der  Arbeit  d%  nachträglich  kontrollieren. 

Hierbei  dürfen  wir,  um  die  bohrende  Reibung  auf  gleitende  Rei- 
bung zurückführen  zu  können,  den  Berührungskreis  zwischen  der  die 
Pigurenaxe  begrenzenden  Kugel  und  der  den  Kreisel  tragenden  Pfanne 
nicht  in  einen  Punkt  zusammenziehen.  Allerdings  tritt  dann  die  pag.  548 
hervorgehobene  Schwierigkeit  auf,  dafs  die  Verteilung  des  Gegendruckes 
B  auf  die  Punkte  des  Berührungskreises  statisch  unbestimmt  wird.  Da 
wir  auf  elastische  Verhältnisse  nicht  eingehen  können,  müssen  wir  eine 
Hülfsannahme  machen.  Die  nächstliegende  Annahme  ist,  dafs  sich  der 
Gegendruck  B  gleichmäfsig  auf  den  Umfang  des  Berührungskreises  ver- 
teilt. Unterscheiden  wir  also  die  Punkte  des  Kreises  durch  einen  um 
den  Mittelpunkt  des  Berührungskreises  herum  gezählten  Winkel  ß,  so 
wird  auf  das  Kreis -Element  dß  der  Bruchteil  ^  B  des  ganzen  Gegen- 
druckes B  kommen.  Sicherlich  ist  diese  Verteilung  bei  merklicher 
Neigung  der  Pigurenaxe  nicht  ganz  zutreffend;  sie  möge  aber  der  Ein- 
fachheit wegen  zugelassen  werden. 

Die  folgende  Zeichnung  bezieht  sich  auf  die  Ebene  des  Berührungs- 
kreises (Fig.  82).     Der  Radius   des  Berührungskreises  heifse  a;  q   sei 

*)  Eine  interessante,  technisch  wichtige  Folgerung  hieraus  zieht  H.  Lorenz 
in  seinem  Lehrbuch  der  technischen  Physik,  München  1902,  S.  185:  Der  in  Be- 
wegung befindliche  Steuerschieber  einer  Dampfmaschine  läfst  sich  trotz  des  grofsen 
auf  ihm  lastenden  Dampfdruckes  senkrecht  gegen  seine  Bewegungsrichtung  fast 
reibungslos  verschieben, 
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-der  Radius  der  begrenzenden  Kugel.  Die  beiden  Teilbewegungen  sind 
je  durcb  einen  Pfeil  angedeutet:  die  Drehung  Q  cos  a  dt  um  die  Ver- 
tikale durch  Oj  welche  sich  in  der  Figur  in  den  Mittelpunkt  des  Be- 
rührungskreises projiziert  und  die  Drehung  Q  sin  a  dt  um  eine  hori- 
zontale Axe  durch  0,  welche  um  den  Kugelradius  q  oberhalb  der 
Zeichenebene  liegend  zu  denken  ist  und  die  sich  in  den  Durchmesser 
DD  projizieren  mögen.  Yon  diesem  Durchmesser  aus  möge  auch  das 
Azimuth  ß  gemessen  werden. 

Um  die  ßeibungswirkung  in  einem  beliebigen  Punkte  P  feststellen 
zu  können^  mufs  man  die  Bewegung  dieses  Punktes  kennen.  Sie  setzt 
sich  aus  zwei  Teilbewegungen 
du  und  dv  zusammen;  du  ent- 
spricht der  Yertikalkompo- 
nente  des  Rotationsvektors 
und  ist  tangential  zum  Be- 
rührungskreise gerichtet;  dv 
entspricht  der  Horizontal- 
komponente desselben  und 
liegt  eigentlich  nicht  genau 
in  der  Zeichenebene.  Viel- 
mehr ergiebt  sich  die  ge- 
nauere Richtung  von  dv  als 
das  gemeinsame  Lot  auf 
der  Horizontalkomponente  des 
Rotationsvektors     und     dem 

Fig.  82. 

kürzesten  Abstände  des  frag- 
lichen Punktes  P  von  der  Axe  jener  Komponente.  Sofern  aber  die 
Pfanne  flach  und  daher  der  Radius  a  klein  gegen  den  Radius  q  ist^ 
ist  die  Neigung  von  dv  gegen  die  Zeichenebene  nur  gering.  Deshalb 
möge  es  gestattet  sein^  dv  in  die  Zeichenebene  fallend  anzusehen.  Im 
gleichen  Sinne  wird  es  erlaubt  sein,  den  Abstand  des  Punktes  P  von 
der   Axe    der    horizontalen    Rotationskomponente,    welcher    eigentlich 

einfach  gleich  ^  zu  setzen. 


-^ 


i2  sin  crdl 


h  ==  Yq^  —  a^  cos^  ß    ist, 

sich  als  Gröfse  der  Teilbewegungen 

du  =  Q  cos  a  adtj        dv  =  Q  sin  a  hdt  ■■ 
Die  öesamtbewegung  von  P  folgt  hieraus  zu 


Hiernach  ergiebt 
Q  sin  aQdt. 


ds  ==  Ydu^  +  dv^  -f  2du  dv  cos  ß. 
In  jedem  Elemente  dß  des  Berührungskreises  tritt  nun  eine  Reibungs- 
kraft  W  auf,  deren  Richtung  der  Richtung  von  ds  entgegengesetzt  ist 
und  deren   Grröfse  zufolge  unserer  Annahme  über  die  Verteilung  des 
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Gegendruckes  gleich.  ^B^  ist.     In  der  Figur  ist  W  für  eine  Anzahl 

äquidistanter  Punkte  der  Kreisperipherie  konstruiert.    Die  Arbeit  dieser 
Reibungskraft  wird  gleich 

—  aB~  ds, 

die  Gesamtarbeit  auf  dem  ganzen  Berührungskreise  daher  gleich 

d%  =  -  ^fdß  ds. 
Tragen  wir  den  angegebenen  Wert  für  ds  ein,  so  köimen  wir  schreiben: 
\ /  dß ]/a^cos^  a  +  ^^sin^  aAr'^(^^  cos  a  sin  a  cos  /3. 


\iB9.c 


Dies  ist  ein  elliptisches  Integral.  Statt  j3  führen  wir  als  Integrations- 
variable y  =  ß/2  ein;  unser  Integral  nimmt  dann  die  Form  eines  Le- 
gendrescben  Integrals  zweiter  Gattung  an;  es  wird  nämlich: 

+  7t/2 

(5)  d%  =  —  ^BQ  (a Q>o^a  +  Q sin a)dt~  1  dy ]/l  —  W^ sin^ y^ 

-7t/2 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

4  —  tg  cc 

(6)  r^  ~  ^  


{a  cos  a  -}-  ?  siii  ccY 


(i+|tg.) 


Der  somit  festgestellte  Wert  (5)  der  Eeibungsarbeit  unterscheidet  sich 
aber  von  dem  oben  angegebenen  Werte  (2)  nur  durch  den  Faktor 

(7)  ^fdyyi-Fsm'r  =  |  m)> 

-7t/2 

wo  die  Bezeichnung  E  im  Sinne  von  Legendre  gebraucht  ist.  Die 
Kontrolle  des  Ausdrucks  (2)  wird  also  darin  zu  bestehen  haben,  dafs 
wir  uns  fragen,  inwieweit  der  letztgenannte  Faktor  von  der  Einheit 
abweicht. 

Zu  dem  Ende  verzeichnen  wir  in  Fig.  83  einerseits  die  Gröfse  von 

2 

ICf  andererseits    die  von  —  E  (h)    für   wechselnde  Werte    der   Abscisse 

Q    , 

a    ö 

Was   zunächst  die  Linie  für  Ä;  betrifft,  so  zeigt  man  leicht,  dafs 
dieselbe  für  den  Abscissenwert   ir  =  1   ein  Maximum  besitzt;  der  zu- 
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gehörige  Wert  von  Tc  ist  gleich  1.    Für  oo  =  -^  oder  ;^j  =  2  ergiebt  sich 
yfc^  =  ~,  ifc  =  0,94,  für  x=-  ~T-  oder  x  =-  4:  wird  P  =  ^,  Ä;  ==  0,80,  für 

^  ==       oder  X  =  ?^  folgt  Ä  =  0,63  u.  s.  f.;  für  x  =  0  und  ^  ==  oo  wird 
gleicherweise  1^  =  0.     Wir  haben  also  bei  x  =  Q  einen  steilen  Anstieg, 


Mg.  83. 

dann    ein   flaches   Maximum   und  von   hier   aus    einen  asymptotischen 
Abfall  zu  Null. 

Zur  Verzeichnung  der  Linie  für  —  E  (h)  genügen  etwa  die  den 
meisten  Logarithmentafeln  beigegebenen  Tabellen  der  Ellipsenquadranten. 
Dieselben  zeigen  beispielsweise,  dafs  für  die  soeben  genannten  Werte 
von  h  =  0,94,  h  =  0,80,  Je  =  0,63  bezw.  ~E(h)  gleich  wird  0,71,  0,81, 

0,89.    Für  den  maximalen  Wert  h  =  1  hat  —  jB  (h)  seinen  Kleinstwert 

2  .  ^ 

—  =  0,64,  für  Ic  ==  0  seinen  Gröfstwert  1. 

Nun  entspricht  der  Abscissenwert  x  =  1  derjenigen  Neigung  a  von 
Rotationsaxe  und  Vertikaler,  für  welche  tg  o:  =  —  wird,  wo  also  die 
Rotationsaxe  gerade  durch  die  Peripherie  des  Berührungskreises  hin- 
durchgeht. Dementsprechend  bedeutet  ein  Abscissenwert  x  <^ly  dafs 
die  Rotationsaxe  das  Innere  des  Berührungskreises  trifft,  während  ^  >  1 
heifst,  dafs  sie  aufserhalb  daran  vorbeigeht.  Wenn,  wie  wir  voraus- 
setzen, der  Berührungskreis  klein  ist,  (a  klein  gegen  ^),  so  mufs  die 
Rotationsaxe  schon  merklich  senkrecht  stehen,  wenn  sie  die  Peripherie 
des  Berührungskreises  treffen  oder  durch  das  Innere  desselben  hin- 
durchgehen soll.  Zu  allen  einigermafsen  beträchtlichen  Neigungen  der 
Rotationsaxe  gehören  in  unserer  Figur  grofse  Werte  der  Abscisse  x, 
mithin  Werte  von  —  E  (Ä),  die  der  Einheit  nahe  kommen.  Auch  im 
umgekehrten  Falle,  wenn  die  Rotationsaxe  dicht  am  Mittelpunkte  des 
Berührungskreises  vorbeigeht,  wird  der  Wert  von  —  E(k)  nahezu  gleich  1. 

In  diesen  beiden  Fällen  stimmt  also  unser  jetziger  Ausdruck  (5) 
für  die  Reibungsarbeit  mit  dem  früheren  Ausdruck  (2)  merklich  über- 
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ein.  Unsere  frühere  Behandlung  ist  also  gerechtfertigt  1)  wenn  die  Bo- 
tationsaxe  einen  merMichen  Winlcel  mit  der  Vertikalen  hildet^  2)  wenn 
sie  fast  genau  mit  dieser  msammenfällt  Nur  von  diesen  beiden  Fällen 
haben  wir  aber  früher  gesprochen^  von  dem  ersten  Falle  m  §  4  und  5 
(allmähliches  Aufrichten  der  Figurenaxe  durch  die  gleitende  Reibung), 
von  dem  zweiten  am  Schlufs  von  §  3  (allmähliches  Absterben  der  auf- 
rechten Kreiselbewegung  infolge  der  bohrenden  Reibung).  Wenn  da- 
gegen die  Rotationsaxe  den  Berührungskreis  trifft  oder  in  seiner  Nähe 
innerhalb  oder  aufserhalb  vorbeigeht,  d.  h.  wenn  x  =  —  tga  weder  sehr 
Hein  noch  sehr  grofs  ist/  mufs  der  frühere  Arbeitsausdruck  durch  Hin- 
zufügung  des  Faktors  —  E  (Je)  korrigiert  werden,  welcher  im  ungünstig- 
sten Falle  (x  =  1)  jenen  Ausdruck  auf  64 7o  des  früheren  Betrages 
herabsetzt. 

Es  ist  auch  von  unserem  jetzigen  Staudpunkte  aus  zulässig  und 
naheliegend,  die  gesamte  Reibungsarbeit  d^  in  zwei  Teile  d%^  und 
d^2  aufzulösen,  von  denen  der  eine  dem  augenblicklichen  Drehwinkel 
um  eine  horizontale  Axe  Q  sin  cc  dt  =  dcoj^  proportional  ist  und  Arbeit 
der  gleitenden  Beibung  genannt  werden  kann  und  von  denen  der  andere 
dem  augenblicklichen  Drehwinkel  um  die  Vertikale  Qsma  dt  =  dco^ 
proportional  ist  und  Arbeit  der  bohrenden  Beibung  heifsen  möge.  Mit 
Benutzung  der  eben  genannten  Winkel  können  wir  nach  (5)  und  (7) 
schreiben 

d%  =  d%j^  +  d%  =  —  ^B(QdcQ^-\-  adm^  —E(ß) 
und  können  dementsprechend  definieren: 

(8) 


2 
d%-^  ==  —  ilBq  —E  (fc)  d(X)j^, 


2 

d%  ==  —  ^Ba  —E{k)  dco^. 

Diese  Ausdrücke  stimmen  wieder  mit  den  früheren  Werten  aus  Grl.  (1) 
überein,  wenn  —EQc)  merklich  gleich  1  ist,  wenn  also  die  Rotations- 
axe entweder  merklich  von  der  Vertikalen  abweicht  oder  wenn  sie  fast 
genau  mit  ihr  zusammenfällt.  Im  ersten  Falle  ergiebt  sich  der  frühere 
Schlufs,  dafs  die  Arbeit  der  bohrenden  Reibung  klein  gegen  die  Arbeit 
der  gleitenden  Reibung  wird,  dafs  man  also  von  der  bohrenden  Reibung 
näherungsweise  absehen  darf,  wie  wir  es  vermöge  unserer  Vernach- 
lässigung (II)  thaten.  Im  anderen  Falle  ist  umgekehrt  die  Arbeit  der 
bohrenden  Reibung  die  überwiegende.  Tritt  keiner  dieser  beiden  Fälle 
ein,  so  sind  die  früheren  Ausdrücke  (1)  durch  Hinzufügung  des  Faktors 
—  EQc)  zu  korrigieren. 
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Es  ist  scUiefslich  durchaus  folgerichtig^  die  Momente  der  gleiten- 
den und  bohrenden  Reibung  von  unserem  jetzigen  Standpunkte  aus 
folgenderweise  zu  definieren.  Man  bemerke  allgemein,  dafs  das  Moment 
einer  Kraft  um  eine  Axe  erklärt  werden  kann  als  das  Verhältnis  der 
Arbeit,  welche  die  Kraft  bei  einer  unendlich  kleinen  Drehung  um  die 
fragliche  Axe  leistet,  zur  Grröfse  des  Drehwinkels.  In  unserem  Falle 
handelt  es  sich  einerseits  um  eine  horizontale  Axe  und  den  zugehörigen 
Drehwinkel  dco^^.  Die  in  Betracht  kommende  Reibungsarbeit  ist  die 
Arbeit  der  gleitenden  Reibung  d^^.  Wir  definieren  daher  als  Moment 
der  gleitenden  Reibung  die  Gröfse 

Andrerseits  gehört  zu  der  Drehung  dcj^  um  die  Vertikale  die  Arbeit 
d^2  ^^^  bohrenden  Reibung.  Als  Moment  der  bohrenden  Reibung  ist 
daher  zu  bezeichnen 

M,=^^  =  --LiRa-Ea\ 

Diese  Werte  stimmen  natürlich  wieder  mit  den  in  §  3  pag.  550  an- 
gegebenen Werten  von  M^  und  M^  überein,  wenn  die  Rotationsaxe 
einen  merklichen  Winkel  gegen  die  Vertikale  bildet  und  zeigen  uns 
überdies,  wie  die  früheren  Werte  zu  korrigieren  sind,  wenn  jene  Vor- 
aussetzung nicht  erfüllt  ist.  Die  negativen  Vorzeichen,  welche  bei 
unserer  jetzigen  Definition  zu  den  Ausdrücken  für  M^  und  M^  hinzu- 
getreten sind,  waren  früher  in  der  besonderen  Festsetzung  enthalten, 
dafs  die  Momente  dem  Sinne  nach  der  zugehörigen  Rotationskompo- 
nente entgegengesetzt  sind.  — 

Bevor  wir  unsere  Betrachtungen  über  die  Reibung  beim  Kreisel 
mit  festem  Stützpunkte  beschliefsen,  wünschen  wir  nochmals  auf  das 
Experiment  als  den  eigentlichen  Wertmesser  unserer  theoretischen  Re- 
sultate hinzuweisen.  Wir  haben  häufig  Versuche  mit  dem  auf  pag.  1 
abgebildeten,  von  Roze  konstruierten  Kreisel  angestellt  und  konnten 
hierbei  die  vorstehend  geschilderten  theoretischen  Ergebnisse  in  all- 
gemeinen Umrissen  durchaus  bestätigen.  Dieses  allerdings  nur  unter 
der  Beschränkung,  dafs  der  dem  Kreisel  ursprünglich  erteilte  Impuls 
hinreichend  grofs  war,  einer  Beschränkung,  die  aber  auch  unseren 
sämtlichen  theoretischen  Untersuchungen  ausdrücklich  zu  örunde  ge- 
legt wurde. 

Bei  nur  mäfsigem  Impuls  verlaufen  die  Erscheinungen  lange  nicht 
so  typisch  und  durchsichtig  wie  bei  starkem  Impuls.  Alsdann  spielen 
offenbar    störende   Ursachen,    die   wir   im   Einzelnen   nicht   übersehen 
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köniLen,  wie  die  besonderen  Verhältnisse  an  der  Unterstützungsstelle^ 
eine  zu  grofse  Rolle  gegenüber  den  eigentliclien  Trägheitswirkungen, 
die  wir  allein  theoretiscb.  beherrsclien.  Die  einfache  schematische 
Beschreibung  der  ßeibungseinflüssej  die  in  den  vorigen  Paragraphen 
enthalten  ist,  pafst  auf  solche  Fälle  nicht,  und  braucht  auch  nach 
den  eingeführten  beschränkenden  Voraussetzungen  darauf  nicht  zu 
passen. 

Ist  aber  der  Impuls  hinreichend  stark,  so  treten  regelmäfsig  die 
öfters  genannten  Erscheinungen  auf:  Die  Figurenaxe  richtet  sich  auf, 
indem  sie  einen  Spiralkegel  beschreibt,  und  zwar  gleichviel  ob  der 
Schwerpunkt  über  oder  unter  der  Unterstützungspfanne  liegt;  die 
Präcessionsgeschwindigkeit  beschleunigt  sich  dabei,  entsprechend  Gl.  (2) 
von  pag.  570,  Nutationen  der  Axe,  die  man  anfangs  etwa  absichtlich 
durch  einen  Schlag  erzeugt  hat,  sterben  in  dem  Mafse  ab,  wie  sich  die 
Figurenaxe  der  aufrechten  Stellung  nähert. 

Trotzdem  läfst  eine  solche  allgemeine  Bestätigung  der  Theorie  noch 
viel  zu  wünschen  übrig,  da  sie  über  die  quantitativen  Verhältnisse 
nichts  besagt.  Zu  einer  gründlichen  experimentellen  Bestätigung  wäre 
es  erforderlich,  zunächst  die  Masse  und  Massen  Verteilung  des  Versuchs- 
kreisels, also  die  Gröfsen  Jf,  P,  Ä,  G  durch  Wägung  und  Schwingungs- 
beobachtung zu  bestimmen,  ferner  den  ursprünglichen  Wert  sowie  die 
Abnahme  der  Umdrehungszahl  und  somit  indirekt  die  Gröfse  des  Im- 
pulses N  durch  stroboskopische  Methoden  während  des  einzelnen  Ex- 
perimentes festzustellen  und  endlich  die  wechselnden  Lagen  des  Kreisels 
zuverlässig  zu  registrieren. 

Wir  sind  uns  wohl  bewufst,  dafs  nach  dieser  Richtung  hin  unsere 
Behandlung  sehr  lückenhaft  ist  und  wünschen  dringend,  dafs  in  künf- 
tigen Untersuchungen  zur  irdischen  Dynamik  die  experimentelle  Prüfung 
und  die  mathematische  Überlegung  mehr  als  gleichwertige  und  gleich- 
unentbehrliche Faktoren  neben  einander  behandelt  werden  möchten. 


§  7.    Einüufs  des  Luftwiderstandes  auf  die  Kreiselbewegung. 

Neben  der  Reibung  wirkt  offenbar  auch  der  Luftwiderstand  bei 
der  Kreiselbewegung  als  eine  Energie  verbrauchende  Ursache  mit.  In- 
dem der  Kreisel  die  umgebende  Luft  in  Bewegung  setzt  und  indem 
sich  diese  Bewegung  teils  weiter  entfernten  Luftschichten  mitteilt,  teils 
durch  die  Reibung  zwischen  ungleich  bewegten  Schichten  verzögert  wird, 
fliefst  dauernd  Bewegungsenergie  von  der  bewegten  Kreiselmasse  in  das 
umgebende  Mittel  ab.  Dieser  Umstand  kann  nicht  umhin,  auf  die 
Kreiselbewegung  selbst  zurückzuwirken. 
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Die  Grröfse  des  Einflusses  wird  verschieden  sein  je  nacli  der  Form 
des  Kreisels  und  nach  der  Art  seiner  Bewegung.  Mit  einer  Ver- 
gröfserung  der  Oberfläche  wird  der  Einflufs  im  allgemeinen  wachsen^ 
mit  einer  Vermehrung  der  Masse  bei  gleichbleibender  Oberfläche  ab- 
nehmen. Ein  Kreisel  von  grofsen  Dimensionen  wird  daher  vom  Luft- 
widerstande weniger  in  Mitleidenschaft  gezogen  werden^  wie  ein 
geometrisch-ähnlicher  Kreisel  von  kleineren  Abmessungen,  weil  das 
Verhältnis  Rauminhalt  (oder  Masse)  zu  Oberfläche  bei  jenem  gröfser 
ist  wie  bei  diesem.  Hat  der  Kreisel,  wie  es  bei  pneumatischem  An- 
trieb der  Fall  ist,  Schaufeln,  gegen  welche  der  antreibende  Luft  ström 
gelenkt  wird,  so  wird  beim  weiteren  Bewegungsverlauf  der  verzögernde 
Einflufs  der  Luft  erheblich  grölser  sein  wie  bei  einem  Körper  mit 
glatter  Oberfläche  etc. 

Auch  die  Art  der  Bewegung  nimmt  auf  die  Wirkung  des  Luft- 
widerstandes Einflufs.  Hat  die  Oberfläche  Rotationssymmetrie  um  die 
Figurenaxe,  so  wird  sich  der  einfachen  Drehung  um  die  Pigurenaxe 
nur  ein  geringer  Luftwiderstand  entgegensetzen.  Dagegen  wird  die 
fortschreitende  Bewegung  der  Figurenaxe  in  höherem  Grrade  durch  den 
Luftwiderstand  behindert  werden,  und  zwar  die  schnellen  Nutationen 
wieder  in  höherem  Grrade  wie  die  langsame  Präcessionsbewegung.  Man 
wird  also  erwarten  dürfen,  dafs  die  Nutationen  in  schnellerem  Zeitmafs 
abklingen  wie  die  langsame  Präcessionsbewegung  und  diese  wieder 
schneller  wie  die  Eigendrehung  um  die  Figurenaxe,  dafs  überhaupt 
durch  den  Luftwiderstand  und  ähnlich  durch  die  anderen  Energie- 
verzehrenden Wirkungen  allemal  auf  eine  Ausgleichung  der  ursprüng- 
lich vorhandenen  Unregelmäfsigkeiten  und  auf  eine  Vereinfachung  der 
Bewegungsform  hingearbeitet  wird. 

Wie  man  hiernach  sieht,  ist  das  Problem  des  Luftwiderstandes 
reichlich  kompliziert.  Um  es  in  Strenge  zu  behandeln,  wäre  es  nötig, 
neben  den  Differentialgleichungen  der  Kreiselbewegung  die  hydrodyna- 
mischen Gleichungen  für  die  Bewegung  des  umgebenden  Mittels  in 
ihrem  wechselseitigen  Zusammenhange  zu  berücksichtigen,  wie  schon 
gelegentlich  des  ähnlichen  ballistischen  Problems  (pag.  535)  bemerkt 
wurde.  Wir  kämen  dabei  zu  einer  Aufgabe  wie  sie  unter  dem  Namen 
„Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüssigkeit^^  von  mathematischer 
Seite  vielfach  behandelt  worden  ist*),  nur  dafs  die  grundlegende 
Voraussetzung  aller  einschlägigen  Behandlungen,  dafs  nämlich  die 
Flüssigkeit  inkompressibel  und  reibungslos  sei  und  dafs  ihr  durch  den 


*)  Eine  zusaminenfassende  Darstellung  der  betr.  Arbeiten  giebt  A.  E.  H.  Love 
in  der  Encyklopädie  der  mathem.  Wissensch.  Bd.  IV,  Art.  16,  Hydrodynamik  IL 
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Körper  eine  Bewegung  mit  Geschwindigkeitspotential  erteilt  werde, 
fallen  zu  lassen  wäre,  da  sie  den  Verhältnissen  des  Luftwiderstandes  gar 
zu  schlecht  entspricht.  Mit  dieser  Voraussetzung  fällt  aber  auch  die 
Möglichkeit  einer  strengen  und  eleganten  mathematischen  Behandlung. 
Wir  müssen  daher  auf  eine  Untersuchung  des  Luftwiderstandes  im 
Anschlufs  an  die  vorhandene  mathematische  Litteratur  von  vornherein 
verzichten. 

Unsere  Behandlung  soll  vielmehr  derjenigen  nachgebildet  sein, 
die  der  Physiker  bei  der  Bestimmung  der  durch  Luftwiderstand  ge- 
dämpften Pendelschwingungen,  der  Schwingungen  einer  Galvanometer- 
nadel mit  magnetischer  oder  Flüssigkeitsdämpfung  etc.  einzuschlagen 
pflegt.  Man  nimmt  hierbei  an,  dafs  man  die  Dämpfungswirkung 
wenigstens  bei  kleinen  Ausschlägen  dadurch  hinreichend  genau  berück- 
sichtigen könne,  dafs  man  der  Bewegungsgleichung  ein  der  augen- 
blicklichen Geschwindigkeit  proportionales  Glied  hinzufügt.  Ähnlich 
wollen  wir  annehmen,  dafs  die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  auf  die 
KreiseTbeivegung  annähernd  durch  eine  der  augenblicMichen  Botations- 
geschwindigkeit  Q  nach  Gröfse  und  Äxe  proportionale  entgegengerichtete 
Brehkraft  heschriehen  tverden  kann.  Lösen  wir  etwa  Q  nach  den  drei 
Hauptaxen  des  Körpers  in  die  Komponenten  jp,  g,  r  auf,  so  werden 
wir  also  die  Komponenten  des  Luftwiderstandsmomentes  nach  eben 
jenen  Axen  gleich  --  ^p,  —  ^üy  —  Ir  setzen.  Vielleicht  wäre  es  an- 
gezeigt, den  Koeffizienten  von  r  kleiner  zu  wählen  als  die  von  p  und 
g,  also  die  Komponenten  des  Momentes  gleichzusetzen  —'k^p^  ~  K^q^ 
~  l^r  ('^s^'^i);  wöil  durch  die  Drehung  um  die  Figurenaxe,  wie  oben 
bemerkt,  die  Luft  weniger  mitgenommen  wird,  wie  durch  eine  Drehung 
der  Figurenaxe  um  eine  dazu  senkrechte  Axe.  Da  aber  unser  Ansatz 
auch  dann  nicht  beanspruchen  könnte,  den  Verhältnissen  der  Wirk- 
lichkeit genau  zu  entsprechen,  so  werden  wir  uns  mit  der  zuerst 
genannten  weitgehenden  Schematisierung  des  Ansatzes  begnügen,  der 
übrigens  für  Späteres  eine  besondere  Bedeutung  hat.  Ferner  werden 
wir  natürlich  von  allen  sonstigen  Reibungseinflüssen  jetzt  absehen. 

Wir  wollen  uns  zunächst  fragen,  wie  die  Bewegung  des  kräfte- 
freien Kreisels  (Poinsot- Bewegung)  durch  den  so  aufgefafsten  Luft- 
widerstand modifiziert  wird.  Die  Behandlung  wird  hier  sehr  einfach. 
Bei  der  Poinsotbewegung  gehen  wir  am  besten  von  den  Eulerschen 
Gleichungen  (vgl.  pag.  142)  aus,  die  sich  für  den  symmetrischen 
Kreisel  (JB  ==  Ä)  unter  Hinzufügung  unserer  Luftwiderstandsglieder 
folgendermafsen  schreiben: 
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Aus  der  letzten  Gleichung  erkennt  man  zunäclist,  dafs  die  Eigen- 
rotation r  nacli  dem  folgenden  Gesetz  von  ihrem  Anfangswerte  r^  aus 
(entsprechend  ^  =  0)  abnimmt: 

(1)  r  =  r^e    ^ . 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  fassen  wir  nach  Multiplikation  mit  1 
und  i  zu  der  komplexen  Gleichung  zusammen: 

(2)  A^^^f^''^^^{C--Ä)ir{p  +  iq)--l{p  +  iq). 

Durch  Division  mit  p  -[-  ig_  und  Eintragung  des  Wertes  von  r  aus  (1) 
ergiebt  sich: 

d\og{p-\-i(i)  _  C  —  A  .      ""^  _  £ 
dt       "~      J.      ^^0^  A 

und  durch  Integration: 

it 
1       /      ,    .  s             %t       G  —  A  C  .      ~-G   ,  , 

log  {p  +  ^q)  =  --J -j-  j  'ir^e       +  const. 

Bestimmen  wir  noch  die  Integrationskonstante  durch  die  Anfangs- 
werte Pq,  qQ,  so  können  wir  schreiben: 

It      C-A   G        ,,       -77^ 

(3)  P  +  i^  =  {Po  +  ^%)e 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  der  absolute  Betrag  von  p  -\-  iq^  d.  i. 
die  Länge  der  äquatorialen  Komponente  des  Drehungsvektors  nach 
einem  ähnlich  einfachen  Gesetz  abnimmt  wie  die  Eigenrotation  r.  Man 
hat  nämlich 

(4)  yF+?=i^?+^e~^ 

Bezeichnet  man  ferner  mit  a  denjenigen  Winkel,  den  die  genannte 
Komponente  mit  ihrer  Anfangslage  einschliefst,  indem  man  setzt: 


so  ergiebt  sich  aus  (3)  für  a  der  Wert 

(5)  a=^2^^r,(l-e\ 


Nach  den  Gleichungen  (1),  (4)  und  (5)  läfst  sich  nun  der  allgemeine 
Charakter  der  Bewegung  folgendermafsen  schildern:    Sowohl  die  Kompo- 
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nente  des  Botationsvektors  nach  der  Figiirenaxe  wie  die  dam  senkrechte 
äquatoriale  Komponente  werden  durch  den  Luftwiderstand  stetig  his  auf 
Null  verkürzt;  die  Zeitdauer  dieses  Vorganges  ist  unendlich;  die  Anzahl 
der  Umgänge y  welche  der  Botationsvektor  unterdessen  mn  die  Figur enaxe 
ausführt,  ist  endlich  und  berechnet  sich  aus  (5)  zu 

f^a,  ^  G  —  A  C  r^  ^ 
2  7t  A        12^''' 

sie  ist  um  so  gröfser,  je  gröfser  die  anfangliclie  Eigenrotation  war 
und  je  kleiner  die  Dämpfungskonstante  A  ist;  mit  verschwindendem  A, 
wo  die  Bewegung  eine  reguläre  Präcession  wird,  wächst  jene  Zahl; 
wie  es  sein  mufs^  ins  Unendliche. 

Interessante  Unterschiede  ergeben  sich  je  nach  dem  Verhältnis 
der  Hauptträgheitsmomente  Ä  und  G.  Wir  bestimmen  etwa  die  je- 
weilige Neigung  ß  des  Rotations vektors  gegen  die  Figurenaxe,  indem 
wir  nach  (1)  und  (4)  bilden 

tg/J  ==  iSZ  _   VPo'+^o'   ^~''&-|")^ 

Führen  wir  noch  die  anfängliche  Neigung  ß^  ein,  so  können  wir  auch 
schreiben: 

(6)  igß-tgß,e      ^^    'L 

Der  Winkel  ß  wächst  hiernach  kontinuierlich  an  oder  nimmt  ständig 
ab,  je  nachdem  C  kleiner  oder  gröfser  als  Ä  ist.  Die  Botationsaxe 
strebt  in  jedem  Falle  einer  Äxe  gröfsten  Hauptträgheitsmomentes  zu,  im 
Falle  des  abgeplatteten  Trägheitsellipsoides  (0  >  ^)  der  Figurenaxe,  im 
Falle  des  verlängerten  Trägheitsellipsoides  (C  <CÄ)  einer  äquatorialen 
Äxe.  Im  Falle  des  Kugelkreisels ,  wo  jede  Axe  als  Axe  eines  gröfsten 
Hauptträgheitsmomentes  aufgefafst  werden  kann,  wird  die  Rotationsaxe 
durch  den  Luftwiderstand  natürlich  überhaupt  nicht  umgelagert ;  hier 
besteht  vielmehr  die  einzige  Wirkung  desselben  in  einer  allmählichen 
Schwächung  der  Rotationsgeschwindigkeit. 

Den  Unterschied  zwischen  beiden  Fällen  können  wir  noch  deut- 
licher beschreiben,  wenn  wir  an  den  Verlauf  des  Polhodiekegels  denken. 
Im  Falle  C  >  JL  verengert  sich  der  Polhodiekegel  im  Verlaufe  der  Be- 
wegung und  zieht  sich  schliefsUch  auf  die  Figurenaxe  zusammen,  nach- 
dem er  sie  eine  endliche  Anzahl  von  Malen  umschlungen  hat;  im  Falle 
C  <i  A  eriveitert  er  sich  und  läuft,  abermals  nach  einer  endlichen  Anzahl 
von  Umgängen,  in  die  Äquatorebene  des  Kreisels  fächerartig  aus^). 


*)    Hätten   wir    den   oben    genannten    allgemeineren   Ansatz    gemacht,    bei 
welchem  zwischen  2^  und  X^  unterschieden  wird,  so  würden  wir  als  Bedingung 
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Wir  wollen  etwa^  um  beide  Fälle  durcli  eine  Figur  veranscliauliclien 
zu  können,  den  Polhodiekegel  mit  einer  im  Körper  festen  Ebene  schneiden, 
die  wir  im  Abstände  1  von  0  senkrecht  zur  Figurenaxe  legen.  Nennen 
wir  den  Durcbstofsungspunkt  jener  Ebene  mit  der  Figurenaxe  0'^  den 
mit  der  augenblicklieben  Rotationsaxe  P,  so  ist  die  Entfernung  q=  O'P 
mit  tg/3,  ihr  Anfangswert  Qq  mit  tg/^^  identisch.  Der  Winkel,  um  den 
sich  der  Vektor  O'P  gegen  seine  Anfangslage  O'Pq  gedreht  hat,  ist 
der  oben  berechnete  Winkel  a  Die  entstehende  Kurve  der  aufeinander 
folgenden  Punkte  P,  d.  h.  die  Spur  des  Polhodiekegels  in  der  Zeichen- 
ebene, wird  also  in  Polarkoordinaten  durch  ^  und  a  bestimmt.  Führen 
wir    als   eine    bequeme   Zeiteinheit    die  Dauer  t   einer   vollen  Kreisel- 


umdrehung zu  Beginn  der  Bewegung  ein,  so  wird  Tq 


27t 


Benutzen 


wir    überdies    für   die    reinen    Zahlengröfsen    -j- 


Xt 


1    und   Y^    die    Ab- 


kürzungen y  und  ^,  so  können  wir  (6)  und  (5)  folgendermafsen  schreiben: 


(7) 


-yd- 


Qo 


■  =  e 


•e       ). 


jor 


Fig.  84. 


Fig.  85. 

In  den  Figuren  84  und  85  haben  wir  y  =  +  y  ?  ^  ""  Tö  "vorausgesetzt. 
Die  Anzahl  der  Umläufe  unserer  Kurve  um  0'  wird  5,  die  Zeit,  in 
der  der  Abstand  q  auf  den  e^^"^  Teil  seines  Anfangswertes  verkürzt 
bez.   auf  das   e-fache   angewachsen  ist,   wird   t  =  20t.     Beide  Kurven 

für  eine  Verengerung  bez.  Erweiterung  des  Polliodiekegels  die  folgende  erhalten 

^^^^^-  %,C':>X^Ä    bez.     X,0<:X^Ä. 

Es  könnte  hiernacli  unter  Umständen  vorkommen,  dafs  die  Rotationsaxe  der 
Figurenaxe  zustrebt,  auch  wenn  dieselbe  keine  Axe  gröfsten  Hauptträgheits- 
momentes  ist. 
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können  als  Spirallinien  bezeichnet  werden^   stimmen  aber  nicht  genau 
mit  einer  der  bekannten  Spiralformen  überein. 

Übrigens  können  wir  uns  auch  ohne  Rechnung  von  der  gegen- 
sätzlichen Wirkung  des  Luftwiderstandes  im  Falle  C  >  ^  und  C  <  J. 
Rechenschaft  geben.     Wir    knüpfen   dabei  an  die  Figuren  86  und  87 


^«^ 


Mg.  86. 


Mg.  87. 


an,  welche  zunächst  ebenso  wie  die  Figuren  14  und  13  von  pag.  107 
und  106  zum  Ausdruck  bringen,  dafs  im  Falle  eines  abgeplatteten 
Trägheitsellipsoides  C  >  J.  der  Impulsvektor  zwischen  Figurenaxe  und 
Rotationsvektor  liegt,  dafs  dagegen  im  Falle  eines  verlängerten  Träg- 
heitsellipsoides der  Rotationsvektor  zwischen  Impuls-  und  Figurenaxe 
enthalten  ist.  Nun  besteht  nach  unserer  Grundannahme  die  Wirkung 
des  Luftwiderstandes  in  einem  Moment,  welches  dem  Drehungsvektor 
nach  Gröfse  und  Axe  proportional  ist.  Dieses  haben  wir  mit  dem 
jeweiligen  Impulsvektor  zusammenzusetzen,  indem  wir  entgegengesetzt 
parallel  zu  der  Richtung  des  Rotationsvektors  an  den  Endpunkt  des 
Impulsvektors  einen  Pfeil  von  der  Länge  XQAt  antragen.  In  Fig.  86 
wird  der  Impulsvektor  hierdurch  der  Figurenaxe  genähert,  in  Fig.  87  von 
ihr  entfernt 

Der  abgeänderten  Lage  und  Grröfse  des  Impulses  entspricht  auch 
eine  etwas  andere  Lage  der  Rotationsaxe  und  eine  etwas  verschiedene 
Gröfse  der  Rotationsgeschwindigkeit.  In  den  Figuren  ist  die  geometrische 
Konstruktion  angedeutet,  durch  welche  nach  Früherem  die  Richtung 
der  Rotationsaxe  aus  der  der  Impulsaxe  bestimmt  werden  kann.  Wir 
haben  nun  die  obige  Konstruktion  zu  wiederholen,  indem  wir  das 
Moment  des  Luftwiderstandes  entsprechend  der  abgeänderten  Lage  und 
Grröfse  der  Rotationsaxe  dem  Impuls  hinzufügen.  Wie  man  sieht  fährt 
hierbei  der  Impuls  und  gleichzeitig  auch  der  Rotationsvektor  fort,  sich 
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in  Fig.  86  der  Pigurenaxe  zu  nähern,  in  Fig.  87  sicli  von  ihr  zu  ent- 
fernen; gleichzeitig  nimmt  Impuls  und  Rotation  an  Gröfse  ständig  ab. 

Um  dies  Verfahren  streng  zu  machen ,  müfste  man  natürlich  das 
zu  Grunde  gelegte  Zeitintervall  A^  unbegrenzt  abnehmen  lassen^  so 
dafs  der  Endpunkt  des  Impulses  nicht  einen  gebrochenen  Linienzug 
sondern  eine  kontinuierliche  Kurve  im  Körper  beschriebe.  Überdies 
wäre  es  nötige  die  Änderungen  zu  berücksichtigen,  die  der  Impuls  im 
Körper  vermöge  der  ^^resultierenden  centrifugalen  Drehkraft"  erfährt 
(vgl.  pag.  144).  Da  aber  diese  nach  Axe  und  Gröfse  gleich  dem 
vektoriellen  Produkt  aus  Impuls-  und  Rotationsvektor  ist,  so  steht  sie 
auf  der  Ebene  unserer  Zeichnung  anfangs  senkrecht  und  beeinflufst 
weder  die  Gröfse  des  Impulses  noch  seine  Neigung  gegen  die  Figuren- 
axe.  Die  Wirkung  jener  Drehkraft  besteht  vielmehr  nur  darin,  dafs 
die  zusammengehörigen  Lagen  von  Impuls-  und  Rotationsaxe  um  einen 
mit  fortschreitender  Bewegung  wachsenden  Winkel  aus  der  Zeichen- 
ebene herausdrehen  werden,  derart  dafs  der  Endpunkt  des  Impulses 
nicht  eine  ebene,  sondern  eine  um  die  Figurenaxe  spiralig  gewundene 
Kurve  beschreibt.  Die  genaue  Gestalt  dieser  Kurve  ist  im  übrigen  in 
den  obigen  Rechnungen  enthalten,  da  sich  ja  die  Koordinaten  des 
Impuls -Endpunktes  relativ  zum  Körper  nur  durch  die  Faktoren  Ä  und  C 
von  den  Komponenten  p,  g[j  r  des  Rotationsvektors  unterscheiden. 

Aber  auch  die  Gestalt  der  vom  Impuls -Endpunkt  im  Emime  be- 
schriebenen Kurve  ist  nach  dem  vorstehenden  im  wesentlichen  klar. 
Gegen  den  Raum  verschiebt  sich  der  Impuls -Endpunkt  jeweils  entgegen- 
gesetzt parallel  der  Rotationsaxe.  Diese  selbst  nähert  sich  nach 
den  vorigen  Figuren  mehr  und  mehr  der  Impulsaxe  und  dreht  sich 
überdies  um  deren  augenblickliche  Lage,  da  sich  die  Figurenaxe 
um  die  augenblickliche  Lage  der  Rotationsaxe  dreht  und  durch 
die  Lage  von  Figuren-  und  Impulsaxe  auch  die  Lage  der  Rota- 
tionsaxe bestimmt  ist.  Man  schliefst  hieraus,  dafs  der  Endpunkt 
des  Impulsvektors  im  Raum  eine  Schraubenlinie  von  abnehmender 
Weite  der  Windungen  um  eine  gewisse  mittlere  Richtung  be- 
schreiben mufs,  wie  sie  etwa  durch  die  nebenstehende  Figur*) 
schematisch  angedeutet  wird.  Der  Impulsvektor  bleibt  also  nicht 
wie  bei  der  idealen  Poinsot- Bewegung  im  Räume  genau  konstant,  i^ig.  88. 
wohl  aber  bleibt  seine  mittlere  Richtung  konstant  und  die  Schwankungen 
um  die  mittlere  Lage  nehmen  im  Verlauf  der  Bewegung  ab. 

Die  Bewegung  der  Figurenaxe  im  Räume  erweist  sich  wieder  für 


*)  Die  Spirallinie  geht  natürlicli  abwechselnd  hinter  und  vor  der  Mittellinie 
vorbei,  was  in  der  Figur  nicht  deutlich  genug  zum  Ausdruck  kommt. 
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die  beiden  Fälle  C  >  J.  und  C  < -4  grundsätzlicli  yerschieden.  Im 
ersteren  Falle  strebt  die  Figurenaxe  einer  Richtung  zu^  die  mit  der 
schliefsliclien  Richtung  der  Rotationsaxe,  also  auch  mit  der  der  Im- 
pulsaxe  übereinstimmt^  im  letzteren  Falle  steht  sie  schliefslich  senkrecht 
auf  diesen  Richtungen.  Bezeichnen  wir  also  etwa  die  mittlere  Richtung 
der  Impulsaxe  im  Räume  als  die  Vertikale  so  können  wir  sagen:  Bei 
dem  abgeplatteten  Kreisel  wird  die  Figurenaxe  durch  den  Luftwiderstand 
aiifgericl'detj  hei  dem  verlängerten  wird  sie  gesenM.  Nachdem  die  Be- 
wegung erloschen  ist,  d.  h.  nach  unendlich  langer  Zeit  steht  die  Figuren- 
axe im  ersten  Falle  vertikal,  im  zweiten  horizontal. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Luftwiderstand  müssen  wir  unsere  frühere 
Stabilitätsunters cheidung  beim  symmetrischen  Kreisel  (vgl.  pag.  132 
und  133)  einer  grundsätzlichen  Revision  unterziehen.  Wir  sagten  früher: 
die  gleichförmige  Botation  um  die  Figurenaxe  ist  eine  stabile ,  die  um 
eine  äquatoriale  Axe  eine  labile  Be^vegungsform.  Beides  ist  nur  Laib 
richtig,  wenn  wir  an  die  Wirkung  des  Luftwiderstandes  denken.  Wir 
erteilen  dem  Kreisel  eine  Rotation  genau  um  die  Figurenaxe.  Diese 
ist  auch  bei  Berücksichtigung  des  Luftwiderstandes  eine  mögliche  per- 
manente Bewegungsform,  insofern  als  die  Rotationsaxe  im  Körper  und 
im  Räume  ungeändert  bleibt  und  nur  die  Rotationsgeschwindigkeit  all- 
mählich abnimmt.  Fand  die  anfängliche  Rotation  aber  nicht  genau 
um  die  Figurenaxe  statt  oder  wird  sie  durch  einen  Zusatzimpuls  etwas 
abgelenkt,  so  verhält  sich  der  abgeplattete  Kreisel  umgekehrt  wie  der 
verlängerte.  Beim  abgeplatteten  Kreisel  strebt  die  Rotationsaxe  ver- 
möge des  Luftwiderstandes,  sich  mit  der  Figurenaxe  zu  vereinigen,  und 
steht  alsbald  merklich  im  Räume  still.  Beim  verlängerten  Kreisel  entfernt 
sich  die  Rotationsaxe,  wenn  sie  anfangs  auch  nur  beliebig  wenig  von  der 
Figurenaxe  abwich,  mehr  und  mehr  von  dieser,  desgleichen  die  Impuls- 
axe. Oder,  anders  ausgedrückt:  Die  Figurenaxe,  die  anfangs  merklich 
mit  der  Rotations-  und  der  Impulsaxe  zusammenfiel,  stellt  sich  im  Ver- 
laufe der  Bewegung  schliefslich  senkrecht  dazu.  Wir  erkennen  so: 
Die  Botation  um  die  Figurenaxe  ist  mit  Büclcsicht  auf  den  Luftwider- 
stand bei  dem  abgeplatteten  Kreisel  stabil^  bei  dem  verlängerten  labil.  Das 
Umgekehrte  gilt  für  die  Rotation  um  eine  äquatoriale  Axe. 

Die  vorstehenden  Ausführungen  decken  sich,  soweit  sie  analy- 
tischen Charakters  sind,  teilweise  mit  Überlegungen,  welche  Stone*) 
im  Hinblick  auf  die  Entwickelungsgeschichte  der  Erde  angestellt  hat. 
Von  geologischer  Seite  ist  vielfach  die  Hypothese  ausgesprochen,   dafs 

*)  On  the  possibility  of  a  change  in  the  position  of  tlie  earth's  axis  due  to 
a  frictional  action  connected  with  the  phenomena  of  the  tides.  MontHy  notices 
of  the  astronomical  Society,  London,  März  1867. 
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die  Rotationsaxe  der  Erde  in  früheren  geologischen  Perioden  einmal 
eine  andere  Lage  im  Erdkörper  gehabt  haben  möge.  Läfst  sich  diese 
Annahme  mit  der  Thatsache^  dafs  die  Kotationsaxe  jetzt  fast  genan 
mit  der  Polaraxe  zusammenfällt^  auf  Grund  einer  ßeibungswirkung 
Ton  der  Art  des  hier  vorausgesetzten  Luftwiderstandes  (Gezeiten- 
reibung)  vereinen?  Da  die  Erde  ein  abgeplatteter  symmetrischer 
Kreisel  und  ihre  Polaraxe  eine  Axe  gröfsten  Hauptträgheitsmomentes 
ist^  wäre  es  nach  dem  Vorhergehenden  an  sich  möglich.  Indessen 
werden  wir  im  nächsten  Kapitel  mit  Rücksicht  auf  die  zahlenmäfsigen 
Umstände  des  Vorganges  zu  einer  negativen  Beantwortung  der  ge- 
stellten Frage  geführt  werden.  ~ 

Wir  ergänzen  die  obigen  Betrachtungen  nunmehr  durch  Berück- 
sichtigung der  Schwere.  Dafür  wollen  wir  aber  im  Folgenden  von  der 
Ungleichheit  der  Trägheitsmomente  absehen^  also  einen  schweren  Kugel- 
Jcreisel  betrachten.  Während  bei  dem  kräftefreien  Kugelkreisel  die  Ro- 
tation auch  bei  Berücksichtigung  des  Luftwiderstandes  dauernd  um  eine 
im  Raum  und  im  Körper  feste  Axe  stattfindet^  wird  beim  schweren 
Kugelkreisel  das  Endergebnis  sein  müssen^  dafs  die  durch  0  gehende 
Schwerpunktsaxe  schliefslich  in  allen  Fällen  senkrecht  nach  unten  weist. 
Den  Prozefs^  durch  welchen  dieses  erzielt  wird^  werden  wir  näherungs- 
weise darzulegen  haben. 

Bei  dem  schweren  Kreisel  ist  es,  wie  öfter  bemerkt,  bequem,  die 
Eulerschen  Winkel  und  die  Lagrangeschen  Gleichungen  zu  benutzen. 
Wir  bestimmen  zunächst  die  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen  vor- 
kommenden Komponenten  (oder  Momente)  des  Luftwiderstandes  hin- 
sichtlich der  drei  Koordinaten  ^,  ^,  ^.  Sie  mögen  O,  Y,  0  heifsen 
und  sind  den  senkrechten  Projektionen  des  Drehungsvektors  (oder  des 
in  Fig.  76  verdeutlichten,  aus  den  Strecken  ^',  ^',  d^'  bestehenden 
Linienzuges)  auf  die  Figurenaxe,  die  Vertikale  und  die  Knotenlinie 
proportional.  Nennt  man  den  Proportionalitätsfaktor  wie  früher  /i,  so 
findet  man  nach  Fig.  76: 

(8)  it>^-l{(p'  +  t'cosd^),  V  =-  -  A  {t'  +  (p'Gosd^),  0  ==  -  A-^'. 

Die  zugehörigen  Impulskomponenten  heifsen  N^  n  und  [0];  wie  z.  B. 
aus  den  Gl.  (2)  des  vierten  Paragraphen  hervorgeht,  hat  man  im  Falle 
des  Kugelkreisels: 

(9)  ■    N=A  {(p'  +  ijj'qos  '^),  n^A  (t^'  +  9?' cos  ^),  [0]  ^  Äd^\ 

Die  Lagrangeschen  Gleichungen  lauten,  wenn  T  die  lebendige  Kraft 
des  Kugelkreisels  bedeutet: 

dt  '    dt  ^     dt  d^ 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  38 
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Mit  Rücksicht  auf  (8)  und  (9)  und  den  in  Gl.  (4)  des  vierten  Para- 
graphen angegebenen  Wert  von  dT/od^  können  wir  schreiben: 

.^^^  dN  l    -^.j    dn  l 

(11)  A^"  +  A»'  ^  Psin^  -  (^^^■^"f )  (f  -  " °°-i^  ■ 

^      ^  '  J.sin^'9' 

Die  Gleichungen  (10)  bedingen^  ähnlich  wie  beim  kräftefreien  Kreisel, 

eine  exponentielle  Abnahme  der  Impulskomponenten  nach  dem  Gesetze: 

(12)  N^N^e"^,     n  =  n,e    ^; 

das  Verhältnis  beider  Komponenten  bleibt  dabei  konstant;  denn  es  ist 
N:n  =  N^in^.  Indem  wir  die  Werte  (12)  einsetzen,  vereinfacht  sich 
(11)  wie  folgt:  ^,^ 

(13)  ^^-  +  A^'==Psin^-.     ^  (^-,:=:^,^f>,S^ 

Wir  gehen  hier  wie  bei  dem  früheren  Reibungsproblem  auf  ;,Prä- 
cessions- ähnliche  Bewegungen"  aus.  Da  bei  der  regulären  Präcession 
d"  =  const.  ist,  wollen  wir  jetzt  nach  solchen  Bewegungen  fragen,  für 
die  -0^'  und  -0'''  klein  sind.  In  erster  Näherung  setzen  wir  daher  die 
linke  Seite  gleich  Null  und  folgen  damit  einem  Verfahren,  welches 
als  „Methode  der  langsamen  Bewegungen"  aufserordentlich  viele  be- 
wufste  oder  unbewufste  Anwendungen  auf  allen  Gebieten  findet.  Der 
Sinn  dieses  Verfahrens  besteht  darin,  dafs  man  eine  hinreichend  lang- 
same Bewegung  näherungsweise  als  eine  Aneinanderreihung  von  Gleich- 
gewichtslagen auffafst,  dals  man  also  von  der  Trägheit  des  Systems, 
die  offenbar  um  so  weniger  ins  Gewicht  fällt,  je  langsamer  die  Be- 
wegung ist,  absieht.  Dies  Verfahren  liefert  in  vielen  Fällen  eine 
brauchbare  erste  Annäherung  an  den  wirklichen  Bewegungsverlauf,  eine 
Annäherung,  die  wir  im  vorliegenden  Falle  durch  Berechnung  einer 
zweiten  Näherung  kontrollieren  werden. 

Wir  bestimmen  also  cos  'd-  als  Funktion  von  t  aus  der  Gleichung: 

(14)  (^-cos^)(5-cos^)^^sin^^."^'. 

Wir  setzen  einen  starken  Anfangsimpuls  voraus,  nehmen  also  an,  dafs 
äP/Nq^  klein  sei;  von  derselben  Gröfsenordnung  ist  AP/n^NQ.  Fällt 
der  Anfangsimpuls  überdies  nahezu  in  die  Richtung  der  Figurenaxe, 
so  wird  Uq/Nq  ein  echter  Bruch,  der  etwa  dem  Cosinus  eines  Hülfs- 
winkels  d^Q  gleichgesetzt  werden  kann.  Wir  unterscheiden  den  Anfang 
der  Bewegung  (i^  klein)  und  das  Ende  derselben  (t  sehr  grofs). 

a)  tMein.  Die  rechte  Seite  von  (14)  ist  wegen  APIn^N^  klein;  auf 
der  linken  Seite  mufs  daher  einer  der  beiden  Faktoren  ebenfalls  klein  sein. 
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Dies  kann  nur  der  Paktor  ^  —  cos  d"  =  cos  d^Q  —  cos  d"  sein.  Wir  setzen 
dementsprecliend  cosO'  =  cosO-q  +  s  und  yernaclirässigen  höhere  Potenzen 
von  s.     Aus  (14)  folgt: 

cos  d'n }  =  — ^  sm*  d^f,  e 


\cos^.       ^^^^^'^0/-^^^^--  -0' 


22^ 
ÄP    .   ^^     -^ 

und 

21t 

ÄP  ~jr 

(15)  cos  0"  ==  cos  ^Q  —  -^^r-2  sin^  '^0  ^      • 

Mit  dem  gleichen  Grade  der  Annäherung  gilt: 

2Xt 

(15')  ^  =  #^  +  -^^  sin  'O'o  e  ^^  . 

Wir  schliefsen  daraus ,  dafs  zu  Beginn  der  Bewegung  0'  wächst^  die 
Pigurenaxe  also  sich  senkt;  wenn  P  positiv  ist^  d.  h.  wenn  der  Schwer- 
punkt auf  der  positiven  Pigurenaxe  liegt.  Im  umgekehrten  Palle  nimmt 
^  shj  die  Pigurenaxe  hebt  sich  also,  während  die  Schwerpunktsaxe,  die 
mit  der  negativen  Pigurenaxe  identisch  ist^  sich  senkt.  Der  Anfangs- 
wert ^  stimmt  ungefähr  mit  unserem  Hülfswinkel  ^q  überein. 

2Xt 
ÄP      ~A 

b)  t  grofs.    Das  Produkt — -^e       wird  beliebig  grofs,  wenn  t  über 

alle  Grenzen  wächst.  Da  die  linke  Seite  von  (14)  endlich  bleibt^  mufs 
Bm^  mit  wachsendem  t  klein  werden;  cos'ö'  wird  daher  gleich  it  1. 
Pur  cos  '0'  =  +  1  wird  die  linke  Seite  von  (14)  gleich 

für  cos  %"  ^  ~  1  wird  sie  gleich 

Vergleicht  man  die  Vorzeichen  der  rechten  und  linken  Seite  in  (14)^ 
so  erkennt  man^  dafs  cos  #  =  +  1  im  Palle  P  <  0^  cos  ^  =  —  1  im 
Palle  P  >  0  gilt.  In  beiden  Pällen  ist  die  Schwerpunktsaxe  gegen 
Ende  der  Bewegung  senkrecht  nach  unten  gerichtet.  Die  formelmäfsige 
Darstellung  von  %"  gegen  Ende  der  Bewegung  lautet  daher: 

P>0         sm^  =  ^-^=l7^Er^, 

y     ^/  AP  ' 


(16) 


P<0  sin^  =^=y:^ 


It 


■  n^       2  A 


y~~ÄP 

38* 


Mg.  89. 
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Der    graphische    Verlauf    der    durch    (14)    bestimmten    Abhängigkeit 

zwischen  0"  und  t  wird  schematisch  durch  die  beiden  Kurven  der  Fig.  89 

veranschaulicht. 

JTatürlich    ist  es  noch  keineswegs  ausgemacht^    dafs  unsere  durch 

ziemlich  willkürliche  Vernachlässigung  einiger  Grlieder  der  Differen- 
tialgleichung   (13)    gefundenen 

«^-,T'_J- — ■ ,  Formeln  den  wirklichen  Ver- 
lauf der  Präcessions-ähnlichen 
Bewegung  approximieren.  Jeden- 
falls ist  hierzu  noch  der  Nach- 
weis erforderlich^  dafs  die  ver- 
nachlässigten Glieder  thatsäch- 
lich  klein  gegenüber  den  bei- 
behaltenen ausfallen.  Indem 
wir    jetzt    nachträglich     diesen 

Kachweis  liefern^  werden  wir  gleichzeitig  die  Möglichkeit  zeigen^   die 

bisherigen  Annäherungen  schrittweise  zu  verbessern. 

a)  t  Mein.    Wir  berechnen  die  linke  Seite  der  GL  (13)   auf  Grund 

der  Formel  (15').     Es  ergiebt  sich 

(17)  Äd'"  +  X»'=^^-^~dn&,e''  . 

Das  Verhältnis  dieses  Ausdrucks  zu  dem  ersten  Gliede  der  rechten 
Seite  von  (13),  welches  wir  näherungsweise  gleich  Psin.'O'Q  schreiben 
können,  wird 

&-^e     . 

Die  Gröfsenordnung  dieses  Verhältnisses  wird,  da  bei  kleinem  t  die 
Exponentialgröfse  nur  mäfsige  Werte  hat,  durch  die  Zahl  X^/Nq^  be- 
stimmt. Zufolge  der  Einführung  des  Proportionalitätsfaktors  ^  bedeutet 
aber  27tX  denjenigen  Zusatzimpuls,  welchen  der  Luftwiderstand  bei  einer 
vollen  Umdrehung  um  irgend  eine  Axe  ausübt.  Wir  dürfen  annehmen, 
dafs  dieser  erheblich  kleiner  ist,  als  der  Eigenimpuls  des  Kreisels  oder 
anders  ausgedrückt,  dafs  die  Trägheits  Wirkungen  der  Luft  äufserst  ge- 
ring sind  verglichen  mit  den  Trägheitswirkungen  des  Kreisels.  Unsere 
Kontrolle  der  obigen  Näherungslösung  hat  also  ein  befriedigendes  Er- 
gebnis gehabt,  da  sie  zeigt,  dafs  die  vernachlässigten  Glieder  der 
Differentialgleichung  in  der  That  von  geringerer  Ordnung  wie  die  bei- 
behaltenen waren. 

Die  bisherige  Lösung  läfst  sich  jetzt  leicht  durch  Berücksichtigung 
der  linken  Seite  von  (13)  korrigieren.    Wir  setzen,  aufser  in  dem  Aus- 
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schlag  gebenden  Gliede  n^  —  Nf^cosd"^  überall  in  Grl.  (13)  unsere  erste 
Näherung  (15)  ein;  für  die  linke  Seite  benutzen  wir  dabei  den  Aus- 
druck (17);  auf  der  rechten  Seite  haben  wir  nach  (15)  zu  setzen: 

sin '0'  =  sin '9^0  1 1  +  -j^  cos d^^e     j, 

(2Xt\ 
1  +  ^^  COS'O'q^  ^    ). 

Nach  einigen  formalen  Vereinfachungen  und  bei  Vernachlässigung 
höherer  Potenzen  der  kleinen  Glieder  finden  wir 

nQ~-NQC08d^  =  -^mn^d^^e  .    |1  +  (^^-^^  cos'^o  ~  J^)^      J 
und  hieraus: 

2At  (  2Xt\ 

(18)        cosl^  =  coS'Ö'o  — ;^^sin^'^o^      \^+\jfV^^^^Q  —  '^)^      )• 

Dies  ist  die  gesuchte  Korrektion  von  (15)^  die  wir  als  eine  zweite 
Näherung  anzusehen  haben  ^  da  nunmehr  die  Quadrate  und  Produkte 
der  kleinen  Gröfsen  AFjN^  und  X^/N^  beibehalten  sind.  Ersichtlich 
enthält  unser  Verfahren  den  Keim  zu  einer  beliebig  fortzusetzenden 
Potenzentwicklung  nach  eben  jenen  kleinen  Gröfsen;  wir  brauchten  nur, 
um  zu  dieser  zu  gelangen,  aus  der  zweiten  Näherung  eine  dritte  etc. 
zu  berechnen.  Mit  wachsendem  t  würde  sich  die  Konvergenz  der  Ent- 
wickelung  verschlechtern,  da  in  (18)  die  Potenzen  der  genannten  kleinen 
Gröfsen  von  den  entsprechenden  Potenzen  des  Paktors  e'^^'^^^  begleitet 
werden.  Aus  diesem  Grunde  und  wegen  der  Umständlichkeit  der  so 
entstehenden  Formeln  begnügen  wir  uns  mit  der  zweiten  Näherung. 

b)  t  grgfs.  Auch  hier  gilt  es  zunächst,  nachzuweisen,  dafs  in 
Gl.  (13)  die  linke  Seite  bei  der  Aufstellung  der  Näherungslösung  (16) 
vernachlässigt  werden  durfte.  Wir  berechnen  zu  dem  Ende  die  ver- 
nachlässigten Terme  nach  Gl.  (16)  und  finden,  je  nachdem  P^O  ist, 

Das  Verhältnis    dieses   Ausdrucks   zu   dem    ersten   Gliede   P  sin -O'   der 

rechten  Seite  von  (13)  beträgt 

,    1  J^ 

Wir  dürfen  annehmen,  dafs  A^  klein  ist  gegen  die  gleichbenannte  Gröfse 
JLP,  was  etwa  auf  die  Annahme  hinauskommt,  dafs  der  Einflufs  des 
Luftwiderstandes  auf  die  Kreiselbewegung  klein  ist  gegenüber  der 
Schwere  Wirkung.      Jedenfalls    ist    unter    der   genannten   Annahme    die 
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VernacMässigiing  der  linken  Seite  von  (13)  in  erster  Näherung  ge- 
rechtfertigt. 

Gehen  wir  auch  hier  auf  dem  oben  beschriebenen  Wege  zu  einer 
zweiten  Näherung  über,  so  finden  wir,  wenn  wir  die  Fälle  P^O 
durch  ein  doppeltes  Vorzeichen  unterscheiden: 

also  eine  Formel  desselben  Charakters  wie  (16).  Auch  hier  könnte 
man  zu  einer  dritten  etc.  Näherung  fortschreiten. 

Die  für  die  erste  Näherung  entworfene  schematische  Figur  89 
kann  uns  ebensowohl  zur  Veranschaulichung  dieser  zweiten  Näherung 
dienen.  Übrigens  werden  sich  dieser  Figur  noch  Nutationen  von  der 
Periode  der  Kreiselumdrehung  überlagern  können^  die  von  den  Anfangs- 
bedingungen der  Bewegung  abhängen  und  sich  im  Verlaufe  der  Be- 
wegung abglätten.  Unsere  Kurve  aus  Fig.  89  kann  sich  nur  bei  geeignet 
gewählten  Anfangsbedingungen  (und  auch  da  nur  näherungsweise)  ein- 
stellen, ähnlich  wie  die  reguläre  Präcession  bei  dem  idealen  Kreisel. 
Im  Allgemeinen  wird  sie  nicht  die  Integralkurve  selbst  sondern  nur  die 
,,Leitlinie^^  der  Integralkurve  darstellen,  um  welche  sich  die  letztere  mit 
abnehmenden  Oscillationen  hei-umschlängelt,  ähnlich  wie  in  den  Figuren 
79  und  80  des  vierten  Paragraphen. 

Bei  nicht  kugelförmigem  Trägheitsellipsoid  liegen  die  Verhältnisse 
wesentlich  komplizierter.  Hier  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  die  Figuren- 
axe  wegen  der  kombinierten  Wirkung  von  Schwere  und  Luftwider- 
stand nach  der  Vertikalen  hinstrebt,  dafs  sie  aber  wegen  der  Verschieden- 
heit!|  der  Hauptträgheitsmomente  von  dieser  abgelenkt  wird.  Welcher 
dieser  Einflüsse  die  Oberhand  gewinnen  wird,  läfst  sich  ohne  ein 
tieferes  Eingehen  nicht  entscheiden. 


§  8.    Die  Elastizität  des  Kreiselmaterials. 

So  unentbehrlich  der  Begriff  des  starren  Körpers  für  Naturwissen- 
schaft und  Technik  ist,  so  sicher  ist  es,  dafs  er  in  der  Wirklichkeit 
nur  grob  angenähert  wird.  Auch  der  in  Bewegung  gesetzte  Kreisel  wird 
sich  nicht  nur  wie  ein  starrer  Körper  als  Ganzes  bewegen,  sondern  er 
wird  gleichzeitig  den  durch  die  Bewegung  hervorgerufenen  Spannungen 
etwas  nachgebend  sich  deformieren.  Die  Frage  ist  nur,  ob  solche  Form- 
änderungen unter  irgend  welchen  Umständen  merklich  werden.  Diese 
Frage  ist  gerade  in  demjenigen  Falle  akut  geworden,  wo  wir  vielleicht 
am  ehesten  geneigt  sein  möchten,   die  Vorstellung  der  starren  Konsti- 
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tution  festzuhalten^  im  Falle  unserer  Erde.  Nicht  nur  ist  die  Gestalt 
der  Erde  in  dauernder  Weise  durch  ihre  Umdrehung  beeinflufst  und 
von  derjenigen  verschieden^  die  sie  annehmen  würde ^  wenn  sie  eines 
Tages  zu  rotieren  aufhören  würde;  sondern  die  Gestalt  der  Erde  ändert 
sich  auch;  wenn  sich  die  Drehaxe  im  Erdkörper  umlagert ^  also  von 
ihrer  normalen  oder  mittleren  Lage,  in  der  sie  mit  der  Pigurenaxe  der 
Erde  zusammenfällt,  etwas  abweicht.  Direkt  ist  eine  solche  Form- 
änderung natürlich  nicht  mefsbar;  sie  übt  aber  eine  Rückwirkung  auf 
die  Bewegung  der  Erde,  nämlich  auf  den  Wechsel  der  Drehaxe  im  Erd- 
körper aus,  eine  Rückwirkung,  die  sehr  wohl  der  Messung  zugänglich 
ist.  Wir  kommen  im  nächsten  Kapitel  auf  diese  Verhältnisse  im  Zu- 
sammenhang zurück.  Hier  gilt  es,  die  späteren  Diskussionen  vorzu- 
bereiten und  zu  zeigen,  dafs  entsprechende  Fragen  bei  jeder  Art  Kreisel- 
problem auftreten,  wenngleich  ihnen  bei  den  üblichen  Abmessungen 
und  Formen  unserer  Apparate  kaum  eine  nennenswerte  Bedeutung  zu- 
kommen dürfte. 

Indem  wir  die  Verhältnisse  der  Erde  im  Auge  behalten,  betrachten 
wir  einen  Kreisel  von  der  Form  eines  abgeplatteten  Botationsellipsoides. 
Die  Massenverteilung  im  Inneren  des  EUipsoides  sei  homogen,  den 
Schwerpunkt  desselben  denken  wir  uns  unterstützt,  sodafs  wir  nur  die 
kräftefreie  Bewegung  zu  betrachten  haben,  die  beim  starren  symme- 
trischen Kreisel,  wie  wir  wissen,  eine  reguläre  Präcession  ist.  Unser 
Interesse  werden  wir  auf  die  Präcessionsdauer  und  den  Einflufs,  den 
hierauf  die  Elastizität  des  Materials  nimmt,  richten. 

Hinsichtlich  der  Benennung  ist  im  Auge  zu  behalten,  dafs  gerade 
im  Falle  der  Erde  die  hier  zu  studierende  Präcessionsbewegung  als 
freie  Ihitation  (spezieller,  sofern  man  vom  Einflufs  der  Elastizität  ab- 
sieht, als  Eiäersche  Ntitation)  bezeichnet  wird,  während  man  bekanntlich 
bei  der  Erde  unter  Präcession  eine  durch  Sonnen-  und  Mondanziehung 
ersiüimgene  Bewegung  von  aufs  er  ordentlich  viel  längerer  Periode  ver- 
steht. Dieser  langsamen  erzwungenen  Präcession  überlagert  sich  die 
sehr  viel  raschere  Eulersche  Nutation,  unsere  kräftefreie  Präcession, 
so  dafs  die  Gresamtbewegung  den  uns  wohlbekannten  Charakter  der 
pseudoregulären  Präcession  annimmt.  Übrigens  bezeichneten  wir  auch 
bei  der  allgemeinen  Untersuchung  der  pseudoregulären  Präcession  in 
Kap.  V,  §  2  die  Schwankung  des  Kreisels  gegen  die  Bewegung  der  er- 
zwungenen regulären  Präcession  als  Nutation;  auch  dort  erweist  sich 
diese  Nutation  gleichbedeutend  mit  der  kräftefreien  Präcession  des  dem 
Einflufs  der  Schwere  entzogenen  Kreisels,  nämlich  unter  den  Be- 
dingungen, durch  welche  wir  die  pseudoreguläre  Präcession  defi- 
nierten, dafs    1)  der  Eigenimpuls  sehr  grofs  sei  {N^  grofs  gegen  AP) 
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und  dafs    2)   die  Figurenaxe  stets  in    der  Nähe    der  Impulsaxe   liege, 
Bedingungen,  welche  im  Falle  der  Erde  erfüllt  sind. 

Die  gestaltlichen  und  Massenverhältnisse  unseres  Kreisels  werden 
durch  Angabe  der  folgenden,  nach  Voraussetzung  positiven  Verhältniszahl 

G  —  Ä 


s  = 


A 


gekennzeichnet,  welche  wir  die  y^Elliptizität^'  nennen.     Aus   der  EUip- 
tizität  berechnet  sich  die  numerische  Excentrizität  e  der  Meridiankurve 


unseres  Ellipsoides  nach  der  Formel  e  =  ]/2£/(l  +  e).  Für  ein  be- 
liebiges EUipsoid  gilt  nämlich,  dafs  das  Trägheitsmoment  um  eine  be- 
liebige Hauptaxe  gleich  dem  fünften  Teil  der  Masse  multipliziert  mit 
der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  anderen  Hauptaxen  wird.  Be- 
zeichnet also  &  die  in  die  Figurenaxe  des  Ellipsoides  fallende  kleine 
Hauptaxe,  a  die  in  die  Aquatorebene  fallende  grofse  Hauptaxe  der 
Meridianellipse,  so  hat  man 

und  daher 

a^  —  b^ 
e  = 


während  die  Definition  der  numerischen  Excentrizität  bekanntlich  lautet: 


9       a^ 


Hieraus  folgt  leicht  der  oben  angegebene  Zusammenhang  zwischen  e 
und  s. 

Indem  wir  abermals  an  die  Verhältnisse  der  Erde  denken,  setzen 
wir  £  als  Meine  Zahl  voraus;  die  Gestalt  des  Ellipsoides  weicht  dann 
wenig  von  der  Kugelgestalt  ab  (Sphäroid).  Unter  dieser  Annahme 
schreiben  wir  die  näherungsweise  Gleichung  der  Oberfläche  des  Ellip- 
soides an.  Wird  ^  nach  der  Figurenaxe,  x  und  y  nach  zwei  recht- 
winkligen Axen  der  Aquatorebene  gemessen,  so  haben  wir  zunächst 
ohne  Vernachlässigung 

"''  _L  ^^  +  y^  ^  i 


b' 

Wir  transformieren  diese  Gleichung  in  zentrische  Polarkoordinaten,  in- 
dem wir  mit  r  den  Abstand  eines  Punktes  der  Oberfläche  vom  Mittel- 
punkt des  Ellipsoides,  mit  0  die  Neigung  des  Radiusvektor  r  gegen 
die  Aquatorebene  bezeichnen.     Wir  haben  dann 

^^=-r^sin^0,    ^^ -f  ^^  =  r^cos^G, 
also  zufolge  der  obigen  Ellipsoidgleichung 

1  1  —  COS^  0      ,     COS^  0  1      /^  9  9  ^\ 
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und  angenäliert 

(1)  r  =  &(l +  £cos20). 

Dies  die  ursprüngliclie  Kreiselgestalt.  Wird  nun  der  Kreisel  in 
Rotation  versetzt  ^  so  tritt  eine  Formänderung  auf^  die  wir  als  klein  vor- 
aussetzen können.  Findet  die  Rotation  gerade  um  die  Figurenaxe  statt, 
so  wird  das  EUipsoid  nocli  etwas  mehr  abgeplattet:  die  Elliptizität  e 
wird  um  einen  kleinen  Betrag  s'  vermehrt.  Bei  der  Berechnung  der 
hinzukommenden  Elliptizität  s\  die  nach  den  Grundsätzen  der  Elasti- 
zitätstheorie zu  erfolgen  hat,  wird  man  von  der  ursprünglich  vor- 
handenen Elliptizität  6  unbedenklich  absehen,  also  die  ursprüngliche 
Kreiselgestalt  einfach  als  Kugel  voraussetzen  dürfen.  Denn  durch  die 
kleine  Abweichung  e  von  der  Kugelgestalt  wird  die  hinzukommende 
Elliptizität  s'  nur  in  einer  Gröfse  zweiter  Ordnung  (von  der  Gröfsen- 
ordnung  des  Produktes  se)  beeinflufst.  Man  kann  dabei  die  Frage 
aufwerfen,  welchen  Radius  man  der  Kugel  geben  soll,  durch  welche 
man  zum  Zweck  der  Berechnung  von  s  das  ursprüngliche  EUipsoid 
mit  den  Hauptaxen  a  und  b  ersetzen  will.  Am  nächsten  liegt  es,  eine 
mittlere,  zwischen  a  und  h  enthaltene  Länge  m  als  Radius  zu  wählen, 
die  man  so  bestimmt,  dafs  der  Inhalt  der  Kugel  gleich  dem  Inhalt 
des  ursprünglichen  Ellipsoides  wird.  Diese  Forderung  führt  auf  die 
Bedingung 

m^  =  co^b. 

Setzt  man  für  a  den  aus  Gl.  (1)  mit  0  =  0  folgenden  Wert  a=^b(l  +  8) 
ein,  so  wird 

m^  =-¥  (1  +  2£)j     m^b  (l  +  Y  ^)?     b  =  m(l  —  ^  ^)  - 

Die  Gleichung  des  ursprünglichen  Ellipsoides  läfst  sich  daher  folgender- 
mafsen  schreiben: 

(2)  r  =  m(l  +  s  (cos^  0  -^  -|-)), 

während  die  Gleichung   desjenigen  Ellipsoides,   in  welches    die  Kugel 
vom  Radius  m  übergeht,  die  folgende  sein  wird 

(20  r==m(l  +  s(gos^  ©  ~  y))  * 

Durch  Superposition  der  beiden  geringen  Abplattungen  e  und  s    ergiebt 
sich  als  Gleichung  unseres  durch  die  Rotation  deformierten  Ellipsoides: 

(3)  r  =  m(l  +  {s  +  €)  (cos^ Q  -  l^V 

Ahnlich  können  wir  verfahren,  wenn  die  Rotation  um  eine  von 
der  Figurenaxe  abweichende  Axe  stattfindet.  Der  Winkel  zwischen 
Figurenaxe  und  Rotationsaxe   sei  d  (vgl.  Fig.  90  <5C  FOB).     Die  nun 
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Mg.  90. 


entstehende  Abplattung   wird    sich    symmetrisch    um    die  Rotationsaxe 
OB  herum  verteilen  und  kann  wiederum  so  berechnet  werden,  als  ob 

der  Kreisel  die  ursprüng- 
liche Form  einer  Kugel  vom 
Radius  m  hätte.  Die  hin- 
zukommende EUiptizität  8 
hat  dieselbe  Gröfse  wie  vor- 
her. Die  Gleichung  des  aus 
der  Kugel  entstehenden  El- 
lipsoides  lautet 

(4:)  r  =  m(l  +  8XG0s'e~l)), 

wo  0'  den  Winkel  des  be- 
liebigen Radiusvektors  r 
gegen  die  zur  Rotationsaxe 
senkrechte  Ebene  bedeutet. 
Wie  man  aus  Fig.  90  er- 
kennt ^  ist 

0'  =  0  +  d\ 
Hiermit  ist  auch  in  genügen- 
der Näherung  die  Formänderung  bestimmt ,   welche  das  ursprüngliche 
EUipsoid  (Gl.  (2))  durch  Rotation  um  die  Axe  OB  erleidet.     Die  neue 
Form  wird  durch  die  Gleichung 

(5)  r  =  m  (l  +  £  cos2  0  +  e'  cos2(0  +  d)  -  |-(^  +  ^')) 

gegeben. 

Dies  ist  mit  derselben  Annäherung  die  Gleichung  eines  abgeplatteten 
EUipsoideS;  wie  es  die  bisherigen  Gleichungen  (1)  bis  (4)  waren.  Die 
Pigurenaxe  des  neuen  Ellipsoides  fällt  aber  nicht  mehr  mit  der  ursprüng- 
lichen Figurenaxe  zusammen. 

Zur  Bestimmung  der  nunmehrigen  Figurenaxe  (und  der  zugehörigen 
Aquatorebene)  haben  wir  die  Gleichung 

—  =  0 

de     ^' 

das  heifst: 

8  COS  0  sin  0  +  8  cos  (0  +  S)  sin  (Q  +  d)  =  0. 

Den    Winkel    d   werden    wir    als    Ideinen   Winkel    voraussetzen.      Wir 
dürfen  dann  statt  der  obigen  Gleichung  schreiben: 

8  COS  0  sin  0  +  8  cos  0  sin  0  -f  f'd  (cos^  0  —  sin^  0)  =  0 


oder 


tg2e  =  -^T|:7 
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Die  rechte  Seite  ist  wegen  des  Faktors  d  klein;  daher  erhält  man  für 
0  zwei  Werte  —  d"  und  ^/2  —  d"^  die  sich  wenig  von  Null  und  von 
7t/ 2  unterscheiden.  Der  erste  kommt  einer  der  in  der  Äquatorebene 
gelegenen  Hauptaxen,  der  letztere  der  neuen  Figurenaxe  zu.  Der 
Winkel  zwischen  der  ursprünglichen  und  der  neuen  Figurenaxe  (-^FOF' 
in  Fig.  90)  beträgt  ebenfalls  d-  und  man  hat  hinreichend  genau 

(6)  #  =  ^*<d. 

Das  so  gefundene  Resultat  ist  sehr  anschaulich: 

Wäre  das  Material  des  Kreisels  absolut  starr,  so  würde  die  Massen- 
Verteilung  naeh  wie  vor  symmetrisch  um  OF  ileiben  ('0'  =  0);  tuäre  es 
absolut  nachgiebig  (FlüssigJceit) ,  so  würde  es  sich  symmetrisch  um  die 
Drehaxe  OB  hemm  gruppieren  (d"  =  d);  bei  jedem  endlichen  Grade  von 
elastischer  Widerstandsf äMg'keit  mufs  sich  ein  mittlerer  Zustand  ausbilden, 
bei  ^velcher  eine  zwischen  OF  und  OB  gelegene  Axe  Symmetrielinie  der 
Massenverteilung  tvird  (d^  <  d). 

Aus  der  nunmehr  bekannten  Gestalt  des  Kreisels  wird  es  leicht 
sein,  immer  unter  der  Annahme  homogener  Massenverteilung,  auf  Träg- 
heitsmomente und  BUiptizität  des  deformierten  Sphäroids  zu  schliefsen. 
Und  zwar  werden  wir  auf  dieselbe  EUiptizität  geführt  werden,  gleich- 
viel, ob  die  Eotation  um  die  Figurenaxe  OF  oder  um  die  davon  ab- 
weichende Axe  OB  stattfindet,  ob  also  die  Oberfläche  durch  Gl.  (3) 
oder  durch  Gl.  (5)  gegeben  ist. 

In  der  That  erhalten  wir  als  Hauptaxen  des  deformierten  EUipsoides 

aus  Gl.  (3)    für    0  ==  0         :  r  =  a  =  m(l +^{8  + sfj  , 

„  „     0  =  -f        :  r  =  b'  =m(l-~{s  +  s)), 

aus  Gl  (5)    für    0==-^     :  r  =  a'  ==  7n(l+-^{s  + sfj , 

wobei  wegen  der  Kleinheit  von  '0'  gesetzt  wurde:  cos^#=^l,  sin^'9'  =  0. 
Beide  FMipsoide  sind  also  in  erster  Näherung  kongruent,  sie  unterscheiden 
sich  mir  durch  ihre  Lage,  nicht  durch  ihre  Gestcdt,  Dementsprechend 
werden  auch  ihre  Hauptträgheitsmomente  A  und  C  und  ihre  EUipti- 
zität E  die  gleichen.  Man  findet  aus  den  vorstehenden  Werten  von  a 
und  V  unmittelbar: 
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Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  die  Dmter  einer  freien  Präcession  des 
Kreisels  sowohl  für  ein  starres,  wie  für  ein  durch  die  Eotation  defor- 
mierbares Material  zu  berechnen.  In  ersterer  Hinsicht  könnten  wir 
nns  auf  Rechnungen  aus  Kap.  III,  §  2  berufen.  Nach  Grl.  (6')  von 
pag.  151  ist  die  äquatoriale  Komponente  ^3  + '^^  des  Drehungsvektors 
bei  der  regulären  Präcession  durch  einen  Exponentialausdruck  gegeben, 
in  dessen  Exponenten  it  mit  dem  Faktor 

C~A 

multipliziert  erscheint.  Dieser  Faktor  mufs  daher  gleich  Sjt/T  sein, 
wenn  T  die  Präcessionsdauer  bezeichnet.  Bedeutet  andrerseits  t  die 
Dauer  einer  Rotation  des  Kreisels,  so  ist  der  Rotationsvektor  Q  gleich 
27t/r  und  seine  Komponente  nach  der  Figur enaxe,  die  in  der  an- 
gezogenen Gleichung  mit  r^  bezeichnet  ist,  gleich  cos(J-2jr/r,  unter  d 
den  in  Fig.  90  so   bezeichneten  Winkel  verstanden.     Mithin  hat  man 

27t  G  —  Ä   27t  . 

oder^  da  man  cos  (5  hinreichend  genau  gleich  1  setzen  darf: 

(8)  T^^. 

Lehrreicher  und  für  das  folgende  nützlicher  ist  indessen  der 
folgende  Weg  zur  Ableitung  der  gleichen  Formel.  Nach  unserer  Auf- 
fassung der  Eulerschen  Differentialgleichungen  sagen  diese  aus,  dafs 
der  Impulsvektor  im  Raum  bei  der  kräftefreien  Bewegung  nach  Richtung 
und  öröfse  ungeändert  bleibt,  dafs  dagegen  relativ  gegen  den  Kreisel 
die  Fortschreitungsgeschwindigkeit  des  Impuls-Endpunktes  nach  Richtung 
und  Grröfse  gleich  dem  vektoriellen  Produkt  von  Impuls-  und  Drehungs- 
vektor (der  sog.  „resultierenden  zentrifugalen  Drehkraft^^)  ist.  Bedeutet 
also  J  den  Vektor  des  Impulses,  \J\  seine  Länge,  dJ  seine  augen- 
blickliche Änderung  relativ  gegen  den  Kreisel  und  bildet  derselbe  mit 
der  Figurenaxe  den  Winkel  y  (vgl.  Fig.  90),  so  hat  man 

(9)  §^riJ,B)  =  \J\QBm(S^y)- 

Q  ist  die  Länge  des  Rotationsvektors  B  und  kann  wie  oben  gleich 
27t/t  gesetzt  werden.  Der  Impuls-Endpunkt  beschreibt  nun  im  Kreisel 
während  eines  Präcessionsumlaufes  einen  Kreis  vom  Radius  |  J\  sin  y 
um  die  Figurenaxe.  Hierzu  gebraucht  er  vermöge  des  angegebenen 
Wertes  seiner  Fortschreitungsgeschwindigkeit  die  Zeit 

rp  27t\J\smy  siny 
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oder  bei  hinreiclieiider  Kleinheit  des  Winkels  d 

(8')  ^-^^- 

Diese  Bereclinung  stimmt  mit  der  in  (8)  gegebenen  natürlicli  überein. 
Es  ist  nämlicb  tg  y  gleich  dem  Verbältnis  der  äquatorialen  Kompo- 
nente des  Impulses  zu  der  nacb  der  Fignrenaxe  genommenen  nnd  tg  d 
gleich  dem  Verhältnis  der  entsprechenden  Komponenten  des  Rotations- 
vektors. Da  sich  nun  nach  dem  grundsätzlichen  Zusammenhang  zwischen 
Impuls-  und  Rotations vektor  entsprechende  Komponenten  beider  Vektoren 
wie  Ä  bez.  wie  C  yerhalten^  so  ergiebt  sich 

igyiigS^Ä:  C 
oder  hinreichend  genau 

(10)  r:S  =  Ä:C;     _^  =  ^  =  i-. 

Die  Überlegung^  die  zu  Gl.  (9)  führte^  läfst  sich  unmittelbar  auf 
den  elastisch  deformierbaren  Kreisel  übertragen.  Wir  müssen  dabei 
nur  eine  Voraussetzung  ausdrücklich  hervorheben:  Die  Formänderung 
soll  Zeit  haben,  sich  vollständig  in  der  oben  beschriebenen  Weise  für  jede 
Lage  des  RotationsveMors  auszubilden,  bevor  dieser  Vektor  seine  Lage 
im  ICreisel  merMich  verändert  hat.  Diese  Annahme  ist  in  hohem  Grade 
gerechtfertigt^  da  sich  Spannungen  und  Formänderungen  allgemein 
gesprochen  mit  der  dem  betr.  Material  eigentümlichen  Schallgeschwin- 
digkeit ausbreiten,  während  die  beobachtbaren  Bewegungserscheinungen 
(hier  die  Umlagerungen  des  Rotationsvektors)  aufserordentlich  viel  lang- 
samer erfolgen.  Unter  dieser  Annahme  werden  wir  sehen,  dafs  die 
allgemeine  Bewegung  auch  des  deformierbaren  Kreisels  als  reguläre 
Präcession  bezeichnet  werden  kann.  Würde  dagegen  diese  Annahme 
nicht  zulässig  sein,  würde  also  die  Abplattung  nach  Lage  und  Gröfse 
hinter  der  durch  die  jeweilige  Lage  der  Rotationsaxe  indizierten  Ab- 
plattung zurückbleiben,  so  wäre  die  Bewegung  viel  komplizierter. 

Wir  unterscheiden  die  durch  die  jeweilige  Rotation  abgeänderte 
Symmetrielinie  der  Massenverteilung  (OjP'  in  Fig.  90)  als  instantane 
Figur enaxe  von  der  ursprünglichen  oder  mittleren  Figur enaxe  OF.  Die 
Bewegung  des  deformierbaren  Kreisels  wird  nun  in  jedem  Augenblicke 
dieselbe  sein,  wie  die  eines  starren  Kreisels  mit  der  wechselnden 
Fignrenaxe  OF'  und  den  abgeänderten  Trägheitsmomenten  Ä'  und  C\ 
Dementsprechend  wird  der  Impuls -Endpunkt,  dessen  Fortschreitungs- 
geschwindigkeit  gegen  das  Kreiselmaterial  wieder  durch  das  vektorielle 
Produkt  aus  Impulsvektor  («/')  und  Rotationsvektor  (B)  gegeben  ist, 
in  jedem  Augenblicke  senkrecht  gegen  die  durch  die  Vektoren  J'  und 
B  gelegte  Ebene  fortschreiten.     Jede  Unilagerung  von  J'  bringt  aber 
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eine  Umlagerung  von  J?  mit  sich.^  und  zwar  mnfs  nach  dem  all- 
gemeinen Zusammenhange  zwischen  Impuls-  und  Drehungsvektor  der 
Endpunkt  von  R  parallel  zu  dem  Impuls -Endpunkte  fortschreiten. 
Jede  Umlagerung  des  Kotationsvektors  hat  andrerseits  eine  Form- 
änderung und  eine  neue  Lage  der  instantanen  Figurenaxe  zur  Folge. 
Da  wir  annehmen,  dafs  die  Formänderung  Zeit  hat,  sich  vollständig 
auszubilden^  liegt  die  instantane  Figurenaxe  dauernd  in  der  durch  OF 
und  B  bestimmten  Ebene.  In  derselben  Ebene  liegt  auch  wegen  des 
allgemeinen  Zusammenhanges  zwischen  Impuls-  und  Rotations vektor 
die  Axe  von  J\  Die  drei  Axen  0F\  OJ'  und  OH  liegen  also  in  der 
gleichen  Meridianebene  durch  OF,  die  sich  um  OF  dreht.  Da  über- 
dies die  Winkelabstände  der  drei  Axen  erhalten  bleiben,  beschreibt 
jede  derselben  einen  Kreiskegel  und  im  besonderen  der  Impuls-End- 
punkt J'  einen  Kreis  um  OF.  Diese  Bewegung  hat  durchaus  den 
Charakter  einer  regulären  Präcession,  nur  dafs  aufser  der  Impuls-  und 
der  Rotationsaxe  auch  die  instantane  Figurenaxe  im  Körper  fort- 
schreitet. Wir  berechnen  jetzt  die  Präcessionsdauer  T\  indem  wir 
wieder  den  Weg  des  Impuls-Endpunktes  während  eines  Umlaufs  durch 
seine  Fortschreitungsgeschwindigkeit  dividieren. 

Der  Weg  beträgt  jetzt  2%\J'\  sin('9'-f /)  (vgl.  Fig.  90),  die  Fort- 
schreitungsgeschwindigkeit ist 

daher  wird  die  Präcessionsdauer 

rpf  2  ^  I J"'  I  sin  (-0'  -f  y)  sin  (ß'  -\-  y) 

"~   lJ'|Qsin(d'— yy  "  '^  sin(d^'  — /) 

oder  hinreichend  genau 

(11)  T'^r'^. 

Den  hier  auftretenden  Winkelquotienten  haben  wir  mit  Rücksicht  auf 
die  Gl.  (6)  und  (10)  umzurechnen.  Aus  Gl.  (6)  folgt,  da  nach  Fig.  90 
^  =  ^. -1-^'   ist: 

Gl.  (10)  lautet,  für  die  deformierte  Gestalt  des  EUipsoides  angeschrieben: 

und  lehrt,  dafs  hinreichend  genau  gilt 

/      _^      ^'      __  1  __      1 
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Hiernach  wird 


«■  +  y'  _  s'     S'      .      v'     _     1     /s'      i\  _  1 


-.+ 


R^  +  l) 


d'  —  y  s  d' — y         S' — y         8-{-s\s  J  s 

Unser  obiges  Resultat  bezüglicli  der  Präcessionsdauer  T'  (Gl.  (11)) 
läfst  sich  daher  schreiben: 

(12)  r^^, 

in  welcher  Form  es  mit  der  früheren  Gleichung  (8)  zusammenfällt. 
In  Worten  heifst  dieses: 

Die  Präcessionsdmier  eines  Kreisels  von  deformierbarem  Material 
und  spJiäroidischer  Gestalt  berechnet  sich  nicht  atis  der  Mli]^tmtät  seiner 
deformierten  Gestalt,  (welche  E  =  £  +  e'  genannt  wurde)  ^  sondern  aus 
der  Ellipti^ität  seiner  ursprünglichen  Form,  die  es  vor  der  Botation 
hatte  und  die  es  beim  Erlöschen  der  Botation  wieder  annehmen  ivürde. 
Sie  ist  daher  von  der  elastischen  Nachgiebiglteit  des  Materials  unab- 
hängig und  im  besonderen  gleich  der  Fräcessionsdaiier  eines  absohit 
starren  Kreisels,  dessen  Elliptidtät  mit  der  ursprünglichen  Elliptimtät  e 
des  deformierbaren  Kreisels  übereinstimmt 

Wir  werden  im  folgenden  Kapitel  bei  den  geophysikalischen  An- 
wendunecen  auf  diesen  Satz  zurückkommen  und  werden  ihn  zum  Aus- 
gangspunkt  für  die  Darstellung  der  Polschwankungen  und  für  die  Er- 
klärung der  sog.  Chandlerschen  Periode  nehlnen.  Eine  Schwierigkeit 
hat  die  Übertragung  der  Yorstehenden  Resultate  auf  die  Verhältnisse 
der  Erde  nur  insofern,  als  1)  die  Erde  ihrer  Massenverteilung  nach 
kein  homogenes  Rotationsellipsoid  ist,  sondern  nach  der  Mitte  hin 
dichter  als  auf  der  Oberfläche  ist,  und  ferner  insofern  als  2)  bei  einer 
Deformation  der  Erde  neben  den  elastischen  Kräften  auch  die  Gravi- 
tationswirkungen der  einzelnen  Teile  auf  einander  wesentlich  in  Betracht 
kommen.  Der  erstgenannte  Umstand  bringt  es  mit  sich,  dafs  alle 
Zahlenangaben,  die  wir  später  zu  machen  haben  werden,  mit  einer 
gewissen  Unsicherheit  behaftet  sind,  entsprechend  der  Unsicherheit  in 
den  Annahmen  über  die  Massenverteilung  im  Erdinnern.  Die  an  zweiter 
Stelle  genannte  Schwierigkeit  ist  dadurch  zu  heben,  dafs  wir  die  im 
Vorstehenden  mit  s  bezeichnete  Elliptizität  bei  der  Erde  als  diejenige 
EUiptizität  zu  definieren  haben  werden,  die  eine  Kugel  von  der  Elasti- 
zität und  der  mittleren  Dichte  und  Gröfe  der  Erde  unter  der  gemein- 
samen Wirkung  der  elastischen  Kräfte  und  der  Gravitationswirkungen 
annehmen  würde,  wenn  sie  mit  der  Geschwindigkeit  der  täglichen 
Erdumdrehung  in  Rotation  versetzt  wird. 

Noch  möge  darauf  hingewiesen  werden,  dafs  die  Voraussetzung 
eines  nahezu  kugelförmigen  Kreisels,  an  der  wir  in  diesem  Paragraphen 
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festgehalten  liabeii,  niclat  allein  im  Interesse  der  Anwendung  auf  den 
Erdkörper  geboten  war.  Man  übersieht  vielmehr  leicht^  dafs  gerade 
eine  sphäroidische  Masse  oder^  allgemein  gesprochen^  eine  Masse  yon 
sphäroidischem  Trägheitsellipsoid  in  Hinsicht  auf  die  deformierende 
Wirkung  der  Zentrifugalkräfte  besonders  empfindlich  sein  wird. 


§  9.    Die  Elastizität  der  Unterlage. 

In  höherem  Grade  wie  die  Elastizität  des  Kreiselmaterials  dürfte 
bei  den  gewöhnlichen  Versuchen  die  Elastizität  der  Unterlage  den 
Charakter  der  Kreiselbewegung  beeinflussen.  Man  bemerkt  sehr  häufig 
ein  Mitschwingen  der  Unterlage  (Tischplatte)^  das  sich  sowohl  dem  Ohre 
wie  dem  Tastsinn  deutlich  bemerkbar  macht.  Um  die  Schwingungen 
einer  Tischplatte  zu  erzeugen  und  zu  unterhalten^  ist  aber  Energie 
erforderlich.  Diese  mufs  auf  Kosten  der  Bewegungsenergie  des  Kreisels 
bestritten  werden  und  wird  teils  im  Innern  der  Tischplatte  durch  innere 
Reibung  etc.  in  Wärme  verwandelt  ^  teils  wird  sie  nach  aufsen  hin 
zerstreut,  indem  sich  die  Schwingungen  der  Tischplatte  auf  entferntere 
Gegenstände  (durch  die  Beine  des  Tisches  auf  den  Fufsboden  etc.)  je 
länger  je  mehr  übertragen.  Durch  das  Mitschwingen  der  Tischplatte 
wird  also  die  Kreiselbewegung  gedämpft.  Von  allen  übrigen  Energie 
verzehrenden  Kräften  (Reibung  etc.)  werden  wir  bei  der  folgenden  Dar- 
stellung natürlich  absehen.  Über  die  Schwingungsform  der  Tischplatte 
wollen  wir  die  Annahme  machen,  dafs  es  sich  um  transversale  Platten- 
schwingungen handelt,  bei  denen  etwa  die  Stützpunkte  der  Platte  auf 
den  Tischbeinen  festbleiben  und  jeder  Punkt  der  Platte  in  vertikaler 
Richtung  auf  und  ab  schwingt.  An  sich  ist  allerdings  auch  eine  hori- 
zontale Schwingung  der  Platte  9,1s  Ganzes  möglich,  wobei  die  Beine 
des  Tisches  wechselnde  Verbiegungen  erfahren  würden.  Wir  wollen 
aber  annehmen,  dafs  hauptsächlich  die  erstere  Form  der  Schwingung 
durch  unsern  Kreisel  ausgelöst  wird,  was  mit  den  gewöhnlichen  Ver- 
hältnissen des  Experimentes  in  Einklang  zu  sein  scheint. 

Um  das  Problem  mathematisch  zugänglich  zu  machen,  ersetzen 
wir  in  Gedanken  die  mitschwingende  Tischplatte  durch  einen  einzelnen 
Massenpunkt,  welcher  um  seine  natürliche  Gleichgewichtslage  0  in  ver- 
tikaler Richtung  beweglich  ist  und  nach  dieser  mittleren  Lage  durch 
eine  seiner  Entfernung  von  0  proportionale  Kraft  zurückgezogen  wird. 
Die  Gröfse  dieser  Kraft  sowie  die  Gröfse  der  Masse  wäre  durch  Ver- 
suche an  der  Tischplatte  folgendermafsen  festzustellen:  Man  messe  die 
vertikale  Ausbiegung  g  der  Tischplatte  an  der  Stelle  des  Auflagepunktes 
des  Kreisels  auf  Grund  einer  Belastung  K  und  berechne  daraus,  indem 
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man  Proportionalität  zwischen  Ausbiegung  und  Belastung  voraussetzt^ 
diejenige  Kraft  ft,  die  zur  Ausbiegung  S  =  1  (etwa  1  cm)  gebort. 
Ferner  bestimme  man  die  Dauer  der  freien  Schwingungen  r  der  Tisch- 
platte und  berechne  daraus  die  ^^reduzierte  schwingende  Masse^^  der 
Tischplatte  m  =  -r-—^'  Diese  reduzierte  Masse  ist  zugleich  die  Masse 
unseres  materiellen  Punktes,  den  wir  an  Stelle  der  Unterlage  substi- 
tuieren; die  Kraft,  mit  der  er  in  seine  mittlere  Lage  0  zurückgezogen 
wird,  ist  —  Ä;g.  Für  das  Folgende  ist  es  aber  unerläfslich,  auch  die 
Dämpfung  der  Schwingungen  der  Tischplatte  zu  berücksichtigen,  hervor- 
gerufen teils  durch  Energieverwandlung  im  Innern  der  Platte,  teils 
durch  Energiezerstreuung  nach  aufsen,  weil  hiervon  gerade  der  uns  inte- 
ressierende Verbrauch  an  Bewegungsenergie  des  Kreisels  abhängt.  Wir 
denken  uns  deshalb  auch  das  logarithmische  Dekrement  der  Schwing- 
ungen  der  Tischplatte  bestimmt  und  nennen  dasselbe  - — ;  darauf  schreiben 
wir  unserem  Massenpunkte  noch  eine  Kraft  zu,  die  seiner  Geschwindig- 
keit proportional  und  entgegengesetzt,  nämlich  gleich  —h^'  ist.  Die 
freien  Schwingungen  unseres  Massenpunktes  werden  alsdann  in  allen 
Stücken  den  freien  Schwingungen  der  Tischplatte  ähnlich.  Sie  sind 
durch  die  einfache  Gleichung  bestimmt: 
(1)  mt'^  +  H'  +H-0. 

Wie  aus  der  Einführung  der  Gröfsen  m,  7^,  k  hervorgeht,  ent- 
spricht allgemein  zu  reden  das  erste  Glied  dieser  Differentialgleichung 
der  Trägheit,  das  zweite  der  Dämpfung,  das  dritte  der  Elastizität  der 
Tischplatte.  Wollen  wir  ein  schematisches  Bild  unseres  für  die  Tisch- 
platte substituierten  Massenpunktes  haben,  so  können  wir  uns  etwa 
folgende  Vorrichtung  denken:  Eine  massenlose  Spiralfeder  von  verti- 
kaler Axe  ist  am  unteren  Ende  auf  einer  unnachgiebigen  Unterlage 
befestigt  und  trägt  am  oberen  Ende  den  Massenpunkt  m.  Die  Feder 
ist  durch  eine  Führungshülse  an  seitlichen  Ausbiegungen  behindert, 
kann  aber  in  vertikaler  Richtung  verlängert  oder  zusammengedrückt 
werden.  Der  Verlängerung  oder  Zusammendrückung  1  widerstrebt  sie 
dabei  mit  der  Kraft  +  Ä;  aufserdem  wirkt  im  Innern  der  Feder  oder 
an  der  Führungshülse  ein  der  Geschwindigkeit  proportionaler  Wider- 
stand, welcher  bei  der  Geschwindigkeit  1  die  Gröfse  —  h  hat.  Der 
am  oberen  Ende  der  Feder  befestigte  Massenpunkt  m  dient  seinerseits 
dem  unteren  Ende  der  Kreiselaxe  als  Stütze. 

Unter  dem  Einflufs  der  Kreiselbewegung  kommen  indessen  nicht 
die  durch  die  vorstehende  Differentialgleichung  beschriebenen  freien 
Schwingungen  unseres  Massenpunktes  (Tischplatte)  sondern  gewisse  er" 
zwungene    Schwingungen    zustande.      Bedeutet    B    die   Reaktion    oder 
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den  Druck  des  in  Bewegung  befindlichen  Kreisels  auf  die  Unterlage  in 
Tertikaler  Richtung,  so  gilt  für  diese  erzwungene  Schwingung  ersichtlich 

(1')  mr  +  H'  +  H-B. 

Die  Grröfse  von  R  folgt  aus  den  allgemeinen  Impulssätzen^  hier  aus 
dem  Satz  für  die  vertikale  Schwerpunktsgeschwindigkeit  des  Kreisels. 
Bedeutet  0  die  vertikale  Koordinate  des  Schwerpunktes^  von  dem  im 
Räume  festen  Punkt  0  aus  gezählt^  so  wird  die  Vertikalkomponente 
des  Einzelimpulses  (Schiebeimpulses)  Jf /;  ihre  Anderungsgeschwindig- 
keit  ist  gleich  der  Summe  der  in  vertikaler  Richtung  auf  den  Kreisel 
wirkenden  äufseren  Kräften,  d.  h.  der  Schwere  —  Mg^  wenn  M  die 
Kreiselmasse  ist,  und  dem  Gegendrucke  der  Unterlage  gegen  den  Kreisel 
—  B.     Man  hat  daher  die  Gleichung: 

et  t 
oder 

(2)  J?  ==  -  M{g  +  /') 

ähnlich  wie  in  dem  Anhange  zu  Kap.  VI  Gl.  (3)  pag.  515.  Aus  Gl.  (!') 
wird  daher 

(3)  mr  +  K  +  H  +M0'  +  Mg^O. 

Wir  unterscheiden  des  weiteren  zwischen  dem  im  Räume  festen 
Punkt  0  (der  natürlichen  Lage  unseres  Massenpunktes  m)  und  dem 
beweglichen  Punkte  P  (seiner  augenblicklichen  Lage  zur  Zeit  t^  die  mit 
dem  augenblicklichen  Auflagepunkte  des  Kreisels  auf  der  Unterlage  zu- 
sammenfällt), wobei  OP  gleich  g  ist.  Von  P  läuft  die  Figurenaxe,  die 
Knotenlinie  etc.  aus;  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  werden  wir  die  Euler- 
schen  Winkel  (p,  ijj,  ^  zählen.  Die  vertikale  Schwerpunktskoordinate  z 
wird,  wenn  E  den  Abstand  FS  des  Schwerpunktes  vom  Auflagepunkte 
bedeutet, 

(4)  ^  =  g  +  i7coS'9' 

zu  setzen  sein.     Gl.  (3)  kann  daher  auch  so  geschrieben  werden: 

(5)  {m  +  M)  r'  +  ht  +  n  +  ME £,cos^  +  Mg==0. 

Man  erkennt  aus  dieser  Gleichung,  wie  durch  Vermittelung  der  Reaktion 
R  die  Bewegung  des  Kreisels  mit  der  Bewegung  unseres  Massenpunktes 
m  „verkoppelt"  ist. 

Um  die  vollständigen  Bewegungsgleichungen  des  Problems  zu  erhalten, 
haben  wir  nunmehr  die  Drehung  des  Kreisels  um  den  (selbst  vertikal  be- 
weglichen) Auf  lagepunkt  P  zu  betrachten.  Als  äufsere  Kraft  kommt  hier- 
bei nur  die  Schwere  in  Betracht,  die  um  die  Knotenlinie  das  Moment 
Mg E sind'  giebt,   da  die  Reaktion  R  mit  Bezug  auf  P  das  Moment  0 
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hat  Hiernach  hemifst  sich  die  Änderung  des  Drehimpnlses.  Die  Be- 
rechnung der  Komponenten  des  letzteren  geschieht  nach  der  Regel  der 
Lagrangeschen  Grleichnngen:  Man  bilde  den  Ansdruck  der  lebendigen 
Kraft  und  bestimme  aus  diesem  die  Impulsboordinaten  durch  Differen- 
tiation nach  den  Geschwindigkeitskoordinaten. 

Der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  ist^  da  P  beweglich  ist^  von  dem 
üblichen  verschieden.  Wir  legen  zu  dem  im  festen  Punkte  0  kon- 
struierten Koordinatensystem  xy^  ein  paralleles  x^y^0^  durch  den  Punkt  P. 
Dann  gilt  für  die  Koordinaten  irgend  eines  Massenteilchens  Am  des  Kreisels 

x  =  x^,    y  =  y^,    0  =  0^  +  ty 
mithin 

Summiert  man  über  die  ganze  Masse  des  Kreisels^  so  darf  man  g'  vor 
das  Summenzeichen  ziehen.     Man  erhält  so 

y=Ti  +  f  r^  +  r  J'Am^;. 

Hier  ist  1\  die  lebendige  Kraft  des  Kreisels  bei  ruhendem  Auflage- 
punkte^  also  wie  früher 

Ferner  bedeutet  ^Am^^  die  vertikale  Schwerpunktskoordinate  in  dem 
System  x^y^0-^^,  multipliziert  in  die  Gesamtmasse  des  Kreisels;  man  hat 
also  ähnlich  wie  in  Gl.  (4): 

^Am0^  =  MEcos^,   ^Am%'  =  Jf^^cos^. 
Mithin  wird  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft: 
(6)  T-==  4  (^''  +  ^in'^r')  +  Y  {cp'  +  eoB^r?  +  f  V' 

Bezeichnet  man  jetzt  die  drei  Impulskomponenten  nach  den  Koordi- 
naten %  il^  und  ^  bezw.  mit  N^  n  und  [0]^  so  findet  man 

ie]  =  ^==Ä^'^  MEt'  sin d'. 

Die  beiden  ersten  Impulskomponenten  haben  dieselben  Werte  wie  bei 
festem  Stützpankte.    Setzt  man  für  diese  die  Lagrangeschen  Gleichungen 

in  der  Form: 

d    BT       dT 


■J,r.,—r.  --    0       etc. 

dt  ocp  ocp 


39' 
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an^  so  findet  man  wie  früher 

N  =  const.,    n  =  const. 
Dagegen  lautet  die  dritte  Lagrangesche  Grleichung^  nacli  dem  Schema: 

gebildet,  jetzt  folgendermafsen: 

A%^''  -  MEt,''  sin  ^  -  ME^'^'  cos  ^  -  |§  +  MEt,'^'  cos  .^ 
=  MgEBm%^. 

Der  Wert  von  dT^/dd"  wurde  z.  B.  in  §  4  dieses  Kapitels  61.  (4)  in 
eine  bequeme  Form  umgerechnet.  Setzt  man  ihn  in  die  vorige  Glei- 
chung ein,  streicht  die  zwei  gleichen  Glieder  der  linken  Seite  gegen 
einander  fort  und  dividiert  durch  siu'O',  so  ergiebt  sich: 

(8)  4^  +  (N-ncos»)(n-Ncos^  =  ME  (g  +  t"). 

Die  Wirkung  der  Beweglichkeit  des  Stützpunktes  oder,  wie  wir  sagen 
können,  seiner  „Koppelung^^  mit  der  nachgiebigen  Unterlage,  besteht 
hiernach  einfach  darin,  dafs  zu  der  Fallbeschleunigung  g  auf  der  rechten 
Seite  unserer  Gleichung  die  Beschleunigung  des  Auflagepunktes  hinzu- 
kommt. Die  Bewegung  um  den  vertikal  veränderlichen  Stützpunkt  ver- 
läuft also  ebenso,  wie  die  Bewegung  bei  festem  Stützpunkte,  wenn  man 
sich  im  letzteren  Falle  am  Schwerpunkt  aufser  der  Schwerkraft  Mg 
noch  die  veränderliche  Kraft  Mt,"  angebracht  denkt.  Indem  wir  diesen 
Gedanken  etwas  weiter  ausspinnen  und  gewissermafsen  umkehren,  können 
wir  sagen:  Die  Bewegung  des  schweren  Kreisels  um  einen  festen  Stütz- 
punkt verläuft  ebenso,  wie  die  Bewegung  eines  der  Schwere  nicht  unter- 
worfenen Körpers,  dessen  Stützpunkt  mit  der  konstanten  Beschleunigung 
g  in  gerader  Linie  fortgeführt  wird. 

Jedenfalls  enthält  Gl.  (8)  zusammen  mit  Gl.  (5)  die  vollständige 
analytische  Formulierung  unseres  Problems  und  liefert  über  die  gegen- 
seitige Verkettung  der  beiden  bewegten  Systeme,  Unterlage  und  Kreisel, 
den  erforderlichen  Aufschlufs.  Bemerken  wir  noch:  unser  Problem  hatte 
ursprünglich  vier  Grade  der  Freiheit,  entsprechend  den  vier  Lagenkoor- 
dinaten t,j  (p,  ij),  %".  Durch  die  beiden  Impulsgleichungen  n  =  const., 
N  ==  const.  sind  zwei  Freiheitsgrade  gewissermafsen  eliminiert,  so  dafs 
wir  nur  mehr  zwei  Unbekannte  ^  und  g  und  zwei  Bewegungsgleichungen 
(5)  und  (8)  übrig  behalten. 

Übrigens  hätten  wir  auch  die  Gl.  (5)  nach  dem  Schema  der  La- 
grangeschen Gleichungen  bilden  können,  wenn  wir  von  der  vollständigen 
lebendigen  Kraft   unseres    gekoppelten  Systems    T"^  =  T  +  y  ^'^   ^^^" 
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gegangen  wären  und  dementsprechend  die  folgende  Lagrangesche  Glei- 
chung gebildet  hätten: 

dt  ar      n       ^' 

Hierin  setzt  sich  die  auf  die  £- Koordinate  wirkende  äufsere  Kraft  K^ 
aus   den   drei  Teilen:  —  Ä;^,  —  h^',  —  Mg  zusammen.     Man  erhält  so: 

~  (iffg'  -  MJE^'^md^  +  mg')  ^-h^'-H-  Mg, 

was  ersichtlich  mit  (5)  übereinstimmt. 

Es  kommt  nun  darauf  an^  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (8)  weitere 
Schlüsse  zu  ziehen.  Hierbei  werden  wir  uns  von  der  Annahme  leiten 
lassen,  dafs  es  sich  um  Meine  Schwingungen  handelt.  Dies  lehrt,  was 
die  Unterlage  betrifft,  in  allen  Fällen  der  Augenschein;  was  die  Kreisel- 
bewegung betrifft,  bedeutet  unsere  Annahme,  dafs  wir  uns  auf  Be- 
wegungen vom  Charakter  der  pseudoregulären  Präcession  beschränken 
wollen.  Es  sind  hiernach  g  und  d"  dauernd  von  gewissen  mittleren 
Werten  ^^  und  d^^  wenig  verschieden,  so  dafs  die  Differenzen 

als  kleine  Gröfsen  behandelt  werden  können.  Ob  das  Gleiche  für  die 
Differentialquotienten 

z'  =  e;  0'  =  ^;  z",  0" 

gilt,  lassen  wir  dahingestellt,  da  bei  raschen  Schwingungen  (und  um 

solche   wird   es    sich   handeln)    die  Differentialquotienten  von  höherer 

Gröfsenordnung  wie  Z  und  0  selbst  sein  könnten. 

Bestimmen  wir  zunächst  die  schon  genannten  Mittelwerte  g^  und 

O'o   passend.      Diese    seien   gleich    den   möglichen   stationären   Werten 

unserer  beiden  Koordinaten,    also  gleich  denjenigen  Werten,   die  mit 

der  Annahme 

g' =  g'' =  ^' =  ^'' =  0 

nach  unsern  Gleichungen  verträglich  sind.  Nach  Gl.  (5)  und  (8)  er- 
giebt  sich 

(9)  H,  +  Mg  =  0, 

(10)  {N  -  n  cos  d^o)  (n  —  iVcos  '^'o)  =  ^P sin^  ^^ ; 

Sq  bedeutet,  wie  man  hiernach  sieht,  die  dauernde  Einsenkung  der 
Unterlage  unter  dem  Einflufs  des  Kreiselgewichtes  Mg  und  der  ela- 
stischen Widerstandsfähigkeit  'k  der  Unterlage.  Andrerseits  ist  d^^  die- 
jenige Neigung  der  Pigurenaxe,  unter  welcher  bei  gegebenem  N,  n  und 
P  =  Mg  JE  eine  genaue  reguläre  Präcession  möglich  ist.  Um  d^^  näher 
angeben  zu  können,  dividieren  wir  (10)  durch  N^  und  berücksichtigen,. 
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AP 
dafs  bei  der  pseudoregulären  Präcession  ~j^  klein  ist^   sowie   dafs   der 

Impuls  nahezu  in  die  Richtung  der  Figurenaxe  fällt.    Von  den  beiden 
Faktoren  linkerhand 

l-|.cos'9'o,     ^-cos'^o 

mufs  daher  einer^  nämlich  der  letztere^  klein  sein;  wir  setzen  ihn  gleich 
£j  finden  näherungs weise  für  den  ersten  Faktor 


1  -^  COS'^O 

=  sin^  -9-0=1 

und  berechnen  nach  (10) 

(11)      a  =  ^sin^^„=A|(l- 

AP  /.  __    n^\ 


n        AP 

N 


Diese  und  nur  diese  Neigung  der  Kreiselaxe  ist  bei  einem  nahezu  in 
die  Figurenaxe  fallenden  Impuls  verträglich  sowohl  mit  einer  völligen 
Ruhe  der  Unterlage  wie  mit  völliger  Schwankungslosigkeit  der  Figurenaxe. 
Nach  Einführung  der  neuen  Variabein  Z  und  0  vereinfachen  sich 
die  Gleichungen  (5)  und  (8)  bei  Vernachlässigung  einiger  offenbar 
relativ  kleiner  Glieder  wie  folgt: 

(12)  (m  +  M)  Z"  +  1%Z'  +  ÄZ  ==  ME  (cos'^o©''  +  sin^^o©")- 

(13)  4^  +  0  ^^  (!!ZLZ^^?/i^^  =.  MEr\ 

Hier  ist  noch  der  Faktor  von  0  in  (13)  auszuführen.  Da  der  zu 
differentiierende  Ausdruck  nach  (10)  gleich  P  ist^  kann  man  unter  An- 
wendung der  Regel  des  logarithmischen  Differentiierens  schreiben: 

d     in  —  JV cos  'O'o)  {N  —  n  cos  ^^ p  f      JV sin  -O-^  n  sin  %^  4 cos-O^^  | 

"ä^  Zsin^S^^  ""       1 5^  — iVcos^~   '  'N  —nomW^  ~~  ~^mW^  1  * 

Hier  ist  der  erste  Summand  in  der  {  }  der  rechten  Seite  das  Wesent- 
liche.    Derselbe  ist  nämlich  nach  (11)  gleich 

sin  -^Q  sin  ^^  N^ 

n  ^  s  ^  P  sin  -9^0  ^ 

^  -  cos  -O-o 

während  die  beiden  übrigen  Summanden^  die  zusammen  näherungsweise 
—  3cosO'o/sin'^Q  geben,  dagegen  vernachlässigt  werden  können.  Man 
kann  daher  Gl.  (13)  mit  hinreichender  Genauigkeit  so  schreiben: 

(14)  0    +  jT  0  -=  -J7  sm  d^^Z  . 

Dies  ist  eine  lineare  Differentidlgleiclmng  mit  honstanten  Koeffizienten 
zwischen    den   beiden   Unbekannten   0  und  Z.      Gl.  (12)    ist   dagegen 
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wegen  des  Gliedes  0'^  auf  der  rechten  Seite  nicht  linear.  Die  mathe- 
matische Behandlung  nicht  linearer  Gleichungen  stöfst  aber  auf  grofse 
Schwierigkeiten;  es  ist  daher  wünschenswert  nachzuweisen^  dafs  wir 
jenes  Glied  näher ungs weise  streichen  können. 

Betrachten  wir  zunächst  unsere  Gleichungen  (12)  und  (14)  unter 
der  Annahme^  dafs  die  Unterlage  völlig  unnachgiebig  sei  (&  =  oo, 
Z  =  Z'  =  Z''  =  0^  fcZ  unbestimmt).     Dann  geht  Gl.  (14)  über  in 

0''  +  5  0  -=  0 

und  intemert  sich  durch  0  =  ?^|-r^L    so    dafs    die    Periode    der 

Ö  &COS    M      j^ 

A 
Schwankungen  der  Kreiselaxe  gleich  2jr-^,   also  bei  grofsem  N  klein 

wird.  (Man  vgl.  hierzu  Kapitel  V  §  2,  Gl.  (15),  wo  dieselbe  Periode 
gefunden  wurde.)  Gl.  (12)  wird  in  diesem  Falle  nichtssagend,  da  wie 
bemerkt  ÄZ  unbestimmt  wird;  in  der  That  ist  jene  Gleichung  alsdann 
bei  der  Bestimmung  der  Bewegung  entbehrlich. 

Annähernd  wird  nun  auch  bei  etwas  nachgiebiger  Unterlage  die 
Periode  und  die  Form  der  Schwankung  der  Kreiselaxe  dieselbe  sein, 
wie  bei  völlig  starrer.  Jedenfalls  werden  wir,  um  die  Gröfsenordnung 
von  0'^  und  0''  in  Gl.  (12)  abzuschätzen,  den  Wert  von  0  bei  starrer 
Unterlage  zu  Grunde  legen  können.  Dann  erkennen  wir:  Wir  dürfen 
nicht  behaupten,  dafs  wenn  0  klein  ist,  d.  h.  wenn  die  Schwingungs- 
amplituden a  und  6  kleine  Zahlen  sind,  auch  0'  oder  gar  0''  klein 
seien,  weil  bei  der  Differentiation  der  grofse  Faktor  NjA  bezw.  N'^/Ä^ 
hinzutritt.  Wohl  aber  dürfen  wir  behaupten,  dafs  0'^  Mei7^  ist  gegen 
Q'\  da  sich  die  Sinus-  oder  Cosinusbestandteile  beider  im  Mittel  ver- 
halten wie  a^ :  a  oder  wie  &^ :  6.  Während  also  das  Glied  0'^  absolut 
genommen  grofs  sein  kann,  so  ist  es  doch  relativ  gegen  das  Glied  mit 
0''  belanglos.  Wir  schliefsen  daraus,  dafs  sein  Einflufs  auf  den  Ver- 
lauf der  Bewegung  klein  ist  und  halten  uns  dementsprechend  für  be- 
rechtigt, dasselbe  in  Gl.  (12)  zu  streichen. 

Dem  Folgenden  dürfen  wir  jetzt  die  zwei  linearen  DifPerential- 
gieichungen 

[  {M  +  m)  Z'  +  ÄZ'  +  ÄZ  =  ilf  J?sin^o0" 

^^^)  I  0''  +  §^0  =  ™?i^Z'' 

zu  Grunde  legen.  Ihre  Diskussion  geschieht  nach  bekannten  Regeln, 
die  bei  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  (vgl.  Kap.  V,  §  8) 
ständig  angewandt  werden. 
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Man  setze 

(16)  Z  =  Ge^',     0  -  Be^' 

und  bestimme  das  Verhältnis  der  beiden  Scbwingungsamplituden  C  und 
Bf  sowie  die  Scbwingungsfrequenz  l  durcb  Eintragen  der  vorstehenden 
Werte  in  die  Gl.  (15).  Dabei  ist  es  noch  nötig,  um  vergleichbare, 
d.  h.  gleichbenannte  Amplituden  in  der  Rechnung  zu  haben,  von  der 
Amplitude  des  Winkels  0  etwa  zu  der  Amplitude  des  Schwerpunkts- 
ausschlages oder,  was  noch  bequemer  sein  wird,  zu  der  Vertikalpro- 
jektion dieser  Amplitude  überzugehen.  Wenn  B  die  Amplitude  von 
0,  ist  die  Amplitude  der  Schwerpunktsbewegung  E  •  B  und  die  vertikale 
Projektion  derselben  Esind'QB.     Diese  setzen  wir  gleich 

(17)  D==jBsin#o5- 

Die  Gleichungen  (15)  lauten  nun,  nach  Eintragen  der  Werte  (16) 
und  (17): 

hierbei  wurden  die  Abkürzungen  benutzt: 

..    .  h  y  _        h  ^       M  _  ME^  ^in^^^ 


Man  bemerke  hierbei,  dafs  v  ebenso  wie  ^  eine  reine  Zahl  und 
zwar  ein  echter  Bruch  ist.  In  der  That  wird  nach  einem  bekannten 
Satz  über  Trägheitsmomente  das  Trägheitsmoment  Ä  für  den  Stütz- 
punkt gleich  dem  entsprechenden  Trägheitsmoment  für  den  Schwer- 
punkt vermehrt  um  ME^]  mithin  ist  ME^  <  Ä  und  daher  i;  <  1. 

Aus  den  Gl.  (18)  folgert  man: 

Die   beiden   letzten    Glieder    dieser   Gleichung   liefern   die  Bestimmung 
von  yl;    X  berechnet  sich    als    Wurzel    der    Gleichung   vierten    Grades ^ 

(21)  t,vk^  =  (a^  +  ^)  (A^  +  h'k  +  V), 

so  dafs  man  vier  mögliche  Werte  von  X  zur  Verfügung  hat,  die  wir 
X^,,.k^  nennen  und  von  denen  je  zwei  konjugiert  imaginär  sein  werden. 
Bei  der  Diskussion  der  Wurzeln  gehen  wir  von  der  naturgemäfsen 
Annahme  aus,  dafs  die  Unterlage  ziemlich  unnachgiebig  sei  (k  nicht 
mehr  oo,  aber  V  recht  grofs,  im  Besonderen  grofs  gegen  N^/Ä^). 
Dann  ist  nach  Gl.  (21)  notwendig 
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A^  +  2T  •  •  *  sehr  klein 

oder 

A  •  •  •  sehr  grofs 
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Indem  wir  zunächst  die  erste  Möglichkeit  betrachten  ^  setzen 
wir  >l^+ iV7-4^=  «;  berechnen  unter  Vernachlässigung  höherer  Potenzen 
von  £  zunächst  den  Wert  von  s  und  bestimmen  daraus  zwei  Wurzeln 
unserer  Gleichung^  deren  Näherungswerte  wir  A^  und  l^  nennen.  Wir 
finden: 


A^  + 


m  ^'äT^ 


oder,  da  h'  grofs  gegen  N^/Ä^,  die  rechte  Seite  also  klein  ist: 


mit  der  Abkürzung 


^==(Ä'~5)'+r 


Die  beiden  andern  Wurzeln  unserer  Gleichung  finden  wir  durch 
Verfolgen  der  Annahme:  A  sehr  grofs.  Wir  setzen  etwa  1/X  =  £ 
und  vernachlässigen  s^^  s'^.  Für  e  ergiebt  sich  aus  (21)  mit  Rück- 
sicht darauf,  dafs  /o'  grofs  gegen  N^/Ä^  sein  sollte,  die  quadratische 
Gleichung: 

ihre  Lösung  ist: 

Hieraus  ergeben  sich  die  beiden  folgenden  Wurzelwerte: 

Das  Wurzelpaar  (X^,  Ag)  läfst  sich  mit  dem  wenig  verschiedenen 
Wertepaar  ±iN/Ä  in  Vergleich  setzen,  welches  (s.  pag.  615)  den 
Schwingungen  der  Kreiselaxe  bei  völlig  unnachgiebiger  Unterlage  ent- 
spricht. Es  unterscheidet  sich  von  diesem  namentlich  durch  den 
reellen  Bestandteil 

_  1  i^  Z!  7/ 

der  als  Folge  der  dämpfenden  Wirkung  der  Unterlage  anzusehen  ist. 
Daneben  ist  auch  der  imaginäre  Teil  durch  das  Mitschwingen  der 
Unterlage  etwas  modifiziert.  Andrerseits  können  wir  das  Wurzel- 
paar  (A3,  A4)    mit   denjenigen   Wurzel  werten   vergleichen,   welche    den 
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Schwingungen  der  Unterlage  bei  Abwesenheit  des  Kreisels  nach  Gl.  (1) 
zukommen.  Man  erkennt  auch  hier  eine  Rückwirkung  des  Kreisels 
auf  die  Schwingungen  der  Unterlage,  eine  Rückwirkung,  die  sich 
übrigens,  wie  man  leicht  sieht,  am  einfachsten  als  eine  scheinbare  Ver- 
mehrung der  Masse  m  des  ursprünglichen  schwingenden  Systems  auf- 
fassen läfst. 

Von  hier  aus  können  wir  hinsichtlich  des  Charakters  der  ein- 
tretenden Bewegung  folgendes  schliefsen:  Jedenfalls  müssen  sich  die 
Schwingungen  sowohl  der  Kreiselaxe  wie  der  Unterlage  aus  Gliedern 
Yon  der  Form 

additiv  mit  konstanten  Koeffizienten  G-  und  B.,  deren  Verhältnis  durch 
Gl.  (20)  vorausbestimmt  ist,  zusammensetzen.  Dabei  werden  sich  die 
konjugierten  Exponentialgröfsen  paarweise  zu  trigonometrischen  Funk- 
tionen vereinigen  und  zusammen  je  eine  Schwingungszahl  und  einen 
Dämpfungsfaktor  definieren.  Insbesondere  bestand  die  Schwingung  der 
Kreiselaxe,  wenn  wir  von  der  Einwirkung  der  Unterlage  absehen,  aus 
ungedämpften,  rein  periodischen  Schwingungen  von  der  Schwingungs- 
zahl N/2  7t  Ä.  Durch  die  Mitwirkung  der  Unterlage  wird  diese  ScJiwingungs- 
mhl  etwas  abgeändert,  die  Schwingung  ^vird  überdies  gedämpft,  so  dafs  sie  all- 
mählich absterben  mufs;  dann  aber  überlagern  sich  den  genannten  noch  andere 
gedämpfte  Schwingungen,  die  unter  Voraussetmng  einer  ziemlich  unnach- 
giebigen Unterlage  (Je'  >  N^/Ä^)  wesentlich  höhere  Schwingungsmhl  haben. 
Andrerseits  sind,  solange  wir  von  der  anregenden  Wirkung  des  Kreisels 
auf  die  Unterlage  absehen,  die  natürlichen  Schwingungen  der  Unter- 
lage gedämpfte  Schwingungen  von  sehr  grofser  Schwingungszahl.  Durch 
die  Mitwirkung  des  Kreisels  wird  ihre  Schwingungsmhl  sowie  ihre 
Dämpfung  ebenfalls  etwas  abgeändert  und  es  überlagern  sich  diesen 
Schwingungen  noch  Vibrationen  von  geringerer  Schwingungsmhl,  deren 
Periode  in  der  Nähe  der  natürlichen  Schwingungsperiode  der  Kreisel- 
axe liegt 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  die  langsamere  der  beiden  Schwingungen, 
die  der  Eigenschwingung  der  Kreiselaxe  naheliegt,  in  der  Bewegung  des 
Kreisels  deutlicher  zum  Ausdruck  kommen  wird,  wie  in  der  Bewegung 
der  Unterlage  und  dafs  umgekehrt  die  schnellere  Schwingung,  die  wir 
mit  der  Eigenschwingung  der  Unterlage  verglichen  hatten,  in  den 
Schwankungen  der  Unterlage  stärker  ausgeprägt  sein  wird,  wie  in 
denen  des  Kreisels.  In  der  That  zeigt  Gl.  (20),  dafs  für  unser  erstes 
Wurzelpaar  X  =  ^^  oder  A  =  Ag,  für  welches  X^  +  N^/Ä^  klein  ist, 
auch  C  klein  gegen  D  ist;  dafs  dagegen  für  das  zweite  Paar  1  =  1^ 
oder   A  =  A4,   für  welches    l^+Kl  +  lc,   wie  man  leicht  nachrechnet, 
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gleich  ^vX^  ist,  G  gleicli  D/v  wird,  also  gröfser  als  D  sein  mufs. 
Jedes  unserer  'beiden  Systeme ,  Kreisel  und  Unterlage,  schwingt  in  der- 
jenigen Periode  stärker  ^  die  ihm  die  natürlieliere  ist. 

In  der  Beobachtung  macht  sich  namentlich  der  Umstand  geltend, 
dafs  die  Schwingungen  des  mit  der  Unterlage  gekoppelten  Kreisels 
gedämpfte  Schwingungen  sind.  Er  zeigt  sich  darin,  dafs  die  kleinen 
Schwankungen  der  pseudoregulären  Präcession  bald  absterben  und  dafs 
die  stationäre  Bewegung  der  reinen  regulären  Präcession  (Z  =  0,  0  =  0 
oder  in  unseren  früheren  Koordinaten  geschrieben  S  =  So;  '^=='^0)  '^^ 
Endzustand  angestrebt  wird.  Wir  sahen  übrigens  früher,  dafs  auch 
andere  dissipative  Einflüsse  (Reibung  im  Stützpunkte)  in  ähnlicher 
Weise  auf  eine  Abnahme  der  Nutationen  und  auf  eine  Vereinfachung 
des  Bewegungsvorganges  hinwirkten.  Jedenfalls  aber  kommt  dem  Mit- 
schwingen der  Unterlage  in  dem  nunmehr  erläuterten  Sinne  bei  dieser 
Erscheinung  eine  wesentliche  Rolle  zu. 

§  10.     Anhang.     EinfLufs   der  Beibung   auf  den  in   der  Horizontal- 
ebene spielenden  Kreisel. 

In  dem  Anhange  zum  vorigen  Kapitel  haben  wir  die  Bewegung 
des  auf  der  Horizontalebene  frei  beweglichen  Kreisels  unter  Absehung 
von  der  Reibung  behandelt.  Indessen  mufsten  wir  zum  Schlufs  jenes 
Anhanges  darauf  hinweisen,  dafs  die  wirklich  zu  beobachtenden  Be- 
wegungen mit  der  dort  gefundenen  nur  eine  entfernte  Ähnlichkeit  haben. 
Der  Grund  liegt  natürlich  darin,  dafs  die  Reibung,  die  wir  dort  ver- 
nachlässigt hatten,  nicht  eigentlich  eine  sekundäre  korrigierende  Be- 
deutung hat,  sondern  dafs  sie,  man  mag  die  Unterlage  noch  so  glatt 
herstellen  wie  man  wolle  (Spiegelglasscheibe),  für  den  Charakter  der 
Bahnkurve  in  erster  Linie  mafsgebend  ist. 

Da  sich  nun  die  Bahnkurve  des  horizontal  beweglichen  Kreisels 
besonders  gut  beobachten  läfst  (s.  u.),  da  sie  ferner  wegen  ihrer  gesetz- 
mäfsigen  und  schönen  Gestalt  ein  besonderes  Interesse  beanspruchen 
darf,  so  müssen  wir  wünschen,  unsere  früheren  Betrachtungen  durch 
Berücksichtigung  der  Reibung  soweit  zu  vervollständigen,  dafs  sie  zur 
allgemeinen  Erklärung  der  wirklichen  Erscheinungen  geeignet  werden. 
Allerdings  werden  wir  hierbei  von  quantitativen  Berechnungen  im  Sinne 
von  §  4  und  5  dieses  Kapitels  absehen  und  den  Einfiufs  der  Reibung 
nur  qualitativ  diskutieren;  ferner  werden  wir  von  einer  erneuten  Dis- 
kussion des  Luftwiderstandes  etc.  absehen,  da  dieser  neben  der  gleitenden 
Reibung  an  Wichtigkeit  zurücktritt. 

Auch  von  dem  jetzigen  Problem  gilt  die  Bemerkung,  die  wir 
früher   für    die   Reibungswirkungeu    überhaupt    gemacht   haben:    dafs 
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scheinbar  geringfügige  Nebenumstände  den  Charakter  der  Bewegung 
stark  beeinflussen  können.  So  ist  es  durchaus  nicht  gleichgültig,  ob 
z.  B.  die  auf  der  Unterlage  gleitende  Spitze  mehr  oder  minder  zu- 
geschärft ist,  ob  die  Unterlage  gröfsere  oder  geringere  Unebenheiten 
hat  und  Ähnliches.  Besonders  deutlich  tritt  die  Wirkung  solcher  Ver- 
hältnisse bei  einer  Erscheinung  hervor,  die  wir  bei  Benutzung  einer 
Stahlspitze  oft  zu  beobachten  Gelegenheit  hatten  und  die  wir  als  den 
Vorgang  des  ,,Einwurzelns"  bezeichnen  möchten:  Die  Kreiselspitze 
gerät  in  irgend  eine  für  das  blofse  Auge  kaum  erkennbare  Vertiefung 
der  Unterlage,  in  der  sie  weiterhin  festgehalten  wird;  der  Kreisel  spielt 
nicht  mehr  auf  der  horizontalen  Ebene,  sondern  wird  durch  eine  Art 
unsichtbarer  Pfanne  gezwungen,  sich  um  einen  festen  Punkt  wie  bei 
unserem  ursprünglichen  Kreiselproblem  zu  drehen.  Wann  und  wie 
dieses  Einwurzeln  statthat,  läfst  sich  im  Voraus  nicht  bestimmen.  Nur 
soviel  ist  a  priori  klar  und  wird  durch  die  Beobachtung  bestätigt, 
dafs  eine  zugeschärfte  Spitze  sich  leichter  einbohrt,  wie  eine  ab- 
gerundete, die  über  vorhandene  Vertiefungen  der  Unterlage  ev.  hin- 
weggleitet, dafs  eine  rauhe  und  weiche  Unterlage  (Papier  und  be- 
sonders Pappe)  für  die  gedachte  Wirkung  günstiger  ist,  wie  eine  harte 
und  glatte  Unterlage  (Glasscheibe),  ja  daß  eine  berufste  Glasscheibe,  auf 
deren  Oberfläche  der  Kreisel  selbst  durch  Zusammenhäufung  des  Rufses 
Unebenheiten  herstellt,  wieder  günstiger  ist  wie  eine  unberufste  Scheibe; 
dafs  ferner  bei  nahezu  aufrechter  Stellung  von  Figuren-  und  Drehaxe 
ein  Einwurzeln  häufiger  stattfindet  wie  bei  stärker  geneigter  Axe,  weil 
im  ersten  Falle  die  zur  Hemmung  des  Auflagepunktes  erforderlichen 
Seitenkräfte  kleiner  sind  und  daher  leichter  von  del*  Unterlage  her- 
gegeben werden  können,  wie  im  letzteren  Falle,  dafs  endlich  diese  und 
andere  Unregelmäfsigkeiten  in  der  Bewegung  um  so  leichter  eintreten 
können,  je  kleiner  die  Abmessungen  und  die  Massen  des  Kreisels  sind, 
je  kleiner  der  ursprünglich  erteilte  Impuls  war  oder  je  mehr  derselbe 
im  Laufe  der  Bewegung  abgenommen  hat.  Im  Folgenden  werden  wir 
diese  Erscheiniping  des  Einwurzeins,  über  die  sich  theoretisch  nicht  viel 
sagen  läfst,  ausschliefsen;  wir  setzen  also  eine  hinreichend  abgerundete 
Spitze  auf  hinreichend  ebener  und  regelmäfsiger  Unterlage  voraus. 

Wir  wollen  nun  den  allgemeinen  Bewegungsverlauf  schildern,  wie 
er  unter  dieser  Einschränkung  beobachtet  wird.  Da  fällt  zunächst, 
im  Gegensatz  zu  den  Ergebnissen  unserer  früheren  reibungsfreien  Be- 
trachtungen, ins  Auge,  dafs  die  Horizontalprojektion  des  Schwerpunktes 
sich  nicht,  wie  früher  behauptet  wurde,  auf  gerader  Linie  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  bewegt  (entsprechend  einer  dem  Schwerpunkt  anfänglich 
erteilten  horizontalen  Geschwindigkeit),  bez.  dafs  (bei  der  anfänglichen 
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horizontalen  Schwerpunktsgeschwindigbeit  Null)  der  Schwerpunkt  nicht 
auf  einer  festen  Vertikalen  bleibt,  sondern  dafs  er  vielmehr  kreisförmige 
Bahnen  beschreibt,  die  ungefähr  der  Bahn  des  Stützpunktes  auf  der  Unter- 
lage folgen.  Es  fällt  ferner  ins  Auge,  dafs  die  Bahn  des  Stützpunktes, 
die  wir  früher  als  Kreis  mit  aufgesetzten  Zacken  beschrieben,  im  Mittel 
nicht  einen  konstanten  Radius  hat,  sondern  dafs  sich  ihr  Radius  in 
der  Regel  verkleinert,  unter  Umständen,  namentlich  gegen  Ende  der 
Bewegung,  allerdings  sich  gelegentlich  auch  erweitert.  Die  Bahnkiirve 
des  Stützpunktes  und  ebenso  die  des  Schwerpunktes  ist  also  jetzt  als  eine 
meist  sich  verengende  Spirallinie  zu  beschreiben.  Die  einzelnen  Win- 
dungen der  Spirallinie  legen  sich  in  der  Regel  nicht  ineinander, 
sondern  mehr  oder  weniger  nebeneinander,  was  auf  die  Deutlichkeit 
der  entstehenden  Figur  sehr  günstig  wirkt.  Die  Spirallinie  erscheint 
daher  in  einer  gewissen  Richtung  seitlich  auseinandergezogen.  Man 
könnte  in  dieser  Erscheinung  die  Folge  einer  dem  Schwerpunkt 
ursprünglich  erteilten  Anfangsgeschwindigkeit  erblicken  wollen;  in- 
dessen lehrt  die  Beobachtung  in  unzweideutiger  Weise,  dafs  es  sich 
hierbei  lediglich  um  die  Wirkung  geringer  Neigungen  und  Unregel- 
mäfsigkeiten  der  Unterlage  handelt.  In  der  That  konnten  wir  durch 
absichtliches  Schiefstellen  der  Unterlage  eine  beliebig  starke  Aus- 
einanderziehung der  Spirallinie  bewirken;  die  Richtung,  in  der  die 
Windungen  der  Spirale  fortschreiten,  fällt  dabei  nicht  mit  der  Richtung 
gröfster  Neigung  auf  der  Unterlage  zusammen,  sondern  weicht  vermöge 
der  Kreiselwirkung  in  bestimmtem  Sinne  von  jener  ab.  Hinsichtlich 
der  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  die  aufeinander  folgenden 
Kreise  der  Bahnkurve  durchlaufen  werden,  der  „Präcessionsgeschwin- 
digkeit^^,  lehrt  die  Beobachtung  in  unzweideutiger  Weise,  dafs  diese  im 
Verlauf  der  Bewegung  etwas  zunimmt,  dafs  wir  es  also  mit  einer  etwas 
beschleunigten  Präcession  zu  thun  haben.  Endlich  wollen  wir  noch 
als  ein  allgemeines  Ergebnis  der  Beobachtung  erwähnen,  dafs  die  Nu- 
tationen  der  Kreiselaxe,  welche  zu  den  Auszackungen  der  Bahnkurve 
des  Stützpunktes  Anlafs  geben  und  dadurch  viel  zu  dem  eigenartig 
interessanten  Eindruck  dieser  Kurve  beitragen,  bei  den  Expe;rimenten 
ihrer  Gröfse  nach  immer  sehr  gering  sind,  so  dafs  sie  den  gleich- 
mäfsigen  Verlauf  der  Bahnkurve  nur  unwesentlich  unterbrechen.  Wäh- 
rend wir  also  im  vorigen  Kapitel  auf  die  Nutationen  der  Krei  selaxe 
besonderen  Wert  legten  und  sie  durch  trigonometrische  Funktionen 
annäherten  (bei  strengerer  Rechnung  wären  sie  durch  elliptische  oder 
gar  hyperelliptische  Integrale  darzustellen),  werden  wir  jetzt  bei  Be- 
sprechung der  Beobachtungen  von  diesen  Nutationen  überhaupt  ab- 
sehen. 
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Zum  Beleg  für  die  vorstehende  Scililderung  der  za  beobachtenden 
Vorgänge  geben  wir  in  den  nachstehenden  Figuren  zwei  Beispiele  von 
Bahnkurven  des  Stützpunktes  zweier  verschiedener  Kreisel^  welche  beide 


Fig.  91. 


Fig.  92. 


selbstthätig  aufgezeichnet  und  alsdann  photographisch  reproduziert 
wurden^  so  dafs  sie  als  unmittelbare  Beobachtungsdokumente  gelten 
können. 

Die  erste  derselben  wurde  uns  von  Lord  Kelvin  gütigst  zur  Ver- 
fügung gestellt.  Er  liefs  sie  entstehen^  indem  er  auf  dem  Zeichenpapier 
einen  Kreisel  spielen  liefs,  der  nach  unten  hin  in  einen  Bleistift 
auslief.  Wir  sehen  hier  die  allmähliche  Verengerung  der  Bahn  des 
Stützpunktes,  wie  sie  oben  beschrieben  wurde.  Die  einzelnen  Windungen 
der  spiraligen  Bahnkurve  legen  sich  in  der  Figur  von  links  nach  rechts 
neben  einander.     Die   Verkleinerung   des  Krümmungsradius  der  Bahn 
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hält  in  diesem  Beispiele  bis  zum  Schlüsse  an^  wo  der  Impuls  bereits 
stark  geschwächt  ist  und  die  Linienführung  der  Bahn  etwas  unsicher 
und  unregelmäfsig  wird.  Die  Kurve  läuft  schliefslich  in  einige  ge- 
setzlose Zacken  aus^  die  dem  Umfallen  des  Kreisels  entsprechen.  Über 
eine  geeignete  Herstellungsweise  solcher  selbstregistrierender  Kreisel 
berichtet  C.  Barus*). 

Wir  selbst  fanden  es  beim  Studium  dieser  Erscheinungen  bequem^ 
eine  berufste  Spiegelglasplatte  als  Unterlage  zu  benutzen^  auf  der  sich 
die  Spur  des  Kreisels  deutlich  markiert^  oder^  wo  wir  eine  stärkere 
Reibungswirkung  wünschten,  berufstes  Schreibpapier.  Als  Kreisel  dienten 
uns  einige  kleine ,  ziemlich  leichte  Uhrrädchen  mit  Axe  (Abstand  des 
Radmittelpunktes  vom  Stützpunkt  ca.  1  cm,  Durchmesser  des  Rädchens 
5  cm,  Gewicht  15  gr,  die  stählerne  Auflagespitze  bei  den  verschiedenen 
Exemplaren  mehr  oder  minder  zugeschärft).  Von  einem  solchen  Kreisel 
ist  unsere  zweite  Figur  auf  einer  berufsten  Glasplatte  aufgezeichnet;  die 
hier  gegebene  Reproduktion  ist  das  Negative  des  Originals,  bei  dem 
sich  die  Bahnkurve  als  helle  Linie  auf  dem  dunkeln  Grunde  des  Rufses 
abhebt.  Unsere  zweite  Figur  zeigt  deutlichere  Nutationen  wie  die 
erste,  im  Übrigen  läfst  sie  wieder  die  Spiralform  der  Bahnkurve  und 
eine  gewisse  Seitenverschiebung  erkennen,  die  namentlich  gegen  Ende 
der  Bewegung  als  ein  schon  ziemlich  unregelmäfsiger  Auslauf  in  die 
Augen  fällt. 

Nachdem  wir  uns  in  solcher  Weise  durch  das  Experiment  vor- 
urteilslos orientiert  haben,  gehen  wir  nun  an  die  theoretische  Er- 
klärung des  Beobachteten. 

Entsprechend  der  durch  die  Beobachtung  festgestellten  Gering- 
fügigkeit der  Nutationen  werden  wir  über  den  Charakter  der  Bewegung 
die  vereinfachende  Annahme  machen,  dafs  dieser  in  jedem  Augenblick 
als  präcessions-ähfilich  angesehen  werden  kann.  Unter  einer  regulären 
Präcession  soll  dabei  jetzt  eine  Bewegung  verstanden  werden,  bei  der 
die  Pigurenaxe  unter  einem  konstanten  Winkel  d^  gegen  die  Vertikale 
geneigt  ist  und  bei  der  sowohl  der  Schwerpunkt  wie  der  Stützpunkt 
des  Kreisels  je  einen  Kreis  mit  konstanter  Geschwindigkeit  um  die- 
selbe vertikale  Gerade  beschreiben.  Präcessions-ähnlich  wird  eine  Be- 
wegung entsprechend  dann  heifsen,  wenn  der  Neigungswinkel  d"  nur 
langsam  veränderlich  ist  und  wenn  die  Bahnen  von  Stützpunkt  und 
Schwerpunkt  nahezu  kreisförmige  und  nahezu  gleichförmig  durchlaufene 
Spiralen  werden. 

Hinsichtlich  der  Gestalt  des  Kreisels  an   der  Unterstützungsstelle 
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mögen  die  beim  Kreisel  mit  festem  Punkte  (§  3)  eingeführten  Vor- 
stellungen gültig  bleiben:  das  untere  Ende  des  Kreisels  laufe  in  eine 
Halbkugel  von  kleinem  Radius  q  aus;  der  tiefste  Punkt  der  Halbkugel^ 
welcher  kein  individueller  Kreiselpunkt  ist  sondern  in  jedem  Augen- 
blicke wechselt,  ist  der  Stützpunkt  P.  Während  der  senkrecht  über 
P  gelegene  Mittelpunkt  0  der  Halbkugel  in  §  3  ein  fester  Punkt  war, 
beschreibt  derselbe  jetzt  bei  der  regulären  Präcession  einen  Kreis. 
Legen  wir  durch  P  eine  Ebene  senkrecht  zur  augenblicklichen  Rotations- 
axe,  so  schneidet  diese  unsere  Halbkugel  in  einem  Kreise,  den  wir 
den  „Stützkreis^^  nennen  können;  die  sämtlichen  Punkte  dieses  Kreises 
werden  nämlich,  sofern  die  augenblickliche  Rotationsaxe  im  Kreisel 
nicht  zu  schnell  wechselt,  nach  einander  die  Rolle  des  Stützpunktes  über- 
nehmen, indem  sie  durch  die  Rotation  nach  einander  in  die  Lage  des 
tiefsten  Punktes  der  Halbkugel  übergeführt  werden. 

Als  Gesetz  der  Reibung  —  es  soll  sich  lediglich  um  gleitende 
Reibung  handeln  ~  legen  wir  wieder  das  Coulombsche  Gesetz  (§  2) 
zu  Grunde.  Der  Reibungswiderstand  W  im  Stützpunkte  ist  dann  eine 
horizontale  Kraft  von  der  Gröfse  ^iM,  wenn  P  den  Gegendruck  der 
Unterlage  gegen  den  Kreisel  bedeutet.  Letzterer  ist,  wie  pag.  515 
auseinandergesetzt  wurde,  allgemein  gleich  M{g  +  /'),  wo  z'  die 
Schwerpunktsbeschleunigung  bedeutet;  im  besonderen  wird  also  bei 
einer  präcessions-ähnlichen  Bewegung  hinreichend  genau: 

(1)  B  =  Mg,      W=iiMg. 

Richtung  und  Sinn  des  Reibungswiderstandes  hängen  von  der  Richtung 
des  Gleitens  im  Stützpunkte  ab.  Um  letztere  zu  bestimmen,  werden 
wir  vorübergehend  den  Mittelpunkt  0  der  genannten  Halbkugel  zum 
„Bezugspunkte^^  wählen  und  die  Bewegung  des  Kreisels  in  eine  Parallel- 
verschiebung, deren  Geschwindigkeit  mit  der  Geschwindigkeit  des 
Punktes  0  übereinstimmt,  und  eine  Drehung  um  eine  Axe  durch  0 
zerlegen.  Der  Punkt  P  erhält  auf  diese  Weise  die  beiden  Geschwindig- 
heiten  v  und  F;  v  sei  die  Geschwindigkeit  der  Parallelverschiebung, 
oder  die  Geschwindigkeit  von  0,  V  diejenige  Geschwindigkeit,  die  P 
vermöge  der  Drehung  um  0  erhält.  Fällt,  wie  wir  annehmen  wollen, 
die  augenblickliche  Drehaxe  durch  0  nahezu  mit  der  Pigurenaxe  zu- 
sammen, so  liegt  die  Richtung  von  V  nahezu  senkrecht  zur  Piguren- 
axe und  es  wird  die  Gröfse  von  V  gleich  dem  senkrechten  Abstand 
des  Punktes  P  von  der  Pigurenaxe,  d.  i.  gleich  q  sin  %"  multipliziert 
mit  der  augenblicklichen  Drehgeschwindigkeit  des  Kreisels  um  0.  Die 
Richtung  des  Gleitens  wird  dann  durch  geometrische  Zusammensetzung 
der  beiden  Geschwindigkeiten  v  und  V  gefunden  —  durch  geometrische, 
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nicht  durch,  algebraische  Zusammensetzung^  weil^  wie  wir  sehen  werden^ 
die  Richtungen  Yon  v  und  V  notwendig  gegen  einander  geneigt  sind. 
Man  wird  nun  drei  Fälle  unterscheiden  können ,  nämlich 

1)    V>v,      2)    V^v,      3)    r<v. 

Fall  1)  wird  bei  rascher  Rotation  des  Kreisels  der  normale  sein; 
je  gröfser  nämlich  die  Rotation^  um  so  gröfser  wird  die  der  Rotation 
entsprechende  Geschwindigkeit  V  des  Stützpunktes  und  um  so  kleiner 
wird^  nach  den  Resultaten  bei  der  reibungsfreien  Bewegung  zu  urteilen^ 
die  Präcessionsgeschwindigkeit  und  daher  auch  die  Geschwindigkeit  v 
werden.  Bei  hinreichend  starker  Rotation  wird  man  sogar  v  gegen  V 
yernachlässigen  und  die  Richtung  des  Gleitens  mit  der  Richtung  von  V 
identifizieren  können. 

Fall  3)  wird  sich  einstellen,  wenn  im  Verlaufe  der  Bewegung  die 
Eigenrotation  durch  die  Reibung  bereits  beträchtlich  geschwächt  ist. 
Dann  ist  die  Geschwindigkeit  v  für  die  Bestimmung  der  Gleitrichtung 
mafsgebend. 

Im  Grenzfalle  2)  findet^  wenn  wir  die  Gleichung  V=v  nicht  nur 
als  eine  Bedingung  für  die  Gröfse^  sondern  auch  für  die  Richtung  der 
(in  entgegengesetztem  Sinne  zu  zählenden)  Geschwindigkeiten  v  und  F 
auffassen,  überhaupt  kein  Gleiten  statt.  Bei  entgegengesetzter  Gleich- 
heit von  V  und  V  ist  nämlich  der  augenblickliche  Stützpunkt  in  rela- 
tiver Ruhe  zur  Unterlage;  es  rollt  dann  der  augenblickliche  Stützkreis 
ohne  Gleiten  auf  der  Unterlage  ab.  Ob  aber  im  Verlauf  der  Bewegung 
dieser  Grenzfall  sich  überhaupt  vorübergehend  realisiert,  ist  zweifel- 
haft und  hängt  von  den  Anfangsbedingungen  ab. 

Wir  untersuchen  zunächst  den  normalen  Fall  1)  des  Näheren. 

In  Fig.  93  haben  wir  diejenigen  Kreise  verzeichnet,  welche  der 
Schwerpunkt  S  und  der  Punkt  0  nach  Voraussetzung  bei  der  präcessions- 
ähnlichen  Bewegung  annähernd  beschreiben.  Beide  Kreise  sind  durch 
senkrechte  Projektion  in  die  den  Kreisel  tragende  Horizontalebene  ver- 
legt. Die  Rotation  finde  annähernd  um  die  Figurenaxe  im  Sinne  des 
Uhrzeigers  statt.  Die  Projektion  des  im  Schwerpunkte  konstruierten 
Drehimpulses  auf  diese  Axe  sei  dementsprechend  N>  0,  Dann  findet 
auch  die  Präcession  des  Stützpunktes  von  oben  gesehen  im  Uhrzeiger- 
sinne statt.  Letzteres  können  wir  aus  unseren  früheren  Ergebnissen 
bei  Vernachlässigung  der  Reibung  entnehmen.  Die  Winkelgeschwindig- 
keit ijj'  der  Knotenlinie,  welche  zugleich  die  Winkelgeschwindigkeit 
bedeutet,  mit  der  der  Stützpunkt  um  die  (bei  unserer  früheren  Be- 
trachtung feste)  Vertikale  durch  den  Schwerpunkt  rotiert,  hatte  (s.  z.  B. 
Gl.  (31)  von  pag.  526)  im  Mittel  den  Wert 
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t' 


JP 


MgE 


ist  also  positiv  bei  positivem  N.  Sicherlich  wird  der  Sinn  der 
Präcessionsbewegung  durch  die  Reibung  nicht  umgekehrt  werden 
können.     Hierdurch  ist  die    der  Bahn  Yon    0  in  Fig.  93  beigegebene 


Fig.  93. 

Pfeilrichtung  gerechtfertigt.  Dieselbe  Pfeilrichtung  kommt  ersichtlich 
auch  der  Schwerpunktsbahn  zu.  Wir  werden  aber  auch  die  Gröfse 
der  in  (2)  genannten  Präcessionsgeschwindigkeit  auf  den  vorliegenden 
Fall  übertragen  dürfen^  da  die  Reibung  auf  dieselbe  nur  einen  in- 
direkten Einflufs  (durch  Verkleinerung  von  N)  hat. 

Die  oben  eingeführten  Geschwindigkeiten  v  und  V  sind  jetzt  nach 
Richtung  und  Gröfse  leicht  angebbar.  v  hat  die  Richtung  der  an  die 
Bahn  von  0  im  Punkte  P  gelegten  Tangente  und  ist  in  unserer  Figur 
von  P  aus  nach  hinten  gerichtet.  V  liegt  ungefähr  senkrecht  zur 
Figurenaxe  und  ist  bei  dem  festgesetzten  positiven  Rotationssinn  in 
unserer  Figur  nach  vorne  gerichtet.    Der  Gröfse  nach  ist^  wenn  r^  den 

Radius  der  Bahn  von  0  bedeutet, 

Mg  JE 


(3) 


V  =  r^il^'  =  r^- 


N 


Ferner  folgt  aus  dem  Eigenimpuls  N  die  Gröfse  der  Rotation  um  die 
Figurenaxe  gleich  N/C  (C  ==  Trägheitsmoment  um  die  Figurenaxe)  und 
hieraus  nach  obigem  angenähert: 
(4)  F-^sin^^-^. 
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Wir  setzen  voraus,  dafs  niclit  nur,  entsprechend  der  Bedingung  des 
Falles  1),  V  gröfser  als  v^  sondern  dafs  V  grofs  gegen  v  sei.  Dies 
besagt  nach  (3)  und  (4) 

(ö)  ^^    -^^    ejrols  ffesen    — ~^- 

Bei  hinreichend  grofsem  Eigenimpuls  und  hinreichend  schräger  Piguren- 
axe  wird  diese  Bedingung  in  der  That  erfüllt  sein. 

Zugleich  mit  V  steht  unter  der  Annahme  (5)  auch  der  Reibungs- 
widerstand W  annähernd  senkrecht  auf  der  Pigurenaxe;  dem  Sinne 
nach  ist  er  in  unserer  Figur  nach  hinten  gerichtet.  Mit  der  Gröfse 
und  Richtung  von  W  hängt  aber  die  Schwerpunktsbewegung  aufs 
engste  zusammen.  Da  nämlich  W  die  einzige  horizontale  Kraft  ist, 
die  auf  den  Kreisel  wirkt,  so  ist  die  Horizontalbeschleunigung  des 
Schwerpunkts  zu  W  parallel  und  gleich  W/M  =  ^g  (s.  Gl.  (1)).  Be- 
schreibt, wie  wir  annahmen,  der  Schwerpunkt  nahezu  einen  Kreis  mit 
annähernd  konstanter  Geschwindigkeit,  so  ist  die  Schwerpunkts- 
beschleunigung nahezu  zentripetal,  also  senkrecht  gegen  die  Kreis- 
peripherie nach  innen  gerichtet.  Da  diese  Richtung  andrerseits  genau 
parallel  zur  Richtung  von  W  und  daher  nahezu  senkrecht  zur  Richtung 
der  Figur enaxe  steht,  so  folgt,  dafs  die  ProjeMion  der  Figur enaxe  auf 
die  tragende  Horisontalebene  den  SehwerpunMsJcreis  nahem  tangieren 
mufs.  Und  zwar  entspricht  von  den  beiden  Tangenten,  die  in  Fig.  93 
von  der  augenblicklichen  Lage  von  P  an  den  Schwerpunktskreis  ge- 
legt werden  können,  offenbar  die  ausgezogene  vordere  Tangente  den 
Verhältnissen  des  in  Rede  stehenden  Falles  1).  Der  Schwerpunkt  bleibt 
also  bei  der  Burchlaufung  seines  Kreises  immer  etwas  hinter  dem  Stütz- 
punMe  surück;  die  Figurenaxe  schneidet  nicht  die  Vertikale  durch  den 
Mittelpunkt  unserer  Kreise,  sondern  dreht  sich  in  windschiefer  Lage 
um  dieselbe  herum.  Auch  die  Gröfse  des  Schwerpunktskreises  folgt 
nun  leicht  aus  der  Gröfse  der  Schwerpunktsbeschleunigung.  Letztere 
ist  einerseits  bekanntlich  gleich  r^-^'^,  andrerseits  wie  oben  bemerkt, 
gleich  ^g.     Man  hat  also 


^'2        i^'^  {MgEf 

Der  Schwerpunktskreis  ist  um  so  gröfser,  je  gröfser  der  Eigenimpuls 
und  je  kleiner  das  Schweremoment  P^MgE  ist;  aufserdem  nimmt 
seine  Gröfse  natürlich  mit  abnehmendem  Reibungskoeffizienten  ft  ab 
und  reduziert  sich  bei  verschwindender  Reibung  auf  Null,  in  Überein- 
stimmung mit  früheren  Ergebnissen.  Auch  die  Gröfse  des  vom  Stütz- 
punkt beschriebenen  konzentrischen  Kreises  ist  hiernach  bekannt.  Man 
hat  nämlich  nach  Fig.  93: 

40* 
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(7)  r/  =  r/+(^sm^)2, 

wo  Esind"  die  Projektion  der  Länge  OS  in  die  Horizontalebene  be- 
deutet. Dieser  Kreis  wird  im  allgemeinen  nur  wenig  grÖfser  sein  wie 
der  Schwerpunbtskreis. 

Nacbdem  die  Schwerpunktsbewegung  bestimmt  ist^  baben  wir  die 
Drebung  um  den  Schwerpunkt  zu  besprechen.  In  welchem  Sinne  wird 
dieselbe  durch  die  Reibung  W  beeinflufst?  Wir  konstruieren  uns  zu- 
nächst das  Reibungsmoment  Wt(W)  mit  Bezug  auf  den  Schwerpunkt. 
Vernachlässigen  wir  den  Abstand  q  der  Punkte  0  und  P^  so  enthält 
die  durch  S  und  W  gelegte  Ebene  annähernd  die  Figurenaxe.  Der  das 
ßeibungsmoment  darstellende  Vektor^  welcher  als  Lot  auf  dieser  Ebene 
zu  konstruieren  ist^  steht  daher  annähernd  senkrecht  auf  der  Figuren- 
axe und  ist  in  der  durch  die  Figurenaxe  gelegten  Vertikalebene  unter 
den  Verhältnissen  unserer  Figur  93  schräg  nach  ohen  gerichtet.  Der- 
selbe setzt  sich  nun  mit  dem  vorhandenen  Drehimpulse  in  der  Weise 
zusammen,  dafs  sich  der  Impuls  in  jedem  Zeitelemente  dt  um  dJ='Wldt 
ändert.  Der  Impuls,  der  annähernd  die  Richtung  der  Figurenaxe  hat, 
wird  dadurch  nach  oben  hin  abgelenkt.  Der  Impuls  richtet  sich  durch 
die  Beibimgswirkung  allmählich  auf.  Um  von  hieraus  zu  schliefsen,  dafs 
auch  die  Figurenaxe  sich  aufrichtet,  erinnern  wir  an  die  Schlufsweise 
von  pag.  555,  wonach  die  Rotationsaxe  annähernd  der  Impulsaxe  folgt, 
während  die  Figurenaxe  in  schnellem  Zeitmafs  um  die  Rotationsaxe 
herumgeführt  wird,  so  dafs  ihre  mittlere  Lage  mit  der  Lage  der 
Rotationsaxe  annähernd  übereinstimmt.  Wir  erkennen  hieraus  weiter, 
dafs  die  Figurenaxe  dauernd  in  der  Nähe  des  Impulses  hleibt,  sich  also 
ebenfalls  aufrichtet 

Natürlich  ist  neben  dem  Reibungsmomente  Wl{W)  das  Moment 
des  Gegendruckes  9K(J?)  zu  berücksichtigen;  dieses  hat  eine  horizontale 
Axe  und  giebt  in  der  vom  reibungsfreien  Falle  her  bekannten  Weise 
indirekt  zu  der  Präcession  des  Kreisels  Anlafs. 

In  erster  Annäherung  bleibt  die  Gröfse  des  Impulses  vermöge  der 
Reibungs Wirkung  ungeändert,  da  der  Impuls-Endpunkt  (vgl.  Fig.  93) 
annähernd  senkrecht  gegen  die  Figurenaxe  und  daher  auch  annähernd 
senkrecht  gegen  die  Impulsrichtung  fortschreitet.  Es  ist  aber  klar, 
dafs  auf  die  Dauer  der  Impuls  dennoch  geschwächt  werden  mufs. 
Denn  einerseits  wird  bei  der  Hebung  der  Figurenaxe  Arbeit  gegen 
die  Schwerkraft  geleistet,  andrerseits  geht  an  der  Unterlage  dauernd 
Reibungsarbeit  verloren.  Diese  Arbeitsverluste  müssen  aus  der  leben- 
digen Kraft  des  Kreisels  gedeckt  werden,  also  teils  aus  der  lebendigen 
Kraft  der  Schwerpunktsbewegung,  teils  aus  derjenigen  der  Drehbewegung. 
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Die  Schwerpunktsgesciiwindigteit  ist  gleich  r^t^'  und  hat  nach  den  Gl.  (2) 

und  (6)  die  Gröfse 

N 
^^  MgJE' 

Soll  dieselbe  abnehmen^  so  mufs  N  abnehmen.  Zu  dem  gleichen 
Resultat  werden  wir  offenbar  geführt^  wenn  wir  annehmen^  dafs  die 
Arbeits  Verluste  auf  Kosten  der  lebendigen  Kraft  der  Drehbewegung 
vor  sich  gehen.  Denn  der  Hauptbestandteil  dieser  lebendigen  Kraft 
ist  wie  bekannt  N^/2C.  Während  also  der  Eigenimpuls  N  in  erster 
Nahenmg  konstant  Ueiht,  mufs  er  in  mveiter  Näherung  langsam  ab- 
nehmen. 

Die  allmähliche  Verminderung  von  N  bedingt  aber  weiter,  dafs 
sich  die  Präcessionsgeschwindigkeit  ^'  nach  Gl.  (2)  beschleunigt  und 
ferner  nach  Gl.  (6),  dafs  sich  der  Radius  des  Schwerpunktskreises  ver- 
ringert. Hieraus  folgt  nach  Gl.  (7),  dafs  auch  der  Radius  des  vom 
Stützpunkte  beschriebenen  Kreises  r^  abnehmen  mufs,  der  übrigens  in 
geringerem  Grade  auch  durch  das  Aufrichten  der  Figurenaxe  (Ver- 
kleinerung des  Winkels  %")  verkleinert  wird.  Diese  Ergebnisse  stimmen, 
wie  man  sieht,  mit  den  vorangestellten  Resultaten  der  Beobachtung 
überein. 

Wir  fassen  unsere  Betrachtungen  wie  folgt  zusammen:  Im  Fälle  1) 
[F>  ^'  oder  besser  V  grofs  gegen  v\  läuft  der  SeMverpunM  auf  einem 
Kreise,  dessen  Badius  sieh  allmählieh  verMeinert,  also  genauer  gesagt, 
auf  einer  sich  verengernden  Spirale,  und  zwar  mit  abnehmender  Ge~ 
schwindigheit.  Das  Gleiche  gilt  von  dem  StützpunMe  P  oder  dem  Halb- 
IcugelmittelpunMe  0.  Die  Figurenaxe,  die  ursprünglich  tmter  dem  Winhel 
d"  ivindsehief  an  der  vertikalen  Mittellinie  des  Schwerpunldshreises  vorbei- 
geht, richtet  sich  im  Verlauf  der  De%üegung  durch  den  Einflufs  der  Beibung 
immer  mehr  auf 

Wir  wollen  in  ähnlicher  Weise  den  Fall  5)  v  4t  V  diskutieren. 
Hier  ist  die  Geschwindigkeit  v  für  den  Sinn  des  Gleitens  mafsgebend; 
unter  den  Verhältnissen  unserer  Fig.  94,  wo  v  im  Punkte  P  nach 
hinten  gerichtet  ist,  wird  der  Reibungs  wider  stand  W  nach  vorn  ge- 
richtet sein.  Halten  wir  an  unserer  Annahme  fest,  dafs  der  Schwer- 
punkt sich  nahezu  gleichförmig  auf  einem  Kreise  bewegt,  so  mufs 
seine  Zentripetalbeschleunigung  wieder  nach  Richtung  und  Gröfse  gleich 
WJM  sein.  Die  Zentripetalbeschleunigung  mufs  also  in  Fig.  94  ebenso 
wie  W  nach  vorn  gerichtet  sein,  d.  h.  S  mufs  sich  auf  dem  hinteren 
Halbbogen  des  Schwerpunktskreises  befinden.  Der  Schwerpunkt  eilt 
jetzt  dem  Stützpunkt  im  Sinne  der  Bewegung  etivas  voraus.  Die  Figuren- 
axe geht  abermals  an  der  durch  den  Mittelpunkt    des    Schwerpunkts- 
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kreises    gelegten  Vertikalen    windschief  vorbei.     Dagegen   können  wir 
nicht  mehr  wie  im  Falle  1)  behaupten^  dafs   W  nahezu  senkrecht  zur 

Pigurenaxe  steht;  es  ist  des- 
halb in  Fig.  94  die  in  die 
Horizontalebene  projizierte 
Figurenaxe  nicht  wie  vorher 
als  Tangente  sondern  als 
Sekante  an  den  Schwer- 
punktskreis gelegt.  Für  die 
Gröfse  des  Schwerpunkts- 
kreises gilt  wie  vorher  die 
Formel  (6). 

Es  handelt  sich  ferner 
um  den  Einfiufs  der  Reibung 
auf  die  Drehbewegung.  Hier 
liegen  die  Verhältnisse  dem 
Sinne  nach  umgekehrt  wie 
im  Falle  1).  Da  der  Eeibungs- 
widerstand  in  unserer  Figur 
nach  vorne  gerichtet  ist^ 
giebt  er  im  Schwerpunkte 
ein  Moment^  dessen  reprä- 
sentierender Vektor  schräg 
nach  unten  verläuft.  Der  Impuls-Endpunkt  wird  also  durch  die  Reibungs- 
wirkung jetzt  nach  unten  abgelenkt.  Der  ImpulsveMor  imd  (bei  Hinzu- 
nahme  der  Überlegung  von  pag.  555)  auch  die  Figurenaxe  werden  sich  senlmn. 
Um  auch  hier  die  Arbeitsverhältnisse  zu  berücksichtigen,  bemerken 
wir,  dafs  durch  die  Senkung  der  Figurenaxe  Arbeit  gewonnen,  dafs  da- 
gegen durch  den"  Reibungswiderstand  dauernd  Arbeit  verbraucht  wird. 
Wahrscheinlich  wird  die  letztere  Arbeitsgröfse  überwiegen,  sodafs  im 
Ganzen  die  lebendige  Kraft  und  insbesondere  der  Eigenimpuls  weiter 
abnimmt.  Wir  sahen  oben,  dafs  hieraus  eine  Verkleinerung  des  Schwer- 
punktskreises und  weiterhin  eine  Verkleinerung  der  Bahn  des  Stütz- 
punktes folgen  würde.  Andrerseits  würde  die  zunehmende  Neigung  der 
Figurenaxe  bei  ungeändert  bleibender  Schwerpunktsbahn  eine  Ver- 
gröfserung  der  Bahn  des  Stützpunktes  bedingen.  Welcher  von  beiden 
Umständen  mehr  Einfiufs  auf  die  Gröfse  der  Bahn  des  Stützpunktes 
haben  wird,  läfst  sich  allgemein  nicht  entscheiden.  Thatsächlich  be- 
obachtet man  gegen  Ende  der  Bewegung  bei  geschwächtem  Eigen- 
impuls N  zuweilen  eine  Erweiterung,  zuweilen  eine  Verengerung  der 
Bahn  des  Stützpunktes. 


Eig.  94. 
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Als  hauptsäcUiclies  Ergebnis  dieser  allerdings  sehr  unsicheren 
Betrachtung  ist  zu  betonen:  Bie  Figiirenaxe  mufs  sich  im  Falle  3) 
senhen.  Hierbei  kann  es  nicht  ausbleiben^  dafs  der  Kreisel  schliefslich 
mit  seinen  oberen  Partien  die  Unterlage  berührt  und  nach  einigen  un- 
regelmäfsigen  Auslaufsbewegungen  zur  Ruhe  kommt. 

Hinsichtlich  des  Grenzfalles  2)  v  =  V  wollen  wir  uns  kurz  fassen. 
Dieser  kann  sich  nur  vorübergehend  und^  da  wir  die  den  Fall  defi- 
nierende Gleichung  als  Bedingung  sowohl  für  die  Gröfse  wie  für  die 
Richtung  der  Geschwindigkeiten  v  und  V  auffassen  wollten_,  nur  unter 
besonderen  Umständen  einstellen.  Da  in  diesem  Grenzfalle  der  Stütz- 
punkt an  der  Unterlage  überhaupt  nicht  gleitet^  so  ist  die  eventuell 
vorhandene  Reibung  als  eine  Reibung  der  Ruhe  (vgl.  §  2)  zu  bezeichnen. 
Man  hat  alsdann  nach  Coulomb  W^  f^o^^;  ^^  ^o  ^^^  Reibungskoeffi- 
zienten der  Ruhe  bedeutet.  Insbesondere  ist  es  möglich,  dafs  die 
ruhende  Reibung  gleich  Null  wird,  wenn  nämlich  der  Schwerpunkt, 
dessen  Beschleunigung  auch  jetzt  nach  Richtung  und  Gröfse,  gleich 
W/M  sein  mufs,  in  Ruhe  ist,  wenn  also  der  Schwerpunktskreis  sich 
auf  einen  Punkt  zusammengezogen  hat.  In  diesem  Falle  ist  es  denk- 
bar, dafs  der  Kreisel  seine  Präcession  ausführt,  genau  so  wie  auf  einer 
idealen  glatten  Ebene,  die  wir  im  Anhange  zu  Kapitel  VI  voraussetzten, 
dafs  also  die  Figurenaxe  weder  steigt  noch  fällt.  Eine  solche  Be- 
wegung könnte  sogar  beliebig  lange  andauern,  wenn  nicht  andere  hier- 
bei aufser  Betracht  gelassene  Einflüsse  (rollende  Reibung,  Luftwider- 
stand) die  Bedingungen  des  Falles  2)  stören  und  den  Übergang  zu  dem 
Fall  3)  bedingen  würden. 

Die  Unterscheidung  der  vorangestellten  drei  Fälle  F>^,  V=Vj  V<^v 
haben  wir  einer  Note  von  Archibald  Smith*)  entnommen,  in  welcher 
überdies  namentlich  der  Einflufs  der  besonderen  Form  des  Auflager- 
endes diskutiert  wird.  Um  unsere  früheren  Reibungsbetrachtungen  in 
diese  Fallunterscheidung  einzuordnen,  bemerken  wir,  dafs  beim  Kreisel 
mit  festgehaltenem  Punkte  0  natürlich  ^  =  0  ist.  Hier  befinden  wir 
uns  also  notwendig  unter  der  Bedingung  des  Falles  1).  Dementsprechend 
fanden  wir  früher,  dafs  vermöge  der  gleitenden  Reibung  die  Figurenaxe 
des  Kreisels  mit  festem  Punkte  sich  allemal  aufrichten  müsse.  Eine 
Behandlung  des  vorliegenden  Reibungsproblems  findet  sich,  soweit  es 
die  Drehung  des  Kreisels  um  seinen  Schwerpunkt  angeht,  auch  in  dem 
bekannten  Buche  von  Jellett**),  jedoch  mit  dem  Unterschiede,   dafs 

*)  Note  on  the  theorj  of  the  spinning  top.  Cambridge  Mathematical  Journal 
Vol.  1  (1846)  pag.  47. 

**)  Theorie    der  Reibung,    deutsch  von    Lüroth  und  Schepp.      Leipzig   1890, 
Kapitel  8,  pag.  198. 
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hier  die  Riclitung  des  Gleitens  allein  nach  der  Geschwindigkeit  V 
beurteilt  und  das  Vorhandensein  der  Geschwindigkeit  v  übersehen  wird. 
Indem  also  Jellet  gewissermafsen  die  Geschwindigkeit  v  gleich  Null 
setzt;  befindet  er  sich  gleichfalls  unter  der  Bedingung  des  Falles  1) 
und  zeigt  dementsprechend  durch  Rechnungen,  die  unserer  obigen 
qualitativen  Überlegung  als  Stütze  dienen  können,  dafs  die  Figurenaxe 
sich  aufrichten  müsse.  Nimmt  man  andrerseits  an,  dafs  der  Kreisel 
nach  unten  hin  in  eine  absolut  scharfe  konische  Spitze  ausläuft,  so 
wird  der  Stützpunkt  ein  Punkt  der  Figurenaxe,  nämlich  eben  diese 
Spitze  sein:  alsdann  ist  bei  reiner  Rotation  um  die  Figurenaxe  F=  0 
und  wir  befinden  uns  stets  im  Falle  3).  Infolgedessen  würde  bei 
absolut  zugeschärfter  Auflagestelle  die  Figurenaxe  unter  allen  Um- 
ständen durch  die  Reibung  gesenkt  werden. 

Die  hier  gegebene  Behandlung  ist  sowohl  nach  theoretischer  wie 
nach  experimenteller  Seite  hin  reichlich  unvollständig.  So  haben  wir 
es  nach  theoretischer  Seite  überhaupt  vermieden,  die  mit  Reibungs- 
giiedern  behafteten  Differentialgleichungen  der  Bewegung  aufzuschreiben, 
weil  wir  uns  bei  der  Unsicherheit  der  physikalischen  Grundlagen  keinen 
der  Mühe  entsprechenden  Nutzen  für  das  Verständnis  des  wirklich  Be- 
obachteten aus  eingehenderen  analytischen  Entwickelungen  versprachen. 
Nach  experimenteller  Seite  haben  wir  uns  mit  der  Aufzeichnung  der 
Bahnkurve  begnügt,  welche  der  Unterstützungspunkt  auf  der  Unter- 
lage beschreibt,  dagegen  haben  wir  genauere  Messungen  über  die  zu 
jeder  Bahnkurve  gehörige  Impulsgröfse,  über  die  Abhängigkeit  der 
Bewegung  von  den  Anfangsbedingungen,  von  der  Form  der  Auflage- 
fläche etc.  unterlassen  müssen.  Das  letztere  Versäumnis  scheint  uns 
im  vorliegenden  Falle  schwerer  zu  wiegen,  wie  das  erstere;  wie  wir 
denn  allgemein  wiederholentlich  betonen  möchten,  dafs  das  Verständnis 
der  wirklichen  Bewegungs Vorgänge,  sofern  dabei  Reibungseinflüsse 
vorherrschend  sind,  mindestens  ebenso  sehr  durch  Beobachtung  wie 
durch  Rechnung  zu  fördern  ist. 


Kapitel  VIII. 

Anwendimgen  der  Kreiseltlieorie. 

Abschnitt  A.    Astronomische  Anwendungen. 

§  1.     Die  Präcession  der  Erdaxe,  im  Anschlufs  an  eine  Idee  von 

Gaufs  behandelt. 

Entsprechend  der  dominierenden  Stellung,  welche  die  astrono- 
nomischen  Anwendungen  in  der  älteren  mathematischen  Litteratur 
einnehmen,  ist  das  Problem  der  Rotationserscheinungen  des  Erdkörpers 
von  hervorragendem  Einflufs  auf  die  Entwickelung  der  Kreiseltheorie 
überhaupt  gewesen,  wie  sich  unter  Anderem  in  der  auch  von  uns  über- 
nommenen Nomenclatur:  reguläre  Präcession,  Nutation,  Knotenlinie 
erweist.  Fast  die  sämtlichen  Namen  der  mathematischen  Klassiker, 
allen  voran  Newton,  dann  Euler,  d'Alembert,  Laplace,  Lagrange, 
Poisson,  finden  wir  mit  der  Geschichte  dieses  Problems  verknüpft. 

Die  Theorie  der  astronomischen  Präcession  ist  sehr  einfach,  wenn 
man  sich  auf  eine  erste  Annäherung  beschränkt,  sehr  kompliziert,  wenn 
man  eine  erschöpfende  Behandlung  anstrebt.  Der  letztere  Standpunkt 
wird  in  den  Lehrbüchern  der  Astronomie*)  eingenommen,  auf  den 
ersteren  müssen  wir  uns  im  wesentlichen  stellen.  Lediglich  um  dem 
nicht -astronomischen  Leser  einen  Einblick  in  die  mühsamen  und  be- 
wundernswert gründlichen  Methoden  der  Astronomie  zu  verschaffen, 
wollen  wir  zum  Schlufs  dieses  Abschnittes  einige  Resultate  der  ge- 
naueren Theorie  hersetzen. 

Die  Schwierigkeit  wächst  ganz  aufserordentlich ,  wenn  wir  den 
Boden  der  abstrakten  Dynamik  verlassen  und  den  Erdkörper  nicht 
mehr  als  absolut  starr  ansehen.  Die  Diskussionen,  die  dann  auftreten, 
sind  heute  noch  keineswegs  abgeschlossen.  Wir  werden  diese  Dinge 
für  den  folgenden  Abschnitt  aufsparen  und  zunächst  an  der  Annahme 
der  Starrheit  festhalten. 


*)  Wir  beziehen  uns  im  Folgenden  auf  Tis  s  er  and,  Mecanique  Celeste,  t.  II, 
Cbap.  22  —  27.  In  §  194,  pag.  442  berichtet  Tisserand  über  die  Geschichte  des 
Problems  und  den  Anteil  der  oben  genannten  Klassiker  an  seiner  Erforschung. 
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Die  Methode^  der  wir  uns  bedienen  werden,  ist  einem  von  Gaufs 
angegebenen  Verfahren  zur  Berecbnung  der  säkularen  Störungen  der 
Planetenbahnen  nachgebildet.  Sie  hat  den  Vorzug  grofser  Anschaulich- 
keit und  liefert  die  einzelnen  Bestandteile  der  Lösung  schrittweise  nach 
der  Reihenfolge  ihrer  Wichtigkeit.  Auf  das  vorliegende  Problem  scheint 
sie  bisher  nicht  angewandt  zu  sein.  Gaufs  selbst  leitet  seine  Methode 
durch  die  Bemerkung  ein,  dafs  „die  Säkularveränderungen  einer  Planeten- 
bahn durch  die  Störung  eines  anderen  Planeten  dieselben  sind,  der 
störende  Planet  mag  seine  elliptische  Bahn  nach  Keplers  Gesetzen 
wirklich  beschreiben,  oder  seine  Masse  mag  auf  den  Umfang  der 
Ellipse  in  dem  Mafse  verteilt  angenommen  werden,  dafs  auf  Stücke 
der  Ellipse,  die  sonst  in  gleich  grofsen  Zeiten  beschrieben  werden, 
gleich  grofse  Anteile  an  der  ganzen  Masse  kommen". 

Diesen  Gedanken  wollen  wir  uns  zu  eigen  machen  und  erweitern: 
Wir  wollen  nicht  nur  die  Masse  des  störenden,  sondern  später  (§  2) 
auch  die  des  gestörten  Körpers,  wo  dieses  wünschenswert  ist,  längs 
seiner  Bahn  verteilen,  die  wir  dann  als  starren  Ring  behandeln,  und 
werden  nicht  nur  die  säkularen,  sondern  auch,  bei  Zugrundelegung  einer 
anderen  Massenverteilung,  die  periodischen  Störungen  (§  3)  zu  finden 
lernen. 

So  wie  Gaufs  seine  Methode  auseinandergesetzt  hat,  dient  sie  zur 
genauen  Bestimmung  der  säkularen  Störungen  (wenigstens  derjenigen 
erster  Ordnung).  Indem  wir  auf  die  von  Gaufs  beabsichtigte  Ge- 
nauigkeit verzichten,  werden  wir  sie  dadurch  vereinfachen,  dafs  wir 
zunächst  von  der  Excentricität  der  Bahn,  d.  h.  hier  der  Sonnen-  und 
Mondbahn  absehen,  diese  also  als  kreisförmig  voraussetzen.  Damit 
fällt  aber  zugleich  die  in  dem  Gaufsischen  Citat  vorgesehene  Ungleich- 
förmigkeit  der  Massen  Verteilung  fort,  welche  ja  der  ungleichförmigen 
Bewegung  auf  der  Ellipse  entsprechen  sollte,  und  macht  einer  gleich- 
förmigen Verteilung  auf  der  Kreisperipherie  Platz. 

Der  wichtigste  Teil  der  Rotationserscheinungen  der  Erde  ist  die 
Fräcessionsbeivegung.  Die  kinematischen  Verhältnisse  derselben  sind 
uns  im  Groben  schon  von  früher  her  (pag.  50)  bekannt:  Die  Erdaxe 
bildet  mit  der  Normalen  zur  Ekliptik  einen  Winkel  von  2372^  (ge- 
nauer zur  Zeit  23^  27'  7",  welche  Zahl  aber  selbst  langsam  veränderlich 
ist)  und  dreht  sich  unter  diesem  Winkel  um  die  besagte  Normale  in 
ca.  26  000  Jahren  einmal  herum.  Zusammen  mit  der  täglichen  Um- 
drehung der  Erde  stellt  diese  Axenbewegung  eine  reguläre  Präcession 

*)  Determinatio  attractionis  etc.,  Ges.  W.  Bd.  3,  pag.  331  und  357.  Es  ist 
dies  dieselbe  Abhandlung,  welche  die  einzige  direkte  Mitteilung  von  Graufs  über 
seine  Theorie  der  elliptischen  Integrale  enthält. 
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im  früheren  Sinne  dar  u.  zw.  eine  retrograde:  Betrachten  wir  nämlich 
den  Vorgang  von  derjenigen  Seite  der  Ekliptik  aus^  nach  welcher  der 
Nordpol  der  Erde  hinweist^  so  findet 
die  Drehung  der  Erde  nm  ihre  Piguren- 
axe  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers, 
die  Drehung  der  Erdaxe  um  die  Normale 
der  Ekliptik  im  Sinne  des  Uhrzeigers 
statt  (s.  die  nebenstehende  Figur;  die 
drei  Pfeile ,  welche  bez.  der  Pigurenaxe 
der  Erde  F,  der  Normalen  N  und  der 
Ebene  E  der  Ekliptik  beigegeben  sind, 
deuten  die  Richtung  der  Erdrotation,  der 
Präcession  der  Erdaxe  und  der  schein- 
baren Sonnenbewegung  an);  der  schmale 
Polhodiekegel,  dessen  Grröfse  pag.  50  ermittelt  wurde,  rollt  im  Innern  des 
Herpolhodiekegels  ab  (vgl.  Fig.  8  von  pag.  52  sowie  Fig.  100  a). 

Diese  Verhältnisse  ebenso  wie  die  Zahl  26000  sind  der  Beobachtung 
natürlich  nicht  direkt  zugänglich.  Letztere  bezieht  sich  vielmehr  auf 
die  Schnittpunkte  der  Ekliptik  mit  der  Äquatorebene,  welche  be- 
kanntlich Frühlings-  und  Herbst- ÄquinoldialpimMe  {Tag-  %ind  NacM- 
gleicJien-PunMe)  heifsen  und  deren  Verbindungsgerade  die  Knotenlinie  K 
ist.  Aus  der  Präcessionsbewegung  der  Erdaxe  folgt  mm,  dafs  sich 
auch  diese  Punkte  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  d.  h.  entgegen  dem  Sinne 
der  scheinbaren  Sonnenbewegung  um  die  Normale  der  Ekliptik  herum- 
bewegen und  zwar,  wie  die  Beobachtung  zeigt,  in  jedem  Jahre  um  den 
Betrag  von  ca.  50"-  Hieraus  berechnet  sich  rückwärts  die  angegebene 
ungefähre  Periode  von  26  000  Jahren.  Es  ist  nämlich  die  Zeit  eines 
vollen  Umganges  der  Äquinoktialpunkte,  also  auch  die  Zeit,  in  der 
die  Erdaxe  die  Normale  der  Ekliptik  einmal  umkreist,  gleich 

^  =  ca.  26  000  Jahren. 

Wir  fragen  nun,  wie  weit  diese  Erscheinung  durch  die  bisherige 
Theorie  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  erklärt  werden  kann. 
Dafs  es  sich  um  nichts  anderes,  als  eine  Wirkung  der  allgemeinen 
Gravitation  auf  die  am  Äquator  wulstförmig  aufgetriebene,  rotierende 
Erdmasse  handelt,  hat  schon  Newton*)  erkannt  und  damit  einen  der 
wichtigsten  und  bewundernswertesten  Belege  seiner  Theorie  geschaffen. 

Da  die  ins  Spiel  kommenden  Anziehungskräfte  nur  von  der  gegen- 
seitigen Lage  der  Himmelskörper  abhängen,  dürfen  wir  uns  den  Schwer- 

*)  Philosophiae  naturalis  principia  mathematica.  1687.  Tom.  III,  Prop. 
XXI,  Theor.  XYII. 
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pnnkt  der  Erde  als  fest  und  die  übrigen  Himmelskörper  relativ  gegen 
die  Erde  bewegt  denken.  Von  diesen  werden  wir  nur  diejenigen  Körper 
zu  berücksicbtigen  brauchen^  welche  entweder  durcb  ihre  überwiegende 
Gröfse  oder  durch  ihre  geringe  Entfernung  von  der  Erde  ausgezeichnet 
sind,  d.  h.  nur  die  Sonne  und  den  Mond.  Zur  vollständigen  Behandlung 
der  Rotationserscheinungen  der  Erde  wäre  es  erforderlich,  die  wechselnde 
Gröfse  der  Anziehungskraft  infolge  der  wechselnden  Entfernung  beider 
Körper  von  der  Erde  und  die  wechselnde  Richtung  der  Kraft  infolge 
des  Fortschreitens  der  Körper  auf  ihren  Bahnen  zu  berücksichtigen. 
In  dieser  Allgemeinheit  werden  wir  auf  das  Problem  im  dritten  Para- 
graphen zurückkommen.  Wir  werden  uns  dort  das  zeitlich  veränder- 
liche Potential  der  Sonnen-  und  Mondanziehung  V(t)  in  eine  trigono- 
metrische Reihe  nach  der  Zeit  t  entwickelt  denken  und  die  den  einzelnen 
Perioden  des  Sonnenumlaufs,  des  Umlaufs  der  Mondknoten  etc.  ent- 
sprechenden periodischen  Griieder  für  sich  betrachten.  Das  konstante 
Glied,  jener  Reihe  liefert  im  Besonderen  die  säkulare  MnwirJcung  von 
Sonne  und  Mond  auf  die  Erde,  welches  als  Folgeerscheinung  die 
uns  zunächst  interessierende  Präcessionsbewegang  der  Erdaxe  ergiebt. 
Indem  wir  an  dieser  Stelle  auf  jene  allgemeinere  Betrachtung  nur  hin- 
weisen, wollen  wir  uns  nun  des  anschaulichen  Gaufsischen  Verfahrens 
bedienen,  welches  gerade  den  in  Frage  kommenden  säkularen  Teil  aus 
der    gesamten  Anziehungswirkung  aussondert. 

Wir  denken  uns  also  die  Masse  von  Sonne  und  Mond  auf  ihren 
relativen  Bahnen  gegen  die  Erde  ausgebreitet,  und  zwar  gleich- 
förmig ausgebreitet,  da  wir  diese  Bahnen  als  Kreise  voraussetzen 
wollten.  Der  Radius  der  Kreise  entspricht  dem  mittleren  Erd- 
abstand von  Sonne  und  Mond.  Wir  haben  auf  diese  Weise  statt  der 
wirklichen  Sonnen-  und  Mondanziehung  die  Anziehung  eines  unendlich 
dünnen  „Sonnen-  und  Mondringes^^  von  gleichförmiger  Dichte  zu  unter- 
suchen. Ferner  wollen  wir  fürs  Erste  von  der  Neigung  der  Mondbahn 
gegen  die  Ekliptik,  welche  bekanntlich  ungefähr  5^  beträgt,  absehen 
und  uns  den  Mondring  in  die  Ebene  des  Sonnenringes  hineingedreht 
denken  (s.  Fig.  96,  wo  den  fraglichen  Ringen  die  in  der  Astronomie 
üblichen  Zeichen  für  Sonne  ©,  Mond  (J  und  Erde  J  beigegeben 
sind).  Auch  über  die  Beschaffenheit  der  Erde  wollen  wir  vereinfachende 
Annahmen  machen.  Wie  verabredet  setzen  wir  sie  als  starr  und 
aufserdem  als  Rotationskörper  um  die  Nord- Südpol -Axe  von  den  Träg- 
heitsmomenten G  und  Ä  voraus,  wobei  wegen  der  Aufbauchung  am 
Äquator  (7>  J.  ist.  Für  die  Berechnung  sämtlicher  Trägheitswirkungen 
kommt  es  nun  auf  die  besondere  Form  der  Erde  in  keiner  Weise  an; 
jeder  andere  Körper  von  denselben  Trägheitsmomenten  C,  Ay  A  an  die 
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Stelle  der  Erde  gesetzt^  würde  sich  hinsiclitlicli  aller  Trägheitswirkungen 
bei  der  Rotation  genau  so  verhalten  wie  die  Erde.  Aber  mehr  als 
das:  Wir  behaupten,  dafs  es  auch  bei  der  Berechnung  der  Anziehungs- 


Eig.  96. 

Wirkungen  von  Sonne  und  Mond  lediglich  auf  die  Gröfse  der  Trägheits- 
momente ankommt,  sofern  wir  uns  mit  einer  gewissen  Näherung 
begnügen. 

Zum  Beweise  denken  wir  uns  das  Anziehungspotential  der  wirklichen 
Erde  auf  einen  äufseren,  hinreichend  entfernten  Punkt  P,  z.  B.  einen  Punkt 
des  Sonnen-   oder  Mondringes  hingeschrieben.     Dasselbe  hat  die  Form 

X  ~~^  y  ^^  ^  ®^^  Massenelement  der  Erde  ist  und  die  Summation 
sich  auf  die  ganze  Erdmasse  erstreckt.  Hier  wird  man  1/r  nach  Po- 
tenzen der  Verhältnisse  X/tq,  Y/r^^  Z/Tq  entwickeln,  wobei  unter 
X  YZ  die  Koordinaten  des  Massenelementes  m  verstanden  werden,  als 
Koordinaten -Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  (Schwerpunkt)  der  ,  Erde 
gedacht  wird  und  Tq  den  Abstand  des  Punktes  P  vom  Erdmittelpunkte 
bedeutet.  Diese  Reihe  konvergiert  sehr  schnell,  weil  die  genannten 
Verhältnisse  in  unserem  Falle  höchstens  gleich  dem  Verhältnis  Erd- 
radius durch  Radius  der  Mondbahn  sind.  Man  wird  daher,  wenn  man 
keine  grofse  Genauigkeit  anstrebt,  die  Reihe  mit  den  Gliedern  nied- 
rigster Ordnung  abbrechen  dürfen.  Die  Glieder  erster  Ordnung  ver- 
schwinden bei  der  Summation  über  die  Erde,  falls  man  als  Koordinaten- 
anfang den  Schwerpunkt  gewählt  hat.  Die  Glieder  zweiter  Ordnung 
weisen  nach  Ausführung  der  Summation  als  Koeffizienten  die  Gröfsen 
UmX^j  Um  Z  F, . . .,  d.  h.  die  Trägheitsmomente  und  Trägheitsprodukte 
(oder  Centrifugalmomente)  der  Erde  auf.  Läfst  man  insbesondere  die 
Koordinatenaxen  mit  den  Hauptträgheitsaxen  zusammenfallen,  so  redu- 
ziert sich  die  Zahl  der  quadratischen  Glieder  auf  drei  und  ihre  Koeffi- 
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zienten  werden  die  drei  Hauptträglieitsmoniente.  Daraus  folgt  aber^ 
dafs  in  erster  Annäherung  ^  d.  h.  bei  Berücksicbtigung  lediglicb  der 
Glieder  niedrigster  Ordnung^  aUe  Körper  von  gleicher  Lage  der  Haupt- 
axen  und  gleicher  Gröfse  der  Hauptträgheitsmomente  sich  auch  hin- 
sichtlich der  Gravitationswirkungen  gleich  verhalten  müssen.  Wir 
können  also  auch  in  dieser  Hinsicht  für  die  Erde  einen  beliebigen 
anderen  Körper  substituieren^  falls  nur  das  Trägheitsellipsoid  desselben 
mit  dem  der  Erde  identisch  ist. 

Für  viele  Zwecke  ist  es  üblich  und  nützlich^  sich  die  Erde  durch 
ein  ideales  Rotationsellipsoid  ersetzt  zu  denken.  In  unserem  Falle  ist 
aber  eine  andere  Wahl  vorzuziehen:  wir  denken  uns  eine  vollkommene^ 
homogene  Kugel  ^  welche  am  Äquator  mit  einem  gleichförmig  mit 
Masse  belegten  Gürtel  versehen  ist.  Es  sei  a  das  Trägheitsmoment 
der  Kugel  für  einen  ihrer  Durchmesser  und  m  die  auf  unserem  Gürtel^ 
dem  ^^Erdringe^^^  ausgebreitete  Masse.  Wir  haben  es  nun  so  einzurichten, 
dafs  diese  Kombination,  Kugel  und  Ring,  dieselben  Hauptträgheits- 
momente C  und  Ä  besitze,  wie  die  wirkliche  Erde,  um  in  ihr  einen 
für  unsere  Zwecke  vollkommenen  Ersatz  der  wirklichen  Erde  zu  haben. 
Es  ist  aber  das  Trägheitsmoment  des  Ringes  um  die  Nord- Süd -Axe 
gleich  mjR^,  das  um  eine  äquatoriale  Axe  gleich  ^^  ^^-ß^?  unter  B  den 
Erdradius  verstanden.     Mithin  haben  wir  zu  bewirken,  dafs 

mB^  -\-  a  ==  C, 

~  mB^  +  a  =  A 

wird;  wir  haben  also  zu  wählen: 

(1)  m  =  ^^^~^\     a^2Ä~C, 

Weiter  ist  aus  Symmetrierücksichten  klar,  dafs  die  Kugel  vom 
Trägheitsmomente  a  bei  der  Berechnung  des  Drehmomentes  der  an- 
ziehenden Wirkung  von  Sonnen-  und  Mondring  nicht  in  Frage  kommt, 
dafs  wir  vielmehr  nur  den  Erdring  zu  berücksichtigen  haben.  Ferner 
lehrt  die  mechanische  Anschauung  ohne  Weiteres,  dafs  Sonnen-  und 
Mondring  in  gleicher  Weise  bestrebt  sein  werden,  den  Erdring  in  die 
Ebene  der  Ekliptik  hineinzudrehen.  Die  betr.  Drehkraft  hat  die 
Knotenlinie  zur  Axe  und  wirkt,  von  derjenigen  Seite  der  Knotenlinie 
gesehen,  welche  den  Frühlings -Tag-  und  Nachtgleichen -Punkt  trägt, 
um  diese  Axe  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers,  gerade  so  wie  die 
"Schwerkraft  bei  einem  symmetrischen  Kreisel,  dessen  Schwerpunkt 
unter  dem  Stützpunkte  liegt.  Wir  wünschen  die  Gröfse  dieser  Dreh- 
kraft zu  berechnen. 
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Sei  m^  die  Masse,  r^  der  Radius  des  Sonnenringes  und  i^^  ein  in 
der  Ekliptik  etwa  von  der  Knotenlinie  aus  gezählter  Winkel,  welciier 
die  einzelnen  Punkte  des  Sonnenringes  unterscheidet  (s.  Fig.  96).  Die 
analoge  Bedeutung  mögen  m^,  r^,  ijj^  für  den  Mondring  haben.  Endlich 
sind  dieselben  Gröfsen  für  den  um  den  Erdäquator  herumgelegten 
Erdring:  m  (s.  oben),  B  (Erdradius)  und  cp  (ein  in  der  Aquatorebene 
von  der  Knotenlinie  aus  gezählter  Winkel). 

Der  Winkel  zvs^ischen  Erdring  und  Ekliptik  heilse  d-  {=  23 Y^^  ca.). 
Wir  legen  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y,  0  zu  Grunde,  indem  wir  die 
^-Richtung  mit  der  Normalen  der  Ekliptik,  die  ^r- Richtung  mit  der 
Knotenlinie  zusammenfallen  lassen;  dann  wird  für  den  Sonnen-  und 
Mondring: 

^1  =  ^1  cos^i,      y^  =  r^  sini^i,      %  =  0, 

iTg^rgCOS^a,      2/2  =^2  sin ^2,      ^2  =  0, 
während  wir  für  den  Erdring  haben: 

x  =  Bco^(py      y  ==  B  smcp  cosd'^      ^  =  jR  sin^  siu'^. 
Um    das    Anziehungspotential    des    Sonnenringes    auf   den   Erdring    zu 
bilden,  berechnen  wir 


r 


s  =  — ^  '  Z^^  ' 1.  =  cos  ijj^  cos  (p  +  sm  f^  sm  q)  cos  d", 

1  Ti 

und    entwickeln  — -  nach  Potenzen  der  kleinen  Gröfse   — ,  indem  wir 
nur  die  Glieder  bis  zur  zweiten  Potenz  incl.  hinschreiben: 

Dieser  Ausdruck  ist  nach  ^^  und  g),   d.  h.  über  den  Sonnen-  und  Erd- 
ring zu  integrieren.     Dabei  wird 

'2.7t  27t 

1  sd^^  =  0,       /  s^df^  =  7t(cos^cp  +  Bm^(p  cos^'^), 

V6^^i  =  :7r2(l  +  COs2'^). 


0 

27t  27t 


ß'^ß 


0  0 

Das  gesuchte  Potential  lautet  daher,  unter  f  die  Gravitationskonstante 
verstanden: 
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Dasselbe  hängt,  wie  wir  sehen,  nur  von  dem  Winkel  d"  ab;  also  wirkt 
die  Anziehung  nur  auf  eine  Änderung  des  Winkels  d^,  d.  h.  auf  eine 
Drehung  um  die  Knotenlinie  hin,  wie  wir  schon  oben  erkannten.  Die 
Gröfse  dieser  Drehkraft  ist  dabei  in  erster  Annäherung,  d.  h.  bei  der 
schon  vorher  genannten  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  -7- : 

(2)  -^-  =  --^f-i--^  sm^  cos'^. 

Endlich  drücken  wir  die  Masse  m  des  Erdringes  durch  die  Trägheits- 
momente C  und  A  des  Erdkörpers  aus  (s.  Gl.  (1))  und  erhalten: 

(2)  W^~Y^       r,^     ^sm^cos^. 

Ebenso  ergiebt  sich  das  vom  Mondringe  herrührende  Drehmoment  zu 

(2  )  -^^--f    ^^^^^3     ^sm^cos^. 

Die  genannte  Drehkraft  ist  daher  gleich  der  Summe  dieser  beiden 
Ausdrücke,  d.  h.  gleich 

P  cos  ^  sin  %', 

wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird.  Wir  haben  somit  im  vorliegenden  Falle  für  die  äufsere 
Drehkraft  einen  ganz  ähnlichen  Wert  (P  sin '0^  cos '9',  P  <  0)  gefunden, 
wie  früher  beim  schweren  symmetrischen  Kreisel,  dessen  Schwerpunkt 
unterhalb  des  Stützpunktes  lag  (Psin'9',   P  <  0). 

Wir  machen  uns  nun  klar,  dafs  unier  dem  Einfliifs  dieser  Dreh- 
hraft  die  reguläre  Präcession  ähnlich  wie  früher  eine  mögliche  Be- 
ivegungsform  darstellt  Gleichzeitig  merken  wir  an,  dafs  sie  ebenso- 
wenig wie  früher,  die  allgemeinste  mögliche  Bewegungsform  giebt. 
(Die  Frage,  ob  es  sich  bei  der  Erde  um  die  besondere  regidäre  Prä- 
cession oder  um  die  allgemeine  pseudoreguläre  Präcession  handelt,  bildet 
den  eigentlichen  Gegenstand  des  folgenden  geophysikalischen  Abschnittes. 
Indem  wir  den  Leser  auf  diesen  verweisen,  werden  wir  im  gegen- 
wärtigen Abschnitt  die  Bewegung  der  Erde  und  ebenso  die  des  Mond- 
ringes als  reguläre  Präcession  behandeln.)  Dabei  stützen  wir  uns  am 
einfachsten  auf  das  d'Alembertsche  Prinzip  (Kap.  III,  §  4),  nach 
welchem  bei  jeder  möglichen  oder  „natürlichen^^  Bewegung  des  Kreisels 
die  Trägheits Wirkung  der  äufseren  Drehkraft  dauernd  das  Gleichgewicht 
hält.  Die  Trägheitswirkung  des  symmetrischen  Kreisels  bei  der  regu- 
lären Präcession  wurde  pag.  175  zu 
(4)  K=  -  C^v^in^  ~  ((7— J.)  1/2  sin ^  cos 'Ö^ 
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gefunden;  dieses  Moment  hatte  die  Knotenlinie  zur  Axe,  ebenso  wie 
im  vorliegenden  Falle  die  äufsere  Drelikraft  P  sin '§' cos '^.  Das  besagte 
Prinzip  verlangt  also: 

(5)  Z:+Psin#cos'9'  =  0. 

In  Gleichung  (4)  bedeutet  v  die  Pr äcessionsgescli windigkeit  ^  d.  h. 
die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  sich  die  Erdaxe  um  die  Normale 
der  Ekliptik  dreht;  ft  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  bei 
ihrer  täglichen  Umdi-ehung,  gemessen  von  der  Knotenlinie  aus.  Als 
Unbekannte  haben  wir  die  Grröfse  v  anzusehen.  Unsere  Gleichung 
liefert  für  dieselbe  zwei  Werte  (wie  früher  bei  der  Präcessionsbewegung 
des  symmetrischen  Kreisels,  pag.  178);  da  P  (s.  u.)  sehr  klein  ist/  wird 
der  eine  dieser  Werte  ebenfalls  sehr  klein,  der  andere  von  der  Gröfsen- 
Ordnung  von  ft.  In  unserem  Falle  kommt  nur  der  erstere  Wert  für 
die  Präcessionsgeschwindigkeit  in  Betracht,  da  die  Beobachtungen  un- 
zweideutig zeigen,  dafs  v  erheblich  kleiner  als  ft  ist.  Gleichzeitig  be- 
rechtigt uns  eben  diese  Kleinheit  des  Verhältnisses  v:^  in  Gleichung  (4) 
das  zweite  Glied  gegen  das  erste  zu  vernachlässigen  und  Gleichung  (5) 
einfacher  folgendermafsen  zu  schreiben: 
(5')  C|Lti/  =  PcosO*. 

Hieraus  ergiebt  sich  als  theoretischer  Wert  für  v: 

rr^\  Pcos^  3    f  C  —  Ä  (m.     ,    m^  \         _ 

(6)  «^  =  ^^  =  -¥7  ~C-(r-?  +  ^n««^- 

Die  rechte  Seite  läfst  sich  für  die  numerische  Rechnung  bequemer 
gestalten,  wenn  wir  sie  mit  Hülfe  des  dritten  Keplerscheu  Gesetzes  um- 
formen.   Der  präciseste  Ausdruck  desselben  ist  bekanntlich  die  Gleichung 

'  äF~~  ~  \t)  ' 
hier  bedeuten  m  und  m'  die  beiden  Massen  des  Zweikörperproblems, 
a  die  halbe  grofse  Axe  der  Keplerschen  Ellipse,  T  die  Umlaufszeit. 
Wenn  wir  von  der  Excentrizität  absehen,  wird  a  mit  dem  mittleren 
Abstände  r  identisch.  Für  die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  er- 
giebt sich  hieraus,  da  die  Masse  der  Erde  gegen  die  der  Sonne  ohne 
Weiteres  vernachlässigt  werden  darf: 

und  für  die  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde 

Gleichung  (6)  schreibt  sich  daraufhin  folgendermafsen: 
(6')  t.  =  -  6;r^  ^^  (^  +  ^^^  ^)  cos^. 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  41 
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Ans  dieser  Formel  wollen  wir  nun  einige  numerische  ScUüsse  ziehen. 
Zunächst  läfst  sich  der  von  der  Sonne  herrührende  Bestandteil  der 
Präcession  (v^  mit  dem  von  dem  Monde  heiTÜhrenden  (i^g)  vergleichen. 
Wir  haben  nämlich  ersichtlich 

V,        /  M 


Hier  ist  T^  :  T^  das  Verhältnis  des  (siderischen)  Mondumlaufs  zum 
(siderischen)  Jahre ^  d.  h.  ungefähr  gleich  2773:86574.  Für  das  Ver- 
hältnis der  Erdmasse  zur  Mondmasse  werden  wir  den  Wert  82  zu  Grunde 
legen.     Infolge  dessen  ergiebt  sich 


=  0,47      oder     -^  =  2,13 


Der  Beitrag  des  Mondes  sur  Präcessionserscheinung  ist  also  wegen  seiner 
geringen  Entfernung  trot^  seiner  geringen  Masse  mehr  als  doppelt  so  grofs, 
wie  der  der  Sonne. 

Berechnen  wir  nun  die  beiden  Bestandteile  einzeln.    Wir  haben 

(8)  n  =  -  6^^  "^  ^2,     ^2  -  2,13;  ^1- 

Es   ist  aber  /i,   die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdumdrehung,  gleich 

—  27t    dividiert    durch    die   Länge    des   Sterntages*),    also    ^T^    gleich 

—  2 i/r  multipliziert  mit   der  Anzahl  der  Sterntage,    die    auf   ein  Jahr 

kommen.     Diese  Anzahl  ist  bekanntlich  um  1   gröfser  wie  die  Anzahl 

der    Sonnentage.      Somit    wird    fiT^^  =  —  2jc  •  Sööy^^.      (Das    negative 

Zeichen  rührt  daher,  dafs  die  Drehung  der  Erde   entgegen  dem  Sinne 

Q  ^ 

des  Uhrzeigers   stattfindet.)     Wir  müssen  ferner  den  Wert  von  — -f^ — 

kennen.  Indem  wir  uns  eines  gewissen  Zirkels  schuldig  machen  (s.  §  4), 
wollen   wir    dafür    den  Wert  —-   acceptieren.     Nehmen  wir    als  Zeit- 

ouo  ■*• 

einheit    das   Jahr  an,   so    ergiebt    sich    schliefslich,    in  Bogensekunden 

ausgedrückt : 

(9) -1  =  3..  3^11^^  =  16". 

*)  Diese  Angabe  ist  nicht  ganz  genau.  Da  nämlicli  die  Winkelgeschwindig- 
keit ih  ebenso  wie  der  Eulersche  Winkel  9,  dessen  zeitlicher  Differentialquotient 
sie  ist,  von  der  Knotenlinie  aus  zu  messen  ist  und  diese  sich,  eben  wegen  der 
Präcession,  entgegen  dem  Sinne  der  Erdrotation  verschiebt,  so  wird  in  in  Wirk- 
lichkeit etwas  gröfser  ausfallen.  Die  obige  Angabe  bezieht  sich  eigentlich  auf 
die  wahre  Umdrehungsgeschwindigkeit  r,  die  dritte  Komponente  des  Drehungs- 
vektors (jp,  g,  r).  Da  aber  r  =  qp'  +  cos'O' •  1/)',  da  ferner  9'=  ft,  i/j'  =  ^  ist,  so 
wird  die  Differenz  zwischen  r  und  ^n.  gleich  v  cos'9',  welche  Gröfse  wegen  der 
Kleinheit  von  v  für  unsere  Zwecke  nicht  in  Betracht  kommt. 
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Die  Knotenlinie   dreht  sich  also  wegen  der  Sonnenansiehung   allein  im 
Laufe  eines  Jahres  um  16''  vorwärts. 
Ferner  ergiebt  sich  nach  GL  (8) 

(9')  v^  =  2,13  .  16"  =  M\ 

Wegen  der  Mondanmehung   allein  dreht  sich  also  die  Knotenlinie 
während   eines  Jahres  um  34".     Der   Gesamtbetrag   der  Präcession   ist 
mithin 
(10)  v,  +  v,==  60". 

Soviel  über  die  Erklärung  und  die  ungefähre  Gröfsenbestimmung 
der  Präcession.  Zum  Vergleich  mit  Späterem  wollen  wir  noch  die 
Bewegung  der  Erdaxe  durch  Angabe  der  Eulerschen  Winkel  t^  und  d" 
beschreiben.  Dem  bisherigen  Grade  der  Annäherung  entspricht  die 
folgende  Darstellung: 

^  ==  ^0  +  50"  •  ^; 

230  27' 7-5 

die    Gröfse   ijJq    bleibt    hierin   unbestimmt;    sie    hängt    davon    ab,    von 
welchem  Punkte  der  Ekliptik  wir  den  Winkel  ^  messen  wollen. 


{:: 


§  2.    Der  Rückgang  der  Mondknoten.     Erste  Erweiterung  der 
Graufsisclien  Methode. 

Die  Mondbahn  fällt  bekanntlich  nicht  genau  mit  der  Ebene  der 
Ekliptik  zusammen,  wie  wir  bisher  annahmen,  sondern  bildet  mit  ihr 
einen  Winkel  von  ca.  5^  (genauer  gesagt  einen  Winkel,  der  zwischen 
5^  0'  und  5^  18'  schwankt).  Ihre  Schnittpunkte  mit  dieser  Ebene  sind 
die  Mondknoten,  die  Verbindungslinie  derselben  heifst  die  Knotenlinie 
des  Mondes.  Diese  Knotenlinie  führt  nun  unter  dem  Einflufs  der 
Sonnenanziehung  eine,  im  Sinne  der  Mondbewegung  gerechnet,  rück- 
läufige Bewegung  aus;  sie  dreht  sich  um  die  Normale  der  Ekliptik 
ebenso  wie  die  Knotenlinie  der  Erde  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  aber 
mit  erheblich  gröfserer  Geschwindigkeit,  nämlich  in  ca.  ISYg  Jahren 
einmal  um. 

Wir  können  auch  diese  Knotenbewegung  in  Zusammenhang  mit 
der  Kreiseltheorie  bringen  und  können  ihren  zahlenmäfsigen  Wert  von 
da  aus  bestimmen.  Allerdings  müssen  wir  dabei  wesentliche  Punkte 
aus  der  Theorie  des  Mondes  als  bekannt  voraussetzen.  Wir  müssen 
nämlich  von  vornherein  wissen,  dafs  die  von  der  Sonne  hervorgerufene 
hauptsächliche  Störung  der  Mondbahn  in  einer  Bewegung  ihrer  Knoten 
bei  Unveränderlichkeit  ihrer  Neigung  gegen  die  Ekliptik  besteht.  Wir 
müssen    ferner   wissen,   dafs   die  (bekanntlich   ziemlich  grofse)  Excen- 

4:1* 
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trizität  der  Mondbahn,  von  der  wir  im  Folgenden  notgedrungen  ab- 
sehen werden,  die  Gröfse  der  Knotenbewegnng  nicht  erheblich  beein- 
flnfst,  so  dafs  die  Knotenbewegung  einerseits  und  die  von  der  Excen- 
trizität  herrührenden  Störungen  der  Mondbahn  andrerseits  für  sich 
berechnet  werden  können.  In.  unserer  Betrachtung  fehlt  also,  mathe- 
matisch gesprochen,  der  Existenzbeweis  für  die  Mondknotenbewegung; 
was  wir  aus  der  Kreiseltheorie  entnehmen  können,  ist  lediglich  die  Be- 
rechnung der  Grröfse  dieser  Bewegung  unter  Voraussetzung  ihrer  Existenz. 

Wir  halten  im  Folgenden  an  unserer  früheren  Vorstellung  eines 
Sonnen-  und  Mondringes  fest,  die  wir  uns  beide  als  starr  und  kreis- 
förmig denken.  Der  von  uns  konstruierte  „Erdring^^,  dessen  Anziehung 
wir  nachträglich  gleichfalls  berücksichtigen  werden,  ist  von  zu  geringer 
Masse,  um  für  unsere  jetzigen  Zwecke  merklich  in  Betracht  zu  kommen, 
so  dafs  wir  uns  zunächst  auf  die  anziehende  Wirkung  des  Sonnenringes 
beschränken  werden.  Entsprechend  der  Bewegung  des  Mondes  um  die 
Erde  denken  wir  uns  den  Mondring  mit  der  betr.  Umlaufsgeschwindigkeit 
als  starres  Ganzes  kontinuierlich  in  sich  verschoben.  Wir  haben  dann 
das  folgende  einfache  Problem  der  Kreiseltheorie  vor  uns:  Der  in  Rota- 
tion lefindliche  Mondring  steht  unter  dem  Einflufs  der  Änmehimg  des 
Sonnenringes,  die  ihn  in  die  Ebene  der  EJcUptiJc  hineimu^iehen  sucht; 
er  heschreiU  unter  dem  Einflufs  derselben  um  die  Normale  der  EMiptih 
eine  reguläre  Präcession;  ^velches  ist  seine  Präcessionsgeschwindigheit? 

Bei  dieser  Formulierung  sind  wir  in  der  Anwendung  der  Gaufsischen 
Methode  über  Gaufs  selbst  einen  Schritt  hinausgegangen.  Während 
nämlich  Gaufs  nur  die  Masse  des  störenden  (des  anziehenden)  Körpers 
auf  seiner  Bahn  verteilt,  haben  wir  auch  die  Masse  des  gestörten  (des 
angezogenen)  Körpers  durch  eine  auf  dessen  Bahn  ausgebreitete  kon- 
tinuierliche Massenbelegung  ersetzt.  Während  es  aber  bei  der  anziehenden 
Masse,  dem  Sonnenringe ^  gleichgültig  ist,  ob  wir  uns  dieselbe  in  Be- 
wegung oder  in.  Ruhe  denken,  ist  es  bei  der  angezogenen  Masse,  dem 
Mondringe,  wesentlich,  dafs  wir  seine  Bewegung  (in  Gestalt  einer  Ver- 
schiebung des  Ringes  in  sich)  berücksichtigen.  Denn  diese  Bewegung 
ist  es  gerade,  die  nach  den  Grundsätzen  der  Kreiseltheorie  die  Mond- 
bahn in  den  Stand  setzt,  ihre  Neigung  gegen  die  Ekliptik  gegenüber 
dem   von    dem    Sonnenringe   ausgeübten    Drehmomente    zu   behaupten. 

Wir  bilden  zunächst  das  Anziehungspotential  des  Sonnenringes 
auf  den  Mondring  und  leiten  daraus  die  um  die  Knotenlinie  des  Mond- 
ringes wirkende  Drehkraft  ab.  Sie  lautet  nach  Gleichung  (2)  des 
vorigen  Paragraphen: 

(1)  M"  ^  ~  T  f^^^  ^"^'^2  cos'^g; 
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in  der  That  brauchen  wir  nur  die  auf  den  Erdring  sich  beziehenden 
Gröfsen  m,  ^  und  B  in  der  genannten  Gleichung  durch  die  auf  den 
Mondring  bezüglichen  m^,  ^2  "=  ^^  ^^^  ^2  ^^  ersetzen.  Schreiben  wir 
hierfür  Pg  siu'O'g  cos '^2;  ^^  wird  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (7)  des  vorigen 
Paragraphen: 

(2)     p.=-{/^=-l-.vG.;y=-4Sc,, 

wo  jetzt  Cg  ==  m^  r^  das  Trägheitsmoment  des  Mondringes  um  seine 
Figurenaxe  bezeichnet. 

Eine  mögliche  Präcessionsbewegung  des  Mondringes  von  langer 
Periode  wird  wieder  hinreichend  genau  durch  die  Gleichung  (5')  des 
vorigen  Paragraphen  definiert^  welche  wir,  unter  N  die  unbekannte 
Präcessionsgeschwindigkeit,  unter  M  die  Drehgeschwindigkeit  des  Mond- 
ringes verstanden,  so  zu  schreiben  haben: 

(3)  C^MN^PsCosO^gj 
sie  ergiebt 

(4)  N  =  --~?^cos^2. 

Nun  bedeutet  M  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondringes  in 
Bezug  auf  seine  Knoten;  sie  ist  gleich  derjenigen  Winkelgeschwindigkeit, 
mit  welcher,  von  der  Erde  aus  gesehen,  der  Mond  in  seiner  Bahn  gegen 
die  Mondknoten  fortschreitet.  Die  betr.  ümlaufszeit  heifst  die  drako- 
nitische,  sie  ist  gleich  27,2  Tagen*).     Mithin  wird 

^y|  27r  J       Ny,  m  o      365,25 

Nehmen  wir  wieder  als  Zeiteinheit  das  Jahr,  so  wird  in  Gradmafs 
ausgedrückt 

(5)  N  =  -iAJ|^  cos  50.  180»  =  20,00. 

Dies  wäre  die  Anzahl  Grade,  welche  die  Mondknoten  in  einem  Jahre 
zurücklegen;  die  volle  ümlaufszeit  der  Mondknoten  würde  daher 
betragen: 

(6)  ^=18  Jahre. 

Der  oben  angegebene  Wert  war  18%  Jahre  oder  genauer  6793  Tage; 
dem    entspricht    als    genauerer  Wert   von    N    der   Betrag   lOYg^.     Der 


*)  Über  die  Beziehung  dieser  Winkelgescliwindigkeit  zur  wahren  öder  side- 
rischen  Winkelgescliwindigkeit  des  Mondes  ist  dasselbe  zu  sagen,  wie  oben 
über  die  Beziehung  zwischen  fi  und  r.  Bezeichnen  wir  die  siderische  Winkel- 
geschwindigkeit (d.h.  die  Gröfse  — 27r  dividiert  durch  den  siderischen  Monat) 
mit  i?,  so  gilt  wieder   E  =  M  +  N  cos  5^. 
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ünterscliied  kann  uns  bei  der  Rohlieit  unserer  Vorstellung  vom  Mond- 
ringe ^  bei  der  wir  Yon  der  Excentrizität  der  Mondbahn  absahen ,  nicht 
wunder  nehmen. 

Wir  wollen  noch  ergänzungsweise  den  Einflufs  der  Erdanziehung 
auf  die  Bewegung  der  Mondknoten^  wenigstens  in  grober  Annäherung^ 
bestimmen.  Es  ist  klar^  dafs  die  Erde  nur  insofern  die  Ebene  der 
Mondbahn  stören  kann,  als  sie  yon  der  Kugelgestalt  abweicht,  dafs 
also  bei  der  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Zerlegung  der  Erde 
in  eine  ^^ErdkugeF  und  einen  ^^Erdring"  nur  der  Erdring  von  der 
Masse  m  (Gl.  (1)  daselbst)  zu  berücksichtigen  ist.  Dieser  Erdring  m 
sucht  min  ebenso  wie  der  Sonnenring  den  Mondring  in  seine  Ebene 
hineinzudrehen ;  also  hier  in  die  Ebene  des  Erdäquators.  Wir  schliefsen 
wie  oben,  dafs  unter  dem  Einflufs  dieses  Drehmomentes  und  vermöge 
der  eigenen  Umdrehungsgeschwindigkeit  des  Mondringes  die  reguläre 
Präcession  um  die  Normale  der  genannten  Ebene,  also  hier  um  die 
Nord- Süd -Axe  der  Erde,  eine  mögliche  Bewegungsform  des  Mond- 
ringes sei,  wobei  wir  von  der  im  vorigen  Paragraphen  untersuchten 
Eigenbewegung  der  Erdaxe  absehen.  Wir  wollen  die  Präcessionsge- 
schwindigkeit  und  die  Zeitdauer  dieser  Präcession  bestimmen.  Indem  wir 
finden,  was  aus  der  geringen  Masse  des  Erdringes  vorherzusehen  war, 
dafs  diese  Präcessionsgeschwindigkeit  sehr  klein,  die  Präcessionsdauer 
also  sehr  lang  wird,  verglichen  mit  der  entsprechenden  Geschwindigkeit 
und  Zeitdauer  bei  der  durch  die  Sonne  hervorgerufenen  Mondknoten- 
bewegung, zeigt  sich,  dafs  durch  die  Einwirkung  der  Erde  die  Mond- 
knotenbewegung nur  in  geringer  Weise  und  in  säkularer  Form  ab- 
geändert wird  und  dafs  wir  bei  der  vorhergehenden  Berechnung  der- 
selben die  Erdanziehung  vernachlässigen  durften.  Die  Art  dieser  (sehr 
geringfügigen)  Abänderung  besteht  dabei  nicht  in  einer  einfachen  Be- 
schleunigung oder  Verzögerung  der  durch  die  Sonne  bewirkten  Knoten- 
bewegung, sondern  sie  verändert  auch  die  Neigung  der  Mondbahn 
gegen  die  Ekliptik,  da  wie  bemerkt  die  von  der  Erde  bewirkte  Prä- 
cessionsbewegung  um  eine  andere  Axe  erfolgt,  wie  die  durch  die  Sonne 
bewirkte. 

Das  Drehmoment  des  Erdringes  auf  den  Mondring  hängt  von  dem 
Winkel  der  Neigung  des  Mondringes  gegen  die  Aquatorebene  der  Erde 
ab.  Dieser  Winkel  wechselt  wegen  der  durch  die  Sonne  bewirkten 
Knotenbewegung  und  schwankt  in  IS^s  Jahren  um  +  5^.  Es  ist  am 
einfachsten  und  liegt  am  nächsten,  jenen  Neigungswinkel  durch  seinen 
Mittelwert  zu  ersetzen,  d.  h.  durch  den  Winkel  d^  =  23,5^,  unter  dem 
die  Aquatorebene  der  Erde  gegen  die  Ekliptik  geneigt  ist.  Indem  wir 
dieses  thun,  sehen  wir  also  wie  im  ersten  Paragraphen  von  der  Neigung 
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der  Mondbahn  gegen  die  Ekliptik  ab^  denken  uns  vielmehr  den  Mond- 
ring in  die  Ekliptik  hineingedreht. 

Das  Drehmoment  der  Erdanziehung  auf  den  Mondring  können 
wir  nun  direkt  aus  der  Grl.  (2'')  des  vorigen  Paragraphen  entnehmen. 
Die  dortige  Formel  bedeutete  das  Drehmoment,  welches  der  in  die 
Ekliptik  hineingedrehte  Mondring  auf  den  Erdring  ausübte.  Gerade 
so  grofs  ist  aber  das  jetzt  in  Frage  stehende  Drehmoment.  Setzen 
wir  dasselbe  gleich  F^  sin  ^  cos  ^,  so  wird  nach  der  genannten 
Gleichung: 

P  '  =  _  A  f'^^hi^  —  -^) 
^2  2  '  r,« 

Wir  vergleichen  das  Produkt  Pg'coS'^  mit  dem  Produkte  Pg  cos '9^2 ; 
unter  Pg  den  in  Gl.  (2)  dieses  Paragraphen  angegebenen  Wert  ver- 
standen. Nach  Gl.  (3)  dieses  Paragraphen  verhält  sich  nämlich  die- 
jenige Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  die  Mondknoten  um  die  Nord- 
Süd -Axe  der  Erde  infolge  der  Anziehung  des  Erdringes  umlaufen 
würden,  zu  derjenigen  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  infolge  der  Sonnen- 
anziehung in  der  Ekliptik  umlaufen,  wie  Pg' cos 'O'  zu  PgCOsO'g. 
Nennen  wir  die  beiden  Geschwindigkeiten  N'  bez.,  wie  oben,  N,  so 
haben  wir 

N        Pg  cos  ^f^  ~     m^  fg  ^     Q\  ^  cos  -O-g 

Nach  dem  dritten  Keplerschen  Gesetz  (Gl.  (7)  und  (7')  aus  §  1)  dürfen 
wir  setzen 

und  erhalten  daher: 

Jl"  —  (M+m^)  r^^  2p  cos  '^g  —  C      {M  +  m^)  r^^  T^^  cos  -O-g ' 

Hier  werde  noch  im  Zähler  des  Ausdrucks  ein  Näherungswert  für  C 
eingesetzt;  sehen  wir  nämlich  die  Erde  vorübergehend  als  eine  Kugel 
von  gleichförmiger  Dichte  an,  so  dürfen  wir  nach  einer  bekannten 
Formel    G  =  -^  ME^   annehmen,    so  dafs  sich  schliefslich  ergiebt: 


N' 

4.   C  —  Ä       M        E^  T^^  cos'^ 

N 

"5        C      M-\-m^  r^'  T^'  cos^^ 

Die  sämtlichen  Paktoren  dieses  Ausdrucks  sind  bekannte  Zahlen.  Es 
ist  z.  B.  das  Verhältnis  B/r^  gleich  ca.  1/60,  während  das  Verhältnis 
M/M  +  ^2  hinreichend  genau  gleich  1  genommen  werden  kann.  Mit 
Benutzung  der  schon  früher  angegebenen  sonstigen  Zahlenwerte  er- 
giebt sich 

N'   _  ^  Jl_  /1\^  /365,25y  cos  23,5»  _  i  9     -j  a-4 
N"  ~"   5   305  W    l  27,3  /       cos  5«     —  i,^  •  iU     . 
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Die  Geschwindigkeit  N'  ist  also  aufserordentlich  klein  gegen  die  Ge- 
schwindigkeit N.  Umgekelirt  ist  die  zu  N'  gehörige  Präcessionsdauer 
aufserordentlich  grofs  gegen  die  Periode  der  Mondknotenbewegung  in 
der  Ekliptik,  welche  I873  Jahre  beträgt.  Jene  Präcessionsdauer  würde 
nämlich  sein: 

18^_10^  _  ^gg  QQQ  Jahren. 

Die  Gröfse  dieser  Zahl  zeigt  unmittelbar,  dafs  unserer  Betrachtung 
nur  die  Bedeutung  einer  ÄbscMt0img,  nicht  die  einer  zuverlässigen 
BerecJimmg  zukommt.  Denn  einerseits  ändern  sich  während  des  ge- 
nannten Zeitraumes  die  Elemente  der  Mondbahn  in  bedeutendem  und 
nicht  vorherzubestimmendem  Mafse,  während  sie  in  unserer  Rechnung 
als  konstant  angenommen  wurden.  Andrerseits  und  namentlich  ändert 
sich  in  jenem  Zeiträume  die  Lage  des  Erdringes  im  Räume  wegen 
der  Knotenbewegung  der  Erde  völlig,  während  wir  doch  in  unserer 
Rechnung  die  Stellung  des  Erdringes  und  das  von  ihm  ausgeübte  Dreh- 
moment als  unveränderlich  voraussetzen  mufsten.  Diese  Voraussetzung 
ist  nur  für  einen  Zeitraum  zulässig,  der  klein  ist  gegen  die  Präcessions- 
dauer (26000  Jahre)  der  Erdknoten,  dagegen  völlig  unhaltbar  für  den 
hier  gefundenen  Zeitraum,  der  sich  sogar  gröfser  als  26000  Jahre  er- 
geben hat. 

Trotzdem  wird  durch  die  vorstehende  Rechnung  soviel  bewiesen, 
als  wir  ergänzungsweise  zu  beweisen  wünschten:  dafs  nämlich  die  von 
dem  Erdringe  bewirkte  Mondknotenbewegung  zu  vernachlässigen  und 
dafs  lediglich  die  Sonnenanziehung  als  mafsgebender  Faktor  hierbei  zu 
berücksichtigen  ist. 

§  3.    Die   astronomische   Nutation   der  Erdaxe.      Verallgemeinerung 
der  Gaufsisclien  Methode  auf  periodische  Störungen. 

Indem  wir  uns  zu  der  von  Bradley  1747  entdeckten  Nutation 
der  Erdaxe  wenden,  betonen  wir  vorab,  dafs  diese  „astronomische" 
Nutation  mit  der  früher  als  Nutation  der  Kreiselaxe  bezeichneten  Be- 
wegung in  MnetiscJier  Hinsicht  nichts  gemein  hat.  Die  Nutation  der 
allgemeinen  Kreiseltheorie  (vgl.  besonders  Kap.  V,  §  2)  rührt  daher, 
dafs  der  Anfangszustand  der  Bewegung  im  Allgemeinen  nicht  genau 
auf  die  reguläre  Präcession  abgepafst  ist  und  dafs  dementsprechend 
selbst  beim  Fehlen  aller  äufseren  Kräfte  die  Figurenaxe  im  Räume  im 
Allgemeinen  einen  Kegel  beschreibt.  Die  astronomische  Nutation  da- 
gegen hat  ihren  Ursprung  darin,  dafs  auf  die  sich  drehende  Erde 
periodisch  veränderliche  Kräfte  einwirken,  welche  natürlich  eine  in 
gleichem   Zeitmafs    erfolgende   periodische   Bewegung   der   Erdaxe  be- 
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dingen.  Indem  wir  an  eine  in  der  gesamten  Mechanik  ebenso  wichtige 
wie  "bekannte  Unterscheidung  anknüpfen ,  können  wir  kurz  so  sagen: 
Die  frühere  Nidation  ivar  eine  freie  y  die  jetzige  ist  eine  erzwungene 
Schwingimg. 

Die  Ähnlichkeit  beider  Bewegungen,  welche  die  gleiche  Wahl  der 
Bezeichnung  rechtfertigen  möge^  ist  vielmehr  nur  Mnematischer  Natur. 
In  beiden  Fällen  handelt  es  sich  um  eine  gegen  die  Periode  der  Prä- 
cession  sehr  kurze  Schwingung.  Die  Periode  der  freien  Nutation  in 
der  allgemeinen  Kreiseltheorie  beträgt  2'jtAIN,  die  der  Präcession 
27tN/P  (s.  z.  B.  pag.  305,  Gl.  (13)  und  (15)),  das  Verhältnis  beider 
Perioden  ist  daher  die  oft  genannte  Gröfse  AFjN^,  die  wir  in  der 
Regel  als  kleine  Zahl  (z.  B.  <  1/100)  voraussetzen  durften.  Andrer- 
seits rührt  die  astronomische  Nutation  von  der  Bewegung  der  Mond- 
knoten her,  hat  daher  wie  diese  die  Periode  von  18%  Jahren;  die 
Periode  der  Präcession  der  Erdaxe  wurde  zu  26000  Jahren  berechnet; 
das  Verhältnis  beider  Perioden  ist  daher  auch  hier  sehr  klein,  sogar 
<  1/1000. 

Um  die  Theorie  der  astronomischen  Nutation  an  unsere  bis- 
herigen Betrachtungen  anschliefsen  zu  können,  müssen  wir  zunächst 
unsere  von  Gaufs  übernommene  Methode  abermals  erweitern.  In  ihrer 
ursprünglichen  Form  dient  diese  Methode  nur  zur  Berechnung  der 
säkularen  Störungen.  Wir  werden  aber  sehen,  dafs  sie  bei  geringer 
Modifikation  auch  die  periodischen  liefern  wird. 

Formulieren  wir  zunächst  das  Problem  der  Erdrotation  in  all- 
gemeinster Weise.  Da  haben  wir  auf  der  einen  Seite  die  Erde,  auf 
der  anderen  Seite  Sonne  und  Mond,  die  ihre  als  bekannt  anzusehenden 
relativen  Bahnen  um  die  Erde  beschreiben  und  dementsprechend  wech- 
selnde Anziehungen  ausüben.  Die  Gesamtheit  der  Anziehungswirkungen 
findet  man  am  einfachsten  aus  dem  Anziehungspotential  durch  Ableitung 
desselben  nach  den  Koordinaten.  Das  Potential  wird  dabei,  wie  immer 
bei  Störungsaufgaben,  aus  den  relativen  Lagen  der  fraglichen  Körper  unter 
vorläufiger  Absehung  von  den  im  Verlaufe  der  Rechnung  selbst  zu  findenden 
Störungen  berechnet.  Da  die  Störungen  sich  in  der  Regel  im  Verhältnis 
zur  Hauptbewegung  als  klein  ergeben,  wird  hierdurch  nur  ein  kleiner 
Fehler  entstehen.  Wollte  man  dagegen  die  gestörte  Bewegung  selbst 
bei  der  Berechnung  des  Anziehungspotentials  zu  Grunde  legen,  so 
würde  man  neben  den  sog.  Störungen  erster  Ordnung,  auf  die  wir  im 
folgenden  allein  abzielen,  zugleich  auch  die  „Störungen  zweiter  Ord- 
nung^^  ermitteln.  Auch  wenn  man  die  letzteren  zu  kennen  wünschte, 
würde  sich  immer  ein  schrittweises  Vorgehen  und  eine  vorläufige  Be- 
schränkung auf  die  Störungen  erster  Ordnung  empfehlen.     In  unserem 
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Falle  haben  wir  unter  der  ungestörten  Bewegung  der  Erde  ihre  gleich- 
mäfsige  Rotation  um  die  gegen  die  Ekliptik  geneigte  Pigurenaxe  zu 
verstehen. 

Dieses  Potential  V  der  Sonnen-  und  Mondanziehung  auf  die  Erde 
wird  man  nun  naturgemäfs  in  nicht -periodische  und  periodische  Be- 
standteile spalten.  Die  periodischen  Bestandteile  der  Sonnenanziehung 
V^  werden  zur  Periode  das  Jahr^  die  der  Mondanziehung  Fg  teils  den 
Monat ^  teils  den  Umlauf  der  Knoten  etc.  haben.  Die  harmonische 
Analyse  liefert  ein  allgemeines  methodisches  Mittel^  um  diese  Bestand- 
teile von  einander  zu  sondern.  Bekanntlich  findet  man  die  Koeffi- 
zienten der  trigonometrischen  Reihe  in  der  Form  bestimmter  Inte- 
grale. So  ist  der  unperiodische  Teil  von  V^  gleich  -jt  I  Vi(f)dty 
erstreckt  über  die  Zeit  eines  vollen  Sonnenumlaufs.  Diese  Formel 
läfst  sich  aber  deuten  als  Potential  der  in  geeigneter  Weise  mit  Masse 
belegten  relativen  Sonnenbahn.  Es  sei  dm  das  Massenelement,  welches 
wir  auf  dem  mit  der  Greschwindigkeit  jj  durchlaufenen  Bahnelemente 
ds  anbringen.  Da  das  Potential  V^(t)  der  ganzen  Sonnenmasse  m^ 
entspricht,    wird   das  Potential    des   genannten  Massenelementes   gleich 

-—  V.  (ty  sein  und  das  gesamte  Potential  der  mit  Masse  versehenen 
m^     1  \  /i  o 

Sonnenbahn  —  f  V^(t)dm.  Damit  Übereinstimmung  herrscht  zwischen 
diesem  Potential  und  dem  genannten  Koeffizienten  der  trigonometri- 
schen Entwickelung,  mufs  die  Massenverteilung  so  eingerichtet  werden, 
dafs  auf  jedes  Element  der  Bahn  das  Massenelement 

(1)  dm  ==  -^ 

kommt.  Die  gesamte  auf  der  Bahn  aufgetragene  Masse  ist  hiernach 
genau  die  gesamte  Sonnenmasse  m^.  Wir  haben  damit  genau  den 
ursprünglichen  Graufsischen  Ansatz.  Wird  überdies  die  Bahn  als 
kreisförmig,  die  Greschwindigkeit  also  als  gleichförmig  vorausgesetzt, 
so  ist  die  Massenverteilung  eine  gleichförmige.  Dies  war  unser  Stand- 
punkt bei  der  obigen  Behandlung  der  Präcession,  welche  in  der  That 
von  dem  konstanten  oder  durchschnittlichen  Teile  der  Sonnen-  und 
Mondanziehung  herrührt. 

Betrachten  wir  nun  die  periodischen  Teile.  Indem  wir  wieder  auf 
die  Sonne  argumentieren,  sei  Tjn  die  betr.  Periode,  unter  n  eine 
ganze  Zahl  verstanden.  Die  Koeffizienten  der  beiden  Terme  von  dieser 
Periode  in  der  trigonometrischen  Entwickelung  sind: 

(2)  ^  fViii)  cos  2^  J-  dt,      ^fv,{t)  sin27r  J^  dt. 
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Wir  fassen  sie  wieder  auf  als  Anzielning  der  mit  Masse  belegten 
Sonnenbahn,    wobei   aber    jetzt   auf    das   Balmelement   ds   die   Masse 

^i~I^  sin  ^^"7^  ^^  kommt,  unter  t  und  dt  die  Zeit  resp.  das  Zeit- 
interyall  verstanden,  zu  der  resp.  in  dem  das  Element  ds  von  der 
Sonne  durchlaufen  wird.  Die  gesamte  zur  Verteilung  kommende  Masse 
ist  jetzt  Null,  da  wir  neben  positiver  auch  gleich  viel  „negative"  Masse 
verwenden  müssen.  Die  Dichte  ist,  selbst  bei  kreisförmiger  Gestalt 
der  Bahn,  nicht  gleichförmig  sondern  harmonisch  variabel.  Die  nach- 
stehenden schematischen  Figuren  mögen  diese  Verhältnisse  im  Falle 
n  ==  0  und  n  =  2  veranschaulichen. 


6    ^    -r     6     > 


71  ^o  n-l 

Fig.  97. 

Die  betr.  auf  den  Erdkörper  wirkenden  periodischen  Drehkräfte  er- 
geben sich  aus  den  berechneten  trigonometrischen  Koeffizienten  durch 
Ableitung   nach    den    räumlichen    Koordinaten  und  Multiplikation   mit 

cos  ~f —      ^^®  werden  Störungen  der  Erdaxe    von    derselben   Periode 

TJn  hervorrufen.  Auf  die  Berechnung  derselben  gehen  wir  hier  nicht 
ein;  sie  kann  nach  dem  Muster  der  weiter  unten  für  die  astronomische 
Nutation  zu  gebenden  Entwickelungen  erfolgen.  Praktisch  kommt  von 
solchen  Störungen  nur  diejenige  in  Betracht,  welche  die  Periode  T^l'2 
hat,  sowie  die  entsprechende  von  der  Mondanziehung  herrührende 
Störung  von  der  Periode  T^j^.  Auch  bei  diesen  Gliedern  übersteigt  die 
Amplitude  der  Schwankung  nur  an  einer  Stelle  den  Betrag  \"  (s.  die 
Formeln  am  Schlüsse  des  nächsten  Paragraphen).  Die  Amplituden  der 
übrigen  Glieder  von  den  Perioden  T^^  ^i/3,  ••-,  Tg,  Ig/S,  •  •  •  sind  so 
klein,  dafs  sie  selbst  für  die  Bedürfnisse  der  astronomischen  Genauig- 
keit verschwinden. 

Anders  diejenigen  Störungen,  welche  die  Periode  des  Umlaufs  der 
Mondknoten  besitzen. 

Sehen  wir  zunächst  zu,  wie  sich  bei  ihnen  unsere  Methode 
gestaltet. 

So  wie  wir  oben  durch  gleichzeitige  Inbetrachtnahme  sämtlicher 
von  Sonne  und  Mond  durchlaufenen  Orter  ihrer  Bahnen  den  Sonnen- 
und  Mondring  erzeugten,  so  werden  wir  jetzt,  ausgehend  von  dem 
gegen  die  Ekliptik  geneigten  Mondring,  indem  wir  uns  die  sämtlichen 
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Örter  Torstellen^  die  er  bei  seiner  Präcessionsbewegung  einnimirit^  eine 
^^Mondringfläche^^  erhalten.  Diese  durch.  Rotation  des  Mondringes  nm 
die  Normale  der  Ekliptik  entstehende  Mondringfläche  ist  ersichtlich 
eine  doppelt  überdeckte*)  Kngelzone  vom  Radius  r^  und  der  Höhe 
2^2  sin  5^.  Die  beiden  folgenden  Figuren  deuten  die  Massenverteilung 
in  den  Fällen  n  =  0  und  n  ==  1  an^  mit  der  wir  unsere  Mondring- 
flache  auszustatten  haben.  Es  möge  dabei  ausdrücklich  hervorgehoben 
werden,  dafs  die  Absicht  bei  der  Einführung  unserer  Mondringfläche 
und  der  Verzeichnung  der  folgenden  Figuren  keine  andere  ist  wie  die- 
jenige, die  das  Gaufsische  Verfahren  überhaupt  verfolgt:  den  Sinn  der 
Rechnungen  an  einem  geometrischen  Substrat  zu  veranschaulichen;  die 
Rechnungen  selbst  werden  dadurch  im  Grunde  nicht  vereinfacht,  sondern 
sind  genau  identisch  mit  denjenigen,  die  wir  auch  bei  rein  analytischem 
Vorgehen  auszuführen  haben  würden. 


a)  Im  Falle  n  =  0  (säkulare  Störung)  ist  die  Massenverteilung 
so  zu  wählen,  dafs  auf  jedes  Element  der  Mondringfläche  eine  Masse 
d^  kommt,  die  nach  Analogie  mit  Gl.  (1)  gleich  ist  dem  Produkt  aus 
der  Masse  des  dies  Element  überstreichenden  Elementes  der  Mondring- 
fläche in  das  Verhältnis  dtjT,  d.  h.  in  das  Verhältnis  der  Dauer  des 
Überstreichens  zu  der  ganzen  Periode    der  Mondknoten.     Wir  wollen 


*)  Wir  denken  uns  die  Kugelzone  doppelt  überdeckt^  d.  h.  aus  zwei  Schalen 
bestehend^  die  längs  ihres  oberen  und  unteren  Randes  zusammenhängen,  weil  jede 
Stelle  der  Kugelzone  von  dem  rotierenden  Mondringe  zweimal  überstrichen  wird, 
einmal  von  dem  in  Fig.  99  gezeichneten  vorderen,  das  andere  Mal  von  dem  in 
dieser  Figur  nicht  angedeuteten  hinteren  Halbbogen.  Am  einfachsten  wird  die 
Vorstellung,  wenn  wir,  der  Kugelzone  eine  gewisse  Körperlichkeit  zuschreibend, 
die  äufsere  Oberfläche  derselben  als  die  eine,  die  innere  Oberfläche  als  die  andere 
Schale  auffassen  und  festsetzen,  dafs  der  Mondring  in  jeder  seiner  Lagen  am 
oberen  bez.  unteren  Rande  der  Kugelzone  von  der  einen  auf  die  andere  Schale 
übertritt.  Damit  steht  die  Wahl  unserer  Koordinaten  a,  (?  im  Einklänge:  wenn 
wir  im  Folgenden  a  und  ß  von  0  bis  27C  integrieren,  so  überstreichen  wir  damit 
jede  Stelle  der  Kugelzone  doppelt,  also  jede  der  beiden  Schalen  einmal;  der 
einen  Schale  entsprechen  dabei  die  Werte  der  Koordinaten  —  7t/ 2  <^a  <C.~\-  ^/2, 
0<^<27r,   der  anderen  Schale  die  Werte    +  7r/2  <c^  <+ 37r/2  ,    0</3<2;t;. 
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in  der  Ebene  des  Mondringes  einen  Winkel  a  messen^  indem  wir  etwa 
die  Knotenlinie  des  Mondes  OM  (vgl.  Fig,  99)  als  a  =  0  rechnen; 
jeder  Punkt  P  des  Mondringes  ist  dann  durcli  den  Centriwinkel 
a  =  MOP  charakterisiert.  Andrerseits  wollen  wir  den  Winkel ^  den 
die  Mondknotenlinie  OM  gegen  einen  willkürlichen  festen  Änfangs- 
strahl  OÄ  in  der  Ekliptik  bildet^  mit  ß  bezeichnen;  ^  sei  der  Winkel, 
den  die  Knotenlinie  der  Erde  mit  demselben  Strahl  OÄ  bildet.  Die 
Winkel    a^  ß    stellen  dann  schiefwinklige  sphärische   Koordinaten  auf 


Mg.  99. 

unserer  Kugelzone  dar,  durch  welche  die  Lage  eines  jeden  Punktes 
der  Kugelßäche  fixiert  werden  kann  und  durch  welche  die  Kugel- 
zone in  parallelögrammatische  Elemente  eingeteilt  wird.  Die  auf  ein 
solches  Element  entfallende  Masse  dii  ist  nun  gleichzusetzen  der  Masse 
des  Mondringelementes,  welches  zu  dem  Winkel  da  gehört,  nämlich 
m<^dal2'jty  multipliziert  in  das  oben  genannte  Verhältnis  dtjTy  welches 
bei  gleichförmigem  Umlauf  der  Mondkuoten  gleich  ist  dß/27C'^  man 
hat  also 
(3)  d^  =  -^dadß. 

Die  gesamte  zur  Verteilung  kommende  Masse,  die  sich  aus  dii  durch 
Integration  nach  a  und  ß  je  zwischen  0  und  27t  ergiebt,  ist  natürlich 
gleich  der  Masse  des  Mondringes  m^. 

Die  Dichte  der  Verteilung,  d.  h.  die  Masse  pro  Flächeneinheit  der 
Mondringüäche  (zusammen  für  beide  Schalen  gerechnet)  ist,  wie  man 
aus  der  geneigten  Lage  des  Mondringes  leicht  versteht,  nicht  gleich- 
förmig angeordnet,  sondern  häuft  sich  an  den  Rändern  der  Mondring- 
fläche (für  a  ==  ±  7t  j2)  unendlich  an.  Längs  der  Breitenkreise  ist  da- 
gegen die  Dichte  konstant.  In  Fig.  98  a  wurde  versucht,  diese  Ver- 
hältnisse durch  die  Stärke  der  Schraffierung  anzudeuten. 

b)  Im  Falle  n=  1  (periodische  Störung)  ist  die  auf  der  Mondring- 
fläche zu  supponierende  Massenverteilung  auch  längs  der  Breitenkreise 
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nicht  gleicMörmig,  sondern  harmoniscli  variabel.  Es  tritt  nämlicli 
(vgl.  die  Formeln  (2)  für  die  Koeffizienten  der  trigonometrischen  Eeihe) 
zu  der  vorher  bestimmten  Masse  der  Faktor  2  cos  ß  bez.  2  sin  ß  hinzu. 
Mithin  wird  jetzt 

(4)  di.^^Zß^'^^ß- 

Die  gesamte  zur  Verteilung  kommende  Masse,  die  wieder  durch  Inte- 
gration von  d^  nach  a  und  ß  zwischen  0  und  2jr  gewonnen  wird, 
ist  jetzt  gleich  Null. 

Auch  jetzt  häuft  sich  die  Dichte,  die  wir  als  algebraische  Summe 
der  auf  die  Flächeneinheit  beider  Schalen  entfallenden  Masse  berechnen, 
nach  den  Rändern  hin  an  und  ist  in  benachbarten  Oktanten  der  Kugel- 
zone entgegengesetzt  gleich.  In  Fig.  98  b  wurden  diese  Verhältnisse 
teils  durch  die  Stärke  der  Schraffierung,  teils  durch  Beifügung  der 
Vorzeichen  angedeutet. 

Nachdem  somit  die  Figuren  98  erläutert  sind,  bilden  wir  uns 
aus  den  gefundenen  Massenbelegungen  die  zugehörigen  Potentiale; 
und  zwar  soll  das  der  Belegung  (3)  entsprechende  Potential  ü,  die 
den  Belegungen  (4)  entsprechenden  Potentiale  w-^  und  ^V2  heifsen  (w^  zu 
cos/3,  W2  zu  sin/3  gehörig).  Diese  Potentiale  sind  nichts  anderes  als 
die  ersten  Koeffizienten  in  der  nach  der  Mondknotenperiode  fortschrei- 
tenden Entwickelung  des  vom  Monde  auf  die  Erde  ausgeübten  An- 
ziehungspotentiales  Fg  (i^) ;  letzteres  drückt  sich  nämlich  durch  D,  w-^ ,  W2 
sowie  die  Mondknotengeschwindigkeit  N  folgendermafsen  aus: 

V^if)  =  ü -\-  w^cosNt  +  w^sinNt-^r  '  '  -, 

wofür  wir  auch  abkürzend  schreiben: 

Das  konstante  Glied  ü  gehört  also  zu  dem  Werte  n  =  0  des  Stellen- 
zeigers der  Entwickelung,  das  zeitlich  veränderliche  Glied  W  fafst  die 
beiden  zu  dem  Werte  n  =  1  des  Stellenzeigers  gehörigen  Terme  der 
Entwickelung  zusammen. 

Aus  dem  Werte  von  U  können  wir  nichts  wesentlich  Neues  er- 
fahren, vielmehr  müssen  wir  auf  den  schon  im  ersten  Paragraphen 
berechneten  Anteil  des  Mondes  an  der  Präcessionsbewegung  der  Erde 
zurückfallen.  Wir  führen  diese  Rechnung  nur  deshalb  nochmals  durch, 
um  uns  zu  überzeugen,  dafs  die  früher  vernachlässigte  Neigung  der 
Mondbahn  gegen  die  Ekliptik  die  Präcessionserscheinung  nur  unwesent- 
lich beeinflufst.  Aus  dem  Werte  von  W  dagegen  wird  sich  die  Er- 
klärung und  Vorausberechnung  der  astronomischen  Nutation  ergeben. 
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a)  Der  Fall  n  =  0,  Das  Potential  eines  Elementes  d^i  der  Mond- 
ringfläclie  auf  ein  Element  dm  des  Erdringes  ist^  unter  f  die  Gravi- 
tationskonstante verstanden^  fd^dm/r]  dater  wird  das  Potential  der 
ganzen  Mondringfläche  auf  den  Erdring: 

/  dm 


(5)  ^-fSS'^r 


r 

Sind   X,  y,  z  bez.  x^,  y^j  ^^    die  Koordinaten  eines  Punktes   des   Erd- 
ringes bez.  des  Mondringes ^  so  setzen  wir  wie  früber 

^  =  i2cos9;     ^ -=  jR  sing?  cos '^^     ^  =  i?  sin^?  sin^^. 
Fällt   ferner    die  Mondknotenlinie    gerade    mit    der  Erdknotenlinie  zu- 
sammen,  so   können  wir,   bezogen  auf  das   gleiche  Koordinatensystem, 
schreiben: 

^2  =  ^2  ^^^  ^;  ^2  "=  ^2  ^i^  ^  ^^^  ^^;  ^2  ^  ^2  ®i^  ^  ®i^  5^- 
Diese  Koordinaten  entsprechen  der  besonderen  Lage  ß  =  ijj  des  Mond- 
ringes (vgl.  Fig.  99).  Bei  beliebigem  ß  bleibt  der  Wert  von  02  der 
angegebene,  die  Koordinaten  x^^  y^  aber  entstehen  aus  den  vorstehenden 
nach  der  Regel  der  Koordinatentransformation,  wobei  als  Drehwinkel 
der  Winkel  ß  —  ij^  eingeht.     Es  wird  nämlich  allgemeingültig: 

^2  "=  ^2  (^^^  ^  ^^^  (ß  —  t)  —  sin  a  cos  5^  sin  (ß  —  f)) , 
^2  "=  ^2  (^^s  ^  si^  {ß~i^)  +  sin  a  cos  5^  cos  (ß  —  ip)) , 
^2  ==  ^2  sin  a  sin  5^. 
Wir  berechnen  uns  hiernach 

r'  =  (« -  x,y  +  (y- y,y  +  (0-0,)'  =  JJ^  +  r/  -  2Rr,s, 

worin  s  bedeutet: 

xx^  +  yy^  +  zz^  _ 

^g-\         )       cos  9?  (cos  a  cos  {ß  —  ili)—  sin  (%  cos  5^  sin  (/3  —  ili)) 

+  sin  9)  cos  %"  (cos  0;  sin  {ß  —  ip)-^  sin  a  cos  5^  cos  {ß  —  t/;)) 
^  +  sin  9  sin  ^^  sin  a  sin  5^. 

Durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  r^  folgt 

Wir    integrieren    diesen   Ausdruck    nach   dii  und   dm^    indem  wir  d^ 
aus   (3)    entnehmen  und  dm    gleich   y~  ^^    einsetzen.     Zunächst  wird 

fsdcp  =  0;    ferner  liefern  von  den  Gliedern  auf  der  rechten  Seite  von 
(7)   das   erste  und   dritte  Beiträge  zu  unserem  Potential,  die  von  den 
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die  Lage  des  Erdringes  bestimmenden  Winkeln  d-  und  z/^  frei  sind. 
Da  wir  später  das  Potential  nacli  diesen  Winkeln  zu  differenzieren 
haben  werden^  fallen  auch  diese  Glieder  heraus.  Wir  schreiben  daher 
die  ersten  drei  Glieder  ebenso  wie  die  höheren  Glieder  der  Entwickelung 
nicht  hin  und  setzen: 

Man  rechnet  nun  leicht  aus^  dafs 

fdafdßfdcps^  =  jr^{  (1  +  cos^^)  (1  +  cos^ö^)  +  2  sin^^  sin^ö«} . 

Mithin  wird,  wenn  wir  noch  für  die  Masse  des  Erdringes  ihren  Wert 
aus  GL  (1)  von  §  1  einführen: 

[7=  -/-^T^  ((1  +  cos^^)  (1  +  cos^ö«)  +  2sin2^sin250}. 

Das  zugehörige  Drehmoment  auf  den  Erdring  wird  nun  durch  Diffe- 
rentiation nach  %'  gefunden  und  lautet: 

du  _  _  3     m^-^)  ,  j      ^^^2go_2sin2  50}  sin^  cos^ 

^_|/'^s(g-^){l_|-sin^5o)sin»cos#. 

Dieser  Wert  läfst  sich  unmittelbar  mit  dem  im  ersten  Paragraphen 
Gl.  (2")  für  dasselbe  Drehmoment  abgeleiteten  Werte  vergleichen.  Er 
unterscheidet  sich  von  jenem,  wie  man  sieht,  nur  durch  Hinzutreten 
des  Faktors 

l-ysin^ö^^  1-0,012. 

Für  die  numerische  Rechnung  spielt  dieser  Unterschied  aber  keine  Rolle, 
sofern  wir  wie  im  ersten  Paragraphen  nur  die  ganzen  Sekunden  der 
jährlichen  Präcession  anzugeben  wünschen.  Deshalb  würde  die  weitere 
Behandlung  genau  so  wie  dort  zu  erfolgen  haben  und  wir  können  alle 
früheren  Resultate  aach  mit  Rücksicht  auf  die  Neigung  der  Mondbahn 
als  hinreichend  genau  bestätigen. 

b)  Der  Fall  n  =1.  Auch  hier  gehen  wir  von  der  Formel  (5)  aus, 
wobei  wir  aber  jetzt  unter  d^i  die  durch  (4)  definierten  Massenver- 
teilungen verstehen  und  die  ihnen  entsprechenden  Potentiale,  wie  verab- 
redet, w^  und  w^  nennen,  dm  ist  wie  oben  gleich  ^  6?^,  für  -7  ist  die 
Entwickelung  (7)  einzutragen.  Indem  wir  wieder  diejenigen  Glieder 
unterdrücken,  die  bei  der  Integration  nach  cp  oder  bei  der  späteren 
Differentiation  nach  %"  und  '^  verschwinden,  schreiben  wir: 


l\--+Tf'-^^'JzmJo4ä^> 
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Führen  wir  znnäclist  die  Integration  nach  a  und  (p  aus,  so  erhalten 
wir  aus  (6): 

I  da  I dcps^  =  7t^{G0B^(ß  —  'tlj)  +  cos^ö^  sin^(/3  — ^)  +  cos^ d"  sin^ (ß ~  f) 

+  (cos  d"  cos  5^  cos  (ß  —  2lj)-\-  sin  d"  sin  5^)^ } ; 

multiplizieren  wir  dieses  mit  cosj3  oder  sin/3  und  integrieren  nach  ß^ 
so  fallen  alle  diejenigen  Terme  fort^  welche  nach  Auflösung  von 
sin  (ß  ~  ^)  ^^^  ungerader  Dimension  in  g?^  ß  sind.  Als  einziger  nicht- 
verschwindender  Term  bleibt  übrig 

27t^  sin  d'  cos  d^  sin  5^  cos  5^  j  l?^  ß  cos  (ß-t)dß 

=  2%^  sin ^  cos ^  sin  5^  cos  5^  ^  ip. 
Mithin  wird: 

M  =  —  f  — V-  sm  '9'  cos  '9'  sm  5^  cos  5^  „•    i^. 

Damit  ist  das  Potential  der  Mondringfläche  für  die  beiden  durch 
Fig.  98  b  schematisch  dargestellten  Massenbelegungen  oder^  wie  wir  auch 
sagen  können,  diejenigen  beiden  Koeffizienten  der  trigonometrischen 
Entwickelung  gefunden^  welche  zu  Gliedern  von  der  vollen  Periode  des 
Mondknoten-Ümlaufs  gehören.  Die  Summe  dieser  Grlieder,  welche  nach 
Verabredung   W  heifsen  sollte  ^  wird  nun 

(8)  TF=4/*^^^'sin^coS'^sin5«cos50cos(Ni^-^). 

Wir  formen  diesen  Ausdruck  ein  wenig  um,  indem  wir  einerseits  die 
Definition  von  m  (Gl.  (1)  von  §  1),  andrerseits  das  dritte  Keplersche 
Gesetz  (Gl.  (7')  von  §  1)  berücksichtigen  und  erhalten: 

(9)  1^=Y^5^  (|^)'(C-^)sin^cos^sin5«cos50cos(N^-^). 

Aus  dem  Potential  W  leiten  wir  nunmehr  die  Drehmomente  ab,  die 
auf  den  Erdring  wirken.  Da  W  sowohl  von  0"  wie  von  ij^  abhängt, 
erhalten  wir  ein  Drehmoment,  welches  um  die  Knotenlinie  der  Erde 
wirkt,  durch  Differentiation  nach  d^,  ein  anderes,  welches  um  die 
Normale  der  Ekliptik  wirkt,  durch  Differentiation  nach  ijj.  Es  ergiebt 
sich  nämlich 

lW  =  Ti^©V-^)-n2^sin50cos50sin(N^-^). 

Wir  sehen  uns  nun  vor  das  folgende  Kreiselproblem  gestellt:    Die 

Erde  steht  unter  dem  Emflufs  der  eben  genannten  Drehmomente;  welches 

Klein-Sommerfeld ,  Kreisellbewegung.  4:2 
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ist  ihre  Bewegung?  Natürlich,  haben  wir  bei  der  weiteren  Behandlung 
dieses  Problems  nicht  mehr,  wie  bei  der  Berechnung  des  Anziehungs- 
potentialeS;  von  dem  Erdring  allein,  sondern  yon  dem  gesamten  Erd- 
börper  zu  bandeln. 

Das  hiermit  definierte  Kreiselproblem  unterscheidet  sich  von  allen 
früheren  Fragen  in  zweifacher  Hinsicht:  einerseits  ist  zu  dem  Dreh- 
moment um  die  Knotenlinie,  welches  auch  im  Falle  des  gewöhnlichen 
schweren  Kreisels  vorlag,  ein  solches  um  die  „Vertikale"  (hier  die 
Normale  zur  Ekliptik)  hinzugetreten.  Andrerseits  sind  beide  Dreh- 
momente nicht  nur  mit  der  Lage  des  Kreisels  sondern  auch  mit  der 
Zeit  veränderlich.  Das  Zeitmafs  dieser  Veränderlichkeit  bestimmt 
offenbar  auch  das  Zeitmafs,  in  welchem  die  Erde  jenen  Drehmomenten 
folgt.  Während  also  bei  der  in  der  allgemeinen  Kreiseltheorie  unter- 
suchten freien  Nutation  die  Schwingungsperiode  durch  Massenverteilung 
und  Bewegungszustand  des  Kreisels  selbst  bedingt  war,  ist  die  Periode 
der  jetzt  zu  besprechenden  erzwungenen  Nutation  durch  den  Wechsel 
der  äufseren  Kräfte  vorgeschrieben  und  stimmt  in  unserem  Falle  mit 
der  Periode  der  Mondknotenbewegung  überein. 

Im  Allgemeinen  kann  man  sagen,  dafs  das  Problem  der  erzwungenen 
Schwingungen,  wenn  man  von  besonderen  Vorkommnissen  (Reso- 
nanz etc.)  absieht,  ein  einfacheres  ist  wie  das  der  freien  Schwingungen, 
eben  deshalb  weil  die  Periode  der  Schwingungen  nicht  erst  aus  der 
Natur  des  schwingenden  Systems  erschlossen  zu  werden  braucht, 
sondern  von  vornherein  bekannt  ist.  Wenn  das  Problem  in  unserem 
Falle  etwas  kompliziert  aussieht,  so  liegt  dies  nur  an  dem  zusammen- 
gesetzten Charakter  der  wirkenden  Kräfte.  Übrigens  ist  der  Weg,  den 
wir  einschlagen  werden,  vorbildlich  für  die  Behandlung  jeder  Art  er- 
zwungener Schwingungen,  falls  dieselben  hinreichend  klein  ausfallen. 
Den  erzwungenen  Schwingungen  können  sich  allemal  noch  freie 
Schwingungen  überlagern,  wovon  wir  indessen  im  vorliegenden  Falle 
absehen  dürfen,  da  wir  auf  die  Möglichkeit  solcher  freier  Schwingungen 
im  nächsten  Abschnitt  ausführlich  zu  sprechen  kommen. 

Mathematisch  gesprochen  bedeutet  das  Zurückstellen  der  freien 
Schwingungen,  dafs  wir  uns  mit  einem  partikulären  Integral  des  vor- 
gelegten Bewegungsproblems  begnügen  wollen,  nämlich  mit  demjenigen 
Integral,  welches  rein  periodisch  im  Zeitmafs  des  Kraftwechsels  ver- 
änderlich ist  und  eben  deshalb  die  erzivungene  Schwingung  heifst. 
Das  allgemeine  Integral  entsteht  hieraus  durch  Hinzufügung  der  all- 
gemeinsten freien  Schwingung,  d.  h.  derjenigen  allgemeinen  Lösung, 
welche  dem  kräftefreien  Falle  entspricht,  und  zwar  in  Strenge,  wenn 
das  Problem   durch  lineare  Differentialgleichungen  festgelegt   ist,   mit 
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einem  gewissen  Grade  der  Annäherung^  wenn^  wie  im  vorliegenden 
Falle,  die  Differentialgleicliungen  des  Problems  unter  Vernaclilässigung 
kleiner  Gröfsen  auf  lineare  Gleichungen  zurückgeführt  werden  können. 
Bei  der  Berechnung  der  erzwungenen  Schwingungen  des  Erdkörpers 
werden  wir  uns  der  Lagrangeschen  Gleichungen  in  den  Koordinaten 
d^y  i)y  cp  bedienen.  Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  stehen 
die  Komponenten  der  äufseren  Kraft  nach  jenen  Koordinaten,   d.  h.  in 

unserem  Falle: 

dW      dW      dW  ^^ 
dO'^     dt\>^     dg)  ~ 

Der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  heifst  bekanntlich 

T=-~  (^'2  _^  gij,2  ^  ^^2)  _j.  |.  (^^'  +  eos  ^  2l;y 
und  liefert: 

-^  =  A  sin %"  cos  %"il)'^  -—  G{(p'  +  cos  0'^')  sin ^^\       -j—  =  -^  =  0, 
||1  ==  [0]  =  A^\      11^  =  [Y]  -=  ^  sin^^^'  +  Cgos^((p'+  cos^V^% 

If  =  OT  =  C((p'+cos^^O. 
Die  Lagrangeschen  Gleichungen  lauten  nun: 

A%'''~~  A  ^m^(^o^%"ip'^+  (7(9  +  cos '9'!/;')  ^md^il)'^—, 
^  (A  sin^ ^^'  +  C  cos  '^ (9?'+  cos  %^i^'))  =  ^, 

während  die  dritte  Gleichung  liefert:  [O]  =  const.  Da  [O]  =  Cr  ist, 
wo  r  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Erde  um  ihre  Figurenaxe 
und  27r/r  die  Dauer  des  Sterntages  ist,  so  wird  auch  r  konstant  und 
mithin  die  Länge  des  Sterntages  durch  die  in  Rede  stehenden  Mond- 
störungen nicht  beeinflufst. 

Wir    führen   die   Winkelgeschwindigkeit   r  =  9'  +  cos  '^  il)'   in  die 
vorstehenden  Gleichungen    ein   und    schreiben  dieselben  einfacher: 

J.#"  -  J.  sin  #  cos  ^i>'^  +  C  sin  ^  r  i/;'  =  ~, 

~  {A  ^iv?^t'+  Ocos^r)  =  —' 

Jetzt  berücksichtigen  wir,  dafs  die  Winkeländerungen  1^'  -und  %"'  er- 
fahrungsgemäfs  aufser ordentlich  viel  langsamer  erfolgen  und  eine  aufser- 
ordentlich  viel  kleinere  Amplitude  haben,  wie  die  Umdrehung  r,  dafs 
daher  r  sehr  grofs  sein  wird  gegen  cp'  und  ^\  Dementsprechend  werden 
wir  alle  Glieder  linkerhand,  welche  nicht  r  als  Faktor  besitzen,  streichen 
und  die  vorigen  Gleichungen  folgendermafsen  vereinfachen: 

42* 
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Setzen  wir  rediterhand  die  Werte  aus  (10)  ein^  so  ergiebt  sich: 
,,  3        m.       ß7t\^G—Ä    .     reo         KA  cos2'0'         ,^,,         v 

^'  =  -|mTS;©^^^^"^""^°^^"  ^°^^  sin(N^-^). 

Hier  können  wir  abermals  eine  Vereinfachnng  eintreten  lassen^  indem 
wir  auf  der  rechten  Seite  die  in  erster  Näberung  gefundenen  Werte 
für  f  und  d"  (s.  Gl.  (11)  aus  §  1);  nämlicb  t  =  '^o  ~^  ^^'^  =  ^o  +  ^^; 
^  =  2ä^2TT'  =  d'Q  eintragen.  Die  Integration  nach,  t  läfst  sich,  dann 
leicbt  ausfübren  und  liefert: 

1^         3        m«       /27r\2  0  — J.  sinö^  cos5^  ^  ....  ,        ,x 

^  =  -^  ITF-r \-7rr)    —n k\ COS '^'^  COS  (N  P  —  l/i^  —  l/^oJ  ; 
2   M-\-m^\T^]       Cr           N  — ^ 
3        m.       /2:/r\2C~  J.  sin5^  cos5<^  cos2'9'o     •    fK\±         ±        /\ 
^         2   M.-\-m^\Tj       Cr           ^  —  v       sm  -O^^^  "^  ^^^ 

In  diesen  GleicJinngen  ist  die  theoretische  Darstellung  der  astronomischen 
Nutation  gewonnen.  Wie  wir  sehen  ist  sowohl  der  Winkel  %"  wie  der 
Winkel  i/;  einer  harmonischen  Schwankung  unterworfen^  deren  Periode 
mit  der  der  Mondknoten  2jr/N  zusammenfällt.  (Wir  können  nämlich 
die  Winkelgeschwindigkeit  v  der  Erdknoten  gegen  die  der  Mondknoten 
N  ohne  Weiteres  vernachlässigen.)  Um  die  numerischen  Werte  der 
Amplituden  zu  finden,  welche  bez.  a  und  6  heifsen  mögen,  berechnen 
wir  zunächst: 

l  =  2ctg2^o  =  l,9. 

Ferner  wird,  wegen  der  früher  angegebenen  Werte,  wenn  wir  das  Jahr 
als  Zeiteinheit  nehmen: 

^  =  82,    ^  =  3^,,     T,^^^,     .  =  -2..366V„      N=^, 

also  die  Amplitude  von  %',  in  Sekunden  ausgedrückt: 

a  =  - 

Hieraus  folgt 

6  =  1,9.^  =  17". 

Am  Himmelsgewölbe  beschreibt  die  Erdaxe  hiernach  eine  kleine  Ellipse, 
die  nach  ihrem  Entdecker  die  Bradleysche  Ellipse  heifst.  Die  grofse 
Axe    derselben    beträgt    a  =  9";    sie  ist  nach    dem   Pole    der   Ekliptik 


_    3      1     (Sßöyj^      ISYs      0,087  •  0,917    360  •  60  ■  60  __  ^^r 
'^  ~  ¥ '  83  *  "366"V4~ '  (27%y'  3Ö5  ~2^r  ~       ' 
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hingerichtet.     Die   kleine    Axe    wird;   wie    eine    elementar  geometrische 
Überlegung  zeigt,  h  sin  d^Q  =  T'. 

Wir  wollen  schliefslich  die  am  Schlüsse  des  ersten  Paragraphen 
gegebene  Darstellung  der  Erdaxenbewegung  (Gl.  (11)  von  pag.  643) 
durch  Hinzufügung  von  Nutationsgliedern  vervollständigen.  Sie  lautet 
alsdann: 

{^^^,  +  hO"t  +  IT  sili(N^  -  i/^o); 

^     ^  1  ^  =  23«27'  +  r  cos(N?^  -  7/;o). 


§  4.    Schlufsbemerkungen  zum  Problem  der  Präcession  und  Nutation. 
Die  Bestimmung  der  Mondmasse  und  der  EUiptizität  der  Erde. 

Mit  den  bisherigen  Korrektionen  ist  aber  die  Sache  noch  lange 
nicht    abgethan.     Zunächst   kann    man    den   Einfiufs   der  Mondknoten- 

A  irr  A    /rf 

bewegung  weiter  verfolgen  und  Glieder  von  der  Periode  -j— ^  —  etc. 
berechnen.  Die  ersteren  werden  in  der  Praxis  wirklich  berücksichtigt^ 
obgleich  ihre  Amplituden  nur  den  zehnten  bez.  fünften  Teil  einer  Sekunde 
betragen.  Sodann  aber  wäre  die  Excentrizität  der  Sonnen-  und  nament- 
lich die  der  Mondbahn  und  deren  Apsidenbewegung  zu  berücksichtigen^ 
durch  welche  nicht  nur  die  periodischen  Glieder,  sondern  auch  der  säku- 
lare Präcessionsterm  beeinflufst  wird.  Die  hieraus  resultierende  Korrek- 
tion der  Präcessionsgeschwindigkeit  beträgt  abermals  weniger  als  \" . 

Ferner  wollen  wir  hier  nochmals  auf  die  oben  besprochenen  aber 
nicht  durchgerechneten  Einflüsse  hinweisen,  welche  von  der  wechselnden 
Stellung  von  Sonne  und  Mond  in  ihrer  Bahn  herrühren  und  welche 
zur  Periode  einen  aliquoten  Teil  des  Sonnen-  oder  Mondumlaufs  haben. 

Endlich  ist  zu  bedenken,  dafs  alle  Elemente,  welche  in  unsere 
Rechnungen  eingehen,  säkularen  Änderungen  unterworfen  sind,  so  die 
Excentrizität  der  Sonnenbahn,  die  Lage  der  Ekliptik  am  Fixstern- 
himmel etc.,  Änderungen,  welche  man  üblicher  Weise  in  eine  nach 
Potenzen  von  t  fortschreitende  Reihe  entwickelt.  Hieraus  folgt  ins- 
besondere, dafs  auch  die  Präcessionsgeschwindigkeit  nicht  einfach  der 
Zeit  proportional  ist,  sondern  ihrerseits  durch  eine  Potenzreihe  in  i 
dargestellt  wird.  Allerdings  ist  schon  der  Koeffizient  von  f  in  dieser 
Reihe  äufserst  klein,  ca.  10~^-1'';  trotzdem  genügt  sein  Vorhandensein, 
um  Resultate,  welche  sich  auf  eine  längere  Reihe  von  Jahren  beziehen 
und  nur  aus  dem  ersten  Gliede  iyf)  gezogen  sind,  wie  z.  B.  die  am 
Anfang  dieses  Abschnittes  gegebene  Berechnung  der  Periode  von 
26  000  Jahren,  einigermafsen  illusorisch  erscheinen  zu  lassen. 

Bei  Berücksichtigung  dieser  verschiedenen  Einflüsse  werden  die 
Formeln  für  die  Bewegung  der  Erdaxe  wesentlich  komplizierter.     Die 
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Präcession  wird  nicht  mehr  eine  gleichförmige,  sondern  wegen  der 
zuletzt  genannten  Verhältnisse  eine  etwas  beschleunigte  oder  verzögerte 
sein.  Aufserdem  wird  sich  der  bisher  besprochenen  hauptsächlichen 
Nutation  eine  Reihe  sekundärer  Nutationen,  z.  B.  eine  Nutation  von 
der  halben  Periode  der  Mondknoten,  von  der  halben  Periode  des 
Sonnen-  und  Mondumganges  etc.  überlagern.  Um  ein  Bild  von  den 
so  entstehenden  Formeln  zu  geben,  setzen  wir  als  Gegenstück  zu  den 
Näherungsformeln  vom  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  die  folgende 
vollständigere  Beschreibung  der  Erdaxenbewegung  her.  Dieselbe  ist, 
mit  Abänderung  der  Bezeichnungen  dem  Werke  von  Tisserand*) 
entnommen;  der  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  einzelnen  Terme 
wird  nach  dem  Vorhergehenden  klar  sein: 

^  =  50';371407^  -  0", 00010881 1^ 

-  17",251  sin  N ^  +  0",207  sin  2  N ^ 

-  r',269  sin  ^  -  0",204  sin  ^~, 

%•  =  23»  27'  32",0  +  0",  00000719  f 

+  9",223  cos  N  !5  -  0",090  cos  2  N  # 
+  0",551  cos  ^  +  0",089  cos  ^  • 

Auch  diese  vollständigere  Formel  beansprucht  nicht,  exakt  zu  sein, 
und  darf  ebensowenig  wie  unsere  frühere  Darstellung  auf  beliebig 
lange  Zeiträume  ausgedehnt  werden.  Ihr  Zweck  ist  vielmehr  nur  der, 
unter  den  heutzutage  gültigen  Werten  der  astronomischen  Konstanten 
die  Vorausbestimmung  der  Lage  der  Erdaxe  für  einen  den  Bedürf- 
nissen des  rechnenden  Astronomen  genügenden  Zeitraum  zu  ermöglichen. 
Andere  Autoren**)  geben  noch  längere  Formeln  an. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  haben  wir  noch  einen  gewissen 
Zirkelschlufs  zu  besprechen,  den  wir  uns  im  Vorangehenden  bei  den 
numerischen  Rechnungen  zu  Schulden  kommen  lassen  mufsten  und 
auf  den  bereits  pag.  642  hingewiesen  wurde.  Es  handelt  sich  um  das 
Verhältnis  Erdmasse  m  Mondmasse  Mjm^  und  um  die  sog.  Elliptmfät 
der  Erde  (vgl.  wegen  der  Benennung  §  8  des  vorigen  Kap.),  d.  h.  das 
Verhältnis  (C—Ä)/Ä.  Während  wir  im  Vorstehenden  gewisse  Zahlen- 
werte für  diese  Gröfsen  zu  Grunde  legten,  um  daraus   die  Gröfse  der 


*)  1,  c.  tome  2,  *§  192,  GrL  (m)  und  (n).  Übrigens  haben  wir  zwei  der 
Tisserandschen  Glieder  unterdrückt,  welche  im  Vorstehenden  keine  Erklärung 
gefunden  haben. 

**)  Z.  B.  Th.  Oppolzer,  Bahnbestimmung  der  Kometen  und  Planeten, 
Leipzig  1870  und  1882,  Bd.  I,  erster  Teil. 
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Präcessionsgeschwindigkeit  und  die  Amplituden  der  Nutation  zu  be- 
rechnen, liegt  in  Wirklichkeit  die  Sache  so,  dafs  die  zuverlässigsten 
Zahlenwerte  jener  beiden  Verhältnisse  eben  aus  der  Beobachtung  von 
Präcession  und  Nutation  gefolgert  werden.  Damit  entfällt  dann  logischer 
Weise  die  Möglichkeit,  die  Präcession  und  Nutation  vorauszuberechnen. 
Außerdem  liegt  auch  noch  die  physikalische  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dafs  man  die  Erde  für  die  hier  berechneten  Wirkungen  als  starr  an- 
sehen darf,  worauf  wir  im  folgenden  Abschnitt  zurückkommen. 

Wir  sahen  oben,  dafs  sowohl  in  den  theoretischen  Ausdruck  der 
Präcessionsgeschwindigkeit  v  (GL  (6')  von  pag.  641)  wie  in  den  Aus- 
druck der  Nutationsamplituden  a  und  &  (Gl.  (11)  von  pag.  660)  die 
beiden  Gröfsen  {C  —  Ä)/C  und  M/m^  eingehen.  Entnehmen  wir  also 
den  Beobachtungen  zwei  möglichst  genaue  Werte,  beispielsweise  von 
V  und  a,  so  haben  wir  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  beiden 
unbekannten  (C—Ä)/C  und  M/m^.  Man  findet  auf  solche  Weise 
als  die  heutzutage  vertrauenswürdigsten  Werte  dieser  beiden  Un- 
bekannten*) 

Dem  entsprechen  die  oben  benutzten  abgekürzten  Zahlenwerte  1/305 
und  82.  Für  die  sog.  EUiptizität  ergibt  sich  mit  derselben  Näherung 
{C-~Ä)/Ä  =  1/304. 

Übrigens  stimmen  die  auf  anderen  Wegen  hierfür  erhaltenen  Zahlen 
(z.  B.  aus  der  Gradmessung  der  Erde,  aus  den  Störungen  der  Mond- 
bahn durch  die  Erde  und  der  Erdbahn  durch  den  Mond)  mit  den  an- 
gegebenen Zahlen  soweit  überein,  als  man  es  bei  der  gröfseren  Un- 
sicherheit dieser  letzteren  Bestimmungsweisen  erwarten  kann. 


B.    Geophysikalische  Anwendungen. 

§  5.    Die  Eulersehe  Periode  der  Polschwankungen,  theoretische 

Behandlung. 

Es  ist  uns  von  früher  her  wohlbekannt,  dafs  unter  dem  Einflufs 
der  Schwere  die  reine  Präcessionsbewegtmg  des  Kreisels  einen  Aus- 
nahmefall darstellt,  dafs  diese  Bewegung  im  Allgemeinen  von  perio- 
dischen  Schwankungen    der  Kreiselaxe  überlagert  wird,    welche    aller- 


*)    Vgl.   S.  Newcomb,  Fundamental  Constants  of  Astronomy.    Washington 
1895,  pag.  133. 
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dings  bei  hinreicliend  starkem  Eigenimpuls  in  der  Regel  unmerklich 
klein  werden.  Diese  Schwankungen  wurden  Nutationen  schlechtweg 
genannt;  wir  werden  sie  jetzt  zum  Unserschied  von  den  im  vorigen 
Abschnitt  besprochenen  Nutationen  als  freie  Nutationen  bezeichnen. 
Aus  der  Zusammensetzung  dieser  freien  Nutationen  mit  der  gleich- 
förmigen Präcession  entstand  unsere  ^^pseudoreguläre  Präcession^K 

Es  drängt  sich  uns  nun  die  Frage  auf:  Ist  die  im  vorigen  Ab- 
schnitt berechnete  Präcession  der  Erdaxe  von  Schwankungen  begleitet^ 
welche  nicht  von  den  äufseren  Kräften  erzwungen  sind,  sondern  die 
freien  Schwingungen  des  Systems  darstellen  ?  oder,  kürzer  gesagt : 
Ist  die  Botationsbewegung  der  Erde,  wenn  wir  von  allen  erzwungenen 
Schwankungen  absehen,  eine  regidäre  oder  eine  pseudoreguläre  Präcession  ? 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  erfordert  das  Zusammenwirken 
von  Theorie  und  Beobachtung.     Wir  geben  zunächst  die  Theorie. 

Das  Wort  Erdaxe  ist  zweideutig.  Man  bezeichnet  damit  einerseits 
die  Figurenaxe  der  Erde,  d.  h.  diejenige  Hauptträgheitsaxe  der  Erde, 
welche  ungefähr  mit  der  Verbindungslinie  von  Nord-  und  Südpol  zu- 
sammenfällt, also  eine  im  Erdkörper  feste  Axe;  andrerseits  meint  man 
damit  die  augenUicMiche  Botationsaxe  der  Erddrehung,  also  eine  Gerade, 
welche  genau  den  instantanen  Nord-  und  Südpol  verbindet  und  daher 
instantan  im  Baume  fest  ist.  Dafs  beide  Bedeutungen  nicht  zusammen- 
fallen, ist  gerade  der  Gegenstand  der  folgenden  Erörterungen,  bei 
denen  wir  zwischen  Figuren-  und  Rotationsaxe  wohl  zu  unterscheiden 
haben. 

Die  Bewegungen  der  Figurenaxe  bei  der  pseudoregulären  Präcession 
wurden  pag.  291  erörtert.  Sie  wurden  in  den  Winkeln  '^  und  ^  durch 
die  folgenden  angenäherten  Gleichungen  bestimmt  (s.  pag.  303,  Gl.  (11)): 


(1) 


.     N 
cos  d"  =  cos  d'Q -{-  a  sm  d^^  sm  -j-  i^, 

i^  =  -^rrt  4-  -. — HT  COS  -r-  t, 


WO  a  durch  die  pag.  296  definierte  Größe  n  sich  folgendermaßen 
ausdrückte: 

Die  ersten  Glieder  der  rechten  Seiten  von  (1)  geben  den  Präcessions- 
bestandteil  der  Bewegung  und  kommen  für  das  Folgende  nicht  in  Betracht. 
Wir  bemerken  nur,  dafs  die  Gröfse  P,  die  beim  Kreisel  gleich  MgE 
war,  im  Falle  der  Erde  durch  PcoS'O'q  zu  ersetzen  ist,  wo  P  durch  den 
Ausdruck  (3)  von  pag.  640  bestimmt  ist.  Die  zweiten  Glieder  liefern 
die  freie  Nutation  und   interessieren  uns  hier  ausschliefslich.     Sie  be- 
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deuten  eine  kreisförmige  Schwingung  (vgl.  pag.  305),  d.  la,  der  Durcli- 
sclinitt  der  Pigurenaxe  mit  dem  Himmelsgewölbe  beschreibt,  wenn 
man  von  der  Präcessionsbewegung  und  den  im  yorigen  Paragraphen 
betrachteten  erzwungenen  Schwankungen  absieht,  einen  kleinen  Kreis 
am  Himmel.  Die  scheinbare  Gröfse  des  Radius  beträgt  a  und  hängt 
von  der  Anfangslage  des  Impulses  ab,  auf  welche  sich  die  Grröfse  n 
in  Gl.  (1')  bezieht.  ^^  bedeutet  die  mittlere  Neigung  der  Pigurenaxe 
gegen  die  Normale  zur  Ekliptik  während  dieser  Kreisschwingung.  Die 
Schwingungsperiode  r,  d.  h.  die  Zeit,  in  der  der  Kreis  einmal  durch- 
laufen wird,  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt 

wo  r,  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdumdrehung,  gleich  2%  divi- 
diert durch  die  Länge  des  Sterntages  ist.  Nehmen  wir  letzteren  zur 
Zeiteinheit,  so  wird  r  =  27t  und  t  =  Ä/C.  Die  ScMvingungsperiode  ist 
also,  da  C  nur  wenig  gröfser  ist  als  A,  ein  tvenig  Meiner  als  ein 
siderischer  Tag. 

Dies  Resultat  war  vorherzusehen.  Wenn  nämlich  die  Pigurenaxe 
mit  der  Rotationsaxe  nicht  zusammenfällt,  wird  erstere  um  letztere 
auf  einem  Kreiskegel  herumgeführt.  Stände  nun  die  Rotationsaxe 
völlig  still,  so  würde  die  Periode  genau  einen  Tag  betragen;  wechselt 
sie  langsam  ihren  Platz,  so  weicht  die  Periode  nur  wenig  von  einem 
Tage  ab. 

Indessen  läfst  sich  die  somit  als  möglich  nachgewiesene  nahezu 
eintägige  Schwankung  der  Pigurenaxe  durch  die  Beobachtung  nicht 
feststellen,  weil  sich  die  Beobachtung  am  Himmel  notwendig  auf  den 
Wechsel  der  Rotationsaxe  bezieht.     Zu  letzterer  wenden  wir  uns  jetzt. 

Dabei  werden  wir  zu  unterscheiden  haben  zwischen  dem  Wechsel 
der  Rotationsaxe  gegen  den  Raum  und  ihrem  Wechsel  relativ  gegen  den 
Erdkörper.  Ersterer  wird  bestimmt  durch  die  Komponenten  jr,  k,  q, 
letzterer  durch  die  Komponenten  p,  g,  r  des  Drehungsvektors,  welche 
beide  durch  die  Gl.  (7)  und  (8)  von  pag.  45  mit  den  Eulerschen 
Winkeln  g?,  ^,  'O'  in  Beziehung  gesetzt  sind.  Die  ^,  %,  q  sind  die 
Koordinaten  der  Punkte  der  Herpolhodie ,  die  p,  q^  r  die  der  Polhodie. 

Die  Werte  der  7t,  x,  q   lauteten 

!7t  =  ^'  cos  ijj  -\-  q)'  sin  d"  siml;, 
%  ==  d"'  Bmil^  —  tp  sin  %"  cos i> , 
^  =  ^'  -(-  cos^-qr?'; 

sie  beziehen  sich  auf  ein  im  Räume  festes  Koordinatensystem  x,  y,  z, 


666  Ylll.    Abschnitt  B.    Geophysikalische  Anwendungen. 

dessen  dritte  Axe  in  unserem  Falle  mit  der  Normalen  der  Ekliptik 
zusammenfallt^  (weil  wir  von  dieser  aus  den  Winkel  d'  messen),  und 
dessen  erste  Axe  der  in  der  Ekliptik  gelegene  Strahl  ^  =  0  ist  (nach, 
allgemeiner  Festsetzung  über  die  Messung  des  Winkels  iji).  Es  ist 
aber  bequemer  ein  Koordinatensystem  zu  benutzen,  dessen  dritte  Axe 
mit  der  mittleren  Lage  der  Figurenaxe  zusammenfällt,  also  gegen  die 
Normale  der  Ekliptik  um  den  Winkel  d^^  geneigt  ist.  Die  erste  Axe 
des  neuen  Systems  möge  mit  der  ersten  Axe  des  alten  Systems  über- 
einstimmen. Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  Drehungsvektors  in 
diesem  neuen  System  mit  Tt^j  x^y  q^,  so  wird  ersichtlich 

^i  =      n  cos  -O-Q  +  ()  sin  %'q  , 
(>^  ==  —  3«  sin 'O'o  +  ^  cos^'O'o. 
Setzen  wir  aus  (2)  ein,  so  ergiebt  sich 

Ijt^  =  0-'  cos  -^  +  (p'  sin  '9'  sin  ^ , 
%^  =     '^''coS'O'osin^  —  ^'(sin'^coS'^ßCOSi/^  — sin-O'^coS'^)  +  ^'sin-O'^, 
Q^  ==--^'sin'0'oSin^  +  9)'(sin'^Qsin'9'cos^  +  coS'0'QCoS'9')  +  i^'coS'0'o. 

Nun  ist  zu  berücksichtigen,   dafs  nach  (1)  ^  ~  ^^  und  ^,  sowie 

die    Differentialquotienten  '0''  und  il)'  kleine    Gröfsen   sind;   lassen   wir 

aufserdem   den  uns  hier  nicht   interessierenden  Präcessionsterm   Pt/N 

fort,   so  werden   alle   jene   Gröfsen  von    der   Ordnung    der   Nutations- 

amplitude  a.    Wir  können  nämlich,  indem  wir  cos '9'  entwickeln,  statt 

(1)  schreiben: 

<N  A  ^r  aN         /N 

tt  —  'ö'o  =  —  a  sm  ( 

(4) 


sin  '^0  ^  ==     ^  ^^s  Ix  )  ^      ^^"^    0 ^^  ""  ~  1~  ^^^  (x  j  • 


In  den  Gleichungen  (3)  sollen  nur  die  Glieder  niedrigster  Ordnung 
der  kleinen  Gröfsen  beibehalten  werden.  Wir  setzen  daher  cos  t  =  1, 
mn^  =  ^^  sind'  sin^  ===  sin^ö'^  •  i^,   d^' smi)  =  0  etc.  und  erhalten: 

jr^  =  #'  +  (p'  sin  ^Q  '  ty 

K^  =  —  (p\d^~- d^o)  4-  ^' sin ^Qy 

^1  =  9)'+  ^'cOS'9'q. 

Des  Weiteren  bemerken  wir,  dafs  cp' +  cos  d^Q-ip'  nach  den  Glei- 
chungen (7)  von  pag.  45  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  r  der  Erd- 
umdrehung, also  gleich  27t  ist,  wenn  wir  wieder  den  Sterntag  als 
Zeiteinheit  wählen.  Die  letzte  Gleichung  lautet  daher  p^  =  2:7r;  in 
den   beiden    ersten   Gleichungen   dürfen   wir    direkt    g)'  =  27t   nehmen, 
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weil  hier  (p   mit  den  kleinen  Gröfsen  i>  und  %"  —  ^^  multipliziert  er- 
scheint.    Somit  folgt: 

K^  =  ~27t(^~-  d^o)  +  t'  sin  %, 

Q^  =  27t. 

Indem  wir  nun  die  Werte  von  t?  ^'  ©tc.  aus  (4)  eintragen  und 
berücksichtigen,  dafs  JV=  (7r  ==  2;rO  ist,  erhalten  wir  schliefslich  die 
folgende  Darstellung  der  Herpolhodie: 


(5) 


7t^=  —  ZTta  — -2 :  COS  Z7t  -T-  f , 

Tta—j — ^smz^^r, 


Q^  =  27t. 

Wir  erkennen  hieraus:  Die  Botatiomaxe  beschreibt  im  Baume  einen 
Kreishegel  um  die  BicMung  unserer  dritten  Koordinatenaxe  q,  d.h.  um 
die  mittlere  Lage  der  Figurenaxe.  Die  Zeitdauer,  in  der  sie  diesen 
Kreishegel  einmal  durchläuft,  ist  wieder  t=-Ä/G,  also  wenig  Meiner 
wie  ein  Sterntag. 

Wir  können  auch  sagen,  dafs  in  der  gleichen  Zeit  der  Schnittpunkt 
der  Eotationsaxe  mit  dem  Himmelsgewölbe  einen  Kreis  durchläuft.  Der 
scheinbare  Radius  desselben,  gemessen  durch  denjenigen  Winkel,  unter 
dem  er  von  der  Erde  gesehen  wird,  beträgt  (bei  Vertauschung  der 
trigonometrischen  Tangente  mit  dem  Bogen): 


y^i+ii^a— 


9i  ^ 

Dieser  Radius  ist  erheblich  kleiner  wie  der  scheinbare  Radius  a  des- 
jenigen Kreises,  den  der  Schnittpunkt  der  Figurenaxe  mit  dem  Himmels- 
gewölbe beschreibt.     Wir  fanden  nämlich  (vgl.  pag.  663) 

(6)  ^A_.  =  305,     also    ^4:2  =  304. 

Die  Schwankung  der  Botationsaxe  im  Baume  beträgt  also  kaum  den 
800^^^  Teil  derjenigen  der  Figurenaxe.  Da  sich  nun,  wie  wir  sehen 
werden,  aus  den  Beobachtungen  ergiebt,  dafs  die  Winkelgröfse  a  hart 
an  der  Grenze  des  Beobachtbaren  liegt,  so  wird  sich  die  Winkel- 
gröfse  a — -i — =  a/304  der  Beobachtung  völlig  entziehen.  Man 
wird  also  für  alle  praktischen  Fragen  annehmen  dürfen,  dafs  die  Bota- 
tionsaxe im  Baume  völlig  stille  steht 

Natürlich  ist  die   obige  Darstellung    der  Herpolhodiekurve   nicht 
völlig  exakt,  weil  wir  erstens  höhere  Glieder  weggelassen  und  zweitens 
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die  Präcessionsterme  vernachlässigt  haben.  Hätten  wir  letztere  mit 
berücksichtigt,  so  hätten  wir  statt  des  Kreises  am  Himmelsgewölbe 
eine  sehr  eng  verschlungene  Cykloide  bekommen. 

Interessanter   ist    das    Studium    der   Polhodie.      Ihre   Koordinaten 
Pj  c[,  r  sind  durch  die  Gleichungen  (7)  von  pag.  45  gegeben: 

p  =     ^'  cos  9?  +  ip'  sin  0"  sin  9? , 

g  = — ^' sin  ^ -|- i/;' sin  0' cos  9? , 

r  =  g?'  +  coS'^^'. 

Die  letzte  Koordinate  ist  konstant,  nämlich  bei  unserer  Wahl  der  Zeit- 
einheit gleich  2%.  In  den  beiden  ersten  Gleichungen  setzen  wir  für 
%•'  und  ^'  die  Werte  aus  (4)  ein,  schreiben,  unter  Vernachlässigung 
kleiner  Gröfsen  höherer  Ordnung,    sin'O'  =  sinO-Q,  cp  ==  2 ort,  N  ==  27tC 

und  erhalten: 

C  /  C  .  C     .  \ 

2)  =  — 2^(^-j-(cos2:jt-j-i^cos2jr^+sin2^-j-^sin2:7rn , 

C  /  c  c  \ 

q=     27ta-j^iGos27t-Ytsm27tt—sm27t^tG0827ttjy 


2% 


oder: 


(7) 


7ta-^GOs2^ — ^2 — t, 

2  0  .         r^  0    • -OL    , 

;rö^-j-sm2;r — ^ — r, 

r  =  2^. 


Dies  ist  die  gesuchte  Darstellung  der  Polhodie.  Sie  zeigt  uns,  dafs 
die  Botationsaxe  auch  im  Erdlcörper  einen  Kreiskegel  heschreiht  und  Bivar 
um  die  Figurenaxe  der  Erde.  Der  Winkel  an  der  Spitze  desselben 
zwischen  der  Figurenaxe  und  den  Erzeugenden  des  Kegels  ist  (bei  Ver- 
tauschung der  trigonometrischen  Tangente  mit  dem  Bogen): 


Dieser  Winkel  ist  also  (7/(C— J.)  =  305  mal  gröfser  wie  der  ent- 
sprechende Winkel  des  Herpolhodiekegels.  Die  Zeit,  in  der  die  Bota- 
tionsaxe den  Polhodiehegel  einmal  durchläuft^  beträgt  dabei  Ä/(C--Ä)  =  304: 
Sterntage  oder  rund  10  Monate.  Diese  Zeit  heilst  die  Eulersche  Periode 
oder  der  Eulersche  Cyklus,  weil  bereits  Euler*)  die  nötigen  theore- 
tischen Vorarbeiten  zur  Berechnung  dieser  Periode  geliefert  hat. 


*)  Mechanica  sive  motus  scientia.  Petersburg  1736,  dritter  Teil,  Kap.  XVI, 
§  839  ff.  Theoria  motus  corporum  solidorum  seu  rigidorum,  Greifswald  1765, 
Kap.  XII,  §§  711,  717—732.  Der  numerische  Wert  304  scheint  allerdings  bei  Euler 
noch  nicht  Vorzukommen. 
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Natürlich  sind  aucli  die  Gleichungen  (7)  nicht  ganz  vollständige 
insofern  wir  bei  ihrer  Ableitung  von  den  Präcessionsgliedern  abgesehen 
haben;  wollten  wir  letztere  mit  berücksichtigen^  so  würden  zu  den 
obigen  Werten  der  p  und  q  noch  gewisse  leicht  angebbare  Glieder 
von  sehr  kleinem  Betrage  und  von  der  Periode  eines  Sterntages  hinzu- 
kommen. 

Übrigens  lassen  sich  die  obigen  Werte  der  p  und  g  auch  un- 
mittelbar aus  den  Eulerschen  Gleichungen  entnehmen^  wenn  man  be- 
denkt^ dafs  die  in  Rede  stehende  Bewegung  eine  freie  Nutation  ist^ 
und  dementsprechend  bei  ihrer  Berechnung  von  den  äufseren  Kräften 
(Sonnen-  und  Mondanziehung)  abstrahiert.  Die  Eulerschen  Gleichungen 
lauten  dann  (vgl.  pag.  140)  für  A==  B  und  r  =  const.  =  2jt: 

und  geben  integriert  (vgl.  pag.  151^  Gl.  (6')): 

C-A 
27ti — -—t 

p-\~tq  =^  ce        ^    . 

Man  braucht  schliefslich  nur  in  einen  reellen  und  imaginären  Teil 
aufzulösen^  um  im  Wesentlichen  (nämlich  bis  auf  die  abgeänderte 
Bezeichnung  der  Integrationskonstanten)  die  Gleichungen  (7)  wieder- 
zufinden. 

Es  ist  nützlich,  diese  Verhältnisse  im  Sinne  Poinsots  durch  die 
Figur  des  Polhodie-  und  Herpolhodiekegels  zu  veranschaulichen  und 
mit  derjenigen  Figur  zu  vergleichen,  welche  in  gleicher  Weise  die 
Verhältnisse  bei  der  (durch  Sonnen-  und  Mondanziehung  erzwungenen) 
Präcession  der  Erdaxe  darstellt.    Dies  geschehe  in  den  Fig.  100  a  und  b. 

In  Fig.  100  a  (erzwungene  Präcession)  findet  die  Bewegung  der 
Erdaxe  um  die  Normale  der  Ekliptik  (i\^)  in  dem  mehrfach  genannten 
ungefähren  Zeitraum  von  26  000  Jahren  statt.  Der  Winkel  an  der 
Spitze  des  Herpolhodiekegels  (eigentlich  Winkel  zwischen  der  Normalen 
H  und  der  Botationsaxe,  wofür  wir  aber  ohne  irgend  einen  Fehler  auch 
den  Winkel  zwischen  der  Normalen  N  und  der  Figurenaxe  nehmen 
können)  beträgt  23y2  ^.  Die  Öffnung  des  Polhodiekegels  wurde  pag.  49 
berechnet  und  nach  Gl.  (2)  daselbst  gefunden  zu  sin  23%  V  365  •  26  000 
==  ungefähr  0,01'';  die  Kleinheit  des  Polhodiekegels  wurde  a.  a.  0.  durch 
die  Angabe  veranschaulicht,  dafs  er  auf  der  Erdoberfläche  einen  um 
den  Nordpol  beschriebenen  Kreis  von  nur  27  cm.  Radius  ausschneidet. 
Wir  haben  also  einen  ziemlich  weiten  Herpolhoäiehegel  und  einen  äufserst 
spitzen  Polhodiekegel.  In  Fig.  100  a  konnten  wir  natürlich  nicht  an- 
nähernd das  wirkliche  quantitative  Verhältnis   beider  Kegel  zum  Aus- 
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druck  bringen;  vielmehr  ist  der  Polhodiekegel  verhältnismäfsig  fast 
10^  mal  zu  breit  gezeichnet.  Wir  haben  uns  vorzustellen^  dafs  der  in 
der  Erde  feste  und  an  der  Erdumdrehung  teilnehmende  Polhodiekegel 
sich  in  einem  Tage,  von  F  aus  gesehen  entgegen  dem  Uhrzeigersinne, 
einmal  umdreht  und  dabei  ohne  zu  gleiten  im  Innern  des  Herpol- 
hodiekegels  abrollt.    Wegen  seiner  aufserordentlichen  Kleinheit  durch- 


Mg.  lOOa. 


Mg.  100  b. 


mifst  er  den  Mantel  des  Herpolhodiekegels  erst  in  26  000  Jahren  einmal. 
Der  Sinn  des  Abrollens  ergibt  sich  aus  dem  Umdrehungssinne  des 
Polhodiekegels  und  erfolgt  in  der  Figur  von  rechts  über  vorn  nach 
links,  also  von  N  gesehen  im  Uhrzeigersinne. 

Wir  betrachten  nun  Fig.  100  b  (freie  Nutation).  Die  Bewegung 
findet  hier  um  die  mittlere  Lage  der  Figurenaxe  statt  (die  in  der 
Figur  vertikal  gezeichnete  Gerade  OF^^  im  Gegensatz  zu  der  augen- 
blicklichen Lage  der  Figurenaxe  OF),  Der  Winkel  an  der  Spitze  des 
Polhodiekegels  beträgt  nach  Obigem    a  -j ,   der  des  Herpolhodiekegels 

a  "7  ;  das  Verhältnis  beider  wurde  gleich  305  gefunden.  JeM  ist 
also  der  Herpolhodiekegel  erheblich  spitzer  wie  der  Folhodiekegel ;  auch  hier 
konnte  das  zahlenmäfsige  Verhältnis  beider  Kegel  in  der  Figur  nicht 
zum  richtigen  Ausdruck  gebracht  und  mufste  der  Herpolhodiekegel  ver- 
hältnismäfsig  viel  zu  stumpf  gezeichnet  werden.  Nach  unseren  Formeln 
hängt  die  absolute  Gröfse  der  Kegelöffnungen  von  der  Gröfse  a  ab, 
über  die  nur  die  Beobachtungen  Aufschlufs  geben  können.  Wir  sind 
also  einstweilen  über  die  wirkliche  Gestalt  von  Polhodie-  und  Herpol- 
hodiekegel im  Unklaren  und  haben  daher  in  Fig.  100  b  dem  Polhodie- 
kegel etwa  diejenige  Gröfse  gegeben,  wie  sie  dem  Herpolhodiekegel  in 
Fig.  100  a    zukommt.      In  Wirklichkeit   wird^    da   die   Beobachtungen 
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einen  äufserst  kleinen  Wert  von  a  ergeben,  auch  der  Polhodiekegel 
äufserst  spitz  und  der  Herpolhodiekegel  dementsprechend  noch  300  mal 
spitzer.  Fig.  100  b  kann  daher  nur  eine  grobe  qualitative  Veran- 
schaulichung der  Verhältnisse  geben.  Wir  müssen  uns  nun  vorstellen, 
dafs  der  relativ  weite  Polhodiekegel,  der  den  engen  Herpolhodiekegel 
umfafst,  mit  der  Geschwindigkeit  der  Erdumdrehung  rotiert  und  dabei 
ohne  zu  gleiten  auf  dem  Herpolhodiekegel  abrollt.  Der  Drehsinn  des 
Polhodiekegels  ist  wieder,  von  F  gesehen,  dem  Uhrzeigersinne  ent- 
gegengesetzt Daraus  folgt,  dafs  das  Abrollen,  von  F^  aus  gesehen, 
ebenfalls  entgegen  dem  Uhrzeigersinne  erfolgt.  Die  Berührungslinie 
beider  Kegel  stellt  uns  die  Lage  der  Rotationsaxe  sowohl  im  Räume 
wie  in  der  Erde  dar.  Sie  läuft  im  Baume  in  etwas  weniger  wie 
einem  Sterntage  um.  Wenn  nämlich  die  Berührungslinie  nach  ein- 
maliger Durchmessung  des  Herpolhodiekegels  wieder  in  ihre  ursprüng- 
liche Lage  auf  dem  Herpolhodiekegel  (OÄ  der  Figur)  zurückgekehrt 
ist,  befindet  sie  sich  in  Deckung  mit  derjenigen  Erzeugenden  OB 
des  Polhodiekegels,  die  wir  erhalten,  indem  wir  den  auf  dem  Pol- 
hodiekegel gemessenen  Bogen  AB  gleich  dem  Umfange  des  Herpol- 
hodiekegels im  Abstände  OÄ  von  0  machen.  Der  Strahl  0-4,  als 
Erzeugende  des  Polhodiekegels  betrachtet,  ist  infolgedessen  noch  nicht 
in  seine  Anfangslage  zurückgekehrt;  die  Zeitdauer  des  Umlaufs  der 
Rotationsaxe  auf  dem  Herpolhodiekegel  wird  daher  etwas  kleiner  als 
die  Zeitdauer,  in  der  ein  Strahl  des  Polhodiekegels  einmal  umläuft, 
welche  ihrerseits  gleich  einem  Sterntage  ist.  Auf  dem  Polhodiekegel 
andrerseits  läuft  die  Botationsaxe  erheblieh  langsamer  um.  Da  sie 
nämlich  während  eines  Sterntages  um  wenig  mehr  als  das  Stückchen 
AB  auf  dem  Polhodiekegel  im  Sinne  der  Erddrehung  vorgerückt  ist, 
dauert  es  eine  erhebliche  Anzahl  von  Sterntagen,  bis  sie  den  ganzen 
Umfang  des  Polhodiekegels  durchmessen  hat.  Diese  Anzahl  wurde 
oben  als  Eulerscher  Cyklus  bezeichnet  und  gleich  304  gefunden. 
Nach  der  Figur  in  Übereinstimmung  mit  unseren  obigen  Rechnungen 
wird  das  Verhältnis  zwischen  der  Umlaufszeit  der  Rotationsaxe  in  der 
Erde  und  derjenigen  im  Räume  gleich  dem  Verhältnis  des  Umfanges 
des  Polhodiekegels  zu  demjenigen  des  Herpolhodiekegels,  in  gleichem 
Abstand  von  der  Spitze  der  Kegel  gemessen. 

In  unseren  Rechnungen  sowohl  wie  in  unseren  Zeichnungen  haben 
wir  aus  guten  Gründen  die  Behandlung  der  erzwungenen  Präcession 
von  der  der  freien  Nutation  abgesondert  und  die  erzwungenen  JSTuta- 
tionen  überhaupt  bei  Seite  gelassen  (die  man  ebenfalls  mit  Poinsot- 
schen  Vorstellungen  begleiten  könnte). 

In  Wirklichkeit  findet  natürlich  eine  Überlagerung  dieser  verschie- 
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denen  Bewegungen  und  damit  eine  Überlagerung  der  Formeln  und  in  ge- 
wissem Sinne  eine  Überlagerung  der  Figuren  statt.  Leider  verliert  die 
Poinsotscbe  Vorstellung  der  abrollenden  Kegel  für  eine  derartige  zu- 
sammengesetzte Bewegung  ihren  Hauptvorzug  ^  den  der  unmittelbaren 
Anschauliclikeit.  Wollten  wir  uns  nämlich.  Präcession  und  Nutation  in 
einer  Figur  darstellen  und  durch  ein  Paar  abrollender  Kegel  verwirk- 
lichen^ so  müfsten  wir  den  Herpolhodiekegel  mit  aufser ordentlich 
kleinen  und  kurzen  Wellungen  versehen^  in  welche  entsprechende 
Wellungen  des  Polhodiekegels  eingreifen.  Für  das  anschauliche  Ver- 
ständois  des  Vorganges  wird  hierdurch  aber  nichts  gewonnen. 

Schliefslich  gehen  wir  im  Interesse  der  folgenden  Diskussionen 
von  dem  uns  nunmehr  bekannten  Polhodiekegel  bei  der  freien  Nutation 
zu  demjenigen  Kreise  über,  den  der  Polhodiekegel  auf  der  Erdober- 
fläche ausschneidet.  Wir  unterscheiden  den  Durchschnitt  der  Rota- 
tionsaxe  mit  der  Erdoberfläche,  den  ,,instantanen  ErdpoF,  von  dem 
Durchschnitt  der  Figurenaxe  mit  der  Erdoberfläche,  dem  „geometrischen 
ErdpoF^.  Unser  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  des  instantanen  Pols, 
sein  Mittelpunkt  fällt  mit  dem  geometrischen  Pole  zusammen.  Nach 
der  vorangehenden  Theorie  müssen  wir  erwarten,  dafs  der  instantane 
Pol  den  geometrischen  Pol  in  der  Periode  des  Eulerschen  Cyklus,  also 
etwa  in  10  Monaten,  einmal  im  Sinne  der  Erdrotation  umkreist.  Der 
vom   Erdmittelpunkte  aus  gesehene  Radius   des  Kreises    beträgt   nach 

G 
Obigem    a  -j-  • 

Wir  werden  im  folgenden  Paragraphen  darüber  zu  berichten  haben, 
in  welcher  Weise  sich  eine  derartige  Bewegung  des  instantanen  Pols 
in  den  Beobachtungen  der  Polschwankungen  bemerklich  macht.  Über- 
schlagen wir  hier  nur  noch  die  Chancen  der  Beobachtungsmöglichkeit, 
so  sehen  wir,  dafs  diese  jetzt  viel  günstiger  liegen,  wie  vorher,  wo 
es  sich  um  den  Nachweis  der  räumlichen  Bewegung  der  Rotationsaxe 
handelte.  Denn  erstens  ist  die  Periode  der  Bewegung  des  instantanen 
Pols  und  zweitens  ist  ihre  Gröfse  ca.  300  mal  so  grofs,  wie  die  Periode 
und  Gröfse  derjenigen  Bewegung,  welche  der  Schnittpunkt  der  Rotations- 
axe am  Himmelsgewölbe  ausführt.  Obschon  also,  wie  wir  bemerkten, 
die  frühere  Bewegung  unmerklich  war,  so  braucht  es  darum  nicht  die 
jetzige  zu  sein. 

§  6,    Der  Nachweis   der  Polsehwankungen   durch  die  Beobachtung; 
die  Chandlersche  Periode. 

In  der  Beobachtung  werden  sich  die  im  vorigen  Paragraphen  als 
möglich  nachgewiesenen  Polschwankungen  durch  eine  Veränderlichkeit 
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der  Breite  des  Beobachtungsortes  verraten.  Ob  man  dabei  die  Breite 
als  geograpbisclie  (Komplement  desjenigen  Winkels,  welchen  die  Lot- 
linie des  Beobachtungsortes  mit  der  Rotationsaxe  der  Erde  bildet)  oder 
als  geocentrische  (Komplement  des  Winkels ,  den  die  Verbindungslinie 
des  Beobacbtungsortes  und  des  Erdmittelpunktes  mit  der  Rotationsaxe 
einscbliefst)  definiert,  ist  gleichgültig.  In  beiden  Fällen  handelt  es 
sich  um  den  Winkel  einer  in  der  Erde  festen  Geraden  mit  der  in  der 
Erde  variabeln  Rotationsaxe.  Je  nachdem  sich  die  letztere  bei  ihrer 
Bewegung  dem  Beobachtungsorte  nähert  oder  sich  von  ihm  entfernt, 
wird  die  Breite  des  Ortes  abnehmen  oder  wachsen. 

In  der  That  sind  nun  Breitenschwankungen,  welche  sich  nicht 
durch  Beobachtungsfehler  erklären  liefsen,  schon  früher  zu  wiederholten 
Malen  vermutet  worden,  so  von  Peters  (1842)  und  ISTyren  (1871) 
an  der  Sternwarte  Pulkowa,  von  Clerk  Maxwell  an  den  Greenwicher 
Beobachtungen  aus  dem  Jahre  1851  bis  1854.  Die  Amplitude  der 
Schwankung  hielt  sich  in  den  Zehnteln  einer  Sekunde,  die  Angaben 
über  die  Periode  waren  widersprechend.  Zur  Sicherheit  erhoben  wurde 
das  Vorhandensein  von  Breitenschwankungen  aber  erst  durch  die  be- 
sonders genauen  Beobachtungen  von  Küstner  an  der  Berliner  Stern- 
warte aus  dem  Jahre  1885.  Auf  die  sehr  ausführlichen  Arbeiten,  in 
denen  Chandler*)  das  gesamte  vorliegende  Beobachtungsmaterial  einer 
eingehenden  Diskussion  unterzog,  kommen  wir  unten  zurück. 

Neues  Licht  wurde  auf  die  ganze  Frage  geworfen,  als  im  Jahre  1891 
eine  astronomische  Expedition  nach  Honolulu  zum  Zwecke  von  Breiten- 
messungen ausgeschickt  wurde, 
welche  mit  gleichzeitigen  Beobach- 
tungen in  Berlin  verglichen  wur- 
den. Honolulu  liegt  ungefähr  auf 
dem  entgegengesetzten  Meridian 
(171^  westlich)  von  Berlin.  Wenn 
nun  die  Breitenschwankungen  wirk- 
lich ihren  Grund  in  dem  Wechsel 
der  Rotationsaxe  der  Erde  haben, 
so  müssen  sie  sich  an  beiden  Sta- 
tionen in  entgegengesetztem  Sinne 
äufsern  (vgl.  Fig.  101):  die  Breite  in 
Berlin  mufs  zunehmen,  wenn  sie  in  Honolulu  abnimmt,  ein  Maximum  der 
Breite  in  Berlin  mufs  mit  einem  Minimum  in  Honolulu  zusammenfallen  etc. 
Wie  vollständig  sich  diese  Erwartung  bestätigt  hat,  zeigen  die  beiden 
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Mg.  101. 


*)    Astronomical  Journal  Vol.  XI,  XII,  XV,  XIX,  XXI,  XXII  (1891-1902). 

Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung.  43 
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folgenden  Diagramme*)  (Fig.  102);  in  ihnen  bedeutet  die  Abscisse  die 
Zeit  während  der  Jahre  1891  und  1892,  die  Ordinate  giebt  die  Ab- 
weichung der  geographischen  Breite  von  ihrem  mittleren  Werte  an^ 
in  einem  Mafsstabe,  der  aus  den  angeschriebenen  Zahlen  ersichtlich  ist. 
Die  Amplitude  der  Schwankung  ist,  wie  wir  sehen ,  für  beide  Stationen 
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ungefähr  gleich;  sie  liegt  zwischen  0",2  und  0",3;  vor  allem  aber 
sehen  wir:  die  Phase  ist  für  beide  Stationen  genau  entgegengesetzt. 
Durch  letztere  Thatsache  ist  aufs  augenfälligste  dargethan,  dafs  die 
Breitenschwankungen  ihren  Grund  in  Umlagerungen  der  Botationsaxe 
haben  j  dafs  also  diese  Axe  relativ  gegen  den  Erdkörper  gewisse  Be- 
wegungen ausführt. 

Offenbar  geben  zwei  auf  entgegengesetzten  Meridianen  gelegene 
Stationen,  wie  Berlin  und  Honolulu,  nur  eine  Komponente  der  Bewegung 
wieder,  die  Komponente  nach  der  durch  beide  Stationen  gelegten 
Meridianebene.  Dagegen  werden  zur  vollständigen  Kenntnis  der  Be- 
wegungen zwei  Stationen  genügen,  deren  Meridiane  etwa  einen  rechten 
Winkel   bilden.     Wenn   mehrere  solche   Stationen,   insbesondere    auch 


*)    Wir  entnehmen    dieselben    den  Verhandlungen    der  1895    in  Berlin    ab- 
gehaltenen Konferenz  der  internat.  Erdmessung,  Berlin  1896,  Tafel  4. 
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auf  entgegengesetzten  Meridianen   gelegene^  zur  Verfügung  stehen^  so 
werden  ihre  Resultate  sich  gegenseitig  kontrollieren  können. 

Fig.  103  stellt  die  Lage  der  Beobachtungsorte  dar,  auf  welche 
sich  die  von  der  permanenten  Kommission  für  internationale  Brd- 
messung angeregte  Festlegung  der  Polschwankungen  stützt.  Die  Mehr- 
zahl der  europäischen  Stationen  liegt  gegen  die  hauptsächlichen  ameri- 
kanischen Stationen,  vom  Nordpol  gesehen,  ungefähr  unter  rechtem 
Winkel.  Das  gesamte  Beobachtungsmaterial  wird  in  Potsdam  von 
Th.  Albrecht  verarbeitet  und  fortlaufend  von  dem  Centralbureau  der 
internationalen  Erdmessung  veröffentlicht.  Dem  letzten  Berichte*)  ent- 
nehmen wir  die  Figur  104,  welche  die  Beobachtungsergebnisse  von 
1890  bis  1900  zusammenfafst. 
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mg.  103. 


Diese    Figur    stellt    den  Weg    des  Poles  in    dem   genannten  Zeit- 
räume  dar  u.  zw.  ist  der  Deutlichkeit    der  Zeichnung  wegen    der  den 


*)  Berlin  1900.  Frühere  Mitteilungen  in  den  Yerhandlungen  der  genannten 
Kommission  auf  der  Konferenz  in  Lausanne  1896.  Vgl.  auch  für  die  Jahre  nach 
1900  Astron.  Nachr.  Nr.  3808 

43* 
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ersten  fünf  Jahren  entsprechende  Weg  punktiert^  der  den  letzten  fünf 
Jahren  entsprechende  ausgezeichnet.  Die  eingeschriebenen  Zahlen  be- 
denten  die  Daten  (Jahre  und  Jahreszehntel)  ^  auf  welche  die  Beobach- 
tungen sämtlicher  Stationen  reduziert  wurden.  Der  mittlere  Fehler  der 
einzelnen  Koordinate  des  instantanen  Poles  wird  zu  0,03"  angegeben. 
Dieser  verhältnismäfsig  kleine  mittlere  Fehler  wird  aber  nur  dadurch 
erzielt,  dafs  zur  Ableitung  jeder  Koordinate  eine  grofse  Zahl  von 
Einzelbeobachtungen  herangezogen  wurde,  die  selbst  einen  viel  gröfseren 
mittleren  Fehler  haben.  Der  Ursprung  des  benutzten  Koordinaten- 
systems entspricht  der  mittleren  Lage  des  instantanen  Poles  oder  wie 
wir  auch  sagen  können,  dem  geometrischen  Pol. 


Bewegung  des  Nordpoles  der  Erdaxe. 


■i-ow  +o: 


Vergleichen  wir  nun  diese  Figur  mit  der  vorangehenden  Theorie 
der  Polschwankungen. 
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Da  fällt  zunächst  ins  Auge,  dafs  die  Polbahn  keinem  einfachen 
mathematischen  Gesetze  mit  Genauigkeit  genügt,  dafs  sie  einen  scheinbar 
zufälligen  Charakter  hat  und  vielfach  gestört  ist.  Es  sind  bei  der  vor- 
liegenden Frage  offenbar  nicht  mehr  die  einfachen  Verhältnisse  der 
Himmelsmechanik  mafsgebend,  sondern  wir  befinden  uns  hier  bereits 
auf  dem  verschlungenen  Gebiete  der  Geophysik.  Nach  der  abstrakten 
Theorie  des  vorigen  Paragraphen  sollte  die  Bahnkurve  ein  Kreis  sein; 
davon  ist  in  Wirklichkeit  nicht  die  Rede;  nur  zu  Beginn  des  Beobach- 
tungszeitraumes wird  die  Kreisgestalt  einigermafsen  approximiert.  In 
der  That  werden  wir  bald  eine  Reihe  unberechenbarer  Störungen  kennen 
lernen,  welche  die  Polbewegung  beeinflussen  und  von  ihrer  theore- 
tischen Gesetzmäfsigkeit  entfernen. 

Dagegen  ist  zu  betonen,  dafs  der  Sinn  der  Polbeivegung  durchweg 
mit  dem  von  der  Theorie  geforderten  Sinne  der  Erdumdrehung  über- 
einstimmt, wenn  wir  eine  vorübergehende  ünregelmäfsigkeit  ausnehmen, 
die  von  95,0  bis  95,6  reicht.  Hier  hat  entweder  eine  jener  später  zu 
besprechenden  temporären  Störungen  stattgefunden,  in  einem  solchen 
Grade,  dafs  durch  dieselbe  der  Polweg  in  der  Figur  über  den  Koordi- 
natenursprung hinübergezogen  ist,  oder  aber  die  Schleife  als  solche  ist 
auf  Beobachtungsfehler  zurückzuführen,  was  ebenfalls  keineswegs  ausge- 
schlossen ist,  da  schon  eine  Korrektion  der  Koordinaten  um  etwa  den 
angegebenen  mittleren  Fehler  genügt,  um  die  ganze  ünregelmäfsigkeit 
fortzuschaffen. 

Was  nun  die  Amplitude  der  Folschwanlmng ,  d.  h.  den  Radius- 
vektor der  Polbahn  betrifft,  so  beträgt  dieselbe  in  Gradmafs  im 
Maximum  etwa  y^'',  im  Mittel  vielleicht  %".  Die  in  den  Formeln  des 
vorigen  Paragraphen  unbestimmt  gebliebene  Gröfse  a  würde  hiernach 
im  Mittel  etwa  gleich  Yg''  zu  setzen  sein.  Auf  der  Erdoberfläche  er- 
giebt  sich  hieraus  als  mittlere  Entfernung  e  des  geometrischen  und 
des  instantanen  Poles  etwa: 

e  =  ax  Erdradius  =  .^^  ^^   „„  —  •  —  10'^  =  circa  4  m. 

löü  •  OU  •  DU     O  7t 

In  den  Jahren  1890  bis  1895  hat  diese  mittlere  Entfernung  durch- 
schnittlich abgenommen,  von  1895  bis  1898  hat  sie  zugenommen, 
von  da  ab  ist  sie  kleiner  geworden,  ist  aber  jetzt  (1902)  bereits  wieder 
in's  Zunehmen  übergegangen,  wie  aus  der  unsere  Figur  ergänzenden 
Publikation  in  den  Astron.  Nachr.  hervorgeht  (vgl.  die  vorige  Anm.), 
Dß.s  Hauptinteresse  konzentriert  sich  indessen  auf  die  Frage  nach  der 
Periode  der  Polbewegung.  Hier  zeigt  sich  eine  zunächst  überraschende 
Abweichung  von  der  Theorie,  die  um  so  bemerkenswerter  ist,  als  sie 
durchaus  gesetzmäfsig  zu  sein  scheint.     Während  nämlich   die  Theorie 
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eine  Periode  von  ungefähr  10  Monaten  verlangt^  ergiebt  die  Prüfung 
von  Figur  104  eine  Periode  von  etwa  14  Monaten.  Wir  verfahren^ 
um  dies  einzusehen^  ziemlicli  roh^  aber  für  unsere  Zwecke  hinreicliend 
genau  wie  folgt:  Wir  denken  uns  zunächst  die  offenbar  unregelmäfsige 
Schlinge  von  95^  bis  95,6  nach  unten  hin  auseinandergezogen ,  so  dafs 
sie  mit  den  anliegenden  Kurvenstücken  einen  dem  Uhrzeigersinne  ent- 
gegengesetzten Umlauf  des  Koordinatenanfanges  gleich  den  übrigen 
Umläufen  ergiebt  und  zählen  darauf  von  90,0  bis  etwa  99,4  die  Anzahl 
der  Umläufe  ab.  Es  sind  dies  gerade  8  Umläufe,  welche  vom  Pole 
in  9,4  Jahren  zurückgelegt  sind.  Mithin  beträgt  die  Dauer  eines  Um- 
laufes oder  die  Periode  der  Polschwankung 

^  .  12  =  14,1  Monate. 

o 

Während  wir  also  die  Eidersche  zehnmonatliche  Periode  vormfnden  er- 
warteten, tverden  wir  dureh  die  BeohacMimgen  auf  eine  wesentlich  längere 
Periode  hingewiesen. 

Das  Verdienst,  die  hier  hervorgetretene  längere  Periode  ent- 
deckt zu  haben,  gebührt  dem  amerikanischen  Astronomen  Chandler. 
Chandler  prüfte  in  den  schon  zitierten  umfangreichen  Arbeiten  rein 
rechnerisch  ohne  theoretische  Voreingenommenheit  das  gesamte  Be- 
obachtungsmaterial der  Breitenschwankungen  von  1840  bis  1891  und 
wurde  dabei  auf  eine  Periode  von  427  Tagen  =-  ca.  14  Monaten  ge- 
führt, eine  Periode,  welche  seitdem  im  Gegensatz  zur  Euler  sehen  die 
Chandlersehe  heilst. 

Ohne  zunächst  auf  die  theoretische  Erklärung  dieser  Periode  ein- 
zugehen, wünschen  wir  uns  durch  blofse  Diskussion  der  in  Fig.  104 
niedergelegten  Beobachtungen  ein  Bild  davon  zu  verschaffen,  wieweit 
die  Polschwankungen  durch  die  Annahme  einer  14 -monatlichen  Periode 
dargestellt  werden  können.  Wir  werden  dabei  nicht  das  äufserst  müh- 
same und  gründliche  rechnerische  Verfahren  von  Chandler  benutzen, 
sondern  ein  naheliegendes  graphisches  Verfahren. 

Es  sei  w  =  X  -\-  iy  der  Vektor  vom  Koordinatenursprung  nach 
dem  augenblicklichen  Orte  des  instantanen  Poles.  Würde  die  Bewegung 
des  Poles  vollständig  durch  eine  Periode  t^  (z.  B.  =  14  Monate)  er- 
schöpft, so  könnten  wir  einfach  schreiben 

'ZTtl  —  —ZTtl- — 

(1)  w  =  ae      ^^  +  a  e        ^^ ; 

wäre  die  Bewegung  überdies  eine  reine  Kreisbewegung,  so  würde  von 
den  beiden  Konstanten  a  und  d  die  eine  (sagen  wir  d)  verschwinden; 
gleichzeitig  würde  dann  die  andere  a  durch  ihren  absoluten  Betrag 
den  Radius  des  Kreises  bestimmen,  auf  dem  die  Bewegung  stattfindet. 
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Wir  können  aber  sogleich^  den  Fall  einer  allgemeinen  elliptischen  Pol- 
schwingung  in  Betracht  ziehend,  a  sowohl  wie  d  als  im  allgemeinen 
nicht  verschwindende  komplexe  Gröfsen  voraussetzen. 

Die  Kompliziertheit  der  Figur  104  zeigt  unmittelbar,  dafs  diese 
Darstellung  durch  eine  Periode  nicht  ausreicht.  Wir  machen  daher 
den  allgemeineren  Ansatz 

t  t  t  t 

27ti—  -27ti-—  27ii-~  —27ti~- 

(2)  w  ^  ae      ^1  +  a  e        ^1  +  &  6      ^2  +  0  e        ^2  +  .  . .  ^ 

indem  wir  versuchen,  die  wirklich  beobachtete  Bewegung  durch  Über- 
lagerung zweier  (oder  mehrerer)  Schwingungsbewegungen  darzustellen. 
Es  ist  sehr  leicht,  den  Bestandteil  von  der  bereits  bekannten  14-monat- 
lichen  Periode  aus  der  Polbewegung  zu  eliminieren.  Wir  bilden  zu 
dem  Zwecke  nach  Gl.  (2) 

f.  -LT'.  i  t  +  t.  * 

—  27ti -27ti- 


Wf_^^^-~  Wf  =  h{e        '^^    —  e      ^^) -j- b\e  ^-^    —  e        '^^) + 

=  h{e      ^-— l)e      ^-+h{e        ^- —  1)  e        ^-  ^^ 
t  t 

2rci  —  ^    ~%Tti  — 

=  ce      "^^  -{-  c  e        "^^  +  '  '  ', 


wo  c  und  c  ebenso  wie  vorher  h  und  V  unbekannte  komplexe  Kon- 
stante bedeuten.  Wenn  also  in  der  Polbewegung  aufser  r^  noch 
eine  weitere  Periode  t2  steckt,  so  mufs  sich  diese  in  der  von  der 
hauptsächlichen  Periode  t^  befreiten  Differenz  w^j^^  —  "^t  gerade  so  aus- 
prägen, wie  die  Periode  t^  in  w  selbst. 

Am  einfachsten  bestimmt  man  die  Differenz  w^j^^  —  tv^  durch 
die  folgende  graphische  Konstruktion^)  an  der  Polbahn  Fig.  104.  Es  ist 
t^  =  14  Monate  ==  1,17  Jahre.  Man  vergleiche  also  z.  B.  den  Ort  des  Poles 
für  den  Zeitpunkt  90,0  mit  demjenigen  für  den  Zeitpunkt  91,17.  Die 
Verbindungslinie  beider  Orte  giebt  uns  nach  Gröfse,  ßichtung  und  Sinn 
den  Vektor  w^^^  —  w^  für  t  ==  90,0.  Es  ist  also  nur  nötig,  diese 
Strecke  etwa  durch  Parallelenlineale  aus  Fig.  104  in  eine  neue  Figur 
(105  a)  zu  übertragen.  Wir  erhalten  so  einen  vom  Koordinatenursprung 
dieser  neuen  Figur  auslaufenden  Vektor,  von  dem  nur  der  Endpunkt 
markiert  und  durch   die  Zahl   90,0  bezeichnet  ist.     In  gleicher  Weise 


*)  Dieses  graphische  Verfahren  dürfte  neu  und  für  manche  ähnlichen  Fälle 
nützlich  sein.  Vgl.  auch,  was  die  analytischen  Regeln  zur  Auffindung  „ver- 
steckter Periodizitäten'^  angeht,  den  Bericht  von  H.  Burkhardt:  Entwickelungen 
nach  oscillier enden  Funktionen.  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker -Ver- 
einigung, Bd.  10  (1901),  pag.  312  —  332.  Neuerdings  hat  A.  Schuster  eine  all- 
gemeine Methode  (Konstruktion  eines  sog.  „Periodographen")  angegeben,  durch 
welche  die  Frage  entscheidend  gefördert  werden  dürfte.  Vgl.  Nature,  Bd.  66 
(1902),  pag.  614^618. 
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verfahren  wir  mit  den  beiden  Orten  90,1  und  91,27  in  Fig.  104  und 
erhalten  dadurch  in  Fig.  105  a  einen  Punkt,  der  der  Differenz  w^j^^^  —  w^ 
für  t  =  90,1  entspricht  und  mit  1  bezeichnet  ist.  So  fortfahrend  leiten 
wir  aus  der  Polbahn  in  Fig.  104  eine  neue  Polbahn  ab,  die  von  dem 
Hauptgliede  der  Bewegung  befreit  ist.  Diese  abgeleitete  Polbahn  wird, 
wie  man  sieht,  noch  viel  verschlungener  und  unregelmäfsiger  als  die 
ursprüngliche.  Es  mufste  daher,  sollte  die  Figur  nicht  zu  undeutlich 
werden,  die  abgeleitete  Polbahn  in  zwei  Stücke  getrennt  werden: 
Fig.  105  a  giebt  den  Zeitraum  von  90,0  bis  94,0,  Fig.  105b  den  Zeit- 
raum von  94,0  bis  98,0  wieder.  Im  Ganzen  sind  somit  bei  der  ab- 
geleiteten Polbahn  die  Orte  zwischen  90,0  und  99,17  verwandt  worden. 


OjO 


+  0,% 


^0,% 


Der  Deutlichkeit  wegen  wurde  in  beiden  Figuren  die  Hälfte  der  ab- 
geleiteten Polbahn  punktiert,  die  andere  Hälfte  ausgezogen. 

Zunächst  lehrt  der  Anblick  der  abgeleiteten  Polbahnen,  dafs  ihre 
Abmessungen  kleiner  sind,  wie  die  der  ursprünglichen  Figur.  Während 
die  Ausschläge  in  Fig.  104  bis  nahezu  an  0'',30  heranreichen,  über- 
schreiten die  Ausschläge  in  den  Fig.  105  nur  an  wenigen  Stellen  0",  15. 
Dies  Resultat  ist  keineswegs  selbstverständlich,  da  sich  ja  bei  der 
Differenzbildung  zwischen  w^^^  und  w^  die  Grröfse  der  Ausschläge 
ebensogut  vermehren  wie  vermindern  konnte. 
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Wir  schUefsen  hieraus j  dafs  in  der  Thai  eine  Periode  von  14:  Mo- 
naten in  den  PolseMvanlcungen  ausgeprägt  ist  imd  dafs  etwa  die  Hälfte 
der  im  Ganzen  'beobachteten  Schwankungen  auf  eine  Bewegung  von  dieser 
Periode  0urüc]c0uführen  ist. 

Weiter  aber  schliefsen  wir  aus  der  sclion  erwälinten  gröfseren 
VerscUungenlieit  der  neuen  Figuren^  dafs  die  Umstände,  ivelche  den 
nach  Ahmg  der  14 -monatlichen  Periode  verUeibenden  Bestbetrag  der 
PolschwanTcungen  bedingen,  weniger  gesetmiäfsig  und  einfach  sind,  wie 
diejenigen,  welche  den  CharaMer  und  die  Periode  der  Haupfbewegung 
bestimmen.  Betrachtet  man  insbesondere  z.  B.  den  Zeitraum  von  96^5 
bis  97j5   in  Fig.  105  b,   so  wird  man  den  Eindruck  gewinnen,  als  ob 


das  Zickzack  dieses  Bahnstückes  regellos  verläuft,  und  wird  den  Ver- 
dacht hegen,  dafs  es  möglicherweise  ganz  auf  Beobachtungsfehler 
zurückzuführen  ist.  Es  kommt  hinzu,  dafs  der  mittlere  Fehler  der 
abgeleiteten  Polbahn  bei  unserer  Konstruktion  noch  etwas  gröfser  aus- 
fällt, wie  der  der  ursprünglichen  Bahn  (0'',03),  dafs  also  bei  der  ab- 
geleiteten Polbahn  die  Lage  der  Punkte  nur  etwa  auf  0",06  be- 
stimmt ist. 

Indessen   läfst   sich   eine    gewisse    Gesetzmäfsigkeit   auch   bei    der 
abgeleiteten  Polbahn  nicht   verkennen.     Es  fällt  auf,    dafs    in   beiden 
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Figuren  105  die  mit  gleichen  Zahlen  bezeichneten  Punkte  in  der  Regel 
ziemlich  dicht  bei  einander  liegen.  So  befinden  sich  z.  B.  die  vollen 
Jahreszahlen  sämtlich  in  dem  linken  oberen  Quadranten  der  Figuren 
oder  in  unmittelbarer  Nähe  desselben.  Um  dies  noch  deutlicher  zu 
machen^  könnte  man  sich  in  der  Fig.  105  die  yerschiedenen  Polygone 
der  Jahreszehntel  eintragen,  indem  man  die  mit  gleichen  Ziffern  1,  2, .  .  . 
bezeichneten  Orte  des  Poles  in  den  yerschiedenen  Jahren  geradlinig  ver- 
bindet. Alle  diese  Polygone  würden  verhältnismäfsig  klein  ausfallen. 
Nach  Ablauf  eines  Jahres  kommt  also  der  ^^abgeleitete^^  Pol  im  Grofsen 
und  Ganzen  in  seine  frühere  Lage  zurück.  In  der  abgeleiteten  Polbahn 
scheint  sich  hiernach  die  Periode  eines  vollen  Jahres  auszuprägen. 

Versuchen  wir  ebenso  wie  oben  bei  der  14 -monatlichen  Periode 
durch  Abzahlung  der  Umläufe  das  Vorhandensein  der  jährlichen  Periode 
wahrscheinlich  zu  machen,  so  müssen  wir  in  erhöhtem  Mafse  von  der 
schon  dort  angewandten  Willkür  Gebrauch  machen,  einzelne  Schleifen 
über  den  Koordinatenursprung  herüberzuziehen,  um  dadurch  die  Kurve 
abzuglätten.  Betrachten  wir  z.  B.  den  ausgezogenen  Teil  beider  Figuren 
von  92,0  bis  96,0,  der  die  verhältnismäfsig  deutlichsten  Elongationen 
aufweist.  Wir  denken  uns  den  Zug  von  92,0  bis  92,4  nach  links 
hin  über  den  Mittelpunkt  der  Figur  herübergezogen.  Dieser  Zug  er- 
giebt  dann  zusammen  mit  dem  Stücke  92,4  bis  92,8  einen  ersten 
Umlauf  des  Koordinatenursprungs;  einen  zweiten  ziemlich  regelmäfsigen 
Umlauf  haben  wir  in  der  Bahn  von  92,8  bis  93,8.  Indem  wir  auf 
die  andere  Figur  übergehen,  denken  wir  uns  die  Schlinge  von  94,0 
bis  94,5  nach  unten  links  herabgezogen;  alsdann  können  wir  bis  94,9 
einen  dritten  Umlauf  zählen.  Einen  vierten  vollen  Umlauf  liefert  die 
die  Zeit  von  94,9  bis  96,0.  Im  ganzen  haben  wir  also,  wenn  wir 
die  vorgenommenen  willkürlichen  Verschiebungen  der  Bahn  gelten 
lassen,  in  vier  Jahren  gerade  vier  Umläufe,  also  eine  jährliche  Perio- 
dizität der  abgeleiteten  Bahn. 

Dieses  Ergebnis  ist  ebenfalls  bereits  von  Chandler  auf  Grund 
seiner  rechnerischen  Reduktion  der  Beobachtungen  ausgesprochen  worden. 
Auf  ähnlicher  Grundlage  hat  später  van  de  Sande  Bakhuyzen*) 
den  jährlichen  Bestandteil  der  Polbewegung  formelmäfsig  darzustellen 
gesucht.  Er  findet  dabei  nach  Abzug  der  14 -monatlichen  Polschwankung 
als  mittlere  jährliche  Polbahn  eine  Ellipse,  deren  grofse  Axe  gleich  0'',  104 
ist  und  gegen  den  19*®''  Meridian  östlich  von  Greenwich  gerichtet  ist 
und  deren  kleine  A±e  0'',044  beträgt.    Dieselbe  wird,  wie  auch  aus  den 


*)   Akademie  von  Wetenschappen ,  Amsterdam,  August  1900. 
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Figuren  105  zu  ersehen  ist,  in  der  Riclitung  von  Westen  nach  Osten 
durcUaufen;  den  19*^^  Meridian  passiert  der  Pol  Anfang  Oktober. 

Es  liegt  nahe,  unser  Verfahren  zu  wiederholen  und  aus  den 
Figuren  105  durch  Elimination  der  jährlichen  Periode  eine  neue  Figur 
abzuleiten.  Bedeutet  also  jetzt  w  den  in  Fig.  105  dargestellten  Vektor 
und  Tg  die  Periode  eines  Jahres,  so  bilden  wir  uns  auf  graphischem 
Wege  wie  oben  w^^^  —  w^  und  tragen  das  Resultat  in  einer  neuen 
Figur  ein.  Es  wurden  dabei  nur  die  ausgezogenen  Teile  der  Figuren 
105  (von  92,0  bis  96,0)  der  weiteren  Behandlung  zu  Grunde  gelegt, 
so  dafs  die  neu  entstehende  Figur  106  von  den  Marken  92,0  bis  95,0 
reicht,  wobei  wieder  die  Hälfte  der  Figur  (von  92,0  bis  93,5)  aus- 
gezogen, die  andere  Hälfte  (von  93,5  bis  95,0)  punktiert  wurde. 
Wäre  eine  weitere  Periode  aufser  x^  und  t^  in  der  Polbewegung  ent- 
halten, so  müfste  diese  in  unserer 
Fig.  106  zur  Anschauung  kommen. 
Es  scheint  aber  nicht,  dafs  dem 
so  ist;  vielmehr  macht  Fig,  106 
den  Eindnic\  als  ob  es  sich  hier 
um  einzelne  Störungen  handeltj 
die  entsprechende  einmalige  Vor- 
stofse  der  Bahn  bedingen,  und 
die  von  einem  Zurückweichen  in 
die  Buhelage  gefolgt  sind.  Einen 
solchen  Vorstofs  haben  wir  in 
der  Figur  bei  92, 1 ,  einen  zweiten 
bei  93,2  u.  s.  w.  Wie  der  Ver- 
gleich der  Figuren  105  und  106 
zeigt,  ist  eine  wesentliche  Ver- 
kleinerung der  Dimensionen  durch 
unser  zweites  Verfahren  nicht 
mehr  eingetreten.  Die  Realität 
der  12 -monatlichen  Periode  wird 
also  durch  die  Gröfse  unserer 
Figuren  nicht  in  dem  Sinne  ver- 
deutlicht, wie  vorher  die  Realität 

der  14- monatlichen  Periode.  Wir  müssen  daraus  schliefsen,  dafs  die 
Störungen,  welche  in  Fig.  106  mr  Anschauung  hommen,  etiva  von  der- 
selben Gröfsenordnung  sind,  wie  die  Einflüsse,  welche  den  vorausgesetzten 
jährlichen  TJmlaiif  des  Poles  bedingen.  Jedenfalls  bleibt  in  der  Pol- 
bewegung ein  erheblicher  Restbetrag  übrig,  welcher  weder  durch 
eine    14-monatliche  noch    durch  eine   12-monatliche  Schwankung   er- 


^Oj2 


^0,1 


-i^Ojl 


rig.  106. 
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klärt  wird.  Von  der  10 -monatlichen  Eulerschen  Schwankung  ist 
überhaupt  nichts  zu  bemerken. 

Es  ist  nicht  unmöglich,  dafs  die  hier  auf  graphischem  Wege  ge- 
zogenen Schlüsse  teilweise  voreilig  sind  und  dafs  sie  beim  Bekannt- 
werden weiterer  Beobachtungen  über  Polschwankungen  zu  modifizieren 
sein  werden.  Namentlich  mufs  die  letzte  Figur  wegen  der  bei  der  Wieder- 
holung unseres  graphischen  Verfahrens  sich  häufenden  Unsicherheiten 
als  ziemlich  problematisch  gelten.  Auch  liegt  in  unserem  Ableitungs- 
verfahren eine  gewisse  Willkür,  insofern  als  wir  nicht  notwendig  die 
Vektoren  iv^  und  iv^j^^  zu  vergleichen  brauchten,  sondern  ebensogut 
die  Differenz  zwischen  w^j^^^  oder  ^v^j^^^  .  .  .  und  ^v^  hätten  nehmen 
können.  Die  abgeleiteten  Figuren  würden  dann  andere  geworden  sein. 
Indessen  stimmen  unsere  Ergebnisse  mit  den  rechnerischen  Resultaten 
von  Chandler  u.  A.  überein;  jedenfalls  scheint  unser  Verfahren  für 
die  hier  beabsichtigte  mehr  orientierende  wie  abschliefsende  Diskussion 
bei  der  heutigen  Genauigkeit  der  fraglichen  Beobachtungen  auszu- 
reichen. Bei  einer  ab  schliefsenden  Beurteilung  des  Gegenstandes  werden 
namentlich  auch  Wahrscheinlichkeitsuntersuchungen  darüber,  ob  eine 
aufgefundene  Periodizität  als  wirklich  oder  zufällig  anzusehen  ist,  im 
Sinne  von  A.  Schuster  (vgl.  die  Anm.  auf  pag.  679)  herangezogen 
werden  müssen. 

Was  insbesondere  das  Hauptergebnis  dieser  Betrachtungen,  die 
14 -monatliche  Chandlersche  Periode  betrifft,  so  scheint  diese  auch 
noch  eine  gewisse  Stütze  durch  die  Erscheinungen  der  Ebbe  .und  Flut 
zu  finden.  Es  ist  klar,  dafs  eine  Umlagerung  der  Rotationsaxe  wegen 
der  veränderten  Gentrifugalverhältnisse  der  Erde  die  Bewegung  der 
Oceane  beeinflussen  mufs  und  dafs  eine  periodische  Umlagerung  der 
Rotationsaxe  eine  Schwankung  des  mittleren  Meeresniveaus  von  der- 
selben Periode  zur  Folge  haben  müfste,  vorausgesetzt,  dafs  der  Einflufs 
auf  letztere  genügend  stark  ist.  Die  Herren  van  de  Sande  Bak- 
huyzen*)  und  Christie**)  glauben  diese  Voraussetzung  bejahen  und 
in  den  holländischen  bez.  amerikanischen  Plutbeobachtungen  eine  14- 
nionatliche  Variabilität  von  einigen  cm.  nachweisen  zu  können. 

Zusammenfassend  schliefsen  wir  also  aus  den  mitgeteilten  Beobach- 
tungen namentlich  zweierlei:  erstens  dafs  Polschwankungen  zweifellos 
konstatiert  sind,  dafs  also  der  Erdpol  nicht  mehr  als  „der  ruhende 
Pol  in  der  Erscheinungen  Fluch t^^  angesehen  werden  kann,  zweitens, 
dafs    die    Polschwankungen   nicht    diejenige    einfache    Gesetzmäfsigkeit 


*)  Astronom.  Nachr.  Nr.  3261. 
**)  Bulletin  of  the  Phil.  Soc.  of  Washington  1895,  vol.  XU,  p.  103. 
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und    namentlicli    nicht    diejenige   Periode   haben,    die    wir    nach    den 
Erörterungen  des  vorigen  Paragraphen  erwartet  haben  würden. 

§  7.    Die  Erklärung  der  Chandlersclien  vierzehnmonatlicheii  Periode 
und  die  Elastizität  der  Erde. 

Bekanntlich  darf  die  alte  Streitfrage ,  ob  das  Erdinnere  feuerflüssig 
oder  fest  sei,  heutzutage  als  in  dem  Sinne  entschieden  gelten,  dafs 
sich  das  Erdinnere,  im  grofsen  und  ganzen  genommen,  wie  ein  fester 
Körper  verhält.  Man  wird  dabei,  damit  es  sich  nicht  um  einen  blofsen 
Streit  um  Worte  handelt,  die  Benennungen  flüssig  und  fest  zu  defi- 
nieren haben  und  wird  sagen:  flüssig  soll  ein  Mittel  heifsen,  in  dessen 
Innerem  unter  gegebenen  Umständen  relative  Verschiebungen  der  Teile 
in  merklichem  Mafse  vorkommen  können,  fest  ein  Mittel,  in  dem 
solche  Verschiebungen  unmöglich  sind.  Man  kann  es  dahingestellt 
sein  lassen,  ob  im  letzteren  Falle  die  Verschiebbarkeit  der  Teile  durch 
eine  Art  elastischen  Zusammenhaltes,  (durch  Festigkeit  im  gewöhn- 
lichen Sinne),  oder  durch  einen  besonders  hohen  Grad  von  Viscosität 
hervorgerufen  wird:  auch  eine  Flüssigkeit  von  hinreichender  Viscosität 
(z.  B.  Asphalt)  verhält  sich  gegen  äufsere  Einwirkungen  von  nicht  zu 
langer  Dauer  merklich  wie  ein  fester  Körper  und  zeigt  keine  be- 
deutenden Verschiebungen  ihrer  Teile  gegeneinander.  Wir  können  im 
Anschlufs  an  eine  in  der  englischen  Litteratur  gebräuchliche  Aus- 
drucksweise von  effeUiver  Festiglmt  sprechen,  um  damit  ein  Verhalten 
zu  bezeichnen,  welches  unter  gegebenen  Umständen  dem  eines  festen 
Körpers  von  bestimmtem  Elastizitätsgrade  analog  ist. 

Dagegen  soll  mit  der  Angabe,  das  Erdinnere  sei  fest,  nichts  über 
seinen  sonstigen  physikalischen  Zustand  ausgesagt  werden.  Dieser  dürfte 
bei  den  aufserordentlichen  Temperaturen  und  Drucken,  die  im  Innern  der 
Erde  herrschen,  von  allem  abweichen,  was  wir  sonst  von  flüssiger  oder 
fester  Konstitution  wissen.  Schon  in  Laboratoriumsversuchen  lassen  sich 
gewisse  kritische  Zustände  schaffen,  bei  denen  die  Aggregatzustände 
stetig  ineinander  übergehen;  der  Zustand  des  Erdinneren  liegt  aber 
weit  jenseits  jener  kritischen  Grenzen.  Der  richtige  Standpunkt  wird 
offenbar  der  sein,  den  Zustand  des  Erdinneren  nicht  nach  gewagten 
Analogien  und  Extrapolationen  aus  Lab  Oratoriums  versuchen  voraus- 
zusagen, sondern  aus  dem  thatsächlichen  Verhalten  der  Erde,  wie  es 
sich  z.  B.  bei  den  Polschwankungen  zeigt,  auf  den  durchschnittlichen 
oder  effektiven  Zustand  zurückzuschliefsen. 

Auch  soll  mit  der  Berechnung  eines  bestimmten  Elastizitätsmoduls 
nicht  behauptet  werden^  dafs  die  Erde  durch  und  durch  die  Beschaffen- 
heit eines  Körpers  von  der  betr.  Elastizität  habe.    Vielmehr  kann  man 
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als  die  heutzutage  wahrsctieinlicliste  und  herrscliende  An  sieht  diejenige 
bezeichnen^  wonach  die  Erde  inhomogen  konstituiert  ist^  nämlich  aus 
einem  dichteren  und  festeren  Kern  (Eisenkern)  und  einer  weniger  dichten 
und  nachgiebigeren  Schale  (Gesteinsmantel)  besteht^  welche  beide  durch 
eine  nicht  sehr  ausgedehnte  Schicht  eines  zähflüssigen  Magmas  Yon 
einander  getrennt  werden  (vgl.  die  unten  zu  nennende  Theorie  von 
E.  Wiechert).  Auch  die  Möglichkeit  einer  solchen  Inhomogenität 
wünschen  wir  durch  das  Wort  ^^effektive^^  Elastizität  oder  Festigkeit 
einzuschließen.  Der  zu  berechnende  Elastizitätsmodul  bedeutet  alsdann 
den  Wert  desselben  für  einen  homogenen  elastischen  Körper,  welcher 
sich  hinsichtlich  der  hier  in  Frage  kommenden  elastischen  Wirkungen 
ebenso  verhält  wie  die  wahrscheinlich  inhomogene  Erde. 

Wir  beabsichtigen  nicht,  auf  die  Diskussionen  über  das  Erdinnere 
näher  einzugehen,  sondern  heben  nur  einige  Punkte  aus  der  historischen 
Entwickelung  hervor*).  Im  Interesse  der  Theorie  des  Vulkanismus 
haben  die  Geologen  seit  altersher  für  das  feuerflüssige  Erdinnere 
plaidiert.  Der  erste,  der  sich  mit  wissenschaftlichen  Gründen  dagegen 
ausgesprochen  hat,  scheint  Hopkins**)  gewesen  zu  sein.  Hopkins 
untersuchte  die  Präcession  und  Nutation,  die  eine  mit  Flüssigkeit  ge- 
füllte Kugelschale  zeigen  würde,  und  fand,  dafs  eine  solche  sich  er- 
heblich anders  als  die  Erde  verhalten  würde.  Die  späteren  und  tiefer 
gehenden  Untersuchungen  Lord  Kelvins***)  ergaben,  dafs  die  Beweis- 
führung von  Hopkins  mangelhaft  war  und  dafs  auch  seine  Resultate 
in  wesentlichen  Punkten  zu  berichtigen  sind.  Indem  Kelvin  statt  der 
Kugelschale  eine  abgeplattete  ellipsoidische  Schale  betrachtet,  zeigt  er, 
dafs  sich  hei  völlig  starrer  Sehale  in  den  schnelleren  Nutationen  (der 
halbjährigen  und  namentlich  der  halbmonatlichen  vgl.  pag.  651),  nicht 
aber  in  der  Präcession  und  in  der  18% -jährigen  Nutation  eine  Differenz 
zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  ergeben  würde f),  dafs  dagegen  bei 


*)  Wegen  näherer  Angaben  vgl.  die  Darstellung  in  Kap.  15  des  vorzüglichen 
populär -wissenschaftlichen  Werkes  von  G.  H.  Darwin,  The  Tides,  London  1898, 
deutsche  Ausgabe  von  A.  Pockels,  Leipzig  1902,  oder  die  jüngst  erschienene 
Kosmische  Physik  von  Sw.  Arrhenius,  Leipzig  1903, 

**)  Researches  in  physical  geology,  Philosophical  Transactions  London  R. 
Soc.  1839,  1840,  1842. 

***)  Mathematical  and  Physical  Papers,  Bd.  3,  art.  45  vgl.  insbesondere  §§  21 — 38, 
zusammengefafst  in  Populär  Lectures,  Bd.  3,  pag.  238. 

f)  Hiermit  hängt  eine  Bemerkung  Lord  Kelvins  zusammen,  die  wir  an 
Modellen  der  Göttinger  mathematischen  Sammlung  bestätigt  haben:  Ein  Kreisel, 
dessen  Schwungmasse  durch  ein  mit  Flüssigkeit  gefülltes  abgeplattetes  Rotations- 
ellipsoid ersetzt  ist,  verhält  sich,  in  Umdrehung  um  seine  Axe  versetzt,  auf 
horizontaler  Unterlage  stabil  und  führt  seine  Präcessionsbewegung   aus,    ähnlich 
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einer  einigermafsen  nachgiebigen  Schale  alle  jene  Erscheinungen  so  ver- 
laufen könnten^  wie  es  der  Wirkliclikeit  entspricM.  Die  astronomischen 
Thatsachen  widerlegen  also  nur  die  Annahme:  flüssiges  Erdinnere  in 
starrer  Schale,  eine  Annahme,  die  ja  auch  aus  physikalischen  Grründen 
unhaltbar  ist,  da  wir  kein  Material  kennen,  das  als  dünne  Schale  aus- 
gebildet völlig  unnachgiebig  wäre.  Andrerseits  aber  wird  die  Annahme: 
flüssiges  Erdinnere  in  nachgiebiger  Schale,  durch  die  Erscheinungen 
der  Ebbe  und  Flut  widerlegt.  Eine  dünne  Erdkruste  von  der  elasti- 
schen Nachgiebigkeit  der  uns  bekannten  Materialien  würde  nämlich 
dem  deformierenden  Einflufs  der  Grezeitenkräfte  fast  ebenso  willig  folgen 
wie  das  Wasser  der  Meere.  Dann  aber  gäbe  es  unter  dem  Einflufs 
jener  Kräfte  keine  relative  Bewegung  des  Wassers  gegen  das  Land, 
sondern  nur  ein  gemeinsames  Auf-  und  Abwogen  der  Meere  und  Konti- 
nente, das  sich  der  unmittelbaren  Wahrnehmung  entziehen  würde. 
Somit  bleibt  nur  die  Annahme  einer  im  Durchschnitt  effektiv -festen 
Erde  übrig  (fest  im  Sinne  der  vorausgeschickten  Erklärung).  Mit 
dieser  Annahme  ist  das  Vorhandensein  peripherischer  Hohlräume,  die 
mit  einer  Art  Plüssigkeitsmagma  ausgefüllt  sind,  oder  auch  das  Vor- 
handensein einer  ringsum  ausgebildeten  flüssigen  Schicht  durchaus  ver- 
träglich, falls  dieselben  nur  im  Verhältnis  zu  dem  effektiv -festen  Erd- 
kerne und  der  festen  Erdkruste  wenig  ausgedehnt  sind,  wodurch  nicht  nur 
den  Bedürfnissen  der  geologischen  Theorien,  sondern  namentlich  auch 
den  wichtigen  Ergebnissen  der  Pendelbeobachtungen  Rechnung  getragen 
werden  kann.  (Vgl.  auch  hierzu  dieWiechert sehe  Theorie  des  Erdinnern.) 
Dafs  die  Erde  zugleich  effektiv  starr  sei,  soll  damit  nicht  behauptet 
werden.  Schon  Lord  Kelvin*)  hat  versucht,  den  Grad  der  elastischen 
Nachgiebigkeit  des  Erdkörpers  auf  Grund  der  thatsächlichen  Höhe  der 
Fluten  abzuschätzen.  Während,  wie  wir  soeben  sagten,  bei  einer  in  der 
Hauptsache  flüssigen,  also  völlig  nachgiebigen  Erde  die  Fluthöhe  sich  auf 
Null  reduzieren  müfste,  wird  bei  jedem  endlichen  Grade  von  elastischer 
Nachgiebigkeit  die  Fluthöhe  einen  gewissen  Bruchteil  derjenigen  Höhe 
betragen,    die    sich    auf   einer    völlig    starren   Erde    ausbilden    müfste. 

wie  ein  Kreisel  aus  festem  Stoff;  (über  den  Verlauf  der  kürzeren  Nutationen  geben 
die  Beobachtungen  an  unserem  Modell  keinen  deutlichen  Aufsehlufs).  Dagegen 
erweist  sich  ein  Kreisel,  dessen  Schwungmasse  aus  einem  mit  Flüssigkeit  gefüllten 
verlängerten  EUipsoid  besteht,  unter  denselben  Yerhältnissen  als  gänzlich  labil. 
Da  die  Erde  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  ist,  so  versteht  man,  dafs  sie  in 
ihren  Präcessionsbewegungen  von  denen  eines  durchaus  festen  Körpers  auch  dann 
nicht  wesentlich  abweichen  würde,  wenn  sie  mit  Flüssigkeit  gefüllt  wäre,  voraus- 
gesetzt, dafs  die  Erdkruste,  so  wie  wir  es  ohne  merklichen  Fehler  von  unserem 
Modell  voraussetzen  dürfen,  absolut  starr  wäre. 

*)  Thomson  und  Tait,  Natural  Philosophy  II,  art.  843. 
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Kelvin  schätzt  von  hier  aus  die  Nachgiebigkeit  der  Erde  kleiner  als 
diejenige  des  Glases  und  etwa  gleich  derjenigen  des  Stahles.  Einen 
sehr  viel  schärferen  Anhalt  für  eine  derartige  Schätzung  werden  wir 
im  Folgenden  kennen  lernen ,  wo  wir  uns  zur  Erklärung  der  Chandler- 
schen  Periode  wenden. 

Es  ist  das  Verdienst  von  S.  Newcomb*)^  erkannt  zu  haben^  dafs 
die  Periode  der  freien  Mutationen  mit  dem  Grade  der  Nachgiebigkeit 
des  Erdkörpers  zusammenhängt.  Die  Eulersche  Periode  von  10  Monaten 
entspricht  der  Annahme  völliger  Starrheit;  zu  jedem  endlichen  Elasti- 
zitätsgrade dagegen  berechnet  sich  eine  davon  verschiedene  und  zwar 
längere  Periode.  Umgekehrt  läfst  sich  der  Chandlerschen  Periode  ein 
bestimmter  Elastizitätsgrad  zuordnen^  bei  welcher  die  Periode  der  freien 
Nutationen  gerade  die  beobachtete  Dauer  von  14  Monaten  annehmen 
würde. 

In  der  Litteratur  sind  diese  Verhältnisse  am  gründlichsten  in  einer 
Arbeit  von  S.  S.  Hough**)  untersucht,  der  von  den  elastischen  Diffe- 
rentialgleichungen eines  rotierenden  Sphäroids  ausgeht.  Wir  werden 
die  Resultate  von  Hough  auf  sehr  viel  einfacherem  Wege  gewinnen, 
indem  wir  an  einen  Satz  aus  Kap.  VII,  §  8  (pag.  607)  anknüpfen. 
Dort  wurde  bereits  die  Dauer  der  freien  Nutation  oder,  was  dasselbe 
bedeutet,  die  Periode  der  kräftefreien  Präcession  für  einen  deformir- 
baren  sphäroidischen  Kreisel  berechnet,  unter  der  Annahme,  dafs  lediglich 
die  elastischen  Widerstände  den  durch  die  Centrifugalwirkung  der  Um- 
drehung verursachten  Formänderungen  entgegenwirken.  Diese  An- 
nahme trifft  bei  einem  Körper  von  den  Dimensionen  der  Erde  nicht 
zu,  weil  hier  auch  die  gegenseitigen  Gravitationswirkungen  der  Teilchen 
wesentlich  zu  berücksichtigen  sind. 

Wir  müssen  daher  Einiges  über  diese  Gravitationswirkungen  und 
über  die  Art,  wie  sie  sich  mit  der  Wirkung  der  elastischen  Kräfte 
zusammensetzen,  vorausschicken.  Wir  ordnen  die  folgenden  Erörte- 
rungen in  eine  Reihe  von  Einzelproblemen. 

Erstes  Frohlem,  Eine  homogene,  incompressible  Flüssigkeits- 
masse steht  unter  dem  Einflufs  der  gegenseitigen  Gravitation  ihrer  Teile 
und  würde  im  Ruhezustande  eine  Kugel  vom  Radius  R  bilden;  sie  wird 
in   Rotation   um    eine  feste  Axe   versetzt;    die   Winkelgeschwindigkeit 


*)  On  the  dynamics  of  the  Earth's  rotation  with  respect  to  the  periodic 
variations  of  Latitude.  Monthly  Notices  Astr.  Soc.  London  (1892),  Bd.  52,  pag.  336 
und  Remarks  on  Mr.  Chandlers  Law  of  Variation  of  Terrestrial  Latitude.  Astro- 
nomical  Journal  Bd.  11,  12,  19. 

**)  On  the  Rotation  of  an  elastic  Spheroid,  Philos.  Transactions  R.  Soc. 
London  (1896)  Bd.  187,  pag.  319. 
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sei  (D.  Eine  mögliche  Grleichgewichtsform  der  Flüssigkeit  ist  dann  ein 
abgeplattetes  Umdrehungsellipsoid^  welches  die  Rotationsaxe  zur  Sym- 
metrieaxe  hat  (Mac  Laurinsches  EUipsoid).  JDie  ElUptwität  desselben 
wird,  unter  der  Annahme,  dafs  dieselbe  Mein  ausfällt,  durch  die  Formel 
gegeben 

WO  g  die  Gravitationsbeschlennigung  an  der  Oberfläche  unserer  Flüssig- 
keit bedeutet. 

Den  Verhältnissen  der  Erde  entsprechen  die  folgenden  in  Metern 
und  Sekunden  ausgedrückten  Zahlenwerte: 

(2)      '^  =  24.60.60^       ^  =  ^^^'      ^=9,81,       —  =  ^,       ^1=23T- 

Bei  der  Ableitung  der  Gl.  (1)  können  wir,  wenn  wir  uns  nicht 
auf  die  (übrigens  sehr  bekannten)  Formeln  für  das  Potential  eines 
EUipsoides  berufen  wollen,  mit  Vorteil  an  unsere  frühere  Vorstellung 
des  ,,Erdringes"  anknüpfen.  Ebenso  wie  früher  die  feste  Erde  ersetzen 
wir  jetzt  unsere  ellipsoidische  Flüssigkeit  durch  eine  Kugel  (Radius 
Bj  Masse  M)  und  einen  in  der  Äquatorebene  des  EUipsoides  gelegenen 
Ring  (Radius  B,  Masse  m).  Wie  wir  in  §  1  dieses  Kapitels  sahen, 
wird  das  Gravitationspotential  der  Kombination  Kugel  +  Ring  in  einem 
äufseren  Punkte  bis  zu  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  einschliefslich 
gleich  dem  Potential  irgend  einer  anderen  Massenverteilung  von  den 
gleichen  Hauptträgheitsmomenten.  Die  Trägheitsmomente  unserer  Flüssig- 
keitsmasse um  die  Rotationsaxe  (^-Axe)  bez.  um  zwei  dazu  senkrechte 
Axen  {y-  und  x-Axe)  seien  C,  A,  A.  unter  der  Elliptizität  verstehen 
wir  wie  früher  das  Verhältnis*) 

C  —  Ä 

£    =    A ■   • 


Die  Masse  m  des  Ringes  ist  nach  Gl.  (1)  von  §  1   folgendermafsen  zu 

wählen: 

/Qx  2(C-A)        2Ä            4:    -j.^ 

(3)  m  =       ^,       =-^  £  =  —  Ms, 


*)  Neben  dieser  Definition  kommt  in  der  Litteratur  die  folgende  vor: 

a- — h 


s  =  ■ 


wo  a  die  grofse,  b  die  kleine  Axe  des  EUipsoides  bedeutet.  Man  überzeugt  sich 
leicht  mit  Rücksicht  auf  pag.  600,  dafs  für  eine  homogene  Massenverteilung  diese 
Definition  bis  auf  höhere  Potenzen  von  s  mit  dßr  unsrigen  übereinstimmt. 

Klein-Sommerf  eld  ,  Kreiselbewegung.  44 
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wobei  wir  für  Ä  den  Näherungswert  ^  =  -5-  MB^  eingeführt  haben, 
der  das  Trägheitsmoment  einer  Kugel  yom  Radius  B  bedeutet. 

Ist  r  der  Abstand  eines  beliebigen  äufseren  Punktes  P  Yom  Mittel- 
punkte der  Flüssigkeitsmasse,  so  wird  das  Potential  von  Kugel  und 
Ring  in  P 

die  Integration  erstreckt  über  den  Umfang  des  Ringes.  Dabei  be- 
deutet s  ähnlich  wie  pag.  639  die  Abkürzung 

c—  ^^'  +  y^'  +  ^^' 

^~  rB  ' 

WO  Xj  y,  z  die  Koordinaten  von  P,  x^  y,  /  die  eines  Ringpunktes 
sind.  Legen  wir  die  ^^-Ebene  durch  den  Punkt  P  und  die  ^2/ "Ebene 
durch  den  Ring,  und  nennen  0  den  Winkel  zwischen  OB  und  OX, 
so  wird 

^=^cos0,       y  =  0,  ^=rsin0, 

x=BGOsg)^      y==B^m(py      /==0, 

und  daher 

5  =  COS0  cos^. 

Die  Potenzentwickelung  der  Quadratwurzel  liefert  ähnlich  wie  pag.  639: 


^/l  +  {BlrY—2{BlT)s 
und  die  Ausführung  der  Integration 


=i+f^+(?r(i^^-4)+ 


(4) 


2jrJ    ]/l  +  (iJ/r)^  —  (B/r) s  V»7   V4  2/ 


Daher  wird  das  Potential  der  Anziehung,  wenn  wir  für  m  den  Wert 
(3)  eintragen: 

F=/j>f(i-+Ai+|.|;(c„M-l)+...). 

Wir  suchen  den  Wert  von  F  für  die  Oberfläche  der  Flüssigkeitsmasse, 
deren  Gleichung  wir  schreiben  dürfen: 

(5)  r=P(l  +  .(cos^0-|)), 

(vgl.  Gl.  (2)  von  pag.  601,  wo  wir  für  den  dort  definierten  mittleren 
Radius  m  den  Näherungswert  B  nehmen).  Wegen  der  Kleinheit  von  8 
können  wir 
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schreiben.  Diesen  Wert  tragen  wir  in  das  erste  Glied  des  Ausdrucks 
für  Fein;  ferner  dürfen  wir  in  den  folgenden  mit  s  behafteten  und 
daher  als  klein  zu  behandelnden  Gliedern  des  Potentials  direkt  r  =^  B 
setzen.     Es  ergibt  sich  so: 

Die  Oberfläche  der  rotierenden  Flüssigkeit  mufs  eine  Fläche  kon- 
stanten Druckes  sein.  Daraus  folgt  nach  den  Grundsätzen  der  Hydro- 
dynamikj  dafs  auch  die  potentielle  Energie  der  auf  die  Masseneinheit 
der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  längs  der  Oberfläche  konstant  sein 
mufs.  Diese  Kräfte  sind  die  Gravitation  einerseits  und  die  Centrifugal- 
kraft  andrerseits.  Die  potentielle  Energie  der  letzteren  ist^  für  die 
Masseneinheit   berechnet,,  in    einem  beliebigen  Punkte  des  rotierenden 

EUipsoides : 

[7=  YCö^(a;^  +  ^^)  =  yCö^r^cos^G; 

also  insbesondere  in  der  Oberfläche  des  EUipsoides,  wo  näherungsweise 
r  =  B  ist,  mit  einer  kleinen  formalen  Abänderung: 

(7)  U=  y  m'B'  +  ^co'B'  (cos^G  -  y)  • 

Damit  die  Summe  V+  U  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  einen 
konstanten,  d.  h.  von  0  unabhängigen  Wert  erhält,  ist  es  notwendig, 
dafs  die  Faktoren  von  f cos^  0  —  ~)  in  (6)  und  (7)  entgegengesetzt 
gleich  sind.     Dies  liefert  die  Gleichung: 

woraus  sich  ergiebt: 

^  ~  T  fM  ' 
Führen   wir  noch   die   Gravitationsbeschleunigung  g   an   der  Oberfläche 
unserer  Flüssigkeitsmasse  ein,  nämlich   g  =  fM/B^    (näherungs weise), 
so  erhalten  wir  direkt  den  oben  angegebenen  Wert  e^  aus  Gl.  (1). 

Gl.  (1)  ist  von  Clairaut  gegeben  und  bildet  eine  Grundformel  in 
der  Theorie  von  der  Figur  der  Erde.  Sie  setzt  voraus,  dafs  die  Dichte 
der  Flüssigkeit  konstant  ist  und  dafs  die  Centrifugalwirkung  lediglich 
durch  die  Gravitation  im  Gleichgewicht  gehalten  wird. 

Bekanntlich  bezeichnet  man  diejenigen  Funktionen  von  0,  die  in 
GL  (4)  als  Koeffizienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  B/r  bei  der 
Entwickelung  des  reziproken  Abstandes  zweier  Punkte  auftreten,  als 
Kugel funJctionen^).    Eine  solche  Funktion  und  zwar  eine  „Kugelfunktion 

*)  Genauer  gesagt  als  KugelflächenfunMionen.  Unter  einer  räumlichen  Kugel- 
funktion  versteht  man  jeden  Ausdruck,  der  homogen  in  den  rechtwinkligen  Koordi- 
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zweiter  Ordnung"  ist  der  obige  Ausdruck  cos^  0  —  2/3.  Die  vor- 
stellend berechnete  Reihe  (6)  für  V  stellt^  können  wir  sagen,  die  Ent- 
wickelung  des  Potentials  nach  Kugelfunktionen  dar.  Ferner  haben  wir 
in  Gl.  (7)  auch  den  Ausdruck  von  U  nach  Kugelfunktionen  geordnet. 
In  der  Gleichgewichts bedingung  (8)  endlich  haben  wir  die  beiden  Terme 
von  V  und  U,  welche  unsere  Kugelfunktion  zweiter  Ordnung  enthalten, 
mit  einander  verglichen  und  gelangten  dadurch  zur  Berechnung  der 
EUiptizität.  Wir  können  diese  Gleichgewichtsbedingung  schematisch 
folgen dermafsen  schreiben,  wenn  wir  mit  Dg  ^^^  ^2  ^^^  hetv.  Term 
in  der  Entwickelung  von  U  und  V  bezeichnen,  wobei  wir  V^  für  die 
EUiptizität  1  berechnen  und  bei  der  Berechnung  von  [Tg,  mit  Rücksicht 
darauf,  dafs  die  Centrifugalkraft  eine  störende  Ursache  von  kleinem 
Betrage  darstellt,  von  der  EUiptizität  überhaupt  absehen: 

(9)  er,=  ü„       F,  =  |^(cos^e-|). 

Wegen  näherer  Ausführung  der  Theorie,  insbesondere  bei  beträcht- 
lichen Werten  der  EUiptizität,  müssen  wir  auf  die  Litteratur*)  verweisen. 

Zweites  Problem.  Eine  homogene  elastisch -feste  Kugel  vom 
Radius  B  und  der  Dichte  q  wird  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  co  um 
einen  ihrer  Durchmesser  gedreht.  Sie  geht  dabei  in  ein  abgeplattetes 
Umdrehungsellipsoid  über,  welches  die  Rotationsaxe  zur  Symmetrieaxe 
hat.  Das  elastische  Verhalten  des  Materials  sei  dadurch  bestimmt,  dafs 
wir  den  Elastizitätsmodul  (jE)  geben  und  annehmen,  dafs  das  Material 
incompressibel  sei,  dafs  also  das  Poissonsche  Verhältnis  von  Quer- 
kontraktion zu  Längsdehnung  den  spezieUen  Wert  1/2  habe.  Die 
letztere  Annahme  vereinfacht  die  Rechnungen  und  hat  auf  das  Resultat 
keinen  erheblichen  Einflufs. 

Die  EUiptizität  des  so  entstehenden  Ellipsoides  wird  alsdann 

Um  auch  hier  zunächst  ein  Zahlenbeispiel  zu  geben,  welches  sich 
den  Verhältnissen  der  Erde  anschliefst,   wählen  wir  in  C GS -Einheiten 


24  •  60  .  60  ^  Tt 


^2  ^2  ga 

naten  x^  y^  z  ist  und  der  Potentialgleiclinng  ^— 2  +  ^~i  +  -ö^ä  ^^  ^   genügt.     Ans 

einer  ränmliclien  Kngelfnnktion  entstellt  eine  Kugelfläclienfnnktion ,  wenn  man  in 
dem  Ausdruck  der  ersteren  x^  -{- y^  -\-  z^  ==  const.  setzt. 

*)  H.  Lamb,  Hydrodynamics,  Cambridge  1895,  Kap.  XII,  pag.  580.  W.  Wien, 
Hydrodynamik,  Leipzig  1900,  Kap.  VIII,  pag.  303.  TLomson  und  Tait,  Natural 
Philosophy  II,  Cambridge  1895,  art.  771,  793  fF.  Ausführliche  Litteraturangabe 
bei  A.  E.  H.  Love,  Encykl.  d.  math.  Wissensch.  Bd.  IV,  Art.  16,  Nr.  4. 


§  7.    Die  Erklärung  der  Chandlerschen  Periode  und  die  Elastizität  der  Erde.     693 

und  nehmen  E  gleich  dem  Elastizitätsmodul  von  Stahl,  d.  h.  rund 
gleich  2,2 .  10«  (kg  aewicht/cm^)  =  2,2 •  981  •  10^  CGS-Einheiten.  Es 
wird  dann 

^^^^  E      ~"184^        ^2       465* 

Bei  der  Ableitung  der  Gl.  (10)  müssen  wir  auf  die  Grundlagen 
der  Elastizitätstheorie  zurückgehen. 

Sind  u,  Vy  w  die  Verrückungen  eines  Punktes  im  Innern  der 
Kugel  nach  den  Koordinatenaxen,  welche  letztere  ebenso  wie  unter  1) 
gewählt  werden,   so    gilt  zunächst  wegen   der  vorausgesetzten  Incom- 

pressibilität :  o         q         q 

^  du       dv    .   dw       p^ 

(12)  äi  +  ä^  +  ä^^.^- 

Die  elastischen  Differentialgleichungen  nehmen  für  ein  incompressibles, 
durch  Centrifugalwirkungen  beanspruchtes  Material  die  Form  an: 


(13) 


-3-A^  +  ^  +  ^-^^O, 

^    A  1      ^i^      ,  ^^2  A 


A  bedeutet  wie  üblich  die  Abkürzung  für  den  zweiten  Differential- 
parameter, p  ist  ein  von  Ort  zu  Ort  wechselnder  allseitiger  Druck, 
welcher  so  zu  bestimmen  ist,  dafs  der  Bedingung  (12)  Genüge  geleistet 
wird.  C/g  bedeutet  den  oben  definierten  mit  0  variabeln  Teil  des  Po- 
tentials der  Centrifugalkraft  (s.  Gl.  (7)) : 

Wie  man  sieht  ist  üg  (vgl.  die  Anm.  zu  pag.  691)  eine  räumliche 
Kugelfunktion  zweiter  Ordnung.  Von  dem  in  (7)  zu  üg  hinzutretenden 
Terme  —  m^r^  sehen  wir  im  Folgenden  ab,  da  dieser  nur  die  Gröfse, 
nicht  die  Gestalt  der  Kugel  abändern  kann  und  bei  einem  incom- 
pressibeln  Material  überhaupt  ohne  Einflufs  ist. 

Die  Differentialgleichungen  (12)  und  (13)  sind  noch  zu  ergänzen 
durch  die  Bedingungen  dafür,  dafs  die  Kugelfläche  eine  kräftefreie 
Oberfläche  ist.  Sie  besagen,  dafs  die  auf  jedes  Oberflächenelement 
wirkenden  Spannungen  nach  allen  drei  Koordinatenrichtungen  ver- 
schwinden müssen.  In  den  Verrückungen  Uy  v,  w-  geschrieben  lautet 
die  Bedingung  für  die  ^-Richtung: 

,    E  (du    .    dw\         /        \        A 
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da  für  die  Kugel  Gos(n^x)  :  cos(^^  y)  :  cos(^^^  0)  =  x  :  y\  z,  können  wir 
hierfür  schreiben: 

.^  ,-.  'dii   ,       du    ,      du   ,       du    .      dv    .      dw  3p 

^     ^  dx   ^   ^  dy  dz  dx   ^   ^  dx    ^      dx  E 

Die  auf  die  y-  und  ^-Richtung   bezüglichen  Bedingungen  folgen  aus 
(14)  durch  cyklische  Vertauschung  von  (xyd),  (uv^v). 

Wir  behaupten  nun^  dafs  den  Gleichungen  (12)  bis  (14)  bei  ge- 
eigneter Wahl  der  Konstanten  a,  ß,  y  durch  den  folgenden  Ansatz 
genügt  wird: 


(15) 


welcher  somit  die  vollständige  Lösung  des  gestellten  Problems  enthält. 

Bei    dem    folgenden   Beweise    werden    wir    des    öfteren    von    den 

nachstehenden  Regeln  Gebrauch  zu  machen  haben,  welche  unmittelbar 

aus  der  Definition  der  Kugelfunktionen  und  ihrer  Homogenität  folgen: 

A(r^P)  =  10|^  etc. 

\      dx  I  dx 

Wir  tragen  den  Ansatz  (15)  zunächst  in  die  Gleichung  (12)   ein 
und  erhalten: 

hiernach  ist 

(16)  ß--\y 

ZU  wählen.     Indem  wir  auf  die  erste  der  Gleichungen  (13)   übergehen, 
berechnen  wir  nach  (15)  und  (16): 

A^.  =  (10/3 +  14^)15  =  -21/^. 
Es  mufs  also  nach  (13)  sein: 

entsprechend  ergiebt  sich 

Wir  schliefsen  hieraus,   indem  wir   von  der  Hinzufügung    einer  Inte- 
grationskonstanten absehen: 
(17)  2>  =  (7^Br-?)ü.. 
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Schliefslich  haben  wir  die  Oberflächenbedingung  (14)  zu  betrachten. 
Wir  bilden  zunächst  aus  (15) 

du    ,       du   .      du  dU^    ,    ty  a  9  dUo    ,    o      9  dU^    .    n        tt 

dx    ^   '^  dy  dz  dx     r      ^       dx     ^      '^       dx     ^       ''        ^^ 

du   ,       dv    ,       dw  dU^    ,    o  9d'U^    i    a  o    tt    i    o      9.dU^    ,    ^       tt 

dx    ^   ^  dx    ^       dx  dx        ^       dx     ^      ^       ^    '      ^       dx     *      '       ^' 

Gl.  (14)  verlangt  also  mit  Rücksicht  auf  (17): 

(2«+  4^r2+6yr^)  ||  +  (4/3  + 12j'):rü,  =  _  3  (7y-^)a;  [7,. 

Wir  tragen  für  ß  den  Wert  aus  (16)  ein  und  schreiben,  indem  wir 
die  auf  die  y-  und  ^-Richtung  bezüglichen  Gleichungen  hinzufügen: 

(2«_8yr^)^  +  (l9r-5)2/C/-,  =  0, 
(2«-8n^)^  +  (l97-^)^C7,  =  0. 

Wird  nunmehr  der  Ausdruck  (7')  für  J]^  eingeführt,  so  werden  die 
beiden  ersten  Gleichungen  nach  Forthebung  je  eines  gemeinsamen 
Faktors  unter  sich  identisch.  Unser  Gleichungstrip el  reduziert  sich 
daher  auf  das  folgende  Gleichungspaar: 

2(2a-8;/r2^)_|_^19^_^J(^2^^2_2^2^)_o, 

-  4(2^-87^2)  +  (l9r-^)  (^'  +  ^^-2^2>)  _  0, 

welches  in  allen  Punkten  der  Kugeloberfiäche  r  =  B  erfüllt  sein  soll. 
Es  ist  dieses  nur  möglich,  wenn 

(18)  2a--8yR'  =  0,      19y^^  =  0. 

Durch  diese  Gleichungen  zusammen  mit  Gl.  (16)  sind  die  erforderlichen 
Werte  unserer  Koeffizienten  a,  ß,  y  bestimmt;  sie  lauten: 

(19)         y-v.i>    ^--Si^    -<i^'- 

Gleichzeitig  ist  durch  diese  Bestimmung  der  Beweis  für  die  Richtigkeit 
des  Ansatzes  (15)  erbracht. 

Es  ist  nun  leicht,  die  EUiptizität  des  durch  die  Deformation  ent- 
stehenden Ellipsoides  zu  berechnen.  Wir  bilden  zu  dem  Zwecke  den 
Ausdruck  für  die  radiale  Verrückung  eines  Punktes  an  der  Oberfläche 
der  Kugel,  nämlich 

8B  =  -^{ux  +  vy  +  wi). 
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Nach  (15)  wird: 

also  wegen  (19): 

(20)  di?=g^EC/,. 

Andrerseits  wird  diese  selbe  Verrückung,  wenn  wir  sie  aus  der  EUipsoid- 
gleiclinng  (5)  bereclinen : 

(21)  dB==r--B=^Ils(GOs'e-~j' 

Durch  Vergleich  von  (20)  und  (21)  folgt/  wenn  wir  den  Oberflächen- 
wert von  ZJg  aus  Gl.  (7')  entnehmen  ^  in  der  That  der  in  (10)  an- 
gegebene Wert    £  =  S2' 

Wir  wollen  noch  das  Resultat  der  Vergleichung  von  (20)  und  (21) 
in  der  folgenden  Form  darstellen,  die  uns  demnächst  von  Nutzen 
sein  wird: 

(22)  ^W,=^U„      W.  =  Sf  (cos^0-|)- 

W2  bedeutet  eine  Kugelflächenfunbtion,  durch  welche  das  elastische 
Verhalten  unserer  Kugel  charakterisiert  wird.  Gl.  (22)  kann  ähnlich 
wie  Gl.  (9)  als  Gleichgewichtsbedingung  angesprochen  werden,  da  sie 
uns  angiebt,  bei  welcher  Abplattung  die  Centrifugalkräfte  durch  die 
elastischen  Kräfte  an  der  Oberfläche  gerade  aufgehoben  werden. 

Die  vorstehenden  Resultate  sind  unter  allgemeineren  Voraus- 
setzungen von  Lord  Kelvin*)  abgeleitet  worden.  Lord  Kelvin  be- 
trachtet statt  eines  incompressibeln  einen  heliebigen  elastischen  Körper 
und  statt  der  besonderen  Kugelfunktion  TJ^  eine  Störungsfunktion  TJ^ 
von  der  Ordnung  ^^;  auch  berücksichtigt  er  die  bei  der  Erde  nach- 
weisbare Zunahme  der  Dichte  nach  dem  Erdmittelpunkte  hin.  Durch 
Voranstellen  der  einfachsten  Annahmen  gelang  es  uns,  die  Kelvinschen 
Rechnungen  bedeutend  zu  kürzen. 

Drittes  Problem.  Wir  betrachten  abermals  eine  Kugel  aus  elastisch- 
festem Material,  die  in  der  Umdrehung  cd  begriffen  ist,  berücksichtigen 
aber  aufser  dem  elastischen  den  von  der  gegenseitigen  Gravitation  ihrer 
Teile  herrührenden  Widerstand  gegen  Formänderungen.  Bei  gleichem 
elastischen  Verhalten  wie  im  vorhergehenden  Falle  mufs  die  Elliptizität 
jetzt  kleiner  ausfallen,  weil  der  Widerstand  gegen  die  Abänderung  der 
Kugelgestalt  vergröfsert  ist.  Wir  behaupten  y  dafs  sieh  nunmehr  die 
Elliptizität  aus  der  Formel  berechnet^"^) : 

*)  Thomson  und  Tait,  Natural  Philosophy,  Part  II,  namentlicli  art.  834. 
Sir  W.  T h 0 m s  0 n ,  Mathem.  and  Phys.  Papers,  Vol. III,  art.  45.  Vgl.  auch  A. E.  H. L  0  v e , 
Elasticity,  Cambridge  1892,  Ohap.X. 

**)  Thomson  und  Tait,  Natural  Philosophy,  art.  840. 
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(23)  1=.1  +  1^ 

WO  £^  und  ^2  durch.  Gl.  (1)  und  (10)  bestimmt  sind. 

Der  Beweis  ist  in  den  Gl.  (9)  und  (22)  enthalten.  Wenn  allein 
die  Gravitation  oder  allein  die  Elastizität  den  Centrifugalbräften  ent- 
gegenwirkt^ fanden  wir: 

(24)  s,V,^U,    bez.     s,W,=  U,. 

Wenn  beide  Widerstände  zusammen  das  Gleicbgewicbt  gegenüber  den 
Centrifugalkräften  herstellen,  lautet  die  Gleicbgewichtsbedingung,  unter 
£3  die  nunmehrige  EUiptizität  verstanden: 

Dividieren  wir  diese  Gleichung  durch  £3  U2  und  drücken  wir  die 
Verhältnisse  V^/U^,  W2/U2  nach  (24)  durch  s^  und  s^  aus,  so  ergiebt 
sich  genau  die  zu  beweisende  Gleichung  (23). 

Für  eine  Versuchskugel  von  mäfsigen  Dimensionen  ist  8^  aufser- 
ordentlich  grofs  gegen  fg-     ^^^  (1)  ^^^  (10)  ergiebt  sich  nämlich 

fi^  _  19    JE 
£2  ~  6  QEg' 

Die  Gröfse  g^  welche  die  auf  der  Oberfläche  unserer  Versuchskugel 
statthabende^  durch  deren  Gravitation  bewirkte  Fallbeschleunigung  be- 
deutet, ist  um  so  viel  kleiner  als  die  Fallbeschleunigung  auf  der  Erde, 
wie  der  Radius  der  Kugel  kleiner  ist  als  der  Erdradius ,  (gleiche  mittlere 
Dichte  von  Kugel  und  Erde  vorausgesetzt).  Aus  dieser  Kleinheit  von 
g  sowie  aus  der  Gröfse  von  E  folgt,  dafs  e^  gegen  e^,  also  1/^^^  gegen 
l/fg  vernachlässigt  werden  kann.  Gl.  (23)  besagt  in  diesem  Falle 
£3  ==  £2;  ^-  ^'  i^iiter  Laboratoriumsverhältnissen  könnte  man  bei  der 
fraglichen  centrifugalen  Deformation  von  dem  Einflufs  der  Gravitation 
kurzweg  absehen.  Mit  Vergröfserung  der  Dimensionen  der  Kugel  nimmt 
aber  f^/fg  quadratisch  ab;  bei  einer  Kugel  von  der  Gröfse  der  Erde 
und  der  Elastizität  des  Stahles  ist  dementsprechend  1/^1  =  231  gegen 
1/^2  =  465  nicht  mehr  zu  vernachlässigen.  Die  EUiptizität  einer 
solchen  Kugel  wäre  daher  nach  (23)  zu  berechnen  und  würde  rund 
1/700  betragen,  also  wesentlich  kleiner  sein,  wie  wenn  die  Elastizität 
allein  der  Centrifugalwirkung  entgegenarbeiten  würde. 

Man  mufs  aber  nicht  glauben,  dafs  die  beobachtbare  EUipti- 
zität der  Erde  in  dem  hier  erörterten  Sinne  durch  die  gemeinsame 
Wirkung  von  Gravitation  und  Elastizität  bestimmt  würde,  so  dafs 
ihre  Berechnung  unter  Zugrundelegung  eines  geeigneten  Elastizitäts- 
grades E  nach  der  Formel  (23)  zu  erfolgen  hätte.  Wir  müssen  uns 
vielmehr  vorstellen,   dafs  die  Erde    einst,    so  wie  die  Sonne  jetzt,   in 
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feurig -flüssigem  Zustande  war.  In  diesem  Zustande  konnte  nur  die 
Gravitation  der  Centrifugalwirkung  das  Gleicligewiclit  halten.  Die 
EUiptizität  mufste  also  s^  ==  bcj^B/Ag  betragen.  Bei  allmähliclier 
Abkühlung  der  Erdmasse  trat  alsdann  Erstarrung  ein  und  zwar  nach  der 
Schilderung,  die  Lord  Kelvin  von  diesem  Vorgange  entwirft,  durch 
einen  verhältnismäfsig  raschen  Prozefs.  Die  EUiptizität  der  nunmehr 
festen  Erdform  stimmte  dabei,  darf  man  annehmen,  im  Wesentlichen 
mit  der  der  früheren  Flüssigkeitsform  überein.  In  dieser  Form  ist  die 
Erde,  bei  gleichbleibender  Rotation  co,  spannungsfrei.  Die  Erde  be- 
findet sich  in  dieser  abgeplatteten  Form  in  ihrem  natürlichen  Zustande; 
elastische  Kräfte  treten  nur  auf,  sofern  durch  Abänderung  der  Rotations- 
verhältnisse  oder  durch  anderweitige  Kräfte  eine  Abänderung  dieser 
ursprünglichen  Form  angestrebt  wird ,  wobei  die  elastischen  Kräfte  in 
dem  Sinne  wirken  werden,  dafs  sie  jene  spannungsfreie  Form  wieder- 
herzustellen suchen. 

Es  folgt  hieraus,  dafs  man  aus  der  heutzutage  beobachtbaren 
EUiptizität  über  die  elastischen  Eigenschaften  des  Erdkörpers  un- 
mittelbar nichts  entnehmen  kann.  Die  Sache  liegt  hier  anders  wie 
bei  der  oben  erwähnten  Versuchskugel,  deren  natürlicher  Zustand  bei 
nicht  vorhandener  Rotation  die  Kugelform  sein  sollte,  bei  der  also 
elastische  Widerstände  auftreten,  wenn  durch  die  Centrifugalwirkung 
diese  Kugelform  abgeändert  wird.  Infolgedessen  wird  sich  in  der 
Gestalt  der  rotierenden  Versuchskugel  der  Einflufs  der  elastischen 
Kräfte  und  zwar  bei  mäfsigen  Dimensionen,  wie  wir  sahen,  in  vor- 
herrschender Weise  ausprägen;  dagegen  legt  die  thatsächliche  Gestalt 
der  Erde  bei  normaler  Rotationsgeschwindigkeit  cj  nur  von  der  Gra- 
vitationswirkung Zeugnis  ab. 

Viertes  Problem.  Indem  wir  uns  den  bei  der  Erde  vorliegen- 
den Verhältnissen  um  einen  weiteren  Schritt  nähern,  gehen  wir  jetzt 
von  einem  in  der  Umdrehung  m  begriffenen  abgeplatteten  EUipsoid  von 
der  EUiptizität  £^  aus,  welches  aus  gravitierendem,  elastischen  Material 
besteht  und  sich  in  dieser  Form  und  Bewegung  im  spannungsfreien 
Gleichgewicht  befindet.  Wir  fragen,  welche  EUiptizität  s  es  annehmen 
würde,  wenn  die  Rotation  aufhört  Diese  EUiptizität  wird  jedenfalls 
kleiner  sein  als  s^]  dabei  wird  die  Gravitation  die  Verkleinerung  der 
EUiptizität  begünstigen,  die  Elastizität  ihr  widerstehen. 

Wir  behaupten,  dafs  sich  die  gesuchte  Elliptidtät  a  mittels  der 
früher  (Gl.  (1)  und  (9))  berechneten  Elliptimtäten  e^  und  e^  folgender- 
mafsen  aitsdrücM: 


(25)  e  = 


^1  +  ^2 
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Daneben  merken  wir  noch  den  Unterscliied  der  Elliptizitäten  in  dem 
spannungsfreien  Zustande  bei  der  Rotation  cd  und  dem  Zustande  nacb 
Aufhören  der  Rotation  an.  Dieser  Unterschied  heifse  e^  er  beträgt 
nach  (25) 

(26)  .'=.^-.  =  -i^. 

Den  Beweis  führen  wir  auf  doppelte  Art: 

a)  In  dem  natürlichen  Zustande  des  EUipsoides  (Rotation  oj,  Ellipti- 
zität  8^)  herrscht  Gleichgewicht  zwischen  Centrifugalkräften  und  Gravi- 
tation.    Nach  (9)  gilt  daher  für  diesen  Zustand: 

In  dem  deformierten  Zustande  (Rotation  0,  EUiptizität  f)  haben  wir 
dagegen  Gleichgewicht  zwischen  Gravitation  und  Elastizität.  Da  die 
elastischen  Kräfte  nach  dem  spannungsfreien  Zustande  (EUiptizität  e-^) 
hinstreben^  ist  die  elastische  Wirkung  jetzt  zu  messen  durch  den 
Unterschied  s  der  Elliptizitäten  und  wird  gegeben  durch  eW^-  Das 
Gleichgewicht  zwischen  Gravitation  und  Elastizität  erfordert 

sV^  =  8W2     oder     sV^  =  (^i  —  e)  W^. 
Wir  dividieren  diese  Gleichung  durch  U^  und  setzen  nach  (9)  und  (22) 
Fg/ZJg^l/^i;    TF2/f^2  =  1/^2-     Dann  ergiebt  sich 


(^')  'i^+d 


was  mit  Gl.  (25)  übereinstimmt. 

Indem  wir  direkt  an  die  oben  gefundene  Lösung  unseres  dritten 
Problems  anknüpfen,  können  wir  auch  folgendermafsen  schliefsen: 

b)  In  dem  spannungsfreien  Zustande  e-^^  des  rotierenden  EUipsoids 
denken  wir  uns  die  Centrifugalkräfte  gegen  die  Gravitationswirkungen 
gestrichen.  Um  zu  dem  rotationslosen  Zustand  s  überzugehen,  haben 
wir  die  Centrifugalkräfte  im  umgekehrten  Sinne  (also  centripetal), 
sowie  den  Unterschied  der  Gravitationskräfte  gegen  jenen  früheren 
Zustand  im  umgekehrten  Sinne  (oder  centrifugal)  an  unserem  EUipsoide 
anzubringen.  In  dem  gleichen  (centrifugalen)  Sinne  wirken  die  elasti- 
schen Kräfte,  die  ja  den  Zustand  s^  herzustellen  streben.  Mithin 
wirken  bei  dem  Übergänge  von  dem  Zustande  s^  zum  Zustande  £,  d.  h. 
bei  der  EUiptizitätsänderung  s',  die  elastischen  Kräfte  und  die  Unter- 
schiede der  Gravitationskräfte  zusammengenommen  den  dem  Sinne 
nach  umgekehrten  Centrifugalkräften  entgegen.  Die  so  entstehende 
Änderung  s  der  EUiptizität  kann  daher  unmittelbar  nach  Gl.  (23) 
berechnet  werden;  wir  erhalten: 
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(28)  1-  =  -  +  -, 

was  mit  (26)  übereinstimmt.  — 

Nach  Erledigung   dieser  vier  vorbereitenden  Probleme  geben  wir 

nun    auf    den    eigentlichen    Gegenstand    dieses    §,    die   ErMärung   der 

Chandlerschen  Periode,  ein.     Dabei  erinnern  wir  uns  der  Resultate  aus 

Kap.  VII,    §  8^    betreffend   die   Nutationsperiode*)    eines  Kreisels  von 

deformierbarem  Material  und  nahezu  kugelförmiger  Gestalt.    Wir  sahen 

pag.  607,    dafs    diese  sich  aus  der  „ursprünglichen^^  Elliptizität  e^  die 

der  Kreisel  im  Ruhezustande  bei  der  Rotation  Null  haben  würde,  und 

nicht  aus  derjenigen  Elliptizität  berechnet,  die  das  in  Rotation  begriffene 

Sphäroid  aufweist  und  die  wir  E  =  s  +  s  nannten.    Die  Formel  lautete 

(vgl.   Gl.  (12)  von  pag.  607): 

/i)Q\  Nutationsperiode  1 

^      ^  Umdrehungsdauer        s 

Im  Falle  der  Erde  ist  die  Umdrehungsdauer  gleich  einem  Tage,  s  be- 
deutet diejenige  Elliptizität,  die  die  Erde  bei  der  Rotation  Null  an- 
nehmen würde,  ist  also  nach  Gl.  (25)  zu  berechnen.  Die  Elliptizität 
E  des  rotierenden  Kreisels  ist  im  Falle  der  Erde  mit  e^  zu  identi- 
fizieren; die  Differenz  beider  Elliptizitäten  wurde  im  Vorstehenden 
sowohl  wie  früher  mit  s  bezeichnet.  Dabei  besteht  der  Unterschied, 
dafs  wir  uns  früher  diese  zusätzliche  Elliptizität  s'  allein  durch  die 
elastischen  Eigenschaften  des  Kreisels  bedingt  dachten,  während  sie 
bei  der  Erde  im  Sinne  der  Gleichung  (28)  aus  den  elastischen  und 
Gravitationswirkungen  zusammen  hervorgeht.  Die  Anwendbarkeit  unserer 
früheren  Überlegungen  wird  dadurch  nicht  beeinträchtigt;  denn  es 
wurde  bei  jenen  lediglich  das  Vorhandensein  einer  Deformation  über- 
haupt, nicht  die  Umstände,  unter  denen  dieselbe  zustande  kam,  in 
Rechnung  gesetzt.  Ebensowenig  macht  es  für  die  mechanische  Be- 
trachtung etwas  aus,  dafs  wir  früher  den  Kreisel  im  rotationslosen 
Zustande  £  als  spannungsfrei,  im  Zustande  £  +  ^ '  dagegen  als  elastisch 
beansprucht  ansahen,  während  umgekehrt  die  Erde  im  Zustande 
£^  =  £-{-  s  spannungsfrei  ist  und  in  dem  daraus  abgeleiteten,  gedachten, 
rotationslosen  Zustand  £  von  elastischen  Spannungen  ergriffen  ist,  in 
solchem  Mafse,  dafs  sie  vielleicht  unter  dem  Einflufs  dieser  Spannungen 
zerbersten  würde.  Denn  es  kann  uns  für  die  Bestimmung  der  Be- 
wegung eines  Körpers  gleichgültig  sein,  ob  an  dem  Körper  ein  Kraft- 
system hinzugefügt  oder  fortgenommen  wird,  vorausgesetzt,  dafs  sich 
dasselbe  am  Körper  das  Gleichgewicht  hält. 

*)  Wegen  der  Benennung  (freie  Nutation  =  kräftefreie  Präcession)  vgl.  den 
Anfang  von  §  8,  p.  599  unten. 
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Nach   Gleicilung   (29)  und  (25)  wird  nun  die  Periode  der  freien 
Nutation  der  Erde,  in  Tagen  ausgedrückt,  gleich 

(30)  !a^=.i(l  +  i.). 

Wäre  das  Material  der  Erde  absolut  starr  (ihr  Elastizitätsmodul  un- 
endlich grofs,  also  £2  =  0),  so  wäre  die  Nutationsperiode  aus  der 
EUiptizität  der  rotierenden  Erde  zu  berechnen  und  gleich  l/^^.  Ist 
aber  die  Erde  elastisch  nachgiebig  (Elastizitätsmodul  endlich,  8^  >  ^)> 
so  kommt  es  auf  die  EUiptizität  der  rotationslos  gedachten  Erde  an 
und  es  tritt  zu  l/f^  ein  Zusatzgiied  hinzu.  Die  elastische  NachgiehigheU 
der  Erde  verlängert  also  die  Periode  der  freien  Nutation,  und  zwar  in  dem 
Verhältnis  1  +  fg/^i  •  1-  Legen  wir  beispielsweise  der  Erde  den  Elasti- 
zitätsmodul des  Stahles  bei,  so  ergiebt  sich  für  dieses  Vergröfserungs- 
verhältnis: 

^  +  465  -  ^^^* 
Setzen  wir  die  Nutationsperiode  der  absolut  starren  Erde  (Eulersche 
Periode)  gleich  10  Monaten,  so  folgt  als  Nutationsperiode  einer  Erde 
von  der  Elastizität  des  Stahles  die  Zeitdauer  von  15  Monaten.  Da 
andererseits  die  Beobachtung  eine  Nutationsperiode  von  14  Monaten 
(Chandlersche  Periode),  also  gegenüber  der  Eulerschen  ein  Vergröfserungs- 
verhältnis  von  1,4  ergeben  hat,  so  schliefsen  wir,  dafs  für  das  Material 
der  Erde 

i  +  f  =  1,4 


gelte.     Hieraus    können  wir  den    efiPektiven   Elastizitätsgrad    der  Erde 
entnehmen.     Es  ergiebt  sich 

£2-^;^^!  -231-578 
Nach  Gl.  (10)  ist  die  Gröfse  s^  dem  Elastizitätsmodul  des  betr. 
Materials  umgekehrt  proportional  und  nach  Gl.  (11)  gilt  für  Stahl 
^2  ==  1/465.  Mithin  berechnet  sich  der  Elastizitätsmodul  der  Erde 
gleich  dem  57 8/ 465 -fachen,  d.  h.  gleich  dem  1,24-fachen  des  Elasti- 
zitätsmoduls von  Stahl.  Wir  brauchen  also  der  Erde  nur  einen  sehr 
geringen  Grad  von  elastischer  Nachgiebigkeit  mmschreiben,  um  die  Ver- 
längerung der  Eiderschen  in  die  Chandlersche  Periode  auf  diesem  Wege 
0U  erMären:  Die  Erde  mu/s  ihrem  durchschnittlichen  elastischen  Ver- 
halten nach  noch  etwas  weniger  nachgiebig  sein  als  Stahl,  oder  einen 
noch  etwas  höheren  Elastizitätsmodul  besitzen  wie  dieser. 

Bei  dieser  Schlufsweise  bedarf  noch  ein  Punkt  der  Erläuterung. 
Der  angegebene  Wert  (30)  für  die  Nutationsdauer  der  Erdaxe  ergiebt 
unter  der  Annahme  der  Starrheit  (^2  =  0)  die  Periode  l/f^  =  231  Tage. 
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Diese  Periode  ist  Yon  der  Eulerschen  verschieden  und  bbträgt  noch 
nicht  8  Monate.  Der  Grund  dieser  Verschiedenheit  liegt  natürlich 
darin  ^  dafs  die  wirkliche  EUiptizität  der  Erde  von  derjenigen  ver- 
schieden ist^  die  wir  unter  der  Annahme  homogener  Massenverteilung 
auf  hydrodynamischem  Wege  berechnet  haben.  Im  Vorstehenden  haben 
wir  uns  offenbar  eine  gewisse  Inkonsequenz  zu  Schulden  kommen  lassen^ 
indem  wir  das  Vergröfserungsverhältnis  1  +  ^/^i  9,us  der  theoretischen 
Formel  (30)  bestimmten^  dagegen  die  Nutationsperiode  bei  starrem 
Verhalten  der  Erde  gleich  der  Eulerschen  Periode  setzten^  welche 
mittelbar  aus  den  astronomischen  Beobachtungen  über  die  Präcession  der 
Erde  entnommen  wird.  Diese  Inkonsequenz  läfst  sich  nachträglich 
folgendermafsen  rechtfertigen. 

Der  theoretische  Wert  8^=  1/231  nimmt  auf  die  üngleichförmigkeit 
der  Massenverteilung  im  Innern  der  Erde  keine  Rücksicht  und  stellt 
nur  eine  olere  Grenze  für  die  EUiptizität  der  Erde  dar,  deren  mittlere 
Dichte  erfahrungsgemäfs  viel  gröfser  ist  als  ihre  Oberfiächendichte. 
Thatsächlich  ist  denn  auch  die  wirkliche  EUiptizität  der  Erde  (1/304 
nach  deu  astronomischen  Beobachtungen,  vgl.  pag.  663)  oder  die  wirk- 
liche Abplattung  (1/298  nach  den  geodätischen  Messungen)  kleiner  als 
der  für  homogene  Massenverteilung  berechnete  Wert  1/231.  Auch  ist 
es  klar,  dafs  bei  inhomogener  Massenverteilung  der  Begriff  der  EUipti- 
zität selbst  insofern  unbestimmt  wird,  als  die  beiden  pag.  689  genannten 
Definitionen  alsdann  zu  verschiedenen  Zahlenwerten  führen  müssen. 
Die  eine  im  Text  gegebene  Definition  könnten  wir  als  Massen -Ellipti- 
dtät^  die  andere  in  der  Anmerkung  gegebene  zum  Unterschiede  davon  als 
Ah]glattung  oder  als  Oberflächen-EUiptmtät  bezeichnen.  Zahlreiche  Unter- 
suchungen von  Radau,  Callandr eau,  Poincare  und  älteren  Forschern 
beschäftigen  sich  mit  der  Frage,  wie  das  (als  stetig  vorausgesetzte)  Gesetz 
der  Dichtigkeitszunahme  nach  dem  Erdinnern  beschaffen  sein  mufs,  damit 
es  mit  der  erfahrungsmäfsigen  Massen-  und  Oberflächenelliptizität,  sowie 
mit  der  erfahrungsmäfsigen  mittleren  Erddichte  verträglich  wird.  Wir  ver- 
weisen dieserhalb  auf  die  zusammenfassende  Darstellung  von  Tisserand*), 
dessen  Bericht  indessen  hinzuzufügen  ist,  dafs  neuerdings  E.Wiechert**) 
die  sämtlichen  einschlägigen  astronomischen,  geodätischen  und  physika- 
lischen Daten  zu  einer  bemerkenswerten  Theorie    des  Erdinneren  zu- 


*)  Tisserand,  Mecanique  Celeste,  t.  2,  chap.  XIY,  insbesondere  art.  110—112. 

**)  E.  Wiechert,  Die  Massenverteilung  im  Innern  der  Erde,  Göttinger 
Nachrichten  1897,  pag.  221,  Vgl.  auch  Gr.  H.  Darwin,  Monthly  Notices  of  the 
E.  Astr.  Soc.  London.  Yol.  60  (1899)  Nr.  2.  Die  Ergebnisse  von  Wiechert  und 
Darwin  werden  verglichen  von  F.  R.  Helmert,  Sitzungsberichte  der  Akademie 
d.  Wiss.  Berlin  1901,  p.  328. 
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sammengearbeitet  hat;  auf  welche  bereits  wiederholt  Bezug  genommen 
wurde.  In  dieser  Theorie  wird  die  Erddichte  als  sprungweise  veränderlich 
angesetzt^  die  Erde  nämlich  als  aus  einem  dichteren  Metallkern  und  einem 
weniger  dichten  öesteinsmantel  bestehend  angenommen^  welche  von 
einander  durch  eine  zähflüssige  Zwischenschicht  getrennt  werden. 
Die  Gröfsen-  und  Massenverhältnisse  von  Kern  und  Mantel  lassen  sich 
dabei  so  bestimmen ,  dafs  sowohl  die  Massen-  wie  die  Oberflächen- 
elliptizität  richtig  herauskommen  und  dafs  die  Oberfläche  des  Mantels 
genau  und  die  Oberfläche  des  Kernes  nahezu  dem  spannungsfreien  hydro- 
dynamischen Gleichgewicht  entspricht.  Wir  erwähnen  diese  Arbeiten 
hier,  um  begreiflich  zu  machen,  dafs  durch  geeignete  Annahmen  über 
die  Massenverteilung  der  theoretische  Grenzwert  1/231  thatsächlich 
in  den  beobachteten  Wert  der  Massenelliptizität  1/304  sowie  in  den 
beobachteten  Wert  der  Abplattung  übergeführt  werden  kann,  dafs  sich  also 
insbesondere  die  Massenelliptizität  wegen  der  Inhomogenität  der  Erde  im 
Verhältnis  231/304  verkleinert.  In  dem  umgekehrten  Verhältnis  mufs  sich 
dann  die  der  starren  Konstitution  entsprechende  Nutationsperiode,  die  ja 
der  Massenelliptizität  umgekehrt  proportional  war,  vergröfsern  und  es  liegt 
nahe  anzunehmen,  dafs  sich  in  eben  diesem  Verhältnis  auch  die  der  wirk- 
lichen elastischen  Konstitution  entsprechende  ISTutationsperiode  gegen- 
über demjenigen  Wert,  den  sie  bei  homogener  Massenverteilung  theo- 
retisch haben  würde,  vergröfsert.  Diese  Annahme  lag  unserer  obigen 
Erklärung  der  Chandlerschen  Periode  stillschweigend  zu  Grunde,  bei 
der  wir  nicht  von  der  für  homogene  Massenverteilung  gültigen  Nuta- 
tionsperiode  1/^^  =  231,  sondern  von  der  wegen  der  Inhomogenität 
gröfseren  Eulerschen  Periode  von  304  Tagen  ausgingen,  die  wir  als- 
dann wegen  der  Elastizität  der  Erde  mit  dem  aus  den  theoretischen 
Werten  von  s^  und  s^  berechneten  Vergröfserungs Verhältnis  1  +  ^2/^1 
multiplizierten.  Auch  in  der  oben  zitierten  Arbeit  von  Hough 
wird  mangels  anderweitiger  sicherer  Unterlagen  die  gleiche  Annahme 
gemacht. 

Dabei  soll  nicht  geleugnet  werden,  dafs  unsere  Resultate  sich 
ursprünglich  auf  ein  homogenes  EUipsoid  bezogen  und  dafs  ihre 
Übertragung  auf  die  inhomogene  Erde  notwendig  mit  einiger  Un- 
sicherheit verbunden  ist. 

Diese  Unsicherheit  betrifft  aber  nur  die  quantitativen  Angaben, 
nicht  die  qualitativen.  Es  ist  wohl  möglich,  dafs  man  bei  Berück- 
sichtigung der  inhomogenen  Dichtigkeitsverteilung  im  Erdinnern  für 
den  durchschnittlichen  Elastizitätsmodul  der  Erde  einen  etwas  anderen 
Zahlenwert  finden  möchte,  als  den  oben  angegebenen.  Dagegen  bleibt 
das  allgemeine  Resultat,    dafs   die  Periode  der  freien  Nutation   durch 
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die  Elastizität  der  Erde  verlängert  wird  and  dafs  für  einen  gewissen 
Grad  der  Nachgiebigkeit  die  Eulersclie  in  die  Chandlersche  Periode 
übergeht^  bei  einem  beliebigen  Gesetz  der  Massenverteilung  und  bei 
beliebiger  Struktur  des  Erdinneren  zuversichtlich  bestehen. 

Zum  vollen  Verständnis  der  Polschwankungen  (oder  genauer  ge- 
sagt, des  14 -monatlichen  Bestandteils  derselben)  wird  es  beitragen, 
wenn  wir  schliefslich  noch  die  im  vorigen  Kapitel,  §  8,  gegebene  all- 
gemeine Schilderung  der  Bewegung  eines  deformierbaren  Kreisels  auf 
die  Verhältnisse  der  Erde  übertragen. 

Bei  normaler  Lage  der  Rotationsaxe ,  wo  dieselbe  mit  der  polaren 
Hauptträgheitsaxe  zusammenfällt,  rotiert  die  Erde  gleichförmig  um 
diese  Axe  mit  der  Abplattung  1/298.  Der  Unterschied  des  äquatorialen 
und  des  polaren  Erdradius  beträgt  dabei  iJ/298,  wo  jR  den  mittleren 
Erdradius  bedeutet,  oder  rund  21  km.  Jetzt  werde  die  ßotationsaxe 
durch  irgend  welche  Umstände  abgelenkt.  Die  Elliptizität  der  Erde 
bleibt  dabei  dieselbe  (vgl.  pag.  603),  nicht  aber  die  Lage  der  Haupt- 
trägheitsaxen  (vgl.  Fig.  90  auf  pag.  602).  Die  Erdmasse  weicht  näm- 
lich bei  festgehaltener  Form  des  Erdellipsoides  nach  der  Seite  der 
abgelenkten  ßotationsaxe  hin  aus.  Dabei  stellt  sie  sich  aber  nicht 
symmetrisch  um  die  Rotationsaxe  selbst  ein,  sondern  um  eine  Axe, 
die  augenblickliche  Hauptträgheitsaxe,  die  zwischen  der  ursprünglichen 
Hauptträgheitsaxe  und  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  liegt.  Und 
zwar  teilt  diese  Axe  den  Winkel  (d  in  Fig.  90)  zwischen  der  ursprüng- 
lichen Hauptträgheitsaxe  und  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  nach 
Gl.  (6)  von  pag.  603  im  Verhältnis  f '/ (e  +  ^ ')•  -^^  e  =-^  s^  —  s  war, 
kann  das  genannte  Verhältnis  auch  geschrieben  werden:  1  —  s/s^.  Nun 
bestimmte  1/s  die  Dauer  der  Chandlerschen,  1/s^  die  der  Eulerschen 
Periode.     Mithin  wird 

—  =  —     und    1 =  -TT  • 

s^         14  s^  7 

Ist  e  die  Ablenkung  des  augenblicklichen  Rotationspoles  auf  der  Erd- 
oberfläche, so  ist  die  Ablenkung  des  augenblicklichen  Trägheitspoles 
26/7.  Aus  den  Beobachtungen  entnahmen  wir  pag.  677,  dafs  e  im 
Mittel  4  m  beträgt;  die  Ablenkung  des  Hauptträgheitspoles  wird  daher 
nur  1,1  m.  Würde  der  augenblickliche  Rotationspol  einfach  einen 
Kreis  vom  Radius  4  m  in  14  Monaten  um  den  ursprünglichen  Haupt- 
trägheitspol, den  geometrischen  Pol,  beschreiben,  so  müfste  der  augen- 
blickliche Trägheitspol  in  derselben  Zeit  und  im  gleichen  Umlaufssinne 
einen  Kreis  vom  Radius  1,1  m  um  denselben  Mittelpunkt  durchlaufen. 
Die  Verrückung,  die  ein  Punkt  der  Erdoberfläche  hierbei  erfährt, 
und  die  zum  Teil  in  einer  Hebung  zum  Teil  in  einer  Senkung  bestehen 
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wird,  ist  äufserst  gering.  Wir  können  sie  aus  GL  (3)  und  (5)  von  pag.  601 
und  602  unmittelbar  entnehmen.  In  GL  (3)  bedeutet  r  denjenigen 
Abstand,  den  ein  Punkt  auf  der  Oberfläcbe  des  Spbäroides  vom  Mittel- 
punkte desselben  bei  der  normalen  Umdrehung  m  um  die  ursprüngliche 
Hauptträgheitsaxe  hat;  GL  (5)  giebt  denselben  Abstand  bei  abgelenkter 
Rotationsaxe.  Die  Differenz  beider  stellt  die  Verrückung  des  Punktes 
infolge  der  Deformation  des  Sphäroides  dar;  sie  beträgt,  wenn  wir 
den  früher  mit  m  bezeichneten  Radius  durch  den  mittleren  Erdradius 
ersetzen  und  die  Winkelablenkung  d  als  kleine  Gröfse  behandeln: 

(3)  -  (5)  =  Bs((^OB'e  ~  cos2(0  +  d))  =  Red  sin20. 
In  Fig.  90,  pag.  602  wird  diese  Gröfse  durch  die  Dicke  desjenigen  Streifens 
dargestellt,  welchen  die  Umrifsellipse  in  der  deformierten,  um  d"  verdrehten 
Lage  von  der  ursprünglichen  Umrifsellipse  abschneidet.  Die  gröfste 
Verrückung  findet  nach  Fig.  90  und  der  vorangehenden  Formel  für 
0  =  45^  statt,  wo  sin20  =  l  wird.  Für  diese  Breite  können  wir, 
indem  wir  noch  Ed ^  die  auf  der  Erdoberfläche  gemessene  Ablenkung 
des  Rotationspols,  mit  e  bezeichnen,   die  Verrückung  darstellen  durch 

^'e  -  (e^-  s)e  ^  £,(l  -  ~)  e  ==  ^(l  -^)  e  <  e-lO-'. 

Da  e  nur  4  m  betrug,  so  wird  die  gröfste  Verrückung  eines  Punktes 
an  der  Erdoberfläche  kleiner  als  4  mm. 

Mit  der  Kleinheit  dieser  Verrückung  hängt  auch  die  Geringfügig- 
keit der  Lotschwankung  zusammen,  die  durch  die  Deformation  der  Erde 
hervorgerufen  wird.  Wir  bestimmen  einerseits  nach  GL  (3),  andrer- 
seits nach  Gl.  (5)  von  pag.  601  und  602  den  Winkel,  welchen  die  Nor- 
male an  das  Erdellipsoid  mit  der  Verbindungslinie  des  fraglichen  Ortes 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Erdfigur  hin  bildet.  Dieser  Winkel  ist  (bei 
Vertauschung  von  Winkel  und  Tangente): 

V  de 
und  wird  in  erster  Näherung 

nach  (3)  .  .  .  -  (£  + e')  siii20, 

nach  (5)  -  f  sin 20  —  f' sin 2 (0  +  ^). 

Der  Unterschied  beider  Winkel,  welcher  gleich  der  Richtungsänderung 
der  Lotlinie  ist,  ergiebt  sich  daher  zu 

£'(sin2(0  +  d)  -  sin 20)  =-2eö  cos 20. 

Die  gröfste.  Lotschwankung  findet  hiernach  in  Übereinstimmung  mit 
Fig.  90  für  0  =  0  und  :7t/2,  d.  h.  an  den  Polen  und  am  Äquator  statt 
und  beträgt 

±2sS. 
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Da  soeben  «'<  10~^  gefunden  wurde,  so  wird  die  gröfste  Lotschwankung 
kleiner  als  der  500*^  Teil  der  Ablenkung  der  ßotationsaxe.  Da  letztere 
naeli  Fig.  104  yon  pag.  676  kleiner  als  0'',3  war^  so  wird  die  Lot- 
ablenkung jedenfalls  kleiner  als  0''^0006^  eine  Gröfse^  die  der  Beobach- 
tung unter  keinen  Umständen  zugänglich  sein  dürfte.  — 

Endlich  möge  noch  auf  den  Einflufs  hingewiesen  werden^  den 
das  Wasser  der  Ozeane  auf  die  Länge  der  Nutationsdauer  möglicher- 
weise ausüben  kann.  Wäre  die  Erdoberfläche  völlig  mit  Wasser  be- 
deckt^ so  würde  sich  dieses,  da  es  dem  Einflufs  der  Centrifugalkräfte 
frei  zu  folgen  vermag,  symmetrisch  rings  um  die  augenblickliche 
ßotationsaxe  einstellen.  Wir  hätten  dann  im  Anschlufs  an  Fig.  90  zu 
unterscheiden:  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  welche  bei  einer  Ab- 
lenkung der  ßotationsaxe  um  den  vollen  Winkel  d  gegen  ihre  ursprüng- 
liche Lage  verdreht  wird,  und  die  Oberfläche  des  festen  Erdkernes, 
welche  nur  um  den  pag.  603  bestimmten  Bruchteil  von  d  nach  der 
Seite  der  ßotationsaxe  verschoben  wird.  Die  ausgiebigere  Ablenkung 
der  Flüssigkeitsoberfläche  würde  die  Dauer  der  freien  Nutation  ihrer- 
seits verlängern;  es  würde  daher  ein  Teil  der  Abweichung  zwischen 
der  Chandlerschen  und  der  Eulerschen  Periode  durch  das  Verhalten 
der  Flüssigkeitsbedeckung  erklärt  werden  müssen  und  nur  der  ßest 
auf  die  Elastizität  der  Erde  kommen.  Die  Nachgiebigkeit  der  Erde 
würde  sich  auf  diese  Weise  noch  kleiner  oder  ihr  durchschnittlicher 
Elastizitätsmodul  noch  gröfser  ergeben,  als  er  oben  gefunden  wurde, 
wo  wir  jene  ganze  Abweichung  auf  ßechnung  der  Elastizität  der  Erde 
setzten.  In  Wirklichkeit  wird  nun  aber  die  Erdoberfläche  nicht  voll- 
ständig, sondern  nur  etwa  zu  %  von  Wasser  bedeckt  und  die  Beweg- 
lichkeit des  Wassers  wird  in  komplizierter  Weise  durch  die  Form  der 
Kontinente  beschränkt.  Deshalb  dürfte  es  kaum  thunlich  sein,  den 
Einflufs  der  Ozeane  auf  die  Tfutationsperiode  der  Erdaxe  a  priori  ein- 
wandsfrei  abzuschätzen.  Vielmehr  wird  man  abwarten  müssen,  bis  ein 
reichlicheres  Beobachtungsmaterial  über  die  den  Polschwankungen  ent- 
sprechenden Wasserbewegungen  vorliegt.  Bereits  auf  pag.  684  wurde 
auf  die  Flutwellen  von  14 -monatlicher  Periode  hingewiesen;  wenn  die 
Existenz  derselben  sicher  festgestellt  und  ihre  Gröfse  ungefähr  be- 
stimmt ist,  wird  die  Aufgabe  entstehen,  auch  den  Einflufs  dieser  Fluten 
auf  das  Problem  der  freien  Nutationen  der  Erdaxe  anzugeben. 

§  8.    Die  Polschwankungen  von  jährlicher  Periode.    Massentransporte 

und  Flntreibung. 

Mit  der  Erklärung  der  Chandlerschen  Periode  ist  nur  eine  Seite 
des  Problems   der  Polschwankungen  erledigt.     Es  wäre  weiter  zu  be- 
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gründen^  warum  neben  jener  eine  jährliclie  Periode^  die  wir  aus  den 
Fig.  105  a  und  b  von  pag.  680^  681  herauslasen^  auftritt  und  warum 
auch  nach  Abzug  der  Schwankungen  dieser  Periode  ein  Restbetrag 
übrig  bleibt  (Fig.  106  von  pag.  683)  von  scheinbar  gesetzlosen^  zufälligen 
Störungen.  Überhaupt  verdient  die  Frage  alle  Beachtung^  weshalb  die 
freien  Nutationen  der  Erdaxe  so  kompliziert  und  teilweise  regellos  aus- 
fallen^ während  doch  die  erzwungenen  Nutationen  (vgl.  §  3  dieses 
Kapitels)  sich  streng  gültigen  mathematischen  Gesetzen  fügen. 

Der  Grund  hiervon  scheint  darin  zu  liegen,  dafs  die  Erde  im  Sinne 
des  vorigen  §  zwar  effeMiv  fest^  aber  nicht  wirUich  fest  ist,  dafs  sich 
vielmehr  ihre  Teile  bis  zu  einem  gewissen  Grade  gegeneinander  ver- 
schieben können.  Insbesondere  legt  das  Vorhandensein  der  jährlichen 
Periode  die  Annahme  nahe,  dafs  solche  Verschiebungen  oder  „Massen- 
transporte^^  durch  die  Sonnenwärme  bedingt  werden,  also  meteoro- 
logischen Ursprungs  sein  mögen.  Man  hat  verschiedene  meteoro- 
logische Einflüsse  zur  Erklärung  der  jährlichen  Polschwankungen 
herangezogen,  so  den  jährlichen  Wechsel  in  den  Schnee-  und  Eis- 
ablagerungen, Meeresströmungen  von  jährlicher  Periode  und  dadurch 
bedingte  Wassertransporte,  sowie  Schwankungen  in  dem  Niveau  des 
Luftmeeres.  Die  letzteren  scheinen  sich  auf  Grund  der  für  den  gröfsten 
Teil  der  Erde  bekannten  Isobarenkarten  am  ehesten  quantitativ  be- 
stimmen zu  lassen  und  liefern  Massenumlagerungen  von  überraschend 
hohem  Betrage. 

Wir  entnehmen  die  folgenden  Angaben  einer  Untersuchung  von 
R.  Spitaler*).  Bekanntermafsen  ist  der  Luftdruck  im  Winter  im 
Mittel  höher  als  im  Sommer.  Daher  wird  die  Luftdruckdifferenz 
zwischen  Januar  und  Juli  auf  der  nördlichen  Halbkugel  im  Mittel  positiv, 
auf  der  südlichen  negativ  sein.  Die  Verteilung  der  Druckdifferenzen 
ist  dabei  natürlich  keine  gleichförmige,  sondern  wesentlich  verschieden, 
je  nachdem  die  betr.  Gegend  Festland  oder  Ozean  ist,  und  zwar  in 
dem  Sinne  verschieden,  dafs  die  Wasserbedeckung  die  Luftdruckschwan- 
kuiigen  merklich  ausgleicht.  In  Übereinstimmung  mit  dieser  Überlegung 
zeigen  die  Isobarenkarten,  dafs  sich  der  Drucküberschufs  zwischen  Januar 
und  Juli  auf  der  nördlichen  Halbkugel  über  dem  asiatischen  Festlande 
konzentriert,  während  sich  der  Drucküberschufs  zwischen  Juli  und 
Januar  auf  der  südlichen  Halbkugel  inselförmig  über  die  drei  Gebiete: 
Südafrika,  Südamerika,  Australien  gruppiert.  Über  die  Polargegenden 
ist  naturgemäfs  nichts  Sicheres  bekannt.     Hinsichtlich  der  Gröfse  der 


*)  Die  periodisclien  Lnftmassenverschiebiingen  und  ihr  Einünfs  auf  die  Lagen- 
ändernngen  der  Erdachse.    Petermanns  Mitteilungen,  Ergänzungsheft  Nr.  137  (1901). 
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DruckdifPerenzen  lehrt  die  Ausmessung  der  Isobarenkarten  Folgendes: 
Es  lagert  auf  der  nördliclien  Halbkugel  zwischen  0^  und  80^  nördlicher 
Breite  im  Januar  ein  Luftmassenüberschufs  gegenüber  Juli  gleich 
192,5  Kubikkilometer  Quecksilber,  auf  der  südlichen  Halbkugel  zwischen 
0^  und  50^  südlicher  Breite  im  Juli  ein  Massenüberschufs  gegenüber 
Januar  von  402,2  Kubikkilometer  Quecksilber!  Da  ein  Kubikkilometer 
Quecksilber  die  Masse  13,6  •  10^^  kg  aufweist,  so  haben  wir  es  hier 
mit  Massenunterschieden  zu  thun,  die  mit  der  gesamten  Erdmasse 
(gleich  mittlerer  Dichte  mal  4:7tR^/d  =  rund  6  ♦  10^*  kg)  schon  einiger- 
mafsen  yergleichbar  sind*). 

Hinsichtlich  der  durch  Meeresströmungen  verursachten  Massen- 
transporte verweisen  wir  auf  eine  Abschätzung  von  J.  Lamp**). 

Aufser  durch  meteorologische  Einflüsse  finden  Massentransporte 
von  kurzer  Periode  infolge  von  Ebbe  und  Flut  und  unperiodische 
Massenverschiebungen  wenn  auch  von  geringem  Betrage  durch  Erd- 
beben, vulkanische  Ausbrüche,  Ablagerungen  der  Flüsse  und  durch 
die  säkularen  Hebungen  und  Senkungen  der  Erdkruste  statt***). 

Wir  haben  uns  nun  zu  fragen,  wie  solche  Massentransporte  die 
Bewegung  der  übrigen  Erde  beeinflussen.  Wir  können  dabei  einen 
indireMen  und  einen  direkten  Einflufs  unterscheiden,  einen  indirekten, 
durch  die  veränderte  Massen  Verteilung  vermittelten  Einflufs,  indem  durch 
einen  Massentransport  die  Hauptträgheitsaxen  der  Erde  verlegt  werden 
und  somit  die  Lage  der  ßotationsaxe  in  der  Erde  beeinflufst  wird,  einen 
direkten  Einflufs,  insofern  die  Hervorbringung  der  Massentransporte 
einen  Teil  des  zur  Verfügung  stehenden  Gresamtimpulses  verbraucht 
und  dadurch  den  für  die  Erdrotation  übrig  bleibenden  Impuls  nach 
Gröfse  und  Richtung  modifiziert. 

Wir  geben  zunächst  eine  allgemeine  Schilderung  der  fraglichen 
Verhältnisse. 

Um  den  indireMen  Einflufs  eines  Massentransportes  zu  bestimmen, 


*)  Die  entsprechenden  Luftdruckdijfferenzen  sind  keineswegs  grofs.  Denken 
wir  uns  z.  B.  die  Gesamtmasse  von  192,5  km^  Quecksilber  auf  die  Kugelzone 
zwischen  0^  und  80^  nördlicher  Breite  gleichmäfsig  verteilt,  so  ergiebt  sich  eine 
Bedeckung  von  nur  0,78  mm  Höhe.  Dem  genannten  Massenüberschufs  auf  der 
nördlichen  Kugelzone  entspricht  daher  ein  im  Januar  um  0,78  mm  höherer  Baro- 
meterstand als  im  Juli.  Ebenso  entspricht  dem  Massenüberschufs  von  402,2  km^ 
Quecksilber  auf  der  genannten  südlichen  Kugelzone  ein  im  Juli  um  2,08  mm 
höherer  mittlerer  Barometerstand  als  im  Januar. 

**)    Über   Mveauschwankungen    der  Ozeane    als  eine  mögliche  Ursache    der 
Yeränderlichkeit  der  Polhöhe.     Astron.  Nachrichten  126  (1891),  Nr.  3014. 

***)  Näheres  hierüber  vgl.  Helmert,  Die  mathem.  und  physikalischen  Theorien 
der  höheren  Geodäsie,  II,  Kap.  5,  Leipzig  1884. 
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verfahre  man  so:  Man  berechne  aus  der  als  bekannt  anzusehenden 
Lage  der  bewegten  Masse  gegen  den  Erdkörper  in  jedem  Momente 
die  Lage  der  Hauptträgheitsaxen  in  der  Erde  und  insbesondere  die 
Lage  des  Trägheitspoles.  Wenn  letzterer  yor  dem  Massentransport 
zufälliger  Weise  mit  dem  instantanen  Rotationspol  zusammenfiel,  wird 
er  während  desselben  und  nach  demselben  yon  diesem  verschieden 
sein.  Gestattet  man  sich^  was  mit  grofser  Annäherung  zulässig  ist;, 
die  Erde  nach  wie  vor  als  symmetrischen  Kreisel  (mit  gleichen  äquato- 
rialen Trägheitsmomenten)  zu  behandeln,  so  besteht  die  Bewegung  des 
Rotationspoles  auch  nach  dem  Massentransport  aus  einer  Umkreisung 
des  Trägheitspoles.  Die  Periode  dieser  Bewegung  ist  —  unter  Voraus- 
setzung der  früher  berechneten  Elastizität  —  die  vierzehnmonatliche. 
Der  Radius  des  Kreises  hängt  dabei  in  erster  Linie  von  der  Ver- 
rückung des  Trägheitspoles,  in  zweiter  Linie  von  der  Geschwindigkeit 
des  Massentransportes  ab;  er  bleibt  theoretisch  solange  erhalten,  bis 
er   durch  neue  Massentransporte  abgeändert  wird. 

Bei  der  Besprechung  des  direkten  Einflusses  der  Massentransporte 
auf  den  Impuls  wollen  wir  annehmen,  dafs  unser  Massentransport  durch 
innere  Kräfte  hervorgerufen  sei,  also  durch  Kräfte,  die  innerhalb  des 
Massensystems  der  .Erde  dem  Gesetz  der  Gleichheit  von  Wirkung  und 
Gegenwirkung  genügen.  Dann  gilt  unser  fundamentaler  Impulssatz  von 
pag.  113  für  die  nichtfeste  Erde  ebenso  unumschränkt  wie  für  einen 
starren  Körper  (vgl.  eine  Bemerkung  auf  pag.  111).  Dieser  Satz  besagt, 
dafs  der  Gesamtimpuls  des  Massensystems  der  Erde  nach  Richtung  und 
Gröfse  im  Räume  konstant  bleibt.  Der  Gesamtimpuls  zerlegt  sich  aber 
hier  in  den  Impuls  des  Massentransportes  und  den  der  Erdrehung.  Ist 
der  erstere  veränderlich,  so  mufs  es  auch  der  letztere  sein.  Mit  dem 
Impuls  der  Erddrehung  ändert  sich  im  Allgemeinen  auch  die  Rotations- 
axe  der  Erde  und  die  Lage  des  instantanen  Pols  auf  der  Erde.  Fiel 
dieser  vor  dem  Massentransport  mit  dem  geometrischen  Pol  zusammen, 
so  wird  er  während  desselben  von  ihm  entfernt;  bewegte  er  sich 
ursprünglich  in  einem  Kreise  um  den  geometrischen  Pol,  so  wird  der 
Radius  dieses  Kreises  durch  den  Massentransport  vergröfsert  oder 
verkleinert. 

Wir  geben  nun  einige  analytische  Ausführungen  hierzu,  wobei 
wir  die  beiden  unterschiedenen  Einflüsse  zunächst  noch  getrennt  behandeln 
und  den  Stoff  in  eine  Reihe  von  Einzelproblemen  auseinanderlegen. 

Erstes  Proilem:  Eine  Masse  oder  der  Schwerpunkt  eines  nicht  su 
ausgedehnten  Massensystems  m  werde  von  der  Stelle  Xq  Yq  Zq  der  Erde 
nach  der  Stelle  X  YZ  verlagert.  Wie  ändert  sich  dabei  die  polare  Haupt- 
trägheitsaxe? 
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Bei  der  ursprüngliclien  Lage  von  m  seien  die  Koordinatenaxen 
Hauptträglieitsaxen.  Die  Hauptträgheitsmomente  lieifsen  Ä,  B==Ä,  C] 
die  Trägheitsprodukte  (ygl.  pag.  98)  sind  Null.  Bei  der  abgeänderten 
Lage  von  m  setzen  wir  die  Trägheitsmomente  und  -Produkte  um  die 
Koordinatenaxen  in  folgender  Form  an: 

Ä  =  Ä  +  a,      B  =  Ä  +  i,      C  =  C  +  c, 

Die  Gröfsen  a, .  .  .,  e, .  .  .  haben  die  Bedeutung 


^■^^  [e=m{YZ-'  Y^Z,),  ... 

und  sind  im  Verhältnis  zu  A  und  C  als  kleine  Grröfsen  zu  behandeln. 
Bei  der  Bestimmung  der  abgeänderten  Lage  der  Hauptträgheitsaxen 
knüpfen  wir  nach  pag.  100  an  die  folgende  Fläche  zweiten  Grades  an: 

Die  Hauptaxen  derselben^  welche  zugleich  die  gesuchten  Hauptträgheits- 
axen sind^  werden  durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt: 

{A  +  a-X)l-gri-a^O, 

Hierin  ist  l  so  zu  wählen,  dafs  die  drei  Gleichungen  miteinander  ver- 
träglich werden.  Ist  dieses  geschehen,  so  bestimmen  die  Verhältnisse 
i,:  Ti'.t,  die  Lage  je  einer  der  drei  Hauptaxen.  Es  ist  für  das  Folgende 
bequem,  die  !;'>?;?  ^^  die  Richtungskosinus  der  fraglichen  Hauptaxe 
aufzufassen,  ihre  absolute  Gröfse  also  so  zu  wählen,  dafs  |^  +  ?^^-f  g^=  1 
wird. 

Wir  interessieren  uns  speziell  für  die  polare  Hauptträgheitsaxe 
und  dürfen  annehmen,  dafs  diese  nur  wenig  von  ihrer  ursprünglichen 
Richtung,  der  ^-Axe  abweicht.  (Für  die  äquatorialen  Hauptträgheits- 
axen wäre  die  entsprechende  Annahme  unzulässig,  weil  ihre  Lage  in 
der  Aquatorebene  ursprünglich  unbestimmt  ist  und  daher  durch  einen 
kleinen  Massentransport  bedeutend  abgeändert  werden  kann.)  Wir 
werden  also  |  und  ri  als  klein  voraussetzen  und  g  gleich  1  nehmen. 
Gröfsen  wie  fi,,  a^  sind  dann  zu  streichen;  unsere  dritte  Gleichung 
ergiebt  daher  einfach  l  =  C  -i-  c  und  unsere  beiden  ersten  Gleichungen 
werden 

(2)  iÄ-C)^=^f,      (Ä-G)ri  =  e. 

Die  Richtungsänderung  der  fraglichen  Hauptaxe  ist  hiernach  auf  Grund 
der  in  (1)  angegebenen  Werte  von  /'  und  e  bekannt.     Die  |,  t]  können 
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ziigleicli  als  die  durch  die  zugehörigen  geocentrischen  Winkel  ge- 
messenen X  und  ^-Koordinaten  des  Trägheitspoles  angesehen  werden. 
Multiplizieren  wir  |  und  ^i  mit  dem  Erdradius  i?^  so  erhalten  wir 
direkt  die  Verschiebung  des  Trägheitspoles  auf  der  Erdoberfläche. 

Um  ein  Zahlenbeispiel  zu  geben ^  wollen  wir  annehmen^  die  Masse 
m  werde  auf  einem  Meridian^  den  wir  zur  X^'- Ebene  nehmen  können, 
aus  der  Breite  0^  in  die  Breite  0  verschoben.     Es  ist  dann 

e  =  0,      /•=  '^'(sin20-  sin20o);       i?  =  0. 

Den  Ausdruck  (2)  für  %  können  wir  so  umschreiben: 

h  ^       f 


^       Ä-G  Ä 

Die  Gröfse  Ä  würde  bei  homogener  Massenverteilung  durch  2MB^/6 
zu  berechnen  sein,  unter  M  die  Masse  der  Erde  verstanden;  der  wirk- 
lichen Massenverteilung  entspricht  aber  besser  der  Ansatz  Ä==MR^I3^). 
Mit  Benutzung  des  bekannten  Zahlenwertes  von  Ä/(C—Ä)  folgt 
daraufhin 

I  =  -  456 ^ (sin20  -  sin20o). 

Um  eine  Ablenkung  der  Hauptträgheitsaxe  um  1"  hervorzubringen, 
ist  hiernach,  wenn  z.  B.  6^  =  —  45^,  0  =  +  45^  genommen  wird,  die 
folgende  Masse  erforderlich: 

^"180.60.60.912"   2    ^^      ^^-^' 

Natürlich  schlägt  der  Pol  in  demselben  Sinne  aus  wie  die  Massen- 
verschiebung erfolgte. 

Zweites  Prohlem:  Es  finde  eine  Massenverschiebung  statt,  deren 
Impuls  nach  Gröfse  und  Lage  im  Erdkörper  durch  einen  ev,  veränder- 
lichen VeMor  X^v  für  jede  Zeit  gegeben  ist.  Es  wird  angenommen,  dafs 
die  Hauptträgheitsaxen  durch  diese  Massenverschiebung  nicht  abgeändert 
werden  (s.  unten).  Welchen  Einflufs  hat  die  Massenverschiebung  auf  die 
Lage  der  Botationsaxe? 

Sehen  wir  von  äulseren  Kräften  ab  und  nehmen  wir  an,  dafs  der 
Massentransport  lediglich  durch  innere  Kräfte  hervorgebracht  wird,  so 
bleibt  der  Gesamtimpuls  im  Räume  konstant.  Dieser  hat  gegen  die 
bewegte  Erde  die  Komponenten  i  +  ;i,  ilf+ft,  N  +  v,  wenn  LMN 
den  Impuls  der  Erddrehung  bezeichnet.  Mithin  gelten  nach  pag.  140 
die  Eulerschen  Gleichungen  in  der  folgenden  Form: 


*)  Ygl.  Helmert  1.  c.  II,  pag.  473. 
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^i^  =  -riL+l)+p{N+v), 
dL 


Wir  schreiben  dafür 


(3) 


-jf=      rM-qN  +  N, 
^=      qL~pM+U, 


indem  wir  setzen 

Die  Grröfsen  X,  ^^  v  sind  kleine  Gröfsen;  wir  können  daher  in  den 
vorstellenden  Definitionsgleichnngen  die  p,  gtj  r  durch  ihre  Näherungs- 
werte ersetzen^  die  sie  bei  ungestörter  Erddrehung  haben  würden^ 
d.  h.  durch  die  Werte  p  =  0,  9.  =  ^7  r^cj.  Dadurch  vereinfachen 
sich  diese  Gleichungen  wie  folgt: 

(4)  A^-f  +  co,,       M  =  -^-.A,        N^-4^. 

Die  A,  M;  N  sind  hiernach  ebenso  wie  die  2,  ^;,  v  bekannte  Funk- 
tionen der  Zeit  und  die  Gleichungen  (3)  lassen  die  folgende  Deutung 
zu:  Unser  Massentransport  vom  Impulse  X  ^v  beeinflufst  die  Erd- 
drehung in  solcher  Weise,  als  ob  eine  als  Funktion  der  Zeit  gegebene 
Drehkraft  A  M  N  an  dem  Erdkörper  angriffe. 

Da  wir  annehmen,  dafs  die  Lage  der  Hauptaxen  durch  den  Massen- 
transport nicht  beeinflufst  wird,  diese  also  im  Erdkörper  festliegen, 
können  wir  in  (3)  L  =  Äp^  M=Äq,  N  ==  Cr  setzen;  aufserdem 
können  wir  in  Gliedern,  die  mit  den  kleinen  Faktoren  p  oder  g  be- 
haftet sind,  r  mit  seinem  Näherungswert  C3  vertauschen.  Die  beiden 
ersten  Gleichungen  (3)  lauten  dann: 

(5) 


Ä^  =  {A-C)wq+A, 


Ä^  =  (0-Ä)cop+fA. 

Die  dritte  Gleichung  kommt  für  das  Folgende  nicht  in  Betracht. 

Wir  fassen  die  Gl.  (5)  durch  Multiplikation  mit  1  und  i  zu  einer 
komplexen  Gleichung 

(6)  Ä^^^j^  =  {G-Ä)ia)(f  +  iq)  +  A  +  m 
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zusammen  und  nehmen  von  dem  Massentransport  an,  dafs  er  ein 
periodischer  sei,  dafs  also  X,  ii^  v  und  daher  auch  A,  M,  N  periodische 
Funktionen  der  Zeit  sind.  Diese  Funktionen  werden  wir  nach  Viel- 
fachen der  Periode  in  eine  Fouriersche  Reihe  entwickeln  und  ein 
einzelnes  Reihenglied  für  sich  betrachten.  Für  A  +  iM  können  wir 
dann  ganz  allgemein  den  Ansatz  machen: 

Dem  entspricht  als  allgemeines  Integral  von  (6): 

(7)  p  +  iq  =  he'''*  +  &V^'«^  +  ce'ß\ 

wo    c   die    Integrationskonstante    ist   und    wo    zur   Abkürzung    gesetzt 

wurde : 

■  G~A 


(8) 


V  = 


%a 


iaA  —  ico(C—Ä)  A  ß  — 

a  ia       1 


-iccA  —  i(o{G—A)~  A  ß  +  cc^ 
c  ist  ebenso  wie  vorher  a  und  a'  im  Allgemeinen  komplex.  Die  beiden 
ersten  Glieder  der  rechten  Seite  von  (7)  stellen  die  durch  den  Massen- 
transport erzwungene  Schwingung,  das  letzte  Glied  die  freie  Schwingung 
der  Rotationsaxe  dar.  Erstere  erfolgt  natürlich  im  Zeitmafs  des  Massen- 
transportes, letztere  in  der  durch  den  Wert  von  ß  angezeigten  Periode 
von  Ä/(C~Ä)  Tagen.  Setzen  wir  letztere  nicht  gleich  der  Eulerschen, 
sondern  gleich  der  Ghandlerschen  Periode,  so  berücksichtigen  wir  damit 
in  einfachster  Weise  im  Sinne  des  vorigen  Paragraphen  die  elastische 
Nachgiebigkeit  der  Erde,  die  sich  natürlich  auch  an  dieser  Stelle  geltend 
machen  wird. 

Wie  überall  bei  Schwingungsfragen  stofsen  wir  hier  auf  ein  ge- 
wisses Resonanzphänomen,  d.  h.  auf  eine  Verstärkung  der  Ausschläge 
im  Falle  der  Koincidenz  zwischen  der  Periode  der  freien  und  er- 
zwungenen Schwingung.  Diese  Koincidenz  tritt  ein,  wenn  in  unseren 
Bezeichnungen  a  =  +  ß  wird,  in  welchem  Falle  entweder  h  oder  h' 
unendlich  grofs  wird.  Wir  messen  die  für  eine  gewisse  Frequenz  ein- 
tretende Verstärkung  am  besten  durch  den  Vergleich  mit  einer  sehr 
langsamen  Schwingung  (a  =  0).  Nach  (8)  ergiebt  sich  für  den  Koeffi- 
zienten h  bei  sehr  geringer  Frequenz  bez.  für  das  Verhältnis  dieses 
Koeffizienten  bei  beliebiger  und  bei  geringer  Frequenz: 

,         ia  1 

und  ^ 


b,         1  -  a/ß 
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(Dieselbe  Formel  gilt  für  den  Koeffizienten  V j  wenn  wir  -f-  a  mit  —  a 
yertausclien;  die  folgenden  Bemerkungen^  die  wir  an  den  Wert  von  & 
anknüpfen^  ergeben  sieb  ebensowohl  ans  der  entsprechenden  Formel 
für  y ^  wenn  wir  negative  Frequenzen  a  betrachten^  also  dem  Massen- 
transport den  umgekehrten  Sinn  beilegen.) 

Hat  z.  B.  der  Massentransport  die  Periode  eines  Jahres  und  nehmen 
wir  als  Periode  der  freien  Schwingung^  wie  verabredet,  die  Chandlersche, 
so  wird  a/j3  ==  14/12  und  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  hjl)^  =  6.  Der 
Umstand  also,  dafs  die  jährliche  Periode  nicht  sehr  weit  von  der  natür- 
lichen Periode  der  Polschivanlmngen  entfernt  ist,  hat  mr  Folge,  dafs 
ein  Massentransport  von  jährlicher  Periode  eine  sechsmal  stärlcere  Äb- 
lenhmg  hervorbringt ,  als  ein  Vorgang,  der  dieselbe  Drehlcraft,  aber  in 
unendlich  verlangsamter  Zeitfolge  auf  die  Erde  überträgt.  Hat  der 
Massentransport  andrerseits  eine  sehr  kurze  Periode,  (cc  sehr  grofs),  so 
wird  a/ ß  grofs  und  b^/bQ  klein.  Z.  B.  wollen  wir  uns  auf  den  an 
sich  bedeutenden  Massentransport  beziehen,  der  relativ  zur  rotierenden 
Erde  mit  halbtägiger  Periode  in  der  Erscheinung  der  Ebbe  und  Flut 
auftritt*).  Hierbei  ist  a/ß  rund  gleich  840  und  bJbQ  rund  gleich  1/840. 
Ein  Massentransport  von  so  'kurzer  Periode  bringt  also  bei  gleicher  Gröfse 
der  übertragenen  Drehl^raft  gegenüber  einem  zeitlich  %mendlich  verlangsamten 
Transporte  mir  eine  verschwindend  Meine  Wirhung  auf  die  Botationsaxe 
hervor.  Das  Massensystem  der  Erde  ist  eben  zu  träge,  um  den  Ein- 
wirkungen von  ganz  kurzer  Dauer  folgen  zu  können;  es  folgt  einer 
Störung  um  so  williger  und  ergiebiger,  je  näher  die  Störungsperiode 
der  natürlichen  Periode  der  Polschwankungen  liegt. 

Übrigens  tritt  dasselbe  Resonanzphänomen  auch  auf,  wenn  wir  wie 
in  dem  ersten  Problem  dieses  §  lediglich  die  indirekte  Wirkung  des 
Massentransportes,  d.  h.  seinen  Einfiufs  auf  die  Massenverteilung  in 
Rechnung  setzen,  indem  durch  einen  periodischen  Massentransport  auch 
der  Trägheitspol  der  Erde  in  periodischer  Weise  verlagert  wird  und 
hieraus  eine  um  so  stärkere  Schwankung  des  Rotationspoles  entsteht, 
je  näher  die  Periode  des  Massentransportes  der  natürlichen  Periode 
der  Polschwankungen  liegt.  Wir  werden  unten  in  einem  dritten  Problem 
hierauf  zurückzukommen  Gelegenheit  haben. 

Durch  den  geringen  Unterschied  zwischen  der  jährlichen  Periode 
der  meteorologischen  Massentransporte  und  der  freien  Schwingungs- 
periode des  Poles  ist  jedenfalls  die  Möglichkeit  gegeben,  dafs  ein  ver- 
hältnismäfsig    schwacher    meteorologischer   Massentransport    eine    ver- 

*)  Allerdings  handelt  es  sich  hierbei  um  einen  durch  äufsere  Kräfte  (Mond- 
anziehung) bewirkten  Massentransport,  für  welchen  die  gegenwärtige  Auseinander- 
setzung nicht  unmittelbar  gilt. 


§  8.  Die  Polschwankungen  v.  jährl.  Periode.  Massentransporte  u.  Flutreibung.     715 

hältnismäfsig  starke  Polschwankung  zur  Folge  haben  kann,  eine  Mög- 
lichkeit, die  bei  dem  Studium  der  Polschwankungen  von  jährlicher 
Periode  im  Auge  zu  behalten  ist. 

Es  giebt  eine  Klasse  von  Massentransporten,  bei  denen  die  hier 
für  sich  behandelte  Wirkung  auf  den  Impuls  thatsächlich  gesondert  auf- 
tritt und  die  Wirkung  auf  die  Massenverteilung  in  Portfall  kommt. 
Wir  sprechen  von  „cyklischen  Massentransporten^^,  wenn  die  verschobene 
Masse  sofort  von  neuer  Masse  derselben  Dichtigkeit  ersetzt  wird.  Ersicht- 
lich giebt  ein  cyklischer  Massentransport  zu  einer  Umlagerung  der  Haupt- 
trägheitsaxen  keinen  Anlafs,  während  er  andrerseits  den  Impuls  der  Erd- 
drehung nach  Mafsgabe  seiner  Geschwindigkeit  und  Ergiebigkeit  beein- 
flufst.  Diese  Fälle  lassen  eine  sehr  elegante  Behandlung  besonders 
dann  zu,  wenn  der  Impuls  des  Massentransportes  in  Bezug  auf  den 
Erdkörper  konstant  bleibt;  sie  sind  von  V.  Volt  er  ra*)  in  einer  Reihe 
von  Abhandlungen  untersucht  worden. 

Bisher  ist  es  indessen  nicht  gelungen,  reale  cyklische  Massen- 
transporte von  hinreichender  Intensität  oder  hinreichender  Dauer  nach- 
zuweisen, die  einen  merklichen  Einfiufs  auf  die  Polschwankungen  haben 
könnten.  Namentlich  scheint  der  Versuch  nicht  aussichtsvoll,  mit  Vol- 
terra  auch  die  Polschwankungen  der  Chandlerschen  Periode  aus  diesem 
Erklärungsgrunde  abzuleiten.  Die  cyklischen  Bewegungen,  welche  Vol- 
terra  postulieren  mufs,  um  zur  Chandlerschen  Periode  zu  gelangen,  sind 
rein  hypothetischer  Natur  und  werden  durch  die  geophysikalischen  Er- 
fahrungen nicht  wahrscheinlich  gemacht.  Überdies  werden  wir  im  Fol- 
genden sehen,  dafs  die  direkte  Wirkung  eines  Massen transportes  auf 
den  Impuls  gegen  seine  indirekte  Wirkung  auf  die  Hauptträgheitsaxen 
im  Allgemeinen  zurücktritt,  dafs  also  ein  nicht -cyklischer  Massen- 
transport die  Erddrehung  im  Allgemeinen  mehr  beeinflufst,  wie  ein 
cyklischer  von  gleicher  Stärke.  Deshalb  scheinen  die  Volterra'schen 
Untersuchungen  mehr  ein  allgemeines  mathematisches  wie  ein  unmittel- 
bares geophysikalisches  Interesse  zu  haben. 

Rein  theoretisch,  ohne  Rücksicht  auf  geophysikalische  Fragen, 
war  die  Bewegung  eines  Kreisels,  in  dessen  Innerem  eine  cyklische  Be- 
wegung vor  sich  geht,  schon  früher  von  A.  Wanger  in**)  behandelt  worden. 


*)  Astronom.  Nachr.  Bd.  138  (1895),  pag.  33;  Atti  d.  R.  Accademia  di  Torino, 
Bd.  30  und  31  (1895).  In  derselben  Richtung  liegen  die  Erläuterungen  von  Gr. 
Peano,  ibid.  Yolterra  fafst  seine  Untersuchungen  zusammen  in  Acta  Mathe- 
matica  Bd.  22  (1898). 

**)  Halle  1899,  Universitätsschrift.  Das  Problem  ist  in  mathematisch  verall- 
gemeinerter Form  aufgenommen  von  V.  Volterra,  Rend.  d.  R.  Accademia  dei 
Lincei  (5)  Bd.  4  (1895)  und  von  E.  Jahnke,  Liouvilles  Journal  (5)  Bd.  5  (1899). 
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Indem  wir  jetzt  noch  die  bei  unserem  ersten  und  zweiten  Problem 
gegebenen  Entwickelungen  zusammenfassen^  berücksichtigen  wir  nun 
zugleich  die  direkte  Wirkung  auf  den  Impuls  und  die  indirekte  Wir- 
kung eines  Massentransportes  auf  die  Massenyerteilung  der  Erde.  Wir 
stellen  uns  dementsprechend  das  folgende 

Dritte  Problem:  Eine  Masse  m  werde  von  einer  Anfangslage  X^  Y^Z^ 
aus  in  bestimmter  Weise  auf  der  Erde  verschoben  ^  so  dafs  ihre  Koordi- 
naten X^  Y,  Z  gegen  den  ErdJcörper  bekannte,  im  Besonderen  periodische 
FimMionen  der  Zeit  sind.  Hierdurch  wird  der  Trägheitspol  der  Erde  in 
bestimmter  Weise  abgelenM  und  es  wird  gleichzeitig  der  Impuls  der  Erd- 
drehung in  solcher  Weise  beeinflufst,  als  ob  auf  den  Eräkörper  eine  be- 
stimmte Drehhraft  A  M  N  ivlrMe.  Es  sollen  die  Differentialgleichungen 
der  Drehbewegung  aufgestellt  und  integriert  tverden. 

Aus  den  als  Punktionen  yon  t  gegebenen  Koordinaten  X^  Yj  Z  von 
m  berechnen  wir  zunächst  den  Verschiebungsimpuls  von  m^   nämlich 

den  Vektor  ^,         ^r,         rrr< 

mX  y    mY ,    mZ 

und  hieraus  die  Momente  dieses  Vektors  um  die  Koordinatenaxen, 
welche  die  nach  denselben  Axen  genommenen  Komponenten  des  Dreh- 
impulses des  Massentransportes  werden^  nämlich 
(10)  l  =  m{YZ'-ZY'),  ^  =  m(ZX'-XZ'),  v  =  m{XY'~  YX'). 
Die  Bewegung  des  Erdkörpers  wird^  unter  der  Annahme  dafs 
äufsere  Kräfte  nicht  vorhanden  sind^  nach  wie  vor  durch  die  Glei- 
chungen (3)  dargestellt j  in  denen  die  A,  M,  N  aus  den  soeben  an- 
gegebenen ly  II,  V  hinreichend  genau  mittels  der  Grl.  (4)  berechnet 
werden  können.  In  der  That  gelten  die  GL  (3)  von  pag.  712  oder 
die  Gl.  (2')  von  pag.  140,  aus  denen  wir  jene  folgerten,  für  ein  be- 
liebiges im  Kreisel  festes  rechtwinkliges  Axensjstem,  gleichviel  ob 
dasselbe  das  System  der  Hauptträgheitsaxen  ist  oder  nicht.  Im  Gegen- 
satz zu  den  Betrachtungen  bei  unserem  zweiten  Problem  sind  unsere 
Koordinatenaxen  jetzt  nicht  mehr  Hauptträgheitsaxen;  nehmen  wir  etwa 
an,  dafs  sie  es  zu  Anfang  der  Bewegung  waren,  so  verlieren  sie  diese 
Eigenschaft  in  dem  Mafse,  wie  der  Trägheitspol  durch  den  Massen- 
transport abgelenkt  wird.  Infolgedessen  treten  an  die  Stelle  der  ein- 
fachen Beziehungen  L  ==  Ap,  M  =  Aq,  N  =  Or  die  allgemeinen  Gl.  (2) 
von  pag.  95  für  den  Zusammenhang  zwischen  Impuls-  und  Rotations- 
vektor, die  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Definition  der  Gröfsen  abc, 
efg  in  Gl.  (1)  folgendermafsen  schreiben  können: 

L  ={A  +  a)p  —  gq  —  fr, 

M=  ~  gp  -\-{A  +  b)q~  er, 

N  ^-fp  -.eq  +  {C+c)r. 
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Wir  berücksichtigen,  dafs  die  al  c,  efg,pg[  kleine  Gröfsen  sind  und 
können  daher  wie  folgt  vereinfachen: 
(11)  L==Ap-fr,    M=Äq-er,     N={C+c)r. 

Diese  Werte  haben  wir  in  die  GL  (3)  einzutragen.  Aus  der  dritten 
dieser  Grleichungen  folgt  zunächst,  dafs  (im  Gegensatz  zu  r  selbst) 
dr/dt  eine  kleine  Gröfse  wird,  was  man  übrigens  auch  daraus  ent- 
nehmen konnte,  dafs  die  ungestörte,  ursprüngliche  Bewegung  in  einer 
gleichförmigen  Rotation  r  ==  cj  =  const.  bestand.  In  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (3)  vernachlässigen  wir  ferner  alle  diejenigen  Glieder,  die 
von  der  zweiten  Ordnung  in  den  kleinen  Gröfsen  werden  und  ersetzen 
in  den  Gliedern  erster  Ordnung  r  durch  seinen  Näherungswert  o.  So 
ergiebt  sich 

lA^  =  (Ä-C)qco  +  A', 
(12) 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 


(13) 


A'=ojg-o32e+  A, 


Die  Gleichungen  (12)  haben  durchaus  dieselbe  Form,  wie  die  Gl.  (5); 
die  A',  M'  hier  sind,  ebenso  wie  die  A,  M  dort,  bekannte  Funktionen 
der  Zeit,  wenn  der  Massentransport  in  seiner  Abhängigkeit  von  der 
Zeit  bekannt  ist.  Die  A',  M'  fassen  die  direkte  Wirkung  auf  den 
Impuls  und  die  indirekte  Wirkung  des  Massentransportes  zusammen 
und  lassen  sich  abermals  deuten  als  eine  scheinbare,  auf  den  Erd- 
körper wirkende  Drehkraft.  Bemerkenswert  ist  noch  der  folgende 
analytische  Ausdruck  dieser  scheinbaren  Drehkraft,  der  sich  unmittel- 
bar aus  den  Definitionsgleichungen  (4)  und  (13)  von  A,  M  und  A',  M' 
ergiebt: 

A'  =-  -^A^-c3f)  +  (o{ii-cDe), 

M'=  —  j~^(^  —  (De)  —  (x){X—  (of). 

Man  hat  also,  um  neben  der  direkten  die  indirekte  Wirkung  des  Massen- 
transportes zu  berücksichtigen,  A,  ft  einfach  durch  X  —  cof^  ^  —  coe 
zu  ersetzen. 

Die  weitere  Behandlung  der  Gl.  (12),  ihre  Integration  und  die 
Diskussion  ihrer  Lösungen  unterscheidet  sich  in  nichts  von  der  obigen 
Behandlung  der  Gl.  (5);  insbesondere  findet  auch  jetzt  die  oben  betonte 
Resonanzwirkung   statt,  wenn  der  Massentransport  periodisch  ist  und 
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seine  Periode   der  Periode   der  freien  Schwingungen  der  Erdaxe  nahe 
liegt. 

Wir  wollen  hier  zunächst  die  Frage  entscheiden^  ob  bei  einem 
periodischen  Massentransport  die  direkte  oder  die  indirekte  Wirkung, 
d.  h.  die  Wirkung  auf  den  Impuls  oder  die  auf  die  Massenverteilung  die 
bedeutendere  ist,  um  von  da  aus  zu  einer  für  die  Zahlenrechnung 
nützlichen  weiteren  Vereinfachung  der  Gl.  (12)  zu  gelangen.  Wir 
brauchen  zu  dem  Zwecke  nach  den  Gleichungen  (14)  lediglich  das 
Verhältnis  der  Gröfsenpaare  A,  ft  und   ayf,  cje  zu  prüfen. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  der  Massentransport  im  Erdkörper 
zeitlich  abläuft,  möge  durch  die  folgenden,  möglichst  bequem  ge- 
wählten Gleichungen  zum  Ausdruck  gebracht  werden: 

X=  Xq-\-  a  sina^, 
Y  =  Tq  +  b  sina^, 

Die  fragliche  Masse  pendelt  hiernach  um  ihre  Anfangs-  und  Mittellage 
XqTqZq  in  der  Periode  27t/a  herum.     Wir  berechnen  nach  (1): 

e  =  mZ^b  ^inaty      f  =  mZ^amnat 
und  nach  (10): 

X  =  —  mZ^ba  cos  at,       ^  =  mZ^aa  cos  at. 
Hiernach  ergeben  sich  die  Verhältnisse 


l 

cc    h   cosat 

^ 

ci    a  Cosopt 

^f-' 

(0    a  sinai^ 

coe 

ft)    h   sin  cc  t 

Über  die  Amplituden  a  und  b  wollen  wir  nichts  Näheres  aussagen; 
wir  werden  aber  annehmen,  dafs  sie  etwa  von  gleicher  Gröfsenordnung 
sind.  Dann  wird  die  Gröfsenordnung  der  vorstehenden  Verhältnisse 
im  Mittel  durch  den  Faktor  a/co  gegeben.  Nun  sind  die  Gröfsen  a 
und  o  umgekehrt  proportional  der  Periode  des  Massentransportes  bez. 
der  der  Erddrehung,  a/co  wird  daher  gleich  der  reziproken  Anzahl 
von  Tagen,  welche  auf  die  Periode  des  Massentransportes  kommt.  Wir 
sahen  bereits,  dafs  nur  Massentransporte  von  solcher  Periode,  die  der 
natürlichen  Periode  der  Polschwankungen  nahe  liegen,  einen  starken 
Einflufs  auf  die  Polschwank angen  ausüben  können.  Deshalb  ist  für 
alle  Massentransporte  die  uns  interessieren,  a/cD  eine  kleine  Zahl,  für 
die  meteorologischen  Massentransporte  beispielsweise  gleich  1/365. 
Es  folgt  hieraus,  dafs  bei  diesen  Massentransporten  die  direMe  Wirkung 
gegenüber  der  indireUen  sehr  erheblich  mrücMritt,  sodafs  wir  in  den 
Gl.  (14)  X  und  II  gegen  (De  und  mf  streichen  können.  Gleichzeitig 
werden  wir  auch  df/dt  gegen  me  und  de/ dt  gegen  wf  streichen  können, 
weil  das  Verhältnis  dieser  Gröfsenpaare  der  Gröfsenordnung  nach  aber- 
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mals  durch  den  Wert  ajo  bestimmt  wird.  Die  Gl.  (14)  vereinfaclien 
sich  auf  Grund  dieser  Vernachlässigungen  zu 

wofür  wir  auch  nach  Gl.  (2)^  indem  wir  die  Winkelablenkungen  der 
Hauptaxen  einführen ^  schreiben  können: 

(15)  is:=^aiHA-C)n,      W['=  +  co\A-C)l. 

Diese  Vereinfachung  ist  hier  auf  Grund  einer  sehr  speziellen  An- 
nahme über  den  Massentransport  abgeleitet.  Man  übersieht  aber  leicht^ 
dafs  auch  bei  allgemeinerem  Ansatz^  wenn  man  die  X,  Y,  Z  je  durch 
eine  Fouriersche  Reihe  gibt^  auf  deren  erste  Glieder  wir  uns  oben 
beschränkt  haben ^  ähnliche  Schlüsse  möglich  sein  werden,  dafs  nämlich 
auch  dann  bei  den  Gliedern  von  langer  Periode  (d.  h.  lang  gegen  die 
Periode  der  Erdumdrehung)  der  durch  die  Änderung  der  Massenvertei- 
lung bedingte,  indirekte  Einflufs  überwiegt,  während  bei  den  Gliedern 
von  kurzer  Periode  (d.  h.  kurz  gegen  die  Periode  der  freien  Schwingung 
der  Erdaxe)  sowohl  der  direkte  Einflufs  auf  den  Impuls  wie  jener  in- 
direkte Einflufs  auf  die  Erddrehung  unbedeutend  wird.  Nur  bei  stofs- 
weisen  Massentransporten  dürfte  der  direkte  Einflufs  ausschlaggebend 
sein,  wobei  es  allerdings  zweifelhaft  bleibt,  ob  solche  Massentrans- 
porte von  beträchtlicher  Stärke  in  Wirklichkeit  vorkommen. 

Setzen  wir  die  Werte  (15)  in  unsere  Differentialgleichungen  (12) 
ein,  so  lauten  dieselben: 

Idp       A  —  Cr  \ 

dq       C—Ä.  .. 

Hier  wollen  wir  noch  neben  den  Koordinaten  |,  tj  des  Trägheitspoles 
die  ebenso  zu  messenden  Koordinaten  des  Rotationspoles  einführen, 
welche  Uj  v  heifsen  mögen.  Die  u,  v  sollen  die  Richtungskosinus  der 
Rotationsaxe  gegen  die  Koordinatenaxen  X  und  Y  bedeuten,  also 
gleich  sein  p/r  bez.  g/r,  wofür  wir  auch  hinreichend  genau  p/(D  bez. 
q/(x)  nehmen  können.  Benutzen  wir  aufserdem  wie  in  Gl.  (8)  für  die 
Frequenz  der  freien  Schwingung  der  Erdaxe  die  Abkürzung  ß^  so 
werden  unsere  Gleichungen: 

Sie  besagen  einfach,  dafs  der  Botationspol  in  jedem  AugenUicke  um 
den  Trägheitspol  mit  der  WinJcelgeschwindigheit  ß  umgedreht  %vird.    Der 
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Sinn  der  Drehung  stimmt  mit  dem  der  Erddrehung  überein;  das 
Koordinatensystem  ist  so  gewählt  zu  denken,  dafs  die  positive  X-Axe 
auf  kürzestem  Wege  in  die  positive  Z-Axe  durch  die  Erddrehung 
übergeführt  wird. 

Zum  Zwecke  der  Integration  fassen  wir  die  Gl.  (17)  in  die  kom- 
plexe Form  zusammen: 

und  nehmen  an,  dafs  infolge  von  Massentransporten  der  Trägheitspol 
eine  elliptische  Schwingung  um  seine  mittlere  Lage  ausführe.  Wir 
können  dann  für  ^  +  irj  ähnlich  wie  früher  für  A  +  iM  den  Ansatz 
machen: 

(19)  I  +  i^^  =  ae'""^  +  ae-'^'K 

Dem  entspricht  als  zugehöriges  partikuläres  Integral  von  (18),  welches 
die  durch  den  Massentransport  erzivungene  Schwingung  des  Rotations- 
pols darstellt  (von  der  freien,  in  der  Periode  2^1  ß  =  14  Monaten 
erfolgenden  Schwingung  können  wir  absehen): 

Iu  -\-  iv  =  iä^^  +  Ve~^^\ 
j,_     aß  j,r_    aß 

^        ß  —  cc^         ^         ß  +  cc' 

Grl.  (20)  stellt  ebenso  wie  (19)  eine  elliptische  Schwingung  dar. 
Um  die  gegenseitige  Lage  und  Gröfse  beider  Ellipsen  bequem  zu  über- 
sehen, können  wir  die  Koordinatenrichtungen  so  gewählt  denken,  dafs 
sie  mit  den  Hauptaxen  der  Ellipse  (19)  zusammenfallen.  Dann  sind  a 
und  a  und  nach  (20)  auch  h  und  V  reell.  Nennen  wir  die  Hauptaxen 
der  beiden  Ellipsen  bez.  ä,  Je,  H,  jK,  so  können  wir  statt  (19)  und  (20) 
schreiben: 

(19')       ^  -\-  irj  =  h  cos  at  +  ih  sinatj     h  =  a  -{-  a,     h  =  a  —  a\ 
(20')      u  +  iv  =  Hcosat  +  iKshiat,    H^b+V,    K^h-V. 
Man  erkennt  hieraus,   dafs   der   Richtung  nach  die  Hauptaxen  beider 
Ellipsen  zusammenfallen;  was  ihre  Gröfse  betrifft,   so  ergiebt  sich  aus 

(20)  und  der  Definition  der  7^,  h,  S,  K: 

/^9n  Tr_ßJlh±uT^  ■j^__   ß{ß^+^^) 

Es  ist  dabei  zu  beachten,  dafs  die  JS,  K  mit  Vorzeichen  zu  rechnen 
sind  und  dafs  man  auch  der  Grröfse  Ji  ev.  das  negative  Vorzeichen  bei- 
zulegen hat,  um  erforderlichenfalls  den  richtigen  ümlaufssinn  des 
Trägheitspoles  durch  (19')  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Die  Umkehrung 
der  Gl.  (21)  liefert 
(22)  h  =  H~-fK,      k^K-^H. 
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Es  mögen  zunächst  einige  Zahlenbeispiele  und  Figuren  folgen. 
Wir  nehmen  dabei  an^  dafs  der  fragliche  Massentransport  meteorologi- 
schen Ursprungs  sei^  also  die  Periode  eines  Jahres  habe.  Als  Periode 
der  freien  Schwingung  sehen  wir^  um  der  Elastizität  des  Erdkörpers 
Rechnung  zu  tragen  (vgl.  pag.  713)^  die  Chandlersche  an.  Dann  wird 
rund  aj^  =  7/6.  Der  Trägheitspol  möge  eine  geradlinige  Schwingung 
ausführen,  es  sei  also  z.B.  Ä  ==  0  und  '>^  =  jfcsina^.  Aus  (21)  er- 
giebt  sich 


^=-s*= 


36 


3,2  yk;      JS:=-^^  =  -2,8Ä 


13 


und  aus  (20') 


—  3,2  Ä  cosa^, 


2,8  ^  ^inat. 


Dieser  Fall  wird  durch  Fig.  107  a  veranschaulicht.  Wir  haben  dabei 
entsprechende,  d.  h.  zu  gleicher  Zeit  von  dem  Trägheitspol  und  dem 
Rotationspol  inne  gehabte  Punkte  mit  gleichen  Zahlen  bezeichnet. 

In  Fig.  107  b  ist  hinsichtlich  der  Bahn  des  Trägheit spoles  an  der 
vorigen  Annahme  festgehalten.     Dagegen  haben  wir,  wie  es  für  einen 

y 


Mg.  107  a. 


Fig.  107  b. 


absolut    starren  Erdkörper    angemessen    wäre,    als   Periode    der   freien 
Schwingungen  die  Eulersche  gewählt.     Es  wird  dann    a//3  =  5/6  und 


30 


36 


^f  =  +  2,7  Ä  cos  at,       v  =  -{-  3,3  fc  sin  at. 

Beide  Figuren  107  bringen  die  wiederholt  hervorgehobene  Reso- 
nanzwirkung zum  Ausdruck,  vermöge  deren  die  Bewegung  des  Rotations- 
poles  bei  nicht  sehr  verschiedenen  Perioden  der  freien  und  erzwungenen 
Schwingung  wesentlich  ausgiebiger  wird,  als  die  des  Trägheitspoles. 
Dafs  sich  in  Fig.  107  a  der  Rotationspol  auf  der  entgegengesetzten,  in 
Fig.  107  b  auf  derselben  Seite  wie  der  Trägheitspol  befindet  (entgegen- 
gesetzte bez.  gleiche  Phase  hat),  entspricht  einem  allgemeinen  Schwingungs- 
gesetz; entgegengesetzte  Phase  tritt  stets  im  Falle  a>/3,  gleiche  Phase 
im    Falle    a<ß    ein.     Den   Übergang   zwischen    beiden    Ellipsen  ver- 

Klein- Sommerfeld  ,  Kreiselbewegung.  46 
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mittelt  der  Fall  a  =  ß^  wo  unsere  Ellipse  (s.  Gl.  (21))  in  einen  Kreis 
von  unendlich  grofsem  Radius  übergeht.  Im  Falle  a  =  0  (unendlich 
lange  Periode^  säkularer  Massentransporfc)  artet  die  elliptische  in  eine 
geradlinige  Schwingung  aus^  indem  (vgl.  (21))  11=  Oj  K==]c  wird; 
der  Rotationspol  folgt  dann  genau  der  Bahn  des  Trägheitspoles.  Im 
Falle  a  =  oo  (unendlich  rasche  Schwingung)  vermag  der  Rotationspol 
der  Einwirkung  des  Massentransportes  überhaupt  nicht  zu  folgen;  es  wird 
nach  (21)  11=  K  =  0.  Denkt  man  sich  in  Fig.  107b  die  in  eine  Gerade 
ausgeartete  Ellipse  des  Trägheitspoles  durch  eine  kontinuierliche  Folge 
von  sich  erweiternden  Ellipsen^  zu  denen  auch  die  in  dieser  Figur 
konstruierte  Ellipse  des  Rotationspoles  gehört,  in  den  unendlichen  Kreis 
übergeführt  und  in  Fig.  107  a  diesen  durch  eine  kontinuierliche  Folge 
von  sich  verengernden  Ellipsen,  deren  eine  mit  der  in  dieser  Figur 
verzeichneten  Ellipse  übereinstimmt,  in  den  Koordinatenanfangspunkt 
zusammengezogen,  so  hat  man  das  Gesamtbild  der  möglichen 
Bahnen  des  Rotationspoles  bei  beliebigen  Werten  des  Verhältnisses  a/ß 
vor  sich. 

So  übersichtlich  liegen  indessen  die  Verhältnisse  nicht  mehr,  wenn 
wir  die  Bahn  des  Trägheitspoles  selbst  als  elliptisch  ansetzen,  also  der 
soeben  betrachteten  geradlinigen  Schwingung  eine  zweite  dazu  senk- 
rechte und  in  der  Phase  gegen  jene  verschobene  Schwingung  hinzu- 
fügen. Dann  kann  es  insbesondere  vorkommen,  dafs  der  Resonanz- 
effekt in  gewisser  Weise  durch  Interferenz  verdeckt  wird;  die  Mannig- 
faltigkeit der  gegenseitigen  Lagen  beider  Ellipsen,  die  nach  den  Gl.  (21) 
möglich  sind,  wird  dann  aufserordentlich  grofs.  — 

Nach  Erledigung  der  vorangestellten  drei  Probleme  kommen  wir 
nun  auf  die  bei  der  Erde  vorliegenden  realen  Verhältnisse,  insbesondere 
auf  den  im  Anfang  dieses  Paragraphen  besprochenen  Luftmassentrans- 
port zurück.  Wie  Herr  Spitaler  auf  Grund  der  Luftdruckkarten  (durch 
mechanische  Quadratur  über  die  Erdoberfläche)  berechnet,  wird  durch 
den  Lufttransport  der  Trägheitspol  abgelenkt 

im  Januar  um  0'',055  nach  100®  westl.  v.  Gr. 
„  Juli  „  0",041  „  68®  östl.  V.  Gr. 
Der  Trägheitspol  schlägt  also  zu  jenen  beiden  Zeitpunkten  um  an- 
nähernd gleiche  Winkel  nach  annähernd  entgegengesetzten  Meridianen 
hin  aus.  Die  Ausschläge  für  die  Zeiten  April  und  Oktober  sind  nicht 
berechnet,  sondern  nur  geschätzt,  sie  erfolgen  ungefähr  nach  den 
Meridianen  180®  und  0®  und  sind  vermutlich  kleiner  wie  die  vorher 
angegebenen.  Der  Trägheitspol  läuft  also  in  der  Richtung  von  Osten 
nach  Westen  d.  h.  im  umgekehrten  Sinne  wie  die  Erdrotation.  Die 
genauere   Gestalt    der  Bahn    läfst  sich   nach   diesen  Daten   nicht   fest- 
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Jut 


stellen  und  es  ist  daher  aucli  nicht  möglicli^  die  zugehörige  Bahn  des 
IRotationspoles  zu  bestimmen. 

Dagegen  ist  der  umgekehrte  Weg  gangbar.  Nach  pag.  682  kann 
die  Polschwankung  von  jährlicher  Periode  als  eine  Ellipse  von  den 
Hauptaxen  0'',104  und  0''^044  beschrieben  werden^  deren  grofse  Axe 
nach  dem  Meridian  19^  östl.  v.  Gr.  gerichtet  ist  und  die  im  Sinne  der 
Erddrehung  durchlaufen  wird.  Wir  setzen  daher  £r=0",104,  Z"=0'',044 
und  berechnen  nach  den  Gl.  (22)  mit  alß  =  1/6: 
A  =  0';053,  /i;  =-0';077. 
Die  hierdurch  bestimmte  Ellipse  wird  (vermöge  des  Vorzeichens  von  k) 
im  umgekehrten  Sinne  durchlaufen  wie  die  vorige  Ellipse;  die  Lage 
der  grofsen  und  kleinen  Axe  ist  die  umgekehrte  wie  bei  der  vorigen 
Ellipse. 

In  Fig.  108  ist  die  Ellipse  des  Rotationspoles  Hj  K  und  die  theoretisch 
hinzugehörige  Ellipse  des  Trägheitspoles  /^,  h  verzeichnet.  Zusammen- 
gehörige Stellen  beider  sind  durch  gleiche  Monatsbezeichnungen  mar- 
kiert. Ferner  ist  in  der  Figur  die  Lage 
des  Trägheitspoles  und  sein  Bewegungs- 
sinn nach  den  Berechnungen  von  Spitaler 
für  die  Zeiten  Januar  und  Juli  ein- 
getragen. Die  betr.  Punkte  sind  als  kleine 
Kreise  kenntlich  gemacht.  Man  erkennt 
aus  der  Figur,  dafs  eine  allgemeine 
Übereinstimmung  zwischen  diesen  Punk- 
ten und  den  theoretisch  bestimmten  gleich- 
zeitigen Orten  des  Trägheitspoles  wenig- 
stens der  Gröfsenordnung  und  dem  Sinne 
nach  vorhanden  ist.  Die  thatsächlich 
bestehenden  Unterschiede  in  ihren  Lagen 
können  entweder  durch  unsere  noch  ziemlich  vollständige  Unkenntnis 
der  arktischen  Luftdruckverhältnisse  oder  dadurch  erklärt  werden,  dafs 
aufser  den  Lufttransporten  noch  andere  meteorologische  Prozesse  (Wasser- 
transporte etc.)  die  jährliche  Bahn  des  Rotationspoles  beeinflussen. 

Alles  in  allem  hat  man  zu  der  Annahme  guten  Grund,  dafs  es 
bei  weiterer  Anreicherung  des  Beobachtungsmaterials  möglich  sein 
wird,  den  jährlichen  Bestandteil  der  Polschwankungen  aus  meteoro- 
logischen Massentransporten  befriedigend  zu  erklären. 

Nicht  so  günstig  stehen  die  Aussichten  für  die  Erklärung  des  in 
Fig.  106  dargestellten  Restbetrages  von  unperiodischen  Polschwankungen. 
Säkulare  Massenveränderungen  von  einigermafsen  wahrscheinlichem  Be- 
trage  geben  meist  nur  sehr  kleine  Einwirkungen   auf  den  Trägheits- 
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und  den  ßotationspol*).  Audi  macht  die  allgemeine  Gestaltung  von 
Fig.  106^  soweit  wir  derselben  überhaupt  reale  Bedeutung  zusprechen 
können^  den  Eindruck,  als  ob  es  sich  bei  den  unperiodischen  Pol- 
schwankungen mehr  um  kürzere  Zeit  anhaltende  und  dann  im  um- 
gekehrten Sinne  wirkende  Störungen  handelt. 

Störungen  dieses  Charakters  würden  sich  in  unserer  obigen  Be- 
zeichnung als  direkte  Einflüsse  auf  den  Impuls  der  Drehbewegung 
ergeben,  wenn  eine  Massenverschiebung  auf  der  Erde  ziemlich  plötzlich 
eingeleitet  wird  und  alsdann  wieder  zur  Ruhe  kommt,  so  dafs  der 
Impuls  der  Massenverschiebung  erst  erzeugt  und  nachher  wieder  ver- 
nichtet wird  und  die  korrespondierende  Impulsänderung  der  Erddrehung 
zuerst  im  einen  und  alsdann  im  entgegengesetzten  Sinne  stattfindet. 
Da  wir  indessen  durchaus  keinen  Anhalt  zu  der  Annahme  haben,  dafs 
derartige  Massenverschiebungen  von  hinreichender  Stärke  auf  der  Erde 
möglich  sind,  so  halten  wir  es  für  nutzlos,  die  soeben  angedeutete 
Vorstellung  weiter  auszuführen.  — 

Hinsichtlich  der  allgemeinen  analytischen  Entwickelungen  dieses 
Paragraphen  sei  noch  hervorgehoben,  dafs  die  für  die  Behandlung  des 
Erdkörpers  von  variabler  Massenverteilung  grundlegenden  Gleichungen 
(3)  unmittelbar  aus  unserer  Auffassung  der  Eulerschen  Gleichungen 
entspringen,  auch  für  den  Fall,  wo  die  Koordinatenaxen  nicht  Haupt- 
axen  des  Erdkörpers  sind  oder  bleiben.  Unter  Festhalten  an  den  einmal 
gewählten  Koordinaten  gelangten  wir  dann  durch  blofse  Spezialisierung 
auf  den  besonderen  vorliegenden  Fall  zu  der  einfachsten  Gleichungs- 
form (17).  In  der  Litteratur  wird  das  Problem  am  eingehendsten  von 
G.  H.  Darwin**)  behandelt.  Darwin  legt  dabei  als  Koordinatenaxen 
nicht  wie  wir  im  Erdkörper  feste  Axen,  sondern  die  im  Erdkörper 
beweglichen  jeweiligen  Hauptaxen  zu  Grunde  und  kommt  auf  diese 
Weise  ebenfalls  zu  den  Endgleichungen  (17).  Die  der  Fig.  107  b  zu 
Grunde  liegenden  Rechnungen  sind  zuerst  von  R.  Radau***)  gegeben 
worden,  weshalb  die  Ellipse  jener  Figur  gelegentlich  als  Radau'sche 
Ellipse  bezeichnet  wird.  Unter  allgemeineren  Voraussetzungen  disku- 
tiert F.  R.  Helmertf)  den  Zusammenhang  zwischen  der  Ellipse  des 
Trägheitspoles  und  des  Rotationspoles. 

Unsere  Darstellung  der  Polschwankungen  würde  aber  unvollständig 
sein,  wenn  wir  nicht  neben  den  hinsichtlich  des  Rotationspoles  eentri- 

*)  Ygl.  Tisserand,Mecanique  Celeste II,  Chap.29,  art.208  undChap.SO,  art.218. 

**)  G.  H.  Darwin:    On  tlie  influence  of  Geological  Changes  on  the  Earth's 

E;otation.    London,  Phil.  Trans.  167  (1877),  mit  einem  Anhang  von  Lord  Kelvin. 

***)  R.  Radau,  Comptes Rendus  111  (1890)  und  Bulletin  Astronomique  7  (1890). 

t)  F.  R.  Helmert,  Astronom.  Nachr.  126  (1891),  Nr.  3014. 
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fugalen  Wirkungen  der  Massentransporte  noch  gewisse  centri/petale 
Tendenzen  erwälinen  würden,  die  durcli  Auftreten  von  Reibungsein- 
flüssen  veranlafst  werden  und  die  in  gewisser  Weise  die  Bewegung  des 
Rotationspoles  beruhigen  und  vereinfachen  können,  so  wie  jene  die- 
selbe stören  und  komplizieren. 

Wir  denken  in  erster  Linie  an  die  Reibung,  welche  Ebhe  imd 
Flut  mit  sich  bringt  und  zwar  zunächst  .die  gewöhnliche  durch  Mond- 
oder Sonnenanziehung  hervorgebrachte.  Schon  Immanuel  Kant  hat 
1754  das  Vorhandensein  einer  solchen  Reibung  betont  und  hat  daraus 
die  Notwendigkeit  einer  säkularen  Verlängerung  des  Sterntages  ab- 
geleitet. Wie  diese  Reibung  im  Einzelnen  zustande  kommt,  brauchen 
wir  hier  nicht  zu  erörtern*);  für  unsere  Zwecke  genügt  die  folgende, 
etwas  groteske  Vorstellung :  Auf  der  mit  Wasser  bedeckten  Erdoberfläche 
sind  an  den  diametralen  Enden  eines  Durchmessers  die  beiden  Plutberge 
angehäuft ;  die  Erde  rotiert  unter  ihnen  fort,  während  die  Flutberge  selbst 
stillstehen  bez.  nach  Mafsgabe  der  Mondbewegung  ihre  Stelle  verhältnis- 
mäfsig  langsam  verändern.  Sie  übertragen  durch  die  Viscosität  des  an 
der  Erde  haftenden  Wassers  öin  Drehmoment  auf  diese,  welches  der 
Erddrehung  entgegenwirkt.  Wenn  der  Mond  genau  im  augenblicklichen 
Äquator  der  Erde  fest  stünde  und  die  Symmetrie  der  Flutbewegung  durch 
die  Kontinente  nicht  gestört  wäre,  würde  die  Axe  des  Drehmomentes 
mit  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  übereinstimmen  und  seine  Gröfse 
der  Gröfse  dieser  proportional  sein.  Die  hierdurch  gekennzeichnete 
denkbar  einfachste  Bestimmung  des  Drehmomentes  der  Flutreibung 
wollen  wir  dann  als  annähernd  und  im  Mittel  allgemeingültig  ansehen. 
Wir  können  etwa  die  beiden  Flutberge  mit  den  beiden  Backen  einer 
Eisenbahnbremse  vergleichen,  die  sich  an  das  rotierende  Rad  anlegen 
und  dessen  Umdrehung  verlangsamen. 

Die  weitere  Verfolgung  des  Einflusses  der  Flutreibung  ist  hier- 
durch auf  ein  Kreiselproblem  zurückgeführt,  welches  bereits  in  Kap.  VII, 
§  7  als  Problem  des  Luftwiderstandes  behandelt  wurde:  Ein  sonst 
kräftefreier  Kreisel  steht  unter  dem  Einflufs  einer  Drehkraft,  deren 
Axe  die  augenblickliche  Drehungsaxe  ist  und  deren  Gröfse  der  augen- 
blicklichen Rotation  negativ  proportional  ist.  Wir  sahen,  dafs  bei 
einem  solchen  Kreisel  die  Rotation  allmählich  erlischt  und  dafs  gleich- 
zeitig die  Rotationaxe  asymptotisch  und  spiralig  mit  der  Axe  des 
gröfsten  Hauptträgheitsmomentes  sich  zu  vereinigen  strebt  (vgl.  pag.  588 
und   die  Figur   von   pag,  589).      Bei    der  Erde  ist   die  Axe    gröfsten 

*)  Vgl.  hierzu  Kap.  16  und  17  des  Werkes  von  G.  H.  Darwin,  auch  wegen 
weiterer  Litteratur.  Insbesondere  sei  noch  auf  die  dort  erörterten  überraschenden 
kosmogonischen  Wirkungen  der  Grezeitenreibung  hingewiesen. 
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Trägheitsmomentes  die  polare  Hauptträgheitsaxe.  Es  könnte  also 
scheinen,  dais  wir  in  dieser  Flutreibung  eine  die  Polschwankungen 
ausgleichende  und  dämpfende  Wirkung  haben  und  dafs  wir  es  dieser 
Wirkung  yerdanken,  wenn  trotz  temporärer  Störungen  der  Rotationspol 
im  Mittel  dem  Trägheitspol  erfahrungsgemäfs  so  nahe  bleibt. 

Indessen  lehrt  eine  Zahlenrechnung,  dafs  diese  Wirkung  gänzlich 
zu  vernachlässigen  ist.  Wir^  knüpfen  dabei  an  GL  (1)  und  (6)  von 
pag.  587  und  588  an.  In  61.  (6)  bedeutete  ß  den  Winkel,  den  die 
augenblickliche  Rotationsaxe  mit  der  Axe  gröfsten  Hauptträgheits- 
momentes zur  Zeit  t  einschliefst,  j3q  denselben  Winkel  zur  Zeit  i^  =  0. 
Indem  wir  uns  auf  kleine  Winkel  ß,  ß^  beschränken,  können  wir 
Gl.  (6)  schreiben: 

wo  6  (rund  gleich  1/300)  wie  früher  die  EUiptizität  der  Erde  be- 
deutet.    Nach  der  angezogenen  Gl.  (1)  ist  andrerseits: 

—  =  e    ^4 
Beide  Gleichungen  zusammengefafst  ergeben 

Während  also  die  Flutreibung  eine  ursprünglich  vorhandene  Ablenkung 
/3q  der  Rotationsaxe  auf  die  Hälfte  ihres  Betrages  reduziert  (/^  =  y  ß^  ? 
reduziert  sie  gleichzeitig  die  ursprünglich  vorhandene  Erdrotation  r^ 
auf  den  Bruchteil 

/J^y/«  ^  9-  300  „  Jl      1  0-  90 
\^)  "  2 

ihrerselbst.  Mit  anderen  Worten:  Die  Erdrotation  müfste  vermöge  der 
Fliitreihung  hereits  so  gut  ivie  vollständig  mr  Ruhe  gekommen  sein,  ehe 
die  Hälfte  einer-  ursprünglich  vorhandenen  Äblenhung  der  Rotationsaxe 
alisgeglichen  ist  In  solcher  Weise  aufgefafst  kommt  also  die  Flut- 
reibung für  die  Frage  der  Polschwankungen  überhaupt  nicht  in  Betracht 
(ebensowenig  wie  der  Massentransport  der  gewöhnlichen  Mond-  oder 
Sonnenflut,  vgl.  pag.  714)  und  kann  auch  nicht  (vgl.  pag.  593)  zur 
Erklärung  säkularer  Änderungen  der  Rotationsaxe,  wie  sie  in  der 
Geologie  häufig  postuliert  worden  sind,  herangezogen  werden. 

Indessen  giebt  es  noch  eine  andere  Art  Fluten  und  eine  andere 
Art  Flutreibung,  welche  in  wirksamerer  Weise  den  Rotationspol  nach 
dem  Trägheitspol  zurücklenken  dürften,  nämlich  diejenigen  Fluten,  die 
durch  die  Polschwankungen  selbst  hervorgerufen  werden  (vgl.  pag.  684, 
wo  wir  insbesondere  den  vierzehnmonatlichen  Bestandteil  dieser  Fluten 


§  8.  Die  Polschwankiingen  V.  jährl.  Periode.  Massentransporte  u.  Flutreibung.     727 

erwähnten).  Auch  diese  Fluten  werden  mit  Reibung  verbunden  sein 
und  zwar  kann  man  sich  vorstellen,  dafs  die  Reibung  hier  der  Änderung 
der  Botationsaxe  entgegenwirkt  und  dafs  ihre  Axe  auf  der  Rotationsaxe 
senhrecM  steht^  während  die  Reibung  bei  der  gewöhnlichen  Mond-  und 
Sonnenflut  von  der  jeweiligen  Gröfse  der  Eotation  selbst  abhängt  und 
ihrer  Axe  nach  mit  der  jeweiligen  Rotationsaxe  msammenfälU. 

Wollen  wir  uns  von  dem  Zustandekommen  dieser  Fluten  eine 
möglichst  einfache,  wenn  auch  wieder  etwas  rohe  Vorstellung  bilden, 
so  können  wir  folgendermafsen  sagen:  Die  Lage  der  Rotationsaxe  im 
Erdkörper  zu  einer  gewissen  Zeit  sei  durch  die  Gröfsen  p,  q,  r  ge- 
geben; dieser  Lage  entspricht,  wenn  von  der  Einwirkung  der  Konti- 
nente abgesehen  wird,  eine  Anordnung  der  Wasserbedeckung,  bei 
welcher  letztere  einen  Flutgürtel  um  den  zur  Rotationsaxe  senkrechten, 
augenblicklichen  Äquator  bildet.  In  einem  folgenden  Zeitpunkte  sei 
die  Lage  der  Rotationsaxe  gegeben  durch  p  -\-  pdt,  q  +  qdt,  r  +  rdt] 
der  Flutgürtel  legt  sich  jetzt  um  den  nunmehrigen  Äquator  herum 
und  ist  gegen  seine  vorherige  Lage  gedreht.  Wir  führen  ihn  aus 
seiner  ersten  in  seine  zweite  Lage  über,  indem  wir  ihn  um  die  gemein- 
same Senkrechte  zur  ersten  und  zweiten  Lage  der  Rotationsaxe  drehen 
und  zwar  durch  einen  Winkel,  welcher  dem  Ablenkungswinkel  der  Rota- 
tionsaxe gleich  ist.  Die  Plutreibung  wirkt  dieser  Drehung  entgegen; 
wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dafs  das  Moment  der  Flut- 
reibung um  dieselbe  Axe  wirkt,  wie  diese  Drehung  erfolgt,  und  der 
Gröfse  der  Drehungsgeschwindigkeit  proportional  ist.  Die  Axe  der 
Flutreibung  berechnet  sich  dann  durch  die  Unterdeterminanten  des 
folgenden  Schemas: 

p    q    r 

f  r  f 

p    q     r 

Die  Komponenten  der  Flutreibung  werden  daher  den  folgenden  Aus- 
drücken proportional 

qr  —  rq\    rp  —  pr,    pq  —  qp\ 

Berücksichtigen  wir,  dafs  die  Gröfsen  p,  q,  p,  q,  r  klein  sind  und  dafs 
r  näherungsweise  gleich  co  ist,  so  können  wir  unter  Vernachlässigung 
kleiner  Gröfsen  zweiter  Ordnung  dafür  schreiben: 

~  coq  ,     cop  ,     0. 

Mit   Benutzung    eines    positiven  Proportionalitätsfaktors  X    setzen   wir 

dementsprechend    die    Komponenten    der    Flutreibung    den    folgenden 

Gröfsen  gleich 

-A^g',     +kAp[y    0. 
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In  der  That  erkennt  man  leicht,  dafs  durcli  diesen  Ansatz  den  oben 
über  Gröfse,  Axe  und  Sinn  des  Plutreibungsmomentes  gemachten  Ver- 
abredungen entsprochen  wird,  falls  die  Drehgeschwindigkeit  der  Erde 
CO  als  positiv  gerechnet  wird,  die  Koordinatenaxen  also  die  auf  pag.  720 
angegebene  Lage  haben.  Das  Trägheitsmoment  Ä  wurde  den  vor- 
stehenden Ausdrücken  als  Faktor  hinzugefügt,  damit  die  Gröfse  X  der 
Dimension  nach  eine  reine  Zahl  vorstellt,  was  für  das  Folgende  be- 
quem ist. 

Um  den  Einflufs  dieser  Flutreibung  auf  die  Polschwankungen  zu 
bestimmen,  gehen  wir  auf  die  Eulerschen  Gleichungen  zurück,  denen 
wir  rechterhand  die  soeben  bestimmten  Komponenten  der  Flutreibung 
hinzufügen.  Die  Gleichung  für  die  Komponente  r  wird  dadurch  in 
erster  Näherung  nicht  abgeändert.  Diese  Komponente  können  wir  daher 
auch  mit  Rücksicht  auf  die  Flutreibung  als  konstant  ansehen  und 
gleich  C3  setzen;  mit  anderen  Worten:  die  Länge  des  Sterntages  wird 
durch  die  jetzt  in  Rede  stehenden  Fluten  innerhalb  der  von  uns  fest- 
gehaltenen Genauigkeitsgrenze  nicht  verlängert.  Die  Eulerschen  Glei- 
chungen für  die  Komponenten  p  und  q  des  Drehungsvektors  lauten, 
wenn  wir  von  der  Störung  der  Bewegung  durch  Massentransporte  ab- 
sehen und  nur  die  freien  Schwingungen  der  Erdaxe  betrachten: 

Äp  =(Ä-C)(Dq-XÄq, 
Äq  ={C~Ä)coq+XÄp\ 

Wir  fassen  sie  zum  Zweck  der  Integration  in  der  öfters  beschriebenen 
Weise  in  die  eine  komplexe  Gleichung  zusammen: 

Ä(p  +  iq')  =  (G  —  Ä)i(o{p  +  iq)  +  iXÄ  (p  +  iq) , 
wofür  wir  mit  Einführung  der  EUiptizität  £  auch  schreiben  können: 

(1  —iV)  (p  +iq)  =  sico(p-{-iq). 
Die  Zahl  A  wird  jedenfalls  klein  gegen  1    sein,  da  im  anderen  Falle 
periodische  Polschwankungen  überhaupt  nicht  zustande  kommen  könnten. 
Daher   können    wir    ohne    merklichen   Fehler    die    Gleichung    auch    so 
umformen: 

P  -r'^9.  ^      •       / 

und  folgendermafsen  integrieren: 

a  ist  die  Integrationskonstante,  welche  von  der  Anfangslage  der  Erdaxe, 
d.  h.  den  der  Betrachtung  vorausgegangenen  Störungen  abhängt. 

Von  hier  aus  ergeben   sich  folgende  Schlüsse:    Die  Reibung  läfst 
die  Periode  der  Polschwankungen  ungeändert  (ungeändert  bis  auf  Gröfsen 
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zweiter  Ordnung);  ihre  Frequenz  wird  auch  jetzt  durch  das  Produkt  eco 
bestimmt;  dagegen  erscheinen  die  Schwingungen  jetzt  vermöge  der  Rei- 
bung gedämpft  Der  Dämpfungsfaktor  beträgt  für  die  Dauer  einer  freien 
Schwingung  nach  der  vorstehenden  Formel  g-^^^.  Vermöge  dieser 
Dämpfung  wird  ersichtlich  der  ßotationspol  dem  Trägheitspole  ge- 
nähert; auch  ist  es  klar^  dafs  hierdurch  der  früher  hervorgehobene 
Resonanzeffekt  gemildert  wird^  sodafs  beim  Zusammenfallen  der  freien 
und  erzwungenen  Schwingungen  die  Amplitude  des  Rotationspoles  nicht 
mehr  unendlich  wird,  sondern  eine  durch  den  Wert  des  Dämpfungs- 
faktors bestimmte  endliche  Grröfse  annimmt. 

Über  die  zahlenmäfsige  Gröfse  dieser  Dämpfung^  insbesondere  der 
Dämpfungskonstanten  A,  sind  wir  leider  zunächst  völlig  im  Unklaren. 
Da  wir  schon  über  die  Gröfse  der  fraglichen  Fluten  (vgl.  pag.  706) 
theoretisch  nichts  auszusagen  vermochten,  wird  es  noch  weniger  möglich 
sein,  die  Gröfse  ihrer  Reibungs Wirkung  zahlenmäfsig  abzuschätzen. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dafs  sehr  wahrscheinlich  auch  die 
im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Deformationen  des  Erdkörpers 
mit  Energieverlusten  verbunden  sind  und  daher  ebenfalls  einen  Beitrag 
zur  Dämpfung  der  freien  Schwingungen  liefern  werden.  Wenigstens 
ist  uns  kein  elastischer  Körper  bekannt,  in  welchem  einmal  erregte 
Deformationsschwingungen  nicht  alsbald  abstürben;  wir  schieben  diesen 
Umstand  auf  das  Auftreten  innerer  Reibungsvorgänge  oder  elastischer 
Nachwirkungen.  Es  wäre  nun  höchst  unphysikalisch,  anzunehmen, 
dafs  dies  bei  dem  Erdkörper  anders  sein  sollte.  Infolgedessen  scheint 
es  angemessen,  neben  der  Flu  treibung  auch  die  innere  Reibung  des 
Erdkörpers  bei  seinen  früher  beschriebenen  Formänderungen  als  eine 
mögliche  Dämpfungsursache  der  Polschwankungen  ins  Auge  zu  fassen. 

Bisher  hat  man  bei  der  rechnerischen  Behandlung  der  Polschwan- 
kungen die  dämpfende  Wirkung  der  verschiedenen  möglichen  Energie- 
verluste, die  ja  in  analogen  Fällen  bei  sonstigen  mechanischen  Problemen 
mit  Recht  berücksichtigt  wird*^'),  wohl  stets  vernachlässigt,  indem  man 
die  Polbahn  durch  eine  nach  reinen,  ungedämpften  trigonometrischen 
Funktionen  der  Zeit  fortschreitende  Fourier'sche  Reihe  darstellte  (vgl. 
die  Citate  auf  Chandler  pag.  673  und  van  de  Sande  Balchuy^en  pag.  682). 
Auch  unsere  graphische  Reduktion  der  Polbahnen  in  §  6  dieses  Kapitels 
fufste  auf  dieser  Annahme  und  würde  zu  modifizieren  sein,  wenn  wir 
die  Dämpfung  berücksichtigen  bez.  wenn  wir  aus  der  thatsächlich  be- 
obachteten Polbahn  aufser  den  verschiedenen  in  der  Polbahn  versteckten 


*)  Vgl.  z.  B.  Routh,  Dynamik  starrer  Körper,  Bd.  II  (deutsche  Ausgabe  Leipzig 
1898)  Kap.  VII  §  331—333. 
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Perioden  auch  die  Gröfse  ihrer  Dämpfungen  ermitteln  wollen.  Da  eine 
theoretische  Vorausberechnmig  der  Dämpfungskonstante  A  ziemlich  aus- 
sichtslos erscheint;  so  sollte  man  vielleicht  versuchen^  in  der  soeben 
angedeuteten  Weise  aus  den  Polschwankungen  selbst  darüber  Aufschlufs 
zu  erhalten. 

Natürlich  ist  die  oben  zu  Grunde  gelegte  Vorstellung  über 
die  Wirkung  der  Polschwankungsfluten  eine  recht  idealisierte;  wegen 
des  Einflusses  der  Kontinente  auf  die  Flutbewegung  werden  die 
Verhältnisse  in  Wirklichkeit  viel  komplizierter  liegen.  Es  wird  da- 
her erwünscht  sein^  ohne  spezielle  Annahmen  zuzulassen ,  durch  eine 
ganz  allgemeine  Betrachtung^  die  auch  den  Fall  der  Deformations- 
reibung im  Innern  des  Erdkörpers  umfafst,  die  Wirkung  irgend  welcher 
energieverzehrender  Umstände  wenigstens  ihrem  Sinne  nach  zu  be- 
stimmen. 

Bei  den  Polschwankungen  und  den  durch  sie  erzeugten  Fluten 
und  Deformationen  sowie  der  zugehörigen  Flutreibung  und  Deformations- 
reibung kommen  nur  innere  Kräfte  ins  Spiel  ^  die  den  Gesamtimpuls 
des  Massensystems ;  das  wir  Erde  nennen^  ungeändert  lassen  (im  Gegen- 
satz zu  der  vorher  betrachteten  Flutreibung,  die  durch  die  äufseren 
Kräfte  von  Sonnen-  und  Mondanziehung  hervorgebracht  wird).  Für 
die  Komponenten  des  Gesamtimpulses  gilt  daher  die  Gleichung 

L^  +  M^  +  N^  =  const., 

die  wir  als   Gleichung  einer  Kugel  deuten  können.     Andrerseits  wird 

die  lebendige  Kraft  des  Systems  durch  die  Reibung  vermindert,  indem 

ein  Teil  derselben  in  Wärme  umgesetzt  wird.    Wenn  wir  uns  gestatten, 

den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  eines  starren 
Är  ... 

Kreisels  auf  unser  in   sich  bewegliches  System 

^JX  zu  übertragen,  so  können  wir  schreiben 

m  — A —  +  -0"==^^^ 

~~-44h — 1/  und  können  diese  Gleichung  in  den  Koordinaten 

\\\/  i        ////  i;  M^  N    für   jeden  Wert  von  T  als    ein  Ro- 

^AX\    1      ///^  tationsellipsoid   deuten.     Und    zwar   handelt    es 

j/"  ^^^^  sich    um     ein     verlängertes     Rotationsellipsoid 

'  (weecen   G'>  Ä),  welches,  indem   es   sich  selbst 

Fig.  109.  \        &  ^      ,  , 

ähnlich  bleibt,  sich  allmählich  zusammenzieht 
(wegen  der  allmählichen  Abnahme  von  T).  Auf  der  Schnittkurve  beider 
Flächen  (Kugel  und  EUipsoid)  mufs  der  Endpunkt  des  Impulsvektors 
X,  Mj  N  liegen;  diese  Schnittkurve  zieht  sich  aber  bei  der  allmählichen 
Verkleinerung  unseres  Ellipsoides  auf  einen  Punkt  der  iV-Axe  zusammen 
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(vgl.  Fig.  109);  der  Impulsvektor  und  zugleich  mit  ihm  die  Rotations- 
axe  geht  dabei  in  die  polare  Hauptträgheitsaxe ,  der  Bewegungszustand 
also  in  die  einfache  gleichförmige  Umdrehung  um  diese  Axe  über. 

Insoweit  als  diese  Überlegung  auf  den  Fall  der  Flutreibung  oder 
auf  andere  dissipative  Einflüsse  anwendbar  ist^  dürfen  wir  behaupten^ 
dafs  solche  Einflüsse  irgendwie  erzeugte  Störungen  des  einfachsten 
Bewegungszustandes  der  Erde  ausgleichen  und  die  Lage  des  Rotations- 
poles  auf  der  Erdoberfläche  stabilieren  werden. 


§  9.    Der  Nachweis  der  Erdrotation  durch  die  Kreiselwirkung. 
Foucaults  Gyroskop  und  Gilberts  Barogyroskop. 

Nachdem  Leon  Foucault  im  Jahre  1851  seinen  glänzenden 
Pendelversuch  zum  Nachweis  der  Erdrotation  durchgeführt  hatte,  unter- 
nahm er  es  im  folgenden  Jahre,  demselben  Zweck  die  Kreiselwirkungen 
dienlich  zu  machen.  Er  benutzte  einen  Kreisel  im  Cardanischen  Ge- 
hänge (vgl.  z.  B.  die  schematische  Figur  2  von  pag.  2),  dessen  einzelne 
Teile:  Schwungring,  innerer  und  äufserer  Ring,  mit  gröfster  Sorgfalt 
so  justiert  waren,  dafs  der  Schnittpunkt  ihrer  Drehaxen  zugleich 
Schwerpunkt  jedes  dieser  Teile  war.  Foucaults  Versuchsanordnung 
war  eine  doppelte:  das  eine  Mal*)  liels  er  dem  Kreisel  seine  drei 
Freiheitsgrade  y  indem  er  den  äufseren  Ring  um  eine  vertikale  Axe  in 
Spitzen  drehbar  machte.  Diese  Spitzen  dienten  dabei  nicht  sowohl  zum 
Tragen  des  Kreisels,  als  zur  Verhinderung  seitlicher  Bewegungen;  ge- 
tragen wurde  das  Gewicht  des  Kreisels  vielmehr  durch  einen  torsions- 
losen Faden,  an  dem  der  äufsere  Ring  aufgehängt  war.  Der  innere 
Ring  ruhte  mittels  Schneiden  auf  gewissen  Auflagerflächen  des  äufseren 
Ringes.  Das  andere  Mal**)  stellte  er  den  inneren  Ring  gegen  den 
äufseren  fest,  operierte  also  mit  einem  Kreisel  von  nur  mehr  swei  Frei- 
heitsgraden, welcher  vermöge  seiner  Verbindung  mit  der  Erde  in  ge- 
wisser Weise  geführt  wird. 

Im  Falle  des  Kreisels  von  drei  Freiheitsgraden  bleibt  nach  Foucault 
bei  starker  Rotation  des  Schwungringes  die  ursprüngliche  Eichtung 
seiner  Axe  im  absoluten  Baume  fest,  oder,  anders  ausgedrückt,  weist 
diese  Axe  beständig  nach  demselben  PunMe  des  Fixsternhimmels.  Von 
der  Erde  aus  gesehen  bewegt  sich  also  jeder  ihrer  Punkte  parallel  der 


*)  Sur  une  nouvelle  demonstration  experimentale  du  mouvement  de  la  Terrö, 
Comptes  Rendues  Bd.  35,  Paris  1852,  pag.  421. 

**)  Sur  les  phenomenes  d'orientation  des  corps  tournants  entraines  par  une 
axe  fixe  a  la  surface  de  la  Terre  —  Nouveaux  signes  sensibles  du  mouvement  diurne. 
1.  c.  pag.  524. 
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Richtung  des  Äquators.  Geometrische  Betrachtungen  der  einfachsten 
Art  zeigen  yon  hier  aus  die  Richtigkeit  der  folgenden  Angaben: 

Weist  die  Axe  zu  Beginn  des  Versuches  nach  dem  Zenith^  so  bildet 
sie  nach  der  Beobachtungszeit  Ht  den  Winkel  co  cos  (p  At  {0  =  Winkel- 
geschwindigkeit der  Erdumdrehung,  (p  =  geographische  Breite)  mit  der 
Lotlinie,  weil  in  der  gleichen  Zeit  das  ursprüngliche  Zenith  diesen 
Bogen  um  den  Pol  des  Himmels  beschreibt.  Liegt  andrerseits  die  Axe 
des  Schwungringes  ursprünglich  horizontal  und  in  der  Richtung  des 
Meridians,  so  bleibt  sie  für  eine  hinreichend  kurze  Beobachtungszeit 
horizontal  und  bildet  nach  der  Zeit  Ai^  den  Winkel  casin^A^  mit 
dem  Meridian,  weil  ein  Stern  am  Horizont  unter  dem  Meridian  den 
Polabstand  (p  (oder  7t  — cp)  besitzt  und  während  der  Zeit  A^  einen 
Bogen  03  sin  q)At  von  horizontaler  Richtung  beschreibt.  Derselbe  Aus- 
druck m  siiKp  Aty  der  übrigens  auch  bei  dem  Foucaultschen  Pendel- 
versuch auftritt,  gilt  auch  für  die  Horizontalkomponente  der  Winkel- 
änderung bei  beliebiger  horizontaler  Anfangslage  der  Schwungringaxe. 
Fragen  wir  uns  nämlich  nach  der  scheinbaren  Bewegung  eines  Sternes 
im  Horizont  bei  beliebigem  Azimuth,  so  besteht  dieselbe  aus  einer 
Drehung  ca  um  die  Polaraxe,  die  wir  uns  in  eine  Drehung  co  sin  (p  um 
die  Lotlinie  und  eine  Drehung  cd  cos  q)  um  den  Meridian  zerlegen 
können.  Die  erstere  Komponente  liefert  die  Horizontalbewegung  des 
Sternes,  welche  während  der  Beobachtungszeit  A^  also  (osimpAt  be- 
tragen wird;  die  letztere  Komponente  giebt  die  Höhenänderung  des 
Sternes.  Die  erstere  Komponente  und  also  auch  die  Horizontalkompo- 
nente der  Bewegung  der  Kreiselaxe  ist  hiernach  von  dem  Azimuth  der 
Anfangsstellung  unabhängig. 

An  letzteren  Umstand  knüpft  die  Versuchsanordnung  von  Foucault 
an.  Man  beachte,  dafs  bei  horizontaler  Anfangslage  die  Bewegung 
der  Kreiselaxe  durch  das  Cardanische  Gehänge  von  selbst  in  ihre 
zwei  Komponenten  zerlegt  wird,  dafs  nämlich  die  Bewegung  des 
äufseren  Ringes  die  horizontale  Komponente  der  Bewegung  der  Kreisel- 
axe wiedergiebt,  während  sich  die  Bewegung  des  inneren  Ringes  allein 
durch  die  Höhenänderung  der  Kreiselaxe  bestimmt.  Foucault  beobachtet 
daher  unter  dem  Mikroskop  den  äufseren  Ring,  dessen  Verdrehung 
gleich  CO  sin  g?  A  ^  sein  soll.  Als  gröfstmöglichen  Wert  der  Beobachtungs- 
dauer giebt  Foucault  8  bis  10  Minuten  an.  Berechnen  wir  also  mit 
A  ^  =  8  Min.  und  q)  =  49®  (ungefähre  Breite  von  Paris)  die  zu  er- 
wartende Ablenkung,  so  er  giebt  sich  in  Gradmafs: 
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Diese  ziemlicli  beträcMliclie  Verdreliung  müfste  sich  zumal  unter  dem 
Mikroskop  mit  grofser  Sicherheit  feststellen  lassen. 

Hiermit  contrastiert  einigermafsen  der  Umstand^  dafs  Foucault  nur 
von  dem  Sinn  der  Verdrehung  spricht^  der  sich  bei  seinen  Versuchen 
richtige  also  dem  Sinne  der  Erdrotation  entgegengesetzt  ergab;  dafs  er 
dagegen  Zahlenwerte  aus  seinen  Beobachtungen  nicht  mitteilt.  Wir 
wissen  nicht,  wie  weit  diese  mit  den  theoretischen  Werten  gestimmt 
haben.  Solange  aber  die  quantitative  Übereinstimmung  nicht  nach- 
gewiesen ist  oder  solange  die  Fehlerquellen,  welche  die  Nichtüber- 
einstimmung bewirken,  unbekannt  sind,  können  die  Versuche  kaum  als 
unwiderleglicher  Beweis  der  Erdrotation  angesprochen  werden;  es  könnte 
ja  sein,  dafs  im  vorliegenden  Falle  die  Fehlerquellen  die  Ablenkung  des 
Ringes  stärker  beeinflussen  wie  die  Erdrotation  selbst  und  dafs  der 
richtige  Sinn  des  Resultates  nur  scheinbar  durch  zufällige  Gruppierung 
der  verschiedenen  Fehler  hergestellt  wird. 

Als  Fehlerquellen  kommen  hier  namentlich  eine  nicht  genaue  Cen- 
trierung  des  Apparates  und  die  Reibung  in  den  verschiedenen  Lagern 
in  Betracht.  Wohl  ist  der  Foucaultsche  und  Gaufsische  Penäelversuch 
von  Kamerlingh-Onnes*)  in  musterhafter  Weise  nach  der  quantita- 
tiven Seite  hin  auf  alle  Fehlerquellen  durchgeprüft  worden;  für  den 
Foucaultschen  Kreiselversuch  dagegen  scheint  eine  solche  Prüfung  nie 
unternommen  zu  sein. 

Die  grofse  historische  Bedeutung  des  Foucaultschen  Kreiselversuches 
scheint  uns  daher  weniger  in  dem  Nachweis  der  Erdrotation  selbst  als 
darin  zu  liegen,  dafs  durch  diesen  Versuch  die  allgemeine  Aufmerk- 
samkeit auf  die  Kreiselwirkungen  gelenkt  wurde  und  dafs  die  Kenntnis 
der  Kreiselwirkungen  durch  die  geniale,  von  der  Formel  losgelöste  Un- 
mittelbarkeit der  Foucaultschen  Auffassung  wesentlich  gefördert  wurde. 

Bevor  wir  die  Theorie  dieses  Versuches  kritisch  beleuchten,  wollen 
wir  zunächst  Näheres  über  die  zweite  Versuchsanordnung  von  Foucault, 
über  den  Kreisel  von  ^wei  Freiheitsgraden ^  berichten.  Die  Axe  des 
Schwungringes  bleibt  jetzt  nicht  mehr  im  Räume  fest;  vielmehr  streit 
dieselbe  nach  Foucault  sich  der  Axe  der  Erddrehung  soweit  parallel  zu 
stellen,  als  es  die  besonderen  Umstände  des  Versuches  erlauben.  Foucault 
spricht  daher  von  der  Tendenz  der  Drehaxen  zum  Parallelismus  **),  indem 
er  unter  Parallelismus  der  Axen  nicht  nur  das  Zusammenfallen  der 
Axenrichtungen,    sondern    gleichzeitig    das    Übereinstimmen    des   Dreh- 


*)  Dissertation  Grroningen  1879.  Meuve  bewijzen  voor  de  aswenteling  der  aarde. 
**)  Sur  la  tendance    des  rotations   au  parallelisme.     Comptes  Rendues  1.  c. 
pag.  602. 


734  VIII.    Abschnitt  B.    G-eophysikalische  Anwendungen. 

Sinnes  um  die  Axen  versteht  —  man  könnte  genauer  sagen:  Tendenz 
mm  gleichsinnigen  oder  homologen  Parallelismus, 

Etwa  gleichzeitig  mit  Foucault  hat  G.  Sire*)  dasselbe  Gesetz 
zum  Gegenstand  einer  Mitteilung  an  die  Pariser  Akademie  gemacht  und 
auf  den  Nachweis  der  Erdrotation  angewandt,  ohne  selbst  Versuche 
auszuführen.  Die  theoretischen  Überlegungen  von  Sire,  durch  welche 
dieses  Gesetz  gestützt  wird,  sind  indessen  nicht  einwandfrei,  da  sie 
an  einer  gewissen  Vieldeutigkeit  des  Wortes  Axe  leiden  (Figuren- 
axe,  Rotationsaxe,  Impulsaxe).  Etwas  Ähnliches  läfst  sich  wohl  auch 
gegen  die  glänzend  geschriebenen  Ausführungen  Foucault s  sagen; 
allerdings  beabsichtigen  dieselben  bei  ihrer  Kürze  mehr  beschreibender 
als  beweisender  Natur  zu  sein.  (Vgl.  hierzu  unsere  Kritik  der  popu- 
lären Kreisellitteratur  in  Kap.  V,  §  3  unter  2). 

Foucault  untersucht  auf  Grund  des  genannten  Gesetzes  das  Ver- 
halten der  Schwungringaxe  in  den  beiden  besonderen  Fällen,  wo  die 
Schwungringaxe  entweder  nur  in  der  Horizontalebene,  oder  nur  in 
der  Vertikalebene  durch  den  Meridian  des  Beobachtungsortes  frei  be- 
weglich ist.  Man  erreicht  dieses,  indem  man  beidemal  den  inneren 
Ring  unter  einem  rechten  Winkel  gegen  den  äufseren  festklemmt  und 
die  Drehaxe  des  äufseren  Ringes  im  ersten  Falle  in  die  Lotlinie,  im 
zweiten  Falle  senkrecht  gegen  die  Meridianebene  des  'Beobachtungs- 
ortes stellt. 

Im  ersten  Falle,  wo  die  Axe  des  Schwungringes  die  Horizontal- 
ebene nicht  verlassen  kann,  ist  ein  wirklicher  Parallelismus  zwischen 
ihr  und  der  Erdaxe  nicht  möglich:  die  Axe  des  Schwungringes  strebt 
alsdann  derjenigen  Richtung  zu,  welche  den  kleinsten  Winkel  mit  der 
Erdaxe  bildet,  d.  i.  der  Richtung  des  Meridianes.  Und  zwar  wird  die- 
jenige Seite  der  Axe,  von  der  aus  gesehen  der  Schwungring  entgegen 
dem  Uhrzeigersinne  rotiert,  nach  Norden  weisen,  weil  die  Erde  um 
den  Nordpol  in  dem  gleichen  Sinne  rotiert.  Unsere  horizontal  betvegliche 
Schwungringaxe  verhält  sich  also  ähnlich  wie  die  Magnetnadel  im  DeUi- 
nationsTzompafs  (natürlich  mit  dem  Unterschiede,  dafs  im  Foucaultschen 
Versuch  der  astronomische  Meridian  an  die  Stelle  des  magnetischen 
tritt).  Im  Anschlufs  an  diese  Analogie  können  wir  diejenige  Seite  der 
Axe,  von  der  aus  gesehen  die  Schwungringumdrehung  umgekehrt  wie 
die  Uhrzeigerbewegung  erfolgt,  als  Nordpol  des  Schwungringes,  die 
umgekehrte  Seite  als  Südpol  bezeichnen. 

Im  anderen  Falle,  wo  die  Axe  des  Schwungringes  in  der  Meridian- 


*)  Eine  spätere  Veröffentlichung  von  Sire  findet  sich  in  der  Bibliotheque 
universelle  de  Geneve,  Arch.  d.  scienc.  phys.  et  natur.  Bd.  1  (1858)  pag.  105. 
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ebene  beweglich  ist,  wird  der  genaue  Parallelismns  dieser  Axe  mit 
der  Erdaxe  nicht  nur  angestrebt,  sondern  auch  (bei  hinreichend  lang 
anhaltender  Schwungringumdrehung)  erreicht.  Die  Axe  des  Schwung- 
ringes bewegt  sich,  wenn  sie  etwa  anfangs  horizontal  stand,  in  solcher 
Weise,  dafs  auf  der  nördlichen  Halbkugel  ihr  „NordpoF  aus  der 
Horizontalebene  nach  oben  hin  heraustritt  und  dafs  sich  die  Ver- 
bindungslinie Süd -Nordpol  des  Schwungringes  mit  der  Verbindungs- 
linie Süd -Nordpol  der  Erde  gleichsinnig  parallel  richtet.  Unsere  in 
der  Meridianebene  bewegliche  Schwungringaxe  Imnn  also  mit  der  Magnet- 
nadel in  einem  InUinationshompafs  verglichen  ^Verden  (natürlich  abermals 
mir,  dem  Unterschiede,  dafs  an  die  Stelle  der  auf  der  Erdoberfläche 
bekanntlich  recht  unregelmäfsig  verlaufenden  Linien  gleicher  Inklination 
hier  die  genauen  geographischen  Breitengrade  treten  würden).  Dabei 
besteht  aber  der  wesentliche  Unterschied,  dafs  sich  der  „NordpoV  des 
Schwungringes  auf  der  nördlichen  Halbkugel  hebt,  während  sich  der  der 
InUinationsnadel  senkt 

Theoretisch  liegt  also,  wie  Poucault  betont,  die  Möglichkeit  vor, 
ohne  astronomische  oder  magnetische  Beobachtungen  sowohl  die  Lage 
des  Meridians  wie  nach  Bestimmung  desselben  die  Lage  der  Weltaxe 
für  einen  beliebigen  Ort  aus  blofsen  Kreiselbeobachtungen  abzuleiten. 
Man  könnte  .daran  denken,  in  der  Tiefe  eines  Bergwerks  von  dieser 
Möglichkeit  Nutzen  zu  ziehen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dafs  die  Einstellung  der  Kreiselaxe  in 
den  Meridian  bez.  in  die  Richtung  der  Weltaxe  nicht  aperiodisch, 
sondern  oscillatorisch  vor  sich  gehen  mufs.  Die  Drehkraft,  welche 
z.  B.  die  horizontal  bewegliche  Kreiselaxe  dem  Meridian  zuführt,  er- 
zeugt eine  gewisse  Drehbeschleunigung  und  Drehgeschwindigkeit  um 
die  vertikale  Axe.  Während  nun  bei  meridionaler  Lage  der  Kreiselaxe 
die  Drehkraft  verschwindet,  so  verschwindet  darum  nicht  gleichzeitig 
die  Geschwindigkeit.  Diese  führt  die  Kreiselaxe  vielmehr  über  die 
Gleichgewichtslage  hinaus,  worauf  die  Richtkraft  ihren  Sinn  umkehrt 
und  zuerst  verlangsamend,  dann  im  umgekehrten  Sinne  beschleunigend 
wirkt.  Die  Kreiselaxe  mufs  also  um  den  Meridian  herumpendeln  — 
ebenfalls  in  Analogie  mit  der  Magnetnadel.  Steht  die  Kreiselaxe  an- 
fänglich im  Meridian,  aber  so  dafs  ihr  „Nordpol"  nach  Süden  weist, 
so  ist  auch  diese  Lage  an  sich  eine  Gleichgewichtslage,  weil  die  auf 
die  Kreiselaxe  wirkende  Drehkraft  verschwindet,  aber  ersichtlich  eine 
instabile:  bei  einer  kleinen  Abweichung  von  dieser  Lage  strebt  die  Dreh- 
kraft die  Abweichung  zu  vergröfsern  und  das  Nordende  der  Axe  nach 
Norden  überzudrehen. 

Poucault  verwahrt  sich  dagegen,  dafs  auf  dem  beschriebenen  Wege 
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die  Lage  des  Meridians  oder  die  Stellung  der  Weltaxe  im  Räume  hin- 
reichend genau  bestimmt  werden  könnte.  Wie  es  scheint^  hat  Foucault 
auch  die  zuletzt  genannten  Versuche  mehr  auf  ihre  allgemeine  Möglich- 
keit wie  auf  ihre  exakte  Durchführbarkeit  hin  geprüft.  — 

Wir  erwähnen  noch^  dafs  Foucault  im  Anschlufs  an  seine  Versuche 
das  jetzt  vielfach  gebräuchliche  Wort  Gyroskop  geprägt  hat.  Dieses 
drückt  in  schlagender  Weise  das  Resultat  der  Foucaultschen  Versuche 
aus^  dafs  nämlich  der  Kreisel  ein  Mittel  ist,  um  vorhandene  Dreh- 
bewegungen (oder  Gyrationen)  kenntlich  0U  machen,  ähnlich  wie  das 
Elektroskop  ein  Hülfsmittel  bezeichnet^  das  Vorhandensein  elektrischer 
Ladungen  sichtbar  zu  machen.  Würde  es  gelingen,  auch  die  Grofse 
einer  vorhandenen  Drehbewegung  durch  quantitative  Messung  der 
Kreiselbewegungen  festzustellen,  so  dürfte  man  dem  Kreisel  sogar  die 
weitergehende  Bezeichnung  eines  „Gyrometers^^  beilegen. 

Dagegen  scheint  es  uns  unzweckmäfsig,  die  Bezeichnung  Gyroskop 
zu  verallgemeinern  und  als  gleichbedeutend  mit  dem  Worte  Kreisel  zu 
gebrauchen,  was  in  der  Litteratur  häufig  geschehen  ist.  In  der  That 
bringt  doch  die  Bezeichnung  Gyroskop  nur  eine  besondere  Anwendung 
des  nach  den  verschiedensten  Seiten  hin  interessanten  und  wichtigen 
Kreiselbegriflfes  zum  Ausdruck  und  es  liegt  kein  Grund  vor,  die  cha- 
rakteristische Bezeichnung  Kreisel  (turho,  toupie,  top)  zu  verlassen.  — 

Wir  haben  nun  die  Theorie  der  Foucaultschen  Versuche,  zunächst 
desjenigen  mit  dem  Kreisel  von  drei  Freiheitsgraden,  zu  vertiefen. 
Dabei  liegt  es  uns  fern,  diesen  Versuch  mit  ausgedehnten  analytischen 
Entwickelungen  aus  der  Theorie  der  Relativbewegungen  begleiten  zu 
wollen,  wie  sie  thatsächlich  angestellt  worden  sind,  Entwickelungen*), 
deren  Endresultat  nach  den  ihnen  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen 
schliefslich  kein  anderes  sein  kann,  als  die  Bestätigung  der  Foucaultschen 
Angabe,  wonach  die  Kreiselaxe  ihre  Lage  im  absoluten  Räume  im  Wesent- 
lichen beibehält.  Die  Schwierigkeit  und  Unübersichtlichkeit  der  fraglichen 
Entwickelungen  hat  nur  darin  ihren  Grund,  dafs  in  ihnen  nicht  konsequent 
vernachlässigt  wird,  dafs  nämlich  das  Gyroskop  nicht  durchweg  als  ver- 
schwindend klein  gegen  die  Erde   oder  seine  Umdrehungsgeschwindig- 


*)  Es  handelt  sich  u.  A.  um  Arbeiten  von  Quet  (Liouvilles  Journal  Bd.  18 
(1853)),  Lottner  (Grelles  Journal  Bd.  54  (1857)),  Bour  (Liouvilles  Journal  (2) 
Bd.  8  (1863)).  Zusammengestellt  bei  Gilbert:  Etüde  historique  et  critique  sur 
le  Probleme  de  la  rotation  (aus  Annales  de  la  Societe  Scientifique  de  Bruxelles 
Bd.  2  (1878)).  Wir  nennen  ferner  die  grofse  Arbeit  von  Gilbert:  Memoire  sur 
l'application  de  la  methode  de  Lagrange  a  divers  problemes  du  mouvement  relatif 
(Ebenda  Bd.  6  und  7  1881—1883)  und  das  Werk  von  Budde:  Allgemeine  Me- 
chanik der  Punkte  und  starren  Systeme  (Berlin  1890,  1891,  Bd.  2  Nr.  294). 
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keit  nicht  durchweg  als  unendlicli  grofs  gegen  die  Erdumdrehung 
vorausgesetzt  wird.  Wir  verweisen  dieserhalb  auf  die  zutreffende  Kritik 
von  E.  Guyou*),  der  wir  nur  noch  hinzufügen  möchten^  dafs  man  mit 
demselben  ungeheuren  Grade  der  Annäherung  ^  mit  dem  man  die  Ge- 
schwindigkeit der  Erdumdrehung  gegen  die  der  Kreiselrotation  ver- 
nachlässigt, auch  die  Trägheitswirkung  des  äufseren  und  inneren  Ringes 
gegen  die  des  Schwungringes  vernachlässigen  darf ,  worauf  wir  unten 
zurückkommen  werden. 

Zunächst  wollen  wir  ausdrücklich  verabreden,  dafs  es  erlaubt  sei, 
den  äufseren  und  inneren  Ring  als  masselos  zu  betrachten  und  von 
Meibungswirkungen  abzuseilen.  Dann  haben  wir  allein  von  dem  Schwung- 
ringe zu  sprechen.  Dieser  ist  um  seinen  Schwerpunkt  frei  beweglich 
und  von  Kräften  frei,  da  die  Schwerkraft  als  im  Stützpunkte  angreifend 
nicht  in  Betracht  kommt.  Die  Bewegung  des  Schwungringes  besteht 
daher  allgemein  gesprochen  in  einer  regulären  Präcession  relativ  zum 
absoluten  Räume.  Die  an  der  Erddrehung  teilnehmende  Schwerpunkts- 
bewegung beeinflufst  diese  Drehbewegung  in  keiner  Weise.  Denn  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  und  Drehung  um  den  Schwerpunkt  sind 
wie  bekannt  zwei  Vorgänge,  die  sich  beim  Fehlen  äufserer  Kräfte  glatt 
superponieren,  ohne  sich  irgendwie  zu  stören. 

Dies  würde  auch  dann  noch  gelten,  wenn  die  .  Schwerpunkts- 
bewegung nicht  eine  nahezu  gleichförmig -geradlinige  wäre,  wie  sie  es 
bei  der  Erddrehung  für  den  Zeitraum  einiger  Minuten  thatsächlich  ist, 
sondern  wenn  der  Schwerpunkt  in  willkürlicher  Weise  und  in  beliebigen 
scharfen  Krümmungen  geführt  würde.  Ja  es  würde  nicht  nur  gelten  für 
den  schnell  rotierenden,  sondern  ebensogut  für  den  nicht  angedrehten 
Schwungring,  immer  unter  der  Voraussetzung  der  Reibungslosigkeit 
der  Führungen  und  der  Massenlosigkeit  der  Ringe.  In  der  That  ist  die 
kräftefreie  Bewegung  des  symmetrischen  Kreisels  bei  beliebiger  Gröfse 
der  Eigenrotation  eine  reguläre  Präcession;  von  der  gröfseren  oder  ge- 
ringeren Eigenrotation,  die  wir  dem  Kreisel  erteilen,  -hängt  es  lediglich 
ab,  ob  der  entstehende  Präcessionskegel  bei  gegebenem  seitlichen  An- 
stofs  eine  geringere  oder  gröfsere  Winkelöffnung  erhält.  Wäre  es  zu 
erreichen,  dafs  die  Axe  des.  Schwungringes  zu  Beginn  des  Versuches 
momentan  im  absoluten  Räume  genau  stillsteht,  so  würde  sie  ihre  Lage 
gegen  den  absoluten  Raum  genau  beibehalten,  der  Offnungswinkel  des 
Präcessionskegels  wäre-  und  bliebe  dann  genau  gleich  Null,  ganz  unab- 
hängig   davon,   ob  der   Schwungring  um  seine  Axe  rotiert  oder  nicht, 


*)  Sur  une   Solution    elementaire  du   probleme  du   gyroscöpe    de  Foucault. 
Comptes  Rendues  Bd.  106,  Paris  1888,  pag.  1143. 
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und  ob  der  Schwerpunkt  des  Apparates  bewegt  wird  oder  nicht;  denn 
nachdem  wir  die  Reibung  wegdefiniert  haben^  giebt  es  nichts^  was  die 
einmal  ruhende  Schwungringaxe  in  Bewegung  setzen  könnte.  Wir 
hätten  hier  also  die  von  Foucault  behauptete  Stabilierung  der  Kreisel- 
axe im  Räume  ohne  das  von  Foucault  hierfür  als  unerläfslich  ange- 
sehene Mittel  einer  hohen  Eigenrotation. 

Allerdings  ist  der  soeben  vorausgesetzte  Anfangszustand  der  Kreisel- 
axe experimentell  nicht  zu  erreichen.  Der  Experimentator  kann  die 
anfängliche  Ruhe  der  Kreiselaxe  nur  vom  Standpunkte  der  Erdbewe- 
gung aus  beurteilen;  er  ist  bestrebt^  nicht  die  absolute  Ruhe  im  Raume^ 
sondern  die  relative  Ruhe  gegen  die  Erde  zu  verwirklichen.  Nehmen 
wir  an^  dafs  ihm  letzteres  genau  gelungen  sei,  und  sehen  wir  zu^ 
wie  sich  die  Bewegung  der  Kreiselaxe  gestaltet^  wenn  der  Kreisel 
insbesondere  nicht  angedreht  ist. 

In  der  Anfangslage  weist  die  Kreiselaxe  bei  dem  ersten  Fou- 
cault'schen  Versuche  horizontal;  sie  bildet  mit  der  Umdrehungsaxe 
der  Erde  den  Winkel  a^  welcher  zwischen  9?  und  7t  ~  cp  {cp  ==  geo- 
graphische Breite  des  Ortes)  enthalten  ist  und  von  dem  Azimuth  der 
Kreiselaxe  gegen  den  Meridian  abhängt.  Der  anfängliche  Geschwindig- 
keitszustand besteht  in  einer  Drehung  um  die  Erdaxe  von  der  Gröfse 
CO  (co  =  Erdrotation).  Diese  Drehung  zerlegt  sich  in  eine  Komponente 
CO  cos  a  um  die  Figurenaxe  und  in  eine  Komponente  co  sin  a  um  eine 
äquatoriale  Axe  des  Schwungringes.  Der  Anfangsimpuls  des  Kreisels 
hat   nach    denselben   Axen  die  Komponenten  Gco  cos  a,   A(X)  sin  oj;   er 

bildet  im  Falle  des  Schwungrmges 
(abgeplattetes  Trägheitsellipsoid)  mit 
der  Figurenaxe  einen  Winkel  ß^a^ 
welcher  bestimmt  ist  durch 

(1)  tg|3  =  4tg«. 

Der  Winkel  ß  kann  auch  durch  eine 
bekannte  Konstruktion  (vgl.  p.  106) 
gefunden  werden ^  die  in  Fig.  110 
angedeutet  ist.  Aus  der  Richtung 
der  Rotationsaxe  OB^  die  hier  mit 
der  Erdaxe  zusammenfällt  und  der 
Richtung  der  Figurenaxe  OF  folgt 
die  Richtung  der  Impulsaxe  OJ^ 
indem  man  an  die  Spur  des  Trägheitsellipsoides  in  der  Ebene  HOF 
die  Tangente  im  Schnittpunkte  mit  OB  legt  und  auf  diese  das  Lot 
von  0  fällt. 


Mg.  110. 
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Bei  der  nun  folgenden  Bewegung  beschreibt  die  Figurenaxe  im 
Räume  einen  Präcessionskegel  um  die  Impulsaxe  von  dem  soeben  be- 
stimmten Offnungswinkel  ß.  Dagegen  bescbreibt  eine  mit  der  Erde 
fest  verbundene  von  0  auslaufende  Ricbtung  vermöge  der  Erdrotation 
einen  Kegel  um  die  Rotationsaxe  der  Erde.  Aus  der  Verschiedenheit 
der  Kegel  ergiebt  sich^  dafs  auch  der  nicht  eigens  angedrehte  Kreisel^ 
von  der  Erde  aus  beurteilt^  Bewegungen  ausführen  würde  und  also  (bei 
gänzlich  ausgeschalteter  Reibung)  im  Sinne  Foucaults  als  öyroskop 
funktionieren  würde. 

Natürlich  ist  aber  auch  die  Voraussetzung,  dafs  sich  der  Kreisel 
im  Anfangszustande  genau  in  relativer  Ruhe  gegen  die  Erde  befunden 
habe,  unzulässig.  Selbst  bei  sorgfältigstem  Experimentieren  wird  die 
Kreiselaxe  relativ  gegen  die  Erde  eine  Anfangsgeschwindigkeit  haben, 
die  mit  Rücksicht  auf  die  Geringfügigkeit  der  Erdrotation  möglicher 
Weise  gröfser  sein  kann  wie  die  der  letzteren  entprechende  Ge- 
schwindigkeit. Der  anfängliche  Impuls vector,  der  sich  aus  dieser  Ge- 
schwindigkeit zusammen  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Erdrotation 
bestimmt,  kann  dann  jede  beliebige  Lage  und  der  Präcessionskegel, 
den  die  Figurenaxe  um  diesen  Impulsvektor  beschreibt,  jede  beliebige 
Winkelöffnung  haben.  Wenn  z.  B.  durch  den  anfänglichen  Anstofs  die 
Komponente  der  Erdrotation  nach  der  Figurenaxe  des  Kreisels  gerade 
aufgehoben,  die  Eigenrotation  des  Kreisels  mithin  zufällig  Null  wird, 
so  würde  der  Impulsvektor  in  eine  äquatoriale  Axe  fallen;  der 
Präcessionskegel  würde  dann  in  die  zu  dieser  Axe  normale  Ebene 
ausarten.  Wenn  andrerseits  die  Komponente  der  Erdrotation  nach  der 
Aquatorebene  des  Kreisels  durch  den  anfänglichen  Anstofs  zufällig  auf- 
gehoben wird,  so  würde  der  Präcessionskegel  unendlich  schmal  werden 
und  mit  der  Figurenaxe  zusammenfallen;  diese  selbst  würde  dann  im 
Räume  absolut  stillstehen.  Mit  Rücksicht  auf  derartige  unkontrollier- 
bare geringfügige  Anfangsimpulse  würde  also  die  weitere  Bewegung 
des  Kreisels  völlig  unsicher  werden. 

Und'  nun  ist  die  Sache  die,  dafs  man  dieser  Unsicherheit  entgeht, 
wenn  man  dem  Kreisel  eine  gegen  die  Erdrotation  grofse  Eigenrotation 
erteilt.  Hierzu  würde  z.  B.  schon  eine  Geschwindigkeit  von  einer  Um- 
drehung pro  Sekunde  genügen,  da  dieselbe  24  •  60  •  60  mal  gröfser  als 
die  Geschwindigkeit  der  Erdumdrehung  ist.  Etwa  mit  dieser  Um- 
drehungsgeschwindigkeit hat  Foucault  in  der  That  gearbeitet*).  Der 
Gesamtimpuls   des  Kreisels,  der  sich  aus  diesem  absichtlichen  Eigen- 


*)  Ygl.  hierzu  Instructions  sur  les  experiences  du  gyroscope;  in  dem  Buclie: 
Recueil  des  travaux  scientifiques  de  L.  Foucault,  Paris  1878,  p.  417. 
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Impuls,  dem  sonstigen  unvermeidliclien  Anfangsimpuls  und  dem  Im- 
puls der  Erdrotation  zusammensetzt,  wird  alsdann  fast  genau  die  Rich- 
tung der  Figurenaxe  haben.  Grleiclizeitig  wird  der  Präcessionskegel 
so  schmal,  dafs  wir  mit  einer  für  alle  Versuche  hinreichenden  Ge- 
nauigkeit von  einer  absoluten  Ruhe  der  Figurenaxe  im  Räume  sprechen 
können. 

Die  dem  Kreisel  zu  erteilende  Eigenrotation  bezweckt  also  in 
erster  Linie,  ^o^  den  unkontrollierbaren  Anfangsimpulsen  heim  Ingang- 
setzen des  Kreisels  frei  m  werden,  wodurch  überhaupt  erst  eine  be- 
stimmbare und  wohldefinierte  Bewegung  des  Kreisels  ermöglicht  wird, 
in  zweiter  Linie,  den  Präcessionskegel  hinreichend  eng  m  machen ^  wo- 
durch  diese  Bewegung  so  einfach  wie  möglich  wird,  wobei  sie  nämlich 
merklich  in  die  einfache  Rotation  um  die  im  Raum  feste  Figurenaxe 
übergeht.  Ist  Sl  die  Eigenrotation  des  Kreisels  und  wie  früher  o  die 
Greschwindigkeit  der  Erdumdrehung,  a  der  anfängliche  Winkel  der 
Figurenaxe  gegen  die  Drehaxe  der  Erde,  ferner  cOq  die  durch  unab- 
sichtliche Anstöfse  dem  Schwungringe  erteilte  anfangliche  Dreh- 
geschwindigkeit relativ  gegen  die  Erde,  y  der  Winkel,  den  die  Figuren- 
axe mit  der  Axe  von  cjq  bildet,  so  bestimmt  sich  die  Öffnung  ß  des 
Präcessionskegels  ähnlich  wie  in  Formel  (1)  zu: 
(2)  tff  /3  =  —  •     ^  ^^^  ^  +  ^0  sin  y    ^ 

Wenn  ^  grofs  gegen  cq  und  o^,  so  hat  man  merklich  ß  ==  0.  Nehmen 
wir,  wie  es  oben  geschah,  an,  dafs  co^  und  co  etwa  von  gleicher  Gröfsen- 
ordnung  sind,  so  können  wir  kurz  sagen,  dafs  die  Öffnung  des  Kegels  von 
der  Gröfsenordnung  co/Q  wird  und  dafs  die  Richtung  der  Figurenaxe 
dann  und  nur  dann  als  unveränderlich  anzusehen  ist,  wenn  man  Gröfsen 
von  der  Ordnung  co/Q  vernachlässigt. 

Somit  ist  die  Foucaultsche  Angabe  von  der  im  Raum  festen 
Schwungringaxe  unter  den  bisherigen  Vernachlässigungen  als  hin- 
reichend genau  bestätigt  und  gleichzeitig  die  eigentliche  Rolle,  die  der 
Eigenrotation  hierbei  zufällt,  deutlicher  als  bei  Foucault  hervor- 
gekehrt. 

Zunächst  soll  nun  der  Einflufs  des  Massensystems  der  Aufhängeringe 
studiert  bez.  nachgewiesen  werden,  dafs  sie  ohne  merklichen  Einflufs  auf 
die  Lage  des  Schwungringes  sind.  Solange  wir  sie  als  masselos  voraus- 
setzten, stand  die  Axe  des  Schwungringes  bei  hinreichender  Eigenrotation 
desselben  merklich  im  Räume  stille.  Dementsprechend  wird  unter  dieser 
Voraussetzung  ein  Durchmesser  D  des  inneren  Ringes,  nämlich  der  mit 
der  Schwungi-ingaxe  zusammenfallende,  im  Räume  festgehalten.  Andrer- 
seits wird  ein  Durchmesser  D'    des   äufseren  Ringes,   nämlich   der  in 
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die  Lotlinie  des  BeobacMungsortes  fallende,  durch  seine  Verbindung 
mit  der  rotierenden  Erde  in  ganz  bestimmter  Weise  geführt.  Es  ist 
aber  klar,  dafs  die  Bewegung  des  Systems  unserer  beiden  Ringe  durch 
Angabe  der  Bewegung  zweier  Durchmesser  D  und  D'  YoUständig  fest- 
gelegt ist:  Wenn  der  Durchmesser  D  wirklich  im  Räume  genau  still- 
steht und  der  Durchmesser  D'  genau  die  Bewegung  der  Lotlinie  mit- 
macht, so  ist  die  Bewegung  unserer  beiden  Ringe  dadurch  ^wangläufig 
gemacht.  Ihre  Drehgeschwindigkeit  wird  hierbei  ersichtlich  von  der 
Gröfsenordmmg  der  Geseli%vindigT^eit  der  Erdrotation.  Des  Näheren  sahen 
wir  bereits  pag.  732,  dafs,  solange  die  Schwungringaxe  relativ  zur  Erde 
wenig  von  ihrer  horizontalen  Anfangslage  abweicht,  die  Winkelgeschwin- 
digkeit des  äufseren  Ringes  gleich  co  sin  (p  sein  würde;  die  des  inneren 
Ringes  wird,  wie  gleichfalls  aus  der  angezogenen  früheren  Überlegung 
folgt,  gleich  C9  cos  g?  sin  /l,  wo  X  das  Azimuth  der  Kreiselaxe  gegen 
den  Meridian  des  Beobachtungsortes  bedeutet.  Indem  des  Weiteren 
die  Schwungringaxe  ihre  Stellung  im  Raum  behauptet  und  sich  dabei 
im  Laufe  der  Zeit  aus  der  Horizontalen  des  Beobachtungsortes  entfernt, 
ändern  sich  diese  Werte  der  Greschwindigkeiten  stetig,  bleiben  aber 
dauernd  von  der  Gröfsenordnung  co. 

Jetzt  stellen  wir  uns  vor,  dafs  die  beschriebene  Bewegung  der 
Ringe  auch  bei  nicht  verschwindender  Masse  derselben  zwangläufig  auf- 
recht erhalten  werde.  Hierzu  ist  erforderlich,  dafs  den  Ringen  zu  Anfang 
der  Bewegung  die  Impulse  A-^co  cos  (p  sin  2,  A^cd  sin  (p  erteilt  werdeii, 
wo  A^  und  A^  die  Trägheitsmomente  des  inneren  und  äufseren  Ringes 
um  einen  ihrer  Durchmesser  bedeuten,  und  dafs  diese  Impulse  in  der 
Weise  abgeändert  werden,  wie  es  der  Veränderlichkeit  der  Dreh- 
geschwindigkeiten entspricht.  Sie  bleiben  dabei  von  der  Grröfsenordnung 
A^G)  und  A^(o.  Setzen  wir  sie  mit  dem  Impuls  der  Eigenrotation  des 
Schwungringes  zusammen,  welcher  im  Wesentlichen  C^  beträgt,  so 
ergiebt  sich  ein  Gesamtvektor,  der  nach  Richtung  und  Gröfse  jedenfalls 
nur  wenig  von  dem  konstanten  Eigenimpuls  des  Schwungringes  ab- 
weicht. Der  Richtungsunterschied  sowie  der  verhältnismäfsige  Gröfsen- 
unterschied  beider  Vektoren  ist  nämlich  von  der  Gröfsenordmmg  o/Q, 
wenn  wir  das  Verhältnis  der  Trägheitsmomente  AJG  und  A^jGy  indem 
wir  ungünstig  rechnen,  der  Gröfsenordnung  nach  gleich  1  setzen.  (Bei 
der  wirklichen  Ausführung  des  Poucaultschen  Gyroskops  sind  diese 
letzteren  Verhältnisse  sogar  wesentlich  kleiner  als  1.) 

Wir  können  hiernach  sagen:  zu  der  von  uns  fingierten  zwang- 
läufigen Bewegung  der  Ringmassen,  wie  sie  sich  bei  Festhaltung  der 
Schwungringaxe  ergeben  würde,  gehört  ein  Gesamtimpuls,  der  nach 
Richtung  und  Gröfse  als   konstant  angesehen  werden   darf,  sofern  wir 
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Riciltungs-  und  GröfsenänderunKen  von  der  Ordnung  (dJ^  vernach- 
lässigen. Er  bleibt  also  in  demselben  Sinne  und  mit  demselben  Ge- 
nauigkeitsgrade konstant,  wie  die  Figurenaxe  bei  Absehung  von  den 
Ringmassen  ihre  Lage  im  Räume  beibehält.  In  der  That  war  auch 
die  UnVeränderlichkeit  der  Schwungringaxe  nur  eine  angenäherte,  wie 
im  Anschlufs  an  Gl.  (2)  hervorgehoben  wurde,  und  nur  eine  bei  Ver- 
nachlässigung des  Gröfsenverhältnisses  05/ Q   zutreffende. 

Wir  schliefsen  hieraus,  indem  wir  nunmehr  von  der  bisher  be- 
trachteten erzwungenen  zu  .der  freien  Bewegung  des  Massensystems: 
Schwungring,  innerer  und  äufserer  Ring,  übergehen,  dafs  diese  Be- 
wegung bei  gleicher  Wahl  des  Anfangszustandes  mit  jener  identisch 
ausfällt,  sofern  wir  nur  Unterschiede  von  der  Gröfse  m/Q.  vernachlässigen. 
Denn  für  die  freie  Bewegung  ist  zu  fordern,  dafs  bei  dieser  der  Gesamt- 
impuls des  Massensystenis  nach  Richtung  und  Gröfse  im  Raum  konstant 
bleibe.  Dieser  Forderung  genügt  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenze 
GjjSl  die  bisher  betrachtete  erzwungene  Bewegung.  Daher  stimmt  die- 
selbe innerhalb  derselben  Genauigkeitsgrenze  mit  der  natürlichen  Be- 
wegung des  Mafsensystems  überein. 

'  Mit  anderen  Worten:  Der  Einfltifs  der  Massen  des  CardaniscJien 
Gehänges  auf  die  Bewegung  des  FoueaultseJien  Gyroslcopes  von  drei  Frei- 
heitsgraden ist  nur  von  der  Gröfsenordnung  co/Q  und  läfst  sieh  in  der 
Beobachtung  auf  Iceine  Weise  nachtveisen.  Er  darf  nicht  nur,  sondern 
er  mufs  konsequenter  Weise  vernachlässigt  werden,  wenn  anders  man 
überhaupt  mit  Foucault  von  der  Unveränderlichkeit  der  Schwungring- 
axe sprechen  will.  — 

Um  Mifsverständnissen  entgegenzutreten,  wollen  wir  noch  ausdrück- 
lich hervorheben,  dafs  die  bei  der  Foucaultschen  Beobachtungsmethode  zu 
messende  Winkeländerung  des  äufseren  Ringes  gegen  die  Erde  (oder 
die  Horizontalkomponente  der  relativen  Bewegung  der  Schwungringaxe) 
nicht  ihrerseits  von  der  hier  vernachlässigten  Gröfsenordnung  ist.  Jene 
Winkeländerung  betrug  nämlich  co  sin  cp  At.  Ihr  Verhältnis  gegen 
Gröfsen  von  der  Ordnung  cd/Q  ist  Q  sin  cp  At.  Hier  bedeutet  Q  At 
den  Drehungswinkel  des  Schwungringes  während  der  Beobachtungszeit, 
also  bei  einigermafsen  schneller  Rotation  und  einer  beispielsweisen  Be- 
obachtungszeit von  8  Minuten,  ein  aufserordentlich  grofses  Vielfaches  von 
2  7t .  Wir  erkennen  hieraus,  dafs  der  Wert  des  zu  beobachtenden  gyro- 
skopischen Effektes  durch  Vernachlässigungen  von  der  Ordnung  co/ß 
in  keiner  Weise  getrübt  wird.  — 

Von  ungleich  gröfserem  Einflufs  wie  die  Massen  der  Aufhänge- 
ringe dürfte  die  Beihung  sein.  Wir  denken  dabei  teils  an  die  Reibung 
in   der  Führungsaxe  des   äufseren  Ringes,  teils  an   diejenigen  Wider- 
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stände,  die  sicli  zwiscken  den  Schneiden  des  inneren  Ringes  und  ihren 
Auflagerflächen  am  äufseren  Ringe  entwickeln.  Die  Untersuchung  dieser 
Fehlerquellen,  zu  denen  sich  noch  Luftwiderstand,  Luftströmungen,  Er- 
wärmung des  Materials  etc.  gesellen,  wäre  für  das  wirbliche  Ver- 
ständnis der  Foucaultschen  Versuche  jedenfalls  wichtiger  als  die  pag.  736 
erwähnten  unnötig  allgemeinen  und  mathematisch  ausgesponnenen  Be- 
trachtungen über  Relatiybewegungen. 

Den  Einflufs  der  Lagerreibungen  können  wir  uns  in  yergröfsertem 
und  vergröbertem  Mafsstabe  durch  ein  einfaches  Experiment  klar 
machen.  Wir  nehmen  einen  Kreisel  im  Cardanischen  Gehänge,  dessen 
Schwerpunkt  im  Mittelpunkt  des  Gehänges  liegt  (Fig.  2).  Den  Schwung- 
ring versetzen  wir  in  starke  Rotation  und  stellen  seine  Axe  anfangs 
horizontal.  Darauf  drehen  wir  das  Gestell  langsam  um  die  Vertikale. 
Liegen  die  Verhältnisse  günstig,  d.  h.  ist  die  Reibung  in  den  Lagern 
gering,  die  Eigenrotation  stark  und  die  Drehung  des  Gestelles  langsam, 
so  behält  die  Schwungringaxe  zunächst  ihre  ursprüngliche  Lage  schein- 
bar bei  und  hält  dadurch  auch  die  Ebene  des  äufseren  Ringes  im 
Räume  fest.  Dies  Ergebnis  ist  aber  nur  eine  Folge  ungenauer  Beob- 
achtung. Bei  länger  anhaltender  Drehung  des  Gestelles  oder  bei  ab- 
sichtlich vermehrter  Lagerreibung  sehen  wir,  dafs  sich  die  Axe  des 
Schwungringes  langsam  hebt  und  dabei  den  inneren  Ring  schief  stellt, 
während  der  äufsere  scheinbar  fortfährt,  seine  ursprüngliche  Lage  im 
Wesentlichen  beizubehalten.  Drehen  wir  andrerseits  das  Gestell  um  die 
horizontale  Axe  des  inneren  Ringes,  so  bemerken  wir  ebenfalls  zu- 
nächst ein  scheinbares  Stehenbleiben  der  Schwungringaxe,  wodurch  der 
innere  Ring  in  seiner  ursprünglichen  Horizontalebene  festgehalten  wird. 
Bei  länger  anhaltender  Drehung  oder  bei  vermehrter  Reibung  sehen 
wir  aber,  dafs  die  Axe  des  Schwungringes  seitlich  in  der  Horizontal- 
ebene ausweicht,  wobei  sie  die  Ebene  des  äufseren  Ringes  um  deren 
Axe  verdreht. 

Der  Grund  dieser  Bewegungen  liegt  offenbar  in  der  Reibung. 
Drehen  wir  das  Gestell  um  die  Vertikale,  so  bewegen  sich  die  Lager 
des  äufseren  Ringes  relativ  gegen  dessen  Zapfen,  welche  durch  den 
Schwungring  annähernd  festgehalten  werden,  und  es  entsteht  ein  Rei- 
bungsmoment um  die  Drehaxe  des  äufseren  Ringes;  dieses  setzt,  wie 
wir  bei  dem  Versuch  sehen,  in  erster  Linie  nicht  den  äufseren,  son- 
dern den  inneren  Ring  in  Bewegung.  Drehen  wir  aber  das  Gestell 
um  die  vorher  genannte  horizontale  Axe,  so  tritt  ein  Gleiten  der  Lager 
des  inneren  Ringes  gegen  dessen  Zapfen  und  im  Zusammenhange  damit 
ein  Reibungsmoment  um  die  Axe  des  inneren  Ringes  auf;  dasselbe  versetzt 
nicht  den  inneren,  sondern  vornehmlich  den  äufseren  Ring  in  Bewegung. 
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Die  Erklärung  dieser  abermals  paradoxen  Erscheinungen  läfst  sicli 
wenigstens  qualitativ  aus  der  Theorie  des  schweren  Kreisels  entnehmen. 
Unser  im  Schwerpunkte  unterstützter  Schwungring  verhält  sich  unter 
dem  Einflufs  eines  Reibungsmomentes  um  die  Drehaxe  des  inneren 
Ringes  mutatis  mutandis  wie  ein  schwerer  Kreisel.  Denn  das  genannte 
Reibungsmoment  hat,  gerade  so  wie  die  Schwere  beim  Nicht-Zusammen- 
fallen  von  Schwerpunkt  und  Stützpunkt,  die  zur  Figurenaxe  senkrechte 
horizontale  Gerade  (,,Knotenlinie")  zur  Axe.  Die  Folge  ist  eine  pseudo- 
reguläre Präcession  des  Schwungringes,  bei  welcher  die  Figurenaxe  des 
Schwungringes  in  der  Horizontalebene  ausweicht.  Die  Ebene  des  inneren 
Ringes  bleibt  dabei  im  Mittel  horizontal,  die  des  äufseren  Ringes  wird 
verdreht.  Die  Überlegung  läfst  sich  entsprechender  Weise  auch  auf  die 
zuerst  betrachtete  Drehung  um  die  vertikale  Drehaxe  des  äufseren 
Ringes  übertragen  und  ergiebt  dabei  eine  Präcession  des  Schwungringes 
in  einer  Vertikalebene,  also  eine  Verdrehung  des  inneren  Ringes.  Übrigens 
kommen  wir  auf  diesen  letzteren  Fall  im  folgenden  Kapitel  bei  dem 
Geradlaufapparat  des  Torpedos  zurück,  woselbst  wir  eine  eingehendere 
Theorie  der  fraglichen  Erscheinung  geben  werden. 

Auf  den  Foucaultschen  Versuch  übertragen  sich  diese  Ergebnisse 
wie  folgt:  Was  bei  uns  das  Gestell  des  Kreisels,  ist  bei  Foucault  die 
Erde.  Ihre  Drehung  findet  um  die  Polaraxe  statt.  Wir  zerlegen  sie 
in  drei  Drehungen  um  die  Lotlinie,  d.  h.  die  Drehaxe  des  äufseren 
Ringes,  um  die  ursprünglich  horizontale  Drehaxe  des  inneren  Ringes 
und  um  die  Figurenaxe  des  Schwungringes.  Die  den  beiden  ersten 
Drehkomponenten  entsprechenden  Reibungswiderstände  wirken  in  der 
Weise  unseres  Versuches  auf  den  Schwungring;  die  eine  verdreht  den 
inneren  Ring  und  lenkt  dabei  die  Axe  des  Schwungringes  in  verti- 
kalem Sinne  ab,  die  andere  verdreht  den  äufseren  Ring  und  bewirkt 
eine  Horizontalablenkung  der  Schwungringaxe.  Beide  Umstände  stören 
diejenige  scheinbare  Bewegung,  die  die  im  Raum  feste  Schwungring- 
axe nach  Foucault  relativ  zur  Erde  beschreiben  soll.  Die  dritte  nach 
der  Figurenaxe  genommene  Komponente  der  Erddrehung  kommt  nicht 
weiter  in  Betracht;  das  entsprechende  Reibungsmoment  addiert  sich 
zu  der  von  der  Eigenrotation  herrührenden  Reibung  der  Schwung- 
ringaxe in  ihren  Lagern  und  ist  gegen  diese  zu  vernachlässigen. 

Es  sind  mithin  hei  dem  FoucauUsehen  Versuch  verschiedene  Reibungs- 
einflüsse fhätig,  welche  die  absolute  Buhe  der  ScMvungringaxe  stören. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  wie  man  über  diese  Reibungseinflüsse 
Herr  werden  kann.  Das  Mittel  hierzu  liefert  abermals  eine  hinreichend 
hohe  Eigenrotation  des  Schwungringes.  (Foucault  selbst  läfst  uns  über  die 
JloUe  die  der  Eigenrotation  bei  seinen  Versuchen  zufällt,  wie  schon  oben 
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erwähnt/ einigermafsen  im  Unklaren.)  Mit  Rücksiclit  auf  die  Anfangs- 
bewegung der  Schwungringaxe  sahen  wir,  dafs  die  Eigenrotation  die 
Aufgabe  hat,  den  von  dieser  Axe  im  Allgemeinen  beschriebenen  Pm- 
cessionskegel  Mnreichend  enge  m  machen.  Mit  Rücksiclit  auf  die  Reibung 
dagegen  müssen  wir  sagen/  die  Eigenrotation  bezweckt,  die  zu  den 
verschiedenen  Reibungseinflüssen  gehörigen  PräcessionsgeschwindigJceüen 
möglichst  langsam  m  machen.  Es  handelt  sieht  dabei  woblgemerkt 
jetzt  um  ganz  andere  Präcessionsbewegungen  wie  früher.  Bei  der 
durch  die  Reibung  bewirkten  Präcessionsbewegung,  auf  die  wir  nach 
Analogie  mit  dem  schweren  Kreisel  schlössen,  beschreibt  die  Axe 
des  Schwungringes  einen  in  eine  Ebene  ausgearteten  Kegel  (oder 
Fächer)  und  zwar  einen  solchen  in  der  Horizontal-  oder  Vertikalebene, 
je  nachdem  wir  allein  das  Reibungsmoment  um  die  Drehaxe  des  inneren 
oder  allein  das  um  die  Drehaxe  des  äufseren  Ringes  betrachten.  (In 
Wirklichkeit  werden  sich  natürlich  beide  Bewegungen  überlagern  und 
es  werden  auch  noch  minimale  Schwankungen  hinzutreten,  die  in  der 
früher  betrachteten  Präcessionsbewegung  ihren  Grund  haben.)  Da  die 
Präcessionsgeschwindigkeit  des  schweren  Kreisels  gleich  F/N  war,  wo 
P  das  Moment  der  Schwere  und  N  den  Eigenimpuls  des  Kreisels 
bedeutet,  [vgl.  z.  B.  p.  305  öl.  (13)],  so  wird  die  Geschwindigkeit  der 
durch  die  Lagerreibung  bewirkten  Präcession  analog  gleich  M/N  wer- 
den, wo  M  das  eine  oder  andere  Reibungsmoment,  iV^  wiederum  den 
Eigenimpuls  bedeutet.  Durch  Vergröfserung  von  N  kann  man  jeden- 
falls diese  Präcessionsgeschwindigkeit  so  klein  machen,  dafs  während 
einiger  Minuten  Beobachtungszeit  die  Kreiselaxe  überhaupt  noch  nicht 
merklich  aus  ihrer  Anfangslage  im  Raum  abgewichen  ist.  Jedenfalls 
sehen  wir,  dafs,  wenn  es  überhaupt  erlaubt  ist,  von  der  Reibung  abzu- 
sehen, dies  nur  für  einen  nicht  zu  langen  Zeitraum  und  dank  einem 
hinreichend  grofsen  Eigenimpulse  gestattet  ist.  Wennschon  der  Eigen- 
impids  die  Wirkung  der  Reibungsmomente  nicht  aufheben  kann,  so  kann 
er  doch  ev.  das  Zeitmafs  dieser  Wirkung  so  reduzieren,  dafs  dieselbe  für 
eine  nicht  m  lange  Beobachtungszeit  unwesentlich  wird. 

Wie  grofs  man  aber  den  Eigenimpuls  wählen  mufs,  um  dieses  zu 
erreichen,  läfst  sich  theoretisch  nicht  bestimmen,  da  es  hierbei  auf  die 
Gröfse  der  Reibungsmomente  M,  also  auf  die  Konstruktion  der  Lager 
und  Schneiden  ankommt.  Hier  hätte  die  genaue  experimentelle  Unter- 
suchung der  Fehlerquellen  einzusetzen,  die  bei  Poucault  selbst  zu  fehlen 
scheint.  Das  experimentelle  Genie  von  Poucault  bürgt  uns  dafür,  dafs 
die  Reibungswirkungen  M  bei  seinem  Apparat  sehr  klein  waren;  wie 
klein  sie  aber  waren,  darüber  gewinnen  wir  aus  seinen  Mitteilungen 
kein  Urteil. 
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Eine  andere  Schwierigkeit  des  ersten  Foucaultschen  Versuches, 
nämlich  die  Notwendigkeit  einer  sehr  genauen  Zentrierung  des  Schwung- 
ringes*), wird  durch  eine  glückliche  Modifikation  des  Gyroskops/  das 
sog.  JBarogyrosTcopj  umgangen,  von  dem  unten  die  Rede  sein  wird. 

Wir  gehen  zunächst  zu  dem  zweiten  Foucaultschen  Versuch 
(Kreisel  von  zwei  Freiheitsgraden)  über  und  haben  hier  die  beiden  inte- 
ressanten Sätze  zu  beweisen,  dafs  a)  ein  in  der  Horizontalebene  beweglicher 
Schwungring  wie  eine  Deklinationsnadel,  b)  ein  in  der  Meridianebene 
beweglicher  mutatis  mutandis  wie  eine  Inklinationsnadel  sich  verhält. 

Der  Beweis  beider  Sätze  ist  unmittelbar  einleuchtend,  wenn  wir 
uns  auf  den  früher  entwickelten  Begriff  des  Deviations  wider  Standes 
stützen  (vgl.  Kap.  III  §  6);  umständliche  analytische  Entwickelungen, 
wie  sie  für  diesen  Zweck  von  Gilbert**)  gegeben  sind,  scheinen  hier 
ebensowenig  am  Platze,  wie  im  vorigen  Falle.  Die  folgenden  einfachen 
Betrachtungen  stimmen  im  Resultat  mit  den  Gilbert  sehen  Entwicke- 
lungen überein. 

a)  Drehaxe  des  äufseren  Ringes  in  die  Lotlinie  gestellt,  innerer  Bing 
unter  einem  rechten  Winkel  gegen  den  äufseren  festgeMemmt,  Schwung- 
ringaxe  die  Sorizontalebene  iestreichend.  Wir  zerlegen  die  Erdrotation 
C3  in  zwei  Komponenten  nach  der  Lotlinie  und  dem  Meridian  des  Be- 
obachtungsortes. Die  erste  Komponente  beträgt  co  sin  9?,  wenn  <p  die 
geographische  Breite  ist.  Dieselbe  beeinflufst  bei  hinreichend  ge- 
ringer Reibung  in  den  Zapfen  des  äufseren  Ringes  die  absolute  Lage 
des  Schwungringes  nicht;  der  Schwungring  macht  diese  Drehung  ein- 
fach nicht  mit,  wobei  er  natürlich  auch  den  inneren  und  äufseren  Ring 
verhindert,  dieser  Drehung  zu  folgen,  und  verhält  sich  hinsichtlich 
dieser  Komponente  ebenso  wie  der  Kreisel  von  drei  Freiheitsgraden 
hinsichtlich  der  gesamten  Erdrotation.  Die  andere  Komponente  ist 
CO  cos  gj.  Denken  wir  uns  die  Lage  des  Schwungringes  in  der  Hori- 
zontalebene für  einen  Augenblick  fixiert,  so  würde  diese  Komponente 
die  Axe  des  Schwungringes  auf  einem  Kreiskegel  um  den  Meridian 
herumführen  und  der  Kreisel  eine  reguläre  Präcession  beschreiben. 
Vermöge  seiner  Trägheit  widerstrebt  er  dieser  Führung  mit  einem 
Momente,  dessen  Axe  gleichzeitig  auf  der  Figurenaxe  und  der  Axe  des 
Präcessionskegels  senkrecht  steht,  in  unserem  Falle  also  in  die  Lotlinie 
fällt.  Die  Gröfse  des  Momentes  beträgt  nach  p.  175  Gl.  (1),  wenn  wir 
für   die   dort   mit  v  bezeichnete  Präcessionsgeschwindigkeit   den  Wert 

*)  Vgl.  die  oben.cit.  Instructions   sur  les  Experiences  du  gyroscope. 
**)  "^gl-  §  XV  und  XYI  der  p.  736   citierten  Arbeit:    Memoire  sur  rapplica- 
tion  etc. 
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CO  cos  g)  eintragen  und  den  Eigenimpuls  N  des  Schwungringes*)  in 
die  Formel  einführen: 

(3)  K^  —  6)  cos  (p  sin  d"  (N  —  Am  cos  (p  cos  '9'); 

d'  meint  hierbei  den  Winkel  zwischen  der  Figurenaxe  des  Kreisels  und 
der  Axe  des  Präzessionskegels,  d.  h.  in  unserem  Falle  den  Winkel 
zwischen  Figurenaxe  und  Meridian.  Zur  Fixierung  des  Vorzeichens 
werde  festgesetzt,  dafs  wir  ^  von  der  nördlichen  Seite  des  Meridians 
aus  zählen  wollen  und  dafs  wir  diejenige  Seite  der  Schwungringaxe  als 
(positive)  Figurenaxe  rechnen,  um  welche  die  Eigenrotation  in  dem- 
selben Sinne  erfolgt,  wie  die  Erdrotation  um  die  Verbindungslinie 
Erdmittelpunkt— Nordpol,  dafs  wir  also  mit  Benutzung  der  pag.  734 
eingeführten  Ausdrucksweise  die  Figurenaxe  vom  Mittelpunkte  des 
Schwungringes  nach  dem  „NordpoF  desselben  gezogen  denken.  Das 
Produkt  CO  N  in  Grl.  (3)  ist  auf  Grund  dieser  Festsetzungen  eine  positive 
Gröfse. 

Übrigens  ist  in  (3)  das  zweite  Glied  der  Klammer  gegen  das  erste 
unbedingt  zu  streichen.  Jenes  Glied  verhält  sich  nämlich  zu  diesem 
der  Gröfsenordnung  nach  wie  Am  zu  N  oder  (unter  Absehung  von  der 
Verschiedenheit  des  äquatorialen  und  polaren  Trägheitsmomentes)  wie 
die  Geschwindigkeit  der  Erdumdrehung  zur  Winkelgeschwindigkeit  des 
Schwungringes  oder  wie  die  Dauer  einer  Schwungringumdrehung  zur 
Länge  des  Tages.     Wir  schreiben  daher  statt  (3)  kürzer: 

(3')  K  =  —  Nco  cos  q)  sin  d^. 

Soll  nun  die  vorausgesetzte  Präcessionsbewegung  des  Schwung- 
ringes unter  der  unveränderlichen  Neigung  '0'  gegen  den  Meridian  auf- 
recht erhalten  werden,  so  müfste  ein  Moment  —  K  um  die  Lotlinie 
ausgeübt  werden,  welches  den  Trägheitswiderstand  K  überwindet.  Ge- 
schieht dieses  nicht,  so  bewegt  sich  der  Schwungring  so,  als  ob  ein 
Moment  +  -S'  um  die  Lotlinie  wirkt,  welches  den  Winkel  '0*  verändert. 
Die  Lotlinie  ist  für  den  Schwungring  eine  äquatoriale  Hauptaxe,  des- 
gleichen für  den  äufseren  Ring,  für  den  inneren  Ring  dagegen  die 
Figurenaxe  desselben.  Nennen  wir  A^,  C^,  A^,  C^  die  bez.  äquato- 
rialen und  polaren  Hauptträgheitsmomente  des  inneren  und  äufseren 
Ringes,  so  wird  für  die  Drehung  um  die  Lotlinie  die   Summe  der  in 


*)  Der  Eigenimpuls  JV  drückt  sich  (vgl.  z.  B.  p.  222  oben)  durch  die  Eulerschen 
Winkel  g?,  ip^  ^  folgendermafsen  aus:  N  ==  C{cp'  -\-  cos  ^ip')]  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten qp'  und  ip'  sind  aber  in  Gl.  (1)  von  p.  175  mit  ii  und  v  bezeichnet.  Es 
wird  daher  auch:  N  =^  ^(i*  +  cos  '9'  •  v).  Selbstverständlich  hat  der  Eulersche 
Winkel  gp  nichts  mit  der  im  Text  benutzten  geographischen  Breite  g?  zu  thun. 
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Frage    kommenden   Trägheitsmomente  von  Schwungring,   innerem  und 
äufserem  Ring  Ä  +  C^  -\-  Ä2.     Die  Bewegungsgleicliung  wird  mithin : 
(4)  {Ä+  C^  +  Ä^)  ^"  =  K==^--Ng3Gos(p  sin  O-. 

Dafs  gleichzeitig  der  Eigenimpuls  des  Schwungringes  durch  die  Erd- 
drehung nicht  geändert  wird,  ist  selbstverständlich,  weil  die  Axe  von 
K  auf  der  Pigurenaxe  senkrecht  steht.  N  ist  daher  in  der  vorigen 
Gleichung  eine  Konstante,  in  welchem  Umstände  wir  diejenige  zweite 
Gleichung  erblicken  können,  die  zur  vollständigen  Beschreibung  der 
Bewegung  unseres  Kreisels  von  zwei  Freiheitsgraden  neben  (4)  erfor- 
derlich ist. 

Gl.  (4)  zeigt  nun  unmittelbar  Folgendes:  Im  GUichgeiüicht  befindet 
sich  die  ScJiwungringaxe  nur  dann,  wenn  dieselbe  die  Richtung  des  Meri- 
dianes  hat.  Denn  wir  haben  %"''  =  0  nur  dann,  wenn  entweder  %"  =  0 
oder  %•  =  7t  ist.  Von  den  beiden  Gleichgewichtslagen  Q'  =  0  und  %"  =  it 
ist  die  erstere  eine  stabile,  die  letztere  eine  labile.  Denn  vermöge  des 
Vorzeichens  der  rechten  Seite  von  (4)  wird  bei  einer  Störung  der 
Gleichgewichtslage  %"  =  0  die  Schwungringaxe  durch  die  auftretende 
Winkelbeschleunigung  nach  dieser  Lage  zurückgeführt,  dagegen  bei 
einer  Störung  der  Gleichgewichtslage  d^  =  7t  von  dieser  entfernt.  In 
der  stabilen  Gleichgewichtslage  befindet  sich  die  Eigenrotation  des  Schwung- 
ringes mit  der  meridionalen  Komponente  der  Erdrotation  im  gleichsinnigen 
Parallelismus.  Denn  wir  wollten,  um  das  Vorzeichen  von  cjN  positiv 
zu  machen,  den  Winkel  d^  zwischen  Meridian  und  Figurenaxe  so  be- 
stimmen, dafs  die  Eigenrotation  um  die  Figurenaxe  in  demselben  Sinne 
erfolgt,  wie  die  Erddrehung  um  die  Erdaxe  oder  wie  die  meridionale 
Komponente  derselben  um  die  nördliche  Hälfte  des  Meridians,  von  der 
aus  wir  den  Winkel  '9'  zählen.  Die  von  Foucaidt  hervorgehobene  Ten- 
denz mm  gleichsinnigen  Parallelismus  der  Drehaxen  0eigt  sich  in  dem 
Auftreten  der  nach  der  stabilen  Gleichgewichtslage  hin  gerichteten  Be- 
schleunigung der  Schwungringaxe. 

Am  einfachsten  und  vollständigsten  läfst  sich  die  in  Rede  stehende 
Bewegung  beschreiben,  wenn  wir  sie  mit  der  Bewegung  eines  mathe- 
matischen Pendels  vergleichen.  In  der  That  ist  (4)  nichts  anderes, 
als  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  der  Pendelbewegung.  Die 
letztere  können  wir,  wenn  wir  unter  l  die  Länge  des  Pendels  und 
unter  d"  denjenigen  Winkel  verstehen,  den  l  mit  der  stabilen  Gleich- 
gewichtslage, d.h.  mit  der  Schwererichtung  jeweils  einschliefst,  schreiben: 

(4')  ^"=--|-sin'9'. 

Um  die  GL  (4)  und  (4')  in  einander  überzuführen,  ist  es  nur  nötig, 
l  so  zu  wählen,  dafs 
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(5)  ^^^(4+A+A). 

^   ^  N(0  cos  qp 

Diese  Formel  giebt  die  Länge  des  horrespondierenden  mathematischen 
Pendels  an,  dessen  Bewegung  hei  gleichen  Anfangswerten  von  %"  und  %"' 
mit  der  Bewegung  unseres  Schwungringes  genau  identisch  ist,  Länge 
und  Schwingungsdauer  des  Pendels  wird  um  so  kleiner,  je  gröfser  N 
ist;  dementsprechend  nimmt  die  Richtkraft  der  Erddrehung  auf  unseren 
Schwungring  mit  der  Gröfse  des  Eigenimpulses  iV  zu. 

Aucli  der  Vergleich  mit  der  Deklinationsnadel  läfst  sich  jetzt  aufs 
einfachste  durchführen.  Da  nämlich  die  Bewegungsgleichung  einer 
solchen  lautet  J^^"  =  —  MHmi^y  wo  J  das  Trägheitsmoment  der 
Nadel,  M  das  magnetische  Moment  derselben  und  H  die  Horizontal- 
intensität des  Erdmagnetismus  bedeutet,  so  wird  die  Länge  des  dieser 
Magnetnadel  korrespondierenden  mathematischen  Pendels 

(5')  ^-& 

Indem  man  die  in  (5)  und  (5')  angegebenen  Pendellängen  gleichsetzt, 
erkennt  man,  wie  sich  die  von  Poucault  ausgesprochene  Zuordnung 
des  rotierenden  Schwungringes  mit  der  Magnetnadel  auch  quantitativ 
durchführen  läfst.  Stellt  man  sich  z.  B.  vor,  dafs  das  Trägheitsmoment 
J  der  Nadel  mit  dem  für  die  Bewegung  des  Schwungringes  in  Betracht 
kommenden  gesamten  Trägheitsmoment  A  -\-  C^  -\-  A^  der  Kreiselvor- 
richtung übereinstimmt,  so  hätte  man  den  Eigenimpuls  des  Schwung- 
ringes einfach  so  zu  wählen,  dafs  iVw  cos^  ==  JfiJ  ist;  alsdann  wird 
die  Bewegung  unseres  Schwungringes  vom  Eigenimpuls  N  hei  gleichen 
Anfangswerten  von  d"  und  '^'  ein  kongruentes  Ahhild  der  Bewegung  einer 
Magnetnadel  vom  magnetischen  Momente  M. 

b)  Brehaxe  des  äufseren  Binges  senhrecht  gegen  die  Meridianehene 
gerichtet,  innerer  Bing  senkrecht  gegen  den  äufseren  festgestellt,  Schwung- 
ringaxe  in  der  Meridianehene  hetveglich. 

Von  einer  Zerlegung  der  Erdrotation  in  Komponenten  haben  wir 
hier  abzusehen,  weil  die  Gesamtrotation  co  die  Lage  des  Schwungringes 
in  der  Meridianebene  beeinflufst.  Denken  wir  uns  den  Winkel  d"  zwischen 
der  Axe  des  Schwungringes  und  der  Axe  der  Erdrotation  für  einen 
Augenblick  festgehalten,  so  würde  der  Schwungring  eine  reguläre  Prä- 
cession  um  die  Erdaxe  beschreiben.  Dem  widerstrebt  er  vermöge 
seiner  Trägheit  mit  einem  Momente  -BT,  dessen  Axe  gleichzeitig  auf 
der  Axe  des  Schwungringes  und  der  der  Erdrotation  senkrecht  steht, 
also  in  die  Normale  zur  Meridianebene,  d.  h.  in  die  Drehaxe  des  äufseren 
Ringes  fällt.     Die  Gröfse    des  Momentes   beträgt   nach   p.  175  Gl.  (1), 
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wenn  wir  nunmehr  m  statt  v  und  N  statt  C{^  -\-  v  cos  'd")  ein- 
tragen, 

(6)  K=  —  G)  sin  d^{N—  Äco  cos  '0'). 

Ebenso  wie  unter  a)  haben  wir  das  zweite  Grlied  der  Klammer  gegen 
das  erste  zu  vernachlässigen,  so  dafs  einfacher  wird: 

(6')  K=:-  Ng)  sin  d^. 

Setzen  wir  ähnlich  wie  unter  a)  fest,  dafs  wir  die  Figurenaxe  vom 
Mittelpunkte  des  Schwungringes  nach  derjenigen  Seite  hin  ziehen,  von 
der  aus  gesehen  die  Rotation  des  Schwungringes  in  demselben  Sinne 
erfolgt  wie  die  Erdrotation  um  den  Nordpol,  und  messen  wir  den 
Winkel  '9'  von  der  nördlichen  Hälfte  der  Erdaxe  nach  der  so  definierten 
Figurenaxe  hin,  so  wird  das  Produkt  Nco  in  der  vorigen  Gleichung 
positiv  sein. 

Soll  also  der  Schwungring  in  der  sich  drehenden  Meridianebene 
seine  Lage  beibehalten,  so  ist  dazu  ein  Moment  —  K  um  die  Drehaxe 
des  äufseren  Ringes  erforderlich,  welches  die  Trägheitswirkung  des 
Schwungringes  überwindet.  Wird  ein  solches  Moment  nicht  ausgeübt, 
so  mufs  sich  der  Winkel  d'  zwischen  Erdaxe  und  Figurenaxe  ändern, 
in  solchem  Mafse,  das  das  Produkt  aus  dem  Trägheitsmoment  der  be- 
wegten Teile  und  der  Winkelbeschleunigung  gleich  K  wird.  Dies 
führt  ebenso  wie  oben  auf  die  Diiferentialgieichung: 

(7)  {Ä+  C^  +  Ä^)d^''  ==K==-N(D  sin  ^. 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden 
Schlüsse:  Der  Schwungring  befindet  sich  innerhalb  der  Meridianebene  nur 
dann  im  Gleichgewicht,  wenn  er  die  Bichtung  der  Erdaxe  hat,  d.  h,  nur 
in  den  beiden  Lagen  '9'  =  0  und  d^  =  7t.  Die  erstere  Lage  ist  eine  stabile 
die  letztere  eine  labile  Gleichgewichtslage.  Indem  die  durch  (7)  bestimmte 
Beschleunigung  den  Schwungring  nach  der  stabilen  Gleichgewichtslage 
hinführt,  ist  sie  bestrebt,  die  Drehaxe  des  Schwungringes  mit  der  Dreh- 
axe der  Erde  in  homologem  Sinne  parallel  m  richten. 

Auch  die  jetzige  Bewegung  ist  kongruent  mit  der  Bewegung  eines 
einfachen  Pendels.     Die  korrespondierende  Pendellänge  beträgt  nunmehr 

(8)  l  =  g(^  +  f.+^. 

Andrerseits  läfst  sich  auch  die  Bewegung  der  Inklinationsnadel  mit  der 
Pendelbewegung  identifizieren.  Bedeutet  J  und  M  Trägheitsmoment 
und    magnetisches  Moment  der  Nadel  5  T  die  Totalintensität  des  Erd- 
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magnetismus,  so  wird  die  Länge  des  dieser  Inklinationsnadel  ent- 
sprechenden Pendels: 

(80  ^  =  ST- 

Aus  dem  Vergleich  von  (8)  und  (8')  erkennt  man,  wie  sich  das  Ver- 
halten unserer  in  der  Meridianehene  beweglichen  Schwungringaxe  dem 
Verhalten  der  Magnetnadel  im  InUinationsJcompafs  quantitativ  zu- 
ordnen läfst,  wobei  indessen  der  pag.  735  hervorgehobene  Unterschied 
beider  Bewegungen  im  Auge  zu  behalten  ist. 

c)  Die  vorangehenden  Resultate  lassen  sich  leicht  zusammenfassen 
und  verallgemeinern,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  Axe  des  Schwung- 
ringes in  einer  gegen  die  Erde  beliebig  gelegenen  Ebene  E  beweglich  sei. 
Man  kann,  um  dieses  zu  erreichen,  die  Ebene  des  inneren  Ringes  wie- 
der senkrecht  gegen  die  des  äufseren  feststellen  und  hat  dann  nur  die 
Drehaxe  des  äufseren  Ringes  relativ  gegen  die  Erde  so  zu  lagern,  dafs 
dieselbe  senkrecht  auf  der  Ebene  E  steht.  Bedeutet  A  den  Winkel 
zwischen  der  Axe  der  Erdrotation  und  der  Ebene  E,  so  kommt  als 
wirksame  Komponente  der  Erdrotation  m  cos  X  in  Betracht  und  es 
ergiebt  sich  als  Länge  des  korrespondierenden  einfachen  Pendels: 

W  «iVcosZ 

Diese  Formel  geht  in  den  Fällen  a)  und  b),  wo  im  Besonderen 
l  =  (p  bez.  A  ==  0  wird,  in  die  Gl.  (5)  und  (8)  über;  sie  rührt  von 
Gilbert  her*). 

Noch  mögen  zwei  Bemerkungen  hinzugefügt  werden  über  den 
Einflufs  der  Reibung  und  der  Massen  des  Auf hängesystems ;  diese 
Bemerkungen  sollen  sich  gleichmäfsig  auf  die  Fälle  a)  und  b),  sowie 
auf  den  verallgemeinerten  Fall  c)  beziehen. 

Die  Reibung  in  den  Lagern  des  äufseren  Ringes  wird  sich  natür- 
lich auch  bei  dem  Gyroskop  von  zwei  Freiheitsgraden  bemerklich 
machen.  Während  die  Schwingungsamplitude  der  Schwungringaxe  bei 
Vernachlässigung  der  Reibung  konstant  bleiben  müfste,  wie  die  obige 
Betrachtung  zeigt,  wird  sie  durch  die  Reibung  allmählich  gedämpft. 
Die  Schwungringaxe  wird  sich  also  mit  abnehmender  Amplitude  der 
Schwingungen  immer  mehr  der  stabilen  Gleichgewichtslage  nähern  und 
sich  schliefslich  in  diese  einstellen,  wenn  die  Eigenrotation  des  Schwung- 


*)  Gl.  (130)  in  der  früher  cit.  Arbeit:  Memoire  sur  l'application  etc.  Wir 
sind  im  Texte  nur  darin  von  Gilbert  abgewichen,  dafs  wir  beim  Übergange  von 
(3)  zu  (3')  und  von  (6)  zu  (6')  ein  Glied  mit  dem  Faktor  0^  unterdrückt  haben, 
welches  mit  Rücksicht  auf  den  Genauigkeitsgrad  des  ganzen  theoretischen  An- 
satzes keine  Bedeutung  hat. 
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ringes  hinreicliend  lange  anhält.  Hinsiclitlicli  der  quantitativen  Ver- 
hältnisse dürfen  wir  uns  dabei  einfach  auf  die  Analogie  mit  dem  ein- 
fachen Pendel  oder  mit  der  Magnetnadel  berufen.  Bei  ähnlicher  Kon- 
struktion der  Lager  wird  die  Reibungswirkung  bei  den  in  Rede  stehenden 
Versuchen  eine  ähnliöhe  sein^  wie  bei  dem  einfachen  Pendel  und  bei 
den  Schwingungen  einer  Magnetnadel,  die  ihrerseits  natürlich  stets  ge- 
dämpfte Schwingungen  sind. 

Was  die  Massenwirkung  des  aufs eren  und  inneren  Ringes  betrifft, 
so  könnte  es  auffallen,  dafs  wir  dieselbe  in  unseren  letzten  Formeln 
zum  Ausdruck  gebracht  haben,  während  wir  bei  der  Besprechung  des 
ersten  Poucaultschen  Versuches  sagten,  dafs  sie  zu  vernachlässigen 
sei.  Dies  erklärt  sich  daraus,  dafs  im  ersten  Poucaultschen  Versuche 
(bei  Vernachlässigung  der  Reibung)  die  Schwungringaxe  im  Räume  merk- 
lich feststeht  und  die  Ringmassen  nur  Drehgeschwindigkeiten  von  der 
Ordnung  der  Erdrotation  ausführen,  dafs  dagegen  im  zweiten  Pou- 
caultschen Versuch  die  Schwungringaxe  wirkliche  Beschleunigungen 
erfährt,  an  denen  die  zu  einem  Ganzen  verbundenen  Mafsen  des  äufseren 
und  inneren  Ringes  teilnehmen.  Während  im  ersten  Poucaultschen 
Versuche  der  Einflufs  der  Ringmassen  auf  die  zu  beobachtende  Grröfse 
der  relativen  Bewegung  des  Schwungringes  verschwindend  klein  war 
(von  der  Ordnung  m/Q  vgl.  p.  742),  wird  er  im  zweiten  Poucaultschen 
Versuch  von  derselben  Gröfsenordnung  wie  die  zu  beobachtenden  Be- 
wegungen der  Schwungringaxe  selbst,  so  dafs  sich  z.  B.  in  der  Pormel 
(9)  das  Trägheitsmoment  der  Ringe  O^,  Ä^  zu  dem  des  Schwungringes 
Ä  direkt  hinzuaddiert. — ■ 

Es  bleibt  uns  schliefslich  noch  übrig,  von  einer  zweckmäfsigen 
Abänderung  des  Poucaultschen  Gyroskops,  dem  schon  genannten  Baro- 
gyroskop  von  Gilbert  zu  sprechen.  Wie  der  Name  besagt,  kommt  bei 
diesem  Apparat  aufser  der  Erdrotation  auch  die  Schwere  ins  Spiel. 
Wir  schildern  die  Einrichtung  desselben  an  Hand  der  Abbildung*)  111, 
indem  wir  den  Vergleich  mit  dem  Poucaultschen   Gyroskop  ziehen. 

In  der  Pigur  sieht  man  zunächst  den  Schwungring  D  mit  seiner 
Axe  a,  auf  welcher  sich  bei  E  ein  Zahnrad  zum  Anlassen  desselben 
befindet,  sowie  in  der  Verlängerung  der  Axe  nach  unten  hin  ein  Lauf- 
gewicht p.  Als  inneren  Ring  können  wir  hier  den  Rahmen  C  be- 
zeichnen, welcher  bei  J.  und  J.'  auf  Schneiden  ruht.  Den  Bügel  jS 
können  wir  mit  dem  äufseren  Ringe  bei  Poucault  vergleichen.  Er 
läfst  sich  in  der  Hülse  H  verdrehen  und  auf  diese  Weise   in   ein   be- 


*)  Dieselbe  ist  dem  „Katalog  mathem.  Modelle,  Apparate  und  Instrumente", 
im  Auftrage  der  deutschen  Mathem. -Vereinig,  herausgegeben  von  W.  Dyck, 
Nachtrag  p.  79  entnommen. 
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liebiges  Azimuth  einstellen;  bei  jedem  einzelnen  Versuche  ist  er  aber 
fest^  da  die  Reibung  in  der  Hülse  jede  selbsttbätige  Drehung  des 
Bügels  hindert. 

Man  justiert  den  Apparat  so,  dafs  die  Axe  ÄÄ'  genau  horizontal 
unter  einem  beliebigen  Azimuth  gegen  den  Meridian  steht,  und  bringt 
zunächst  durch  zweckmäfsiges  Verstellen  der  Schrauben  vv  und  der 
Zusatzmassen  mi'  den  Schwerpunkt  von  Schwungring  und  Rahmen  in 


Fig.  111. 

die  Verbindungshnie  der  Schneiden  AÄ',  so  dafs  sich  der  bewegliche 
Teil  des  Apparates  im  neutralen  Grieichgewicht  befindet.  Dann  bringt 
man  das  Laufgewicht  p  auf  die  am  unteren  Ende  des  Rahmens  be- 
festigte Nadel  und  verwandelt  dadurch  die  Neutralität  des  Gleichgewichts 
in  eine  (geringe)  Stabilität. 

Nachdem  der  Schwungring  einen  grofsen  Eigenimpuls  N  bekommen 
hat  (bei  Gilbert  150  Umdrehungen  in  der  Sekunde),  beobachtet  man, 
dafs  sich  seine  Axe  oscillatorisch  von  der  Vertikalen  entfernt  und  nachdem 
die  Oscillationen  abgestorben  sind,  unter  einer  gewissen  Neigung,  welche 
unter  anderem  von  dem  Azimuth  der  Aufstellung  abhängt,  verharrt. 

Die  Berechnung  dieser  Neigung  und  die  Theorie  des  Versuches 
wird  wieder  äufserst  einfach,  wenn  man  an  den  Begriff  des  Deviations- 
widerstandes anknüpft. 


Klein-Sommerfeld,  Kreiselbewegung. 
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Qualitativ  können  wir  folgendermafsen  sagen:  Der  in  einer  be- 
liebigen Vertikalebene  beweglicbe  Scbwungring  befindet  sich  unter  ganz 
ähnliclien  Bedingungen  wie  der  Schwungring  im  zweiten  Foucault sehen 
Versuch  (s.  oben  unter  b)  oder  c));  um  seine  Lage  innerhalb  der  Ver- 
tikalebene oder  seine  Stellung  gegen  die  rotierende  Erde  festzuhalten^ 
wäre  die  Überwindung  des  Momentes  K  erforderlich^  welches  die 
Verbindungslinie  der  Schneiden  ÄÄ'  zur  Axe  hat.  Da  ein  Gegen- 
moment —  K  nicht  ausgeübt  wird^  bewegt  sich  der  Schwungring 
so^  als  ob  ein  Moment  K  um  die  genannte  Axe  auf  ihn  einwirkt. 
Dieses  strebt  die  Pigurenaxe  des  Schwungringes  der  Drehaxe  der 
Erde  parallel  zu  stellen;  es  lenkt  also  die  Schwungringaxe  aus 
ihrer  vertikalen  Anfangslage  nach  derjenigen  Richtung  hin  ab,  in 
welche  sich  die  Axe  der  Erdrotation  auf  die  Bewegungsebene  des 
Schwungringes  projiziert.  Aufser  diesem  Momente  wirkt  aber  jetzt 
das  Moment  der  Schwere,  welches  die  Pigurenaxe  des  Schwungringes 
nach  der  Vertikalen  zurücklenkt.  Es  wird  mithin  eine  gewisse  mittlere 
Lage  zwischen  der  Vertikalen  und  der  Projektion  der  Erdaxe  geben, 
in  welcher  sich  beide  Drehmomente  das  Grleichgewicht  halten  und  in 
welcher  sich  die  Axe  des  Schwungringes  demnach  in  Ruhe  befindet. 

Um  die  Überlegung  nach  der  quantitativen  Seite  zu  vervollstän- 
digen, ist  es  nur  nötig,  das  Moment  der  Schwere  M  einerseits  und  das 
der  Trägheitswirkung  K  andrerseits  durch  die  an  dem  Apparat  zu  be- 
obachtenden Grröfsen  auszudrücken. 

Es  sei  m  die  Masse  des  Laufgewichtes  p  und  d  sein  Abstand  vom 
Schwerpunkt  des  Schwungringes.  Bedeutet  %  den  Winkel,  den  die 
Pigurenaxe  des  Schwungringes  mit  der  Vertikalen  bildet,  von  der  Verti- 
kalen nach  der  Pigurenaxe  hin  positiv  gerechnet,  so  wird  der  Hebel- 
arm der  Schwerkraft  mg  um  die  Axe  der  Schneiden  d  sin  %  und  daher 
das  Moment  der  Schwere  im  Sinne  des  Winkels  % 
(10)  M=-mgS  mix- 

Bei  der  Bestimmung  des  Deviationswiderstandes  K  gehen  wir  wieder 
von  der  Gl.  (1)  p.  175  aus,  führen  darin  den  Eigenimpuls  N  des 
Schwungringes  ein  und  setzen  für  v  die  Komponente  der  Erdrotation 
nach  der  Bewegungsebene  des  Schwungringes  v  =  co  cos  A,  wo  A  wie 
unter  c)  den  Winkel  zwischen  der  Erdaxe  und  dieser  Ebene  bedeutet. 
Wir  erhalten  so,  wenn  wir  noch  ein  Glied  von  der  verhältnismäfsigen 
Gröfsenordnung  Äg)/N  wie  oben  streichen: 

X  =  —  Ncj  cos  A  sin  d^. 

d"  mifst  hierbei   den  Winkel   zwischen   der  Projektion   der  Erdaxe  auf 
die  Bewegungsebene  des  Schwungringes  und  der  Pigurenaxe  des  letzteren. 
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von  jener  nach  dieser  hin  positiv  gerechnet.  In  dem  gleichen  Sinne 
wie  d"  wird  das  Moment  K  gerechnet.  Führen  wir  noch  den  Winkel 
^  ein,  den  die  Projektion  der  Erdaxe  auf  die  Bewegungsebene  mit 
der  Vertikalen  bildet,  ebenfalls  von  jener  nach  dieser  hin  positiv  ge- 
rechnet,  so  haben  wir  ^  =  }i  -\-  %  ^^^  können  schreiben: 

(11)  K  =  ~  N(D  (cos  %  cos  A  sin  ft  +  sin  %  cos  l  cos  ^i). 

Hier  sind  die  Produkte  cos  1  sin  ft  und  cos  X  cos  ^  durch  Gröfsen  aus- 
zudrücken,  die  der  Messung  direkter  zugänglich  sind  als  die  Winkel 
X  und  ft.  Wir  wählen  als  solche  die  geographische 
Breite  cp  des  Beobachtungsortes  und  den  Winkel  a 
(<  180^),  den  die  Bewegungsebene  der  Figurenaxe  mit  /V  i"'  ^\^/z-(p 
dem  Meridian  des  Beobachtungsortes  bildet.  Auf  der 
um  den  Mittelpunkt  des  Schwungringes  beschriebenen 
Einheitskugel  markieren  wir  uns  (vgl.  Fig.  112)  ihren 
Schnittpunkt  V  mit  der  Vertikalen,  ihren  Schnitt- 
punkt P  mit  der  Parallelen  zur  Erdaxe  und  endlich 
den  Punkt  Qy  der  der  Projektion  der  Erdaxe  auf  die 
Bewegungsebene  des  Schwungringes  entspricht.  Das 
entstehende  sphärische  Dreieck  FQV  ist  bei  Q  rechtwinklig.  Seine 
Hypotenuse  beträgt  7t  12  —  cp,  seine  Katheten  sind  X  und  ^.i.  Der 
Winkel  bei  V  ist  gleich  a.  Nach  der  Neperschen  Regel  gelten  die 
beiden  Gleichungen: 

sin  w  =  cos  X  cos  ii, 

(12)  .       . 

^      ^  COS  a  =  tg  g?  tg  ft, 

aus  welchen  durch  Multiplikation  folgt 

(12')  cos  a  cos  cp  ==  cos  X  sin  ^i. 

Setzen   wir    die    in  (12)  und  (12')    bestimmten  Werte  von   cos  X  cos  ii 

und  cos  X  sin  ^  in  (11)  ein,  so  ergiebt  sich 

(13)  K  ==  ~  Nco  (sin  %  sin  cp  -\-  cos  %  cos  cp  cos  a). 

Wir  können  nun  sowohl  die  Gleichgewichtslage  wie  das  Be- 
wegungsgesetz der  Schwungringaxe  in  einfachster  Weise  bestimmen. 

Im  GleicJigewicM  befindet  sich  die  Axe  des  Schwungringes,  wenn 
die  beiden  Momente  M  und  K  einander  aufheben.  Zur  Bestimmung 
der  Gleichgewichtslage  dient  daher  die  Gleichung  M  =  K.  Bezeichnen 
wir  mit  %q  denjenigen  Wert  von  %,  welcher  der  Gleichgewichtslage  ent- 
spricht, so  haben  wir  nach  (10)  und  (13)  zur  Bestimmung  von  x^  die 

Gleichung: 

mgd  sin  %q  ==  Ncd  (sin  %q  sin  (p  4-  cos  %q  cos  cp  cos  a) 
oder 

^.  ,s  ,  Nco  cos  (p 

(14)  m  7n  =  — ^^ ^T^-- —  COS  a . 

48* 
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Allgemeiner  finden  wir  die  Bewegungsgleichung  der  Schwungringaxe, 
wenn  wir  das  Produkt  aUvS  dem  Trägheitsmoment  der  bewegten  Teile 
in  die  Besclilennigung  des  Winkels  %'  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  des 
Winkels  %  gleich  der  Differenz  der  wirkenden  Momente  setzen.  Ist  A 
das  äquatoriale  Trägheitsmoment  des  Schwungringes  und  A^  das  Träg- 
heitsmoment des  Rahmens  um  die  Verbindungslinie  der  Schneiden,  so 
kommt  bei  der  Änderung  des  Winkels  %  die  Summe  A  -\'  A^-\-  m8^ 
in  Betracht.     Die  Bewegungsgleichung  wird  hiernach 

{A  +  A^  +  mö'^f^K-M 
oder  nach  (10)  und  (13) 

{A  +  A^-{-  md^) %'  =  -—  {Nco  sin  cp  —  mgd)  sin  %  —  Nco  cos  (p  cos  a  cos  %. 
Wir  schreiben  hierfür  bequemer,  indem  wir  die  Definition  von  %q  be- 
rücksichtigen: 

(15)(^+-4.i+^^^)%''=— y(-^G3sing?— m^d)^+(iV"c3Cos^cos^)^sin(%  — %ß). 

Auch  diese  Gleichung  läfst  sich  ersichtlich  mit  der  Bewegungsglei- 
chung eines  gewöhnlichen  Pendels  in  Parallele  setzen  (s.  oben  GL  (4')). 
Die  korrespondierende  Pendellänge  wird  nach  Analogie  von  GL  (5) 

]/(iV'cö  sin  cp  —  'tn[g^y  +  (Nco  cos  qp  cos  a)^ 

Die  Axe  des  Barogyroskops  oscilliert  also  um  die  Gleichgewichtslage 
%Q  mit  derjenigen  Schwingungsdauer,  welche  der  soeben  definierten 
Pendellänge  l  entspricht.  Mit  Rücksicht  auf  die  Reibung  an  den 
Schneiden  werden  die  Oscillationen  allmählich  absterben,  und  wird  die 
schlielsliche  Ruhelage    mit    der   Gleichgewichtslage  Xq  zusammenfallen. 

Die  Formeln  (14)  und  (15)  legt  Gilbert  der  Berechnung  und 
Dimensionierung  seines  Apparates  zu  Grunde.  Die  Gilbertsche  Ab- 
leitung*) dieser  Formeln  ist  wieder  wesentlich  komplicierter  wie  die  hier 
gegebene.     Wir  diskutieren  das  Resultat  in  naheliegender  Weise. 

Nach  GL  (14)  hängt  die  Neigung  %q  von  dem  Azimuth  der  Auf- 
stellung ab  und  wird  z.  B.  gleich  Null,  wenn  a  =  7t/2  ist,  d.  h.  wenn 
die  Verbindungslinie  der  Schneiden  AA'  in  dem  Meridian  liegt.  Letzteres 
folgt  unmittelbar  auch  daraus,  dafs  bei  dieser  Stellung  des  Apparates 
die  Projektion  der  Erdaxe  auf  die  Bewegungsebene  der  Schwungring- 
axe  mit  der  Vertikalen  zusammenfällt,  dafs  also  in  diesem  Falle  beide 
Momente  M  und  K  die  Schwungringaxe  gleicherweise  in  die  Vertikale 
einzustellen  bestrebt  sind.     Umgekehrt  wird   man,   um   eine   möglichst 

*)  Vgl.  die  mehrfach  cit.  Arbeit:  Memoire  sur  l'application,  §  XYIII,  Gl.  (153). 
Die  Ifresnltate  sind  zusammengestellt  in  dem  ebenfalls  cit.  Katalog  mathem,  Mo- 
delle etö.   Nachtrag  p.  78. 
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deutliche  Ablenkung  %q  zu  erhalten,  die  Verbindungslinie  der  Schnei- 
den senkrecht  gegen  den  Meridian  richten,  die  Bewegungsebene  der 
Schwungringaxe  also  mit  der  Meridianebene  zusammenfallen  lassen. 
Innerhalb  dieser  Ebene  wird  die  am  unteren  Ende  des  Schwungringes 
befestigte  Nadel  nach  Süden  oder  nach  Norden  abweichen,  je  nachdem 
dieses  Ende  nach  der  Ausdracksweise  von  p.  734  ein  Südpol  oder  ein 
Nordpol  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Umdrehung  des  Schwungringes  um 
die  Nadel  in  dem  entgegengesetzten  oder  in  demselben  Sinne  erfolgt, 
wie  die  Erdrotation  um  den  Nordpol  der  Erde. 

Im  Übrigen  zeigt  Gl.  (14),  dafs  die  Stärke  des  Ausschlages  nur 
von  dem  Verhältnis  mgd/Nco  abhängt,  und  dafs  man  den  stärksten 
Ausschlag,  nämlich  einen  vollen  rechten  Winkel,  erhalten  würde,  wenn 
man  dieses  Verhältnis  gerade  gleich  sin  cp  wählt.  Andrerseits  lehrt 
aber  Gl.  (15),  dafs  diese  Wahl  praktisch  nicht  die  vorteilhafteste  ist, 
(ganz  abgesehen  davon,  dafs  die  Auflagerung  des  Rahmens  auf  den 
Schneiden  einen  so  grofsen  Ausschlag  unmöglich  machen  würde). 
Die  Länge  des  korrespondierenden  mathematischen  Pendels  würde  dann 
nämlich 

N(o  cos  cp  cos  cc 

und  die  zugehörige  halbe  Schwingungsdauer  für  hinreichend  kleine 
Schwankungen  um  die  Gleichgewichtslage 


^  ^/A  +  A,+m&' 


V- 

y     Ng)  cos  (p  cos  a 

betragen.  Zum  Zwecke  eines  ungefähren  Überschlages  möge  der 
für  die  Gröfse  des  Ausschlags  günstigste  Fall  cos  «  =  1 ,  cos  (p  =  1 
(Beobachtung  im  Meridian  unter  dem  Äquator)  vorausgesetzt  werden; 
ferner  möge  das  Trägheitsmoment  G  des  Schwungringes,  welches  etwa 
doppelt  so  grofs  ist,  wie  das  äquatoriale  Trägheitsmoment  Ä  desselben, 
beispielsweise  gleich  Ä  +  Ä^  -\-  mö^  angenommen  werden.  Bezeichnet 
n  die  Umdrehungszahl  des  Schwungringes  in  der  Sekunde,  so  hat  man 
N -==2'jtCn  und 


l. 


,'     ^  =  ^1/2 


Bei  Gilbert  ist  (s.  oben)  n  =  150;  der  Wert  von  ca  beträgt  in  Sekun- 
den 27t J24: '  60  •  60;  mithin  wird  27cncD  ungefähr  gleich  10/144  und 
l  ==  144  m,       r  =  12  sec. 

Diese  Schwingungsdauer  ist  unerwünscht  lang,  da  die  Beobachtung  auf 
die  ersten  Minuten  nach  Ingangsetzen  des  Schwungringes  beschränkt 
werden   mufs   und   da  man   bereits   in   dieser  Zeit  ein  Urteil  über  die 
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definitive  Gleichgewichtslage  des  Schwungringes  gewinnen  will.  Auch 
würden  die  starken  Schwankungen  der  Schwungringaxe  (in  dem  vor- 
ausgesetzten Falle  beträgt  die  Amplitude  der  Schwankung  einen  rechten 
Winkel)  für  die  Beobachtung  der  mittleren  Gleichgewichtslage  unbequem 
sein.  Es  kommt  hinzu^  dafs  unser  Wert  von  t  nur  für  hinreichend 
kleine  Schwingungsamplituden  gilt^  dafs  dagegen  bei  den  in  unserem  Bei- 
spiel in  Betracht  kommenden  bedeutenden  Amplituden  die  Schwingungs- 
dauer entsprechend  länger  ausfallen  würde.  Immerhin  zeigt  unsere 
Rechnung,  dafs  man  die  Stärke  der  Ablenkung  aus  der  Vertikalen 
durch  geeignete  Wahl  der  Umstände  beliebig  steigern  und  je  nach  Be- 
darf regulieren  kann. 

Gilbert  selbst  rechnet  folgendes  Zahlenbeispiel:  99  =  48^  50' 39", 
c^  ==  0^,  n  =  200,  m  ==  0,79  gr,  ^  =  5  cm;  mit  Rücksicht  auf  die  Ab- 
messungen von  Schwungring  und  Rahmen  ergiebt  sich 

Xo  =  7«  37'  10",    t  =  3,76  Sek. 
Hierbei  ist  also  auf  einen  sehr  grofsen  Wert  der  Ablenkung  verzichtet 
worden  zu  Gunsten  einer  Verkleinerung  der  Schwingungsdauer  und  der 
damit  zusammenhängenden  bequemeren  Beobachtung  der  schliefslichen 
Gleichgewichtslage. 

Die  Gilbertsche  Anordnung  scheint  gegenüber  der  ursprünglichen 
Foueaultschen  manche  Vorzüge  zu  haben.  In  dem  Laufgewichte  p  und 
seinem  Abstände  d  vom  Schwerpunkt  des  Schwungringes  hat  man 
gewissermafsen  einen  Parameter  zur  Verfügung,  den  man  in  einer  für 
die  Beobachtung  günstigen  Weise  wählen  kann.  Indem  man  die  Ver- 
hältnisse so  einrichtet,  dafs  die  schliefsliche  Gleichgewichtslage  in  der 
Nähe  der  Vertikalen  liegt,  eliminiert  man  manche  Beobachtungsfehler, 
die  bei  grofsen  Ausschlägen  auftreten  würden.  Ferner  werden  die 
unvermeidlichen  Fehler  bei  der  Centrierung  der  bewegten  Massen,  die 
für  das  Foucaultsche  Gyroskop  sehr  störend  sein  dürften,  durch  die 
absichtliche  Hinzufügung  des  Übergewichtes  p  für  das  Barogyroskop 
relativ  belanglos.  Über  die  quantitative  Übereinstimmung  zwischen 
Theorie  und  Beobachtung  macht  indefs  Gilbert  ebenso  wie  seinerzeit 
Foucault  in  der  mehrfach  genannten  Abhandlung  keine  näheren 
Angaben. 

Absichtlich  haben  wir  in  der  vorangehenden  Darstellung  die  wahr- 
scheinlichen Fehlerquellen  und  die  Frage  nach  einer  möglichen  quanti- 
tativen Bestätigung  stärker  betont,  als  dies  in  den  Lehrbüchern  der 
Mechanik  sonst  üblich  ist.  Scheint  doch  das  vorliegende  Beispiel  vor- 
züglich geeignet,  zu  zeigen,  wie  weit  der  Weg  ist,  der  sich  zwischen 
der  gedanklichen  Erfassung  eines  dynamischen  Vorganges  und  seiner 
Realisierung  durch  bestimmte  physikalische  Apparate  dehnt! 
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Foucault  hatte  in  geistvoller  Weise,  mehr  durch  Intuition  als  durch 
zwingende  mechanische  Schlüsse,  das  Verhalten  des  rotierenden  Schwung- 
ringes an  der  Erdoberfläche  yorhergesagt.  Um  von  da  aus  sein  Gyroskop 
fertig  zu  stellen,  war  eine  angestrengte  Arbeit  von  acht  Monaten  nötig. 
Trotz  der  aufgewandten  Mühe  und  trotz  der  ungewöhnlichen  experimen- 
tellen Begabung  Foucaults  dürfte  der  Apparat  nur  gerade  an  derjenigen 
Grenze  stehen,  bei  welcher  sich  die  nachzuweisende  mechanische  Wahr- 
heit aus  den  Störungen  und  Beobachtungsfehlern  eben  herauszuheben 
beginnt.  Wie  mifstrauisch  Foucault  selbst  gegen  die  Angaben  seines 
Apparates  sein  zu  müssen  glaubte,  geht  aus  einer  Bemerkung  in  den 
oben  cit.  „Instructions^^  hervor:  Man  dürfe  nicht  eher  überzeugt  sein, 
dafs  die  beobachtete  Ablenkung  des  Gyroskops  wirklich  in  der  Erd- 
drehung ihren  Grund  habe,  bevor  man  nicht  bei  entgegengesetztem 
Umdrehungssinn  des  Schwungringes  denselben  Sinn  der  Ablenkung 
erhalten  habe.  Es  scheint  hiernach,  dafs  nicht  einmal  der  Sinn  der 
Ablenkung  über  allen  Zweifel  erhaben  war;  dafs  die  Gröfse  derselben 
sich  mit  einiger  Genauigkeit  richtig  ergiebt,  scheint  umso  zweifel- 
hafter, besonders  wenn  der  Versuch  von  einem  weniger  gewiegten 
Experimentator  als  Foucault  gemacht  wird. 

Günstiger  dürften  aus  den  oben  genannten  Gründen  (Fortfall  der 
Notwendigkeit  einer  besonders  genauen  Centrierung,  Auswahl  be- 
quemer Versuchsbedingungen  durch  geeignete  Bestimmung  des  Über- 
gewichtes) die  Chancen  bei  dem  Barogyroskop  stehen.  Indessen  wäre 
auch  hier  noch  der  wirkliche  experimentelle  Nachweis  erforderlich, 
dafs  die  Fehlerquellen  die  Gröfse  der  zu  beobachtenden  Ablenkung 
nicht  zu  sehr  entstellen,  ein  Nachweis,  den  wir  bei  Gilbert  vergeblich 
suchen. 

Bei  einer  Wiederholung  der  Foucault'schen  oder  Gilbert'schen 
Versuche  würde  man  wohl  jedenfalls  elektromagnetischen  Antrieb  des 
Schwungringes  einführen  und  dadurch  die  Mifslichkeiten  ausschalten, 
die  aus  der  allmählichen  Verlangsamung  der  Eigenrotation  hervorgehen. 


